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Onsoz

Matematikgilerin siirekli hesap yapan, koca koca sayilarin karekoklerini hesap-
layan ya da kiiplerini filan alan tuhaf insanlar olduklar1 zannedenler vardir.
Oysa hi¢ de oyle degildir. Rastgele bir matematik kitabinda sayfa numara-
larindan bagka neredeyse hig say1 yoktur, oldugunda da bu sayilar ¢cogu zaman
0, 1, v/2, 7 gibi ¢cok bilindik birkac sayidir. Matematikciler genellikle teker teker
sayilarin kendileriyle degil, olsa olsa sayilar: simgeleyen x ve y gibi simgelerle
ya da (daha ziyade) say:1 kiimeleriyle ugragirlar.

Sayilar elbette matematigin en temel nesnelerindendir. Tarihsel olarak
sayilar, belki geometriden hemen sonra, matematigin gelismesinde en ¢ok rol
oynayan nesnelerdir.

Bu kitapta dogal sayilar kiimesini, tamsayilar kiimesini, kesirli sayilar kii-
mesini ve gergel (reel) sayilar kiimesini matematiksel olarak ve matematigin ta
en bagindan baglayarak inga edecegiz. Sadece say1 kiimelerini degil, bu kiimeler
iizerine tanimlanmig toplama ve carpma iglemlerini ve hepimizin ilkokuldan
beri “bildigi” < siralamasini da, yani “say1 sistemlerini” matematiksel olarak
inga edecegiz.

Bir onceki paragraftaki “inga edecegiz” terimine dikkatinizi ¢ekerim. Say1-
lara zaten var olan nesneler olarak degil, yaratilmas: gereken nesneler olarak
ele alacagiz. Bunu derken, “sayilar bizden bagimsiz vardir” ya da “yoktur” gibi
felsefi bir goriis beyan etmiyoruz, sadece sayilara kars: takinacagimiz tavirdan
bahsediyoruz.

Sayilar1 teker teker tanimlayamayacagimiz bariz, cok say1 var ve hepsini te-
ker teker tanimlayacak kadar uzun degil hayat. Sayilari teker teker tanimlamak
yerine, hepsini birden ayni anda tanimlayacagiz; baska secenegimiz de yok za-
ten. Yani sayilar: tanimlamak yerine say1 kiimelerini tanimlayacagiz. Sayilari
da, tanimladigimiz bu say1 kiimelerinin elemanlar: olarak tanimlayacagiz. Bu
basit fikir aslinda modern matematigin en énemli katkilarindan biridir: Kiime-
ler elemanlardan daha 6nemlidir, daha 6nceliklidir.

Lavoisier’nin linlii yasasina gore, ki bu diigiinceyi ilk olarak MO 400’lerde
yasamis Anaksagoras dile getirmistir, yoktan bir sey var edemeyecegimize gore,
bu ingalar yapabilmek igin bazi varsayimlarda bulunmamiz lazim. Bu tiir
varsayimlara matematikte aksiyom adi verilir. Once kiimeler kurammm en
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dogal, dogrulugu en su gotiirmez, en masum aksiyomlarini temel alarak 0, 1,
2, 3 gibi birkag dogal say1 inga edecegiz. Ama daha sonra, sonsuz bir kiimenin
varligini s6yleyen bir aksiyomu kabul ederek tiim dogal sayilar kiimesini, yani
tiim dogal sayilar1 tek bir hamleyle insa edecegiz. Tamsayilar, kesirli sayilar
ve gergel sayilar ardindan gelecek. Sadece yillar boyunca agina oldugumuz (ya
da agina oldugumuzu sandigimiz) say1 sistemlerini inga etmekle kalmayacagz,
bu birinci ciltte ayni zamanda matematigin temeli olan kiimeler kuraminin
en basit aksiyomlarimi da gorecegiz. (Daha sofistike aksiyomlar1 bir sonraki
cilde birakacagiz.) Ve soziinii ettigimiz ingalar1 yapmak i¢in ne kadar aksiyoma
ihtiyacimiz varsa o kadar aksiyom kullanacagiz, ne bir fazla ne bir eksik.

Say1 sistemlerinin nasil inga edildigini bilmeden de matematik yapilabi-
lir, nitekim yapiliyor da. Ama bu kitapta (ve bir sonraki cilt olan [Nell]'de)
igslenen konularin derin olduklarina, matematige felsefi hatta metafizik bir
boyut kattiklarina, dolayisiyla bu konular: bilmenin ufuk acacagina, cap ge-
nigletecegine, mutluluk getirecegine inaniyorum. Ne de olsa, bizim digimizda
bir bicimde var olan sayilar1 sadece zihinsel olanaklarimizla bir kez daha ya-
ratiyoruz. (Sayilarin varhigi konusuna ileride deginecegim.)

Bu kitap aksiyomatik kiimeler kuraminin birinci kitabi olarak addedilebilir.
Aksiyomatik kiimeler kuraminda bir adim daha ileri gitmek ve matematik igin
daha fazla tehlike arzedebilecek aksiyomlarla tanigmak icin bu kitabin ikinci
cildi [Nel] okunmalidir.

Bir 6nceki paragraftaki “daha fazla tehlike arzedebilecek” sozleri bilingli
yazilmistir: Bu kitapta agiklanan masum aksiyomlarin bile matematikte bir
geligkiye yol agmayacagi kanitlanamamistir; aksine bu aksiyomlardan bir gelig-
ki gitkmayacaginin, yani matematik teorisinin tutarli oldugunun kamtlanama-
yacagl kanitlanmigtir. Ikinci ciltteki aksiyomlar ¢cok daha tehlikelidir. Bir defa
daha tekrarlayayim: Insa ettigimiz matematigin celiskisiz oldugunu matema-
tikte kanitlayamayiz. Tabii bunun kanitlanamamasi matematikte illa bir geligki
oldugu anlamina gelmez. Celigki olabilir de olmayabilir de. Eger celigki bulur-
sak matematigin (aksiyomlarimin) geligkili oldugunu anlariz, ama matematigin
(aksiyomlarinin) geligkiye yol agmayacagin hicbir zaman anlayamayacagiz. Bu
kitabin yazarimin diigiincesine gore ne bu kitapta agiklanan aksiyomlardan ne
de [Nel]'de agiklanan ek aksiyomlardan bir geligki ¢ikmaz. Bu tabii sadece
bir inanctir, matematiksel bir kesinlik degildir. Ama birazdan bu diisiincemin
gerekgelerini agiklamaya galigacagim.

Her ne kadar okurdan fazla bir 6nbilgi talep etmiyorsak da, hatta teorik ola-
rak higbir bilgi talep etmiyorsak da, kimi zaman okurdan belli bir matematiksel
olgunluk bekleyebiliriz. Onbilgi talep etmiyoruz derken de abartmayalim, okur
bu kitaba el atmadan 6nce sezgisel kiimeler kuramin1 mutlaka biiyiik 6lciide
icsellegtirilmis olmalidir. Tiirkge kitap olarak bu konuda [Ne2|’yi 6nerebiliriz.
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Okura su bilgi de gerekli olabilir: Ozellikle ilk boliimlerde okunan her satir
hak ettigi 6lciide hemen anlagilamayabilir. Tlk yiiz kiisur sayfanin biitiinii okun-
dugunda ilk yirmi sayfada yazilanlar daha bir anlam kazanacaktir. Mesela
belki gereksiz yere uzun bulunabilecek Altboliim I3 kitap ilerledikce daha bir
anlam kazanacaktir, tekrar tekrar okunmali. Yani elinizdeki kitap emegini-
zin kargiligini aninda vermeyebilir. Okurdan sabir rica ediyorum. Sabrinin ve
emeginin mikafatim alacagina dair hicbir kugskum yok.

Bu kitab1 yazarken (6zellikle baglarda, kitapta neler yapacagimi 6zetler-
ken) en biiyiik sorunum okura kitabin higbir agsamasinda yalan sylemek is-
tememem oldu. Daha dogrusu istedim, aklimdan gecti, bir iki denemede de
bulundum ama daha sonra gonliim razi gelmedi. Bunun bariz bir tehlikesi
de var ve o tehlikeye diigtiigiime eminim: Okura yalan sOylemek istemezken
konuyu anlagilmaz, hatta icinden g¢ikilmaz bir hale doniigtiirmiis de olabili-
rim, hatta ilk boliimler galiba biraz Oyle oldu. Bu yiizden okurdan sabir rica
ediyorum. Uciincii boliimde ahgik oldugu matematik kitab: bicemini bulmaya
baslayacak ve ilk sayfalar1 daha iyi anlayacaktir. Yine de itiraf edeyim ki baz1
satirlar1 hakkiyla anlamak icin ¢ok az ve ¢ok temel diizeyde de olsa Model
Teorisi bilgisi gerekebilir ama o boliimleri atlamanin hicbir sakincasi yoktur.
Egitimde “anlamay1 ogrenme”nin éneminden bahsedilir; bu kitapta da anla-
may1 bilmek 6nemli olacak tabii, ama ayrica anlamamay1 bilmek de 6nemli
olacak! Size zor ve anlagilmaz gelen yerleri bir defa okuduktan sonra gegin.

Yalnizca kiimeler kurami ve sayilarin ingasi yok bu kitapta, ayrica (ge-
rektigi kadar) analiz ve cebir de var. Kitabin sonuna da baz okurlarin ilgile-
nebilecegi ekler koydum.

Bu kitabin icerigi, 1996’da kuruldugundan beri ve emekli oldugum 2022
yilna kadar Istanbul Bilgi Universitesi'nde birinci smif matematik 6grencile-
rine verdigim ve daha sonra Matematik Diinyasi dergisinde kaleme aldigim
Aksiyomatik Kiimeler Kurami ders notlarindan olugsmustur. Tabii yazilarin
eli ylizii diizgiin bir kitap héline gelmesi icin gereken diizenlemeleri yapmak
gerekti, ancak pek basarili olamadigim itiraf etmeliyim. Dergi yazilar1 dogal
olarak tekrar igerir, o tekrarlar1 asgariye indirmeye caligtim. Yillarimi aldi!
Okurun hosgoriisiine siginarak yapabildigim kadarini yayimliyorum.

Tesgekkiir. Kitab1 I¥TEX’e aktaran Ash Can Korkmaz ve Cigdem Sahin’e ne
kadar tesekkiir etsem azdir. Bundan neredeyse 30 yil kadar 6nce bu dersi
alan eski 6grencim Sonat Siier birka¢ kademede bu kitabin ortaya ¢ikmasinda
yardimcl oldu. Ebru Nayir kitabin onemli bir kismini satir satir okuyarak
bircok hatayr ve anlatim bozuklugunu giderdi. Sonat’a ve Ebru’ya da c¢ok
tesekkiirler.

Dedigim gibi bu iki cilt, Istanbul Bilgi Universitesi'nde birinci simif mate-
matik 6grencilerine verdigim iki dénemlik bir dersin igeriginden olugmaktadir.
Matematik egitimine Oyle ya da bdyle bulagmig biri boyle bir dersin birinci
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siiflar igin pek standart olmadigini, hatta hi¢ uygun olmadigimi diigtinebilir.
Hatta birgok {iniversitede buna izin verilecegini bile sanmiyorum, ne izin ve-
rilmesi, teklif edilmesi bile diigliniilemez. Artik... Ama bundan yaklagik yarim
yizyil 6nce, Anglosakson egitim sisteminin diinyaya egemen olmadigi, Bolonya
stireci gibi egitimi tekdiizelestiren sa¢gmaliklarin hiikiim siirmedigi yillarda
Fransa’da egitim gorme sansina erigtim. Bourbaki ve Sovyetler Birligi'nde
basilan kitaplar: okuyarak kendimi yetistirdim. Zihinsel gelisimin yavas yavas
ve Ogrenciyi sarsmadan olamayacagina kanaat getirdim. Ozellikle matema-
tik egitiminde soyut diisiinceye erken gecilmesi gerektigini diigiinenlerdenim.
Belki bir iki zaiyat disinda, bu egitim felsefemden 6grencilerimin alabildigine
yararlandiina inaniyorum. Bana bu dersleri verme olanag taniyan Bilgi Uni-
versitesi kurucularindan Oguz Ozerden’e ve Yigit Ekmekei'ye giivenlerinden
ve liniversitede sagladiklar1 6zgiirliik ortamindan dolayr minnettarim.
Tabii 6grencilerime de ¢ok tesekkiir ederim, en ¢ok da onlar tesekkiirii hak
ediyorlar, ne de olsa en ¢ok aciy1 onlar gekti.
Ali Nesin
2011-2026
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1. Biraz Felsefe, Biraz Mantik

1.1 Model ve Teori

Biz insanlar diinyay1, dogay1, evreni, etrafimizda ne var ne yok her geyi zihni-
mizle anlariz. Baska caremiz de yok. Soyle yapariz: Tecriibelerimizden yarar-
lanarak, anlamak istedigimiz olayin ya da nesnenin zihnimizde bir modelini
olusgtururuz.

Mesela bir binanin Richter 6lgeginde kag derecelik depreme dayanikli ol-
dugunu anlamak icin binay1 sarsmayiz. Binay1 olugturan kumdan, demirden,
¢imentodan ve binanmin zemininden numuneler alip herbirinin kalitesine bir
deger veriririz (¢iinkii kumun, demirin, ¢imentonun, zeminin de zihnimizde
birer modeli vardir) ve binanin mimari yapisini ve jeolojiyi de gbz éniinde
bulundurarak masa bagima gecip hesap kitap yaparak binanin dayanabilecegi
depremin giddetini buluruz, daha dogrusu tahmin ederiz. Buldugumuz aslinda
gercekten binanin dayanma giici degildir, modelimizin dayanma giiciidiir. Mo-
delimiz ne kadar gercege uygunsa, dogru sonuca o kadar yaklasgiriz.

Ama tabii gercek cok ama ¢ok karmasik oldugundan, gercegi olusturan
tliim ogeleri kale almamiz miimkiin degildir. Bu yiizden gercegi olabildigince
basitlestirmeye caligiriz. Mesela ¢ok karmagik bir iligkiler yumag: olan ekono-
miyi anlamak i¢in 6nemli oldugunu sandigimiz cari agik, enflasyon, faiz, doviz
kurlar, igsizlik, istihdam, dig borg gibi birkag veriyle yetinmeye g¢aligsabiliriz.
Meteoroloji igin ise Balkanlar, Kafkaslar, Akdeniz ve Sahra’yla yetinebiliriz.
Eger az sayida veri gercegi yaklagik da olsa anlamada yeterli degilse, baga
c¢ikamayacagimiz kadar cok sayida veriye ihtiyacimiz varsa, o zaman bilgisa-
yarda simiilasyon yapariz. Ama her durumda illa ki anlamak istedigimiz seyin
zihinsel bir modelini olusturmak zorundayiz. Insan iligkileri de 6yle degil mi-
dir? “Dogumgiiniinii unutursam kizar” diye diigiindiigiimiiz kisinin zihnimizde
bir modelini olugturmusuzdur. (Dogumgiiniinii unutmugsaniz ve iiziilmemisse
modeliniz yanlig demektir!)

Model, basitlestirilmis ve hatta idealize edilmis gercektir. Model hicbir za-
man tam gercegi yansitamaz. Ama cogunlukla sadece kabul edilebilir 6l¢iide
yanligtirlar. Mesela ugaklar patir patir diismez, ilaglar gogu zaman iyilestirir,
telefonlar genellikle dogru numaray1 arar. Eger bir modelin gercegi istedigimiz
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kadar iyi kavrayamadigi anlagilirsa genellikle (ama her zaman degil®) model
yirtilip atilmaz, ufak tefek degisikliklerle model daha ise yarar bir héle getirilir.

Yukarida, anlamak istedigimiz seyin bir modelini yaratiriz dedik. Bu tam
dogru degil. Aslinda modelden ziyade anlamak istedigimiz geyin teorisini ku-
rariz. Model daha somut bir evrendir, teori ise bir modele hitkmeden formiiller-
den ve iligkilerden olugur. Mesela enflasyon, faiz ve doviz kurlar arasindaki
cebirsel bir iligki ekonomi teorisinin bir pargasi olabilir. Bilindigi tizere (ya da
bir¢ok ekonomistin kabul ettigi gibi ve en azindan iilkemizde) doviz arttikca
ve faiz diigtiikce enflasyon artar. Enflasyona e, faize f, doviz kuruna da d di-
yelim (dolarin d’si!). Aralarindaki cebirsel iligkinin (dogru ya da yanhsg) bir ¢
sabiti i¢in d/f = ce oldugu disiiniilebilir. Bu formiil bir teoridir ya da teori-
nin bir parcasidir. Aralarindaki iliski d/f? = cy/e formiilii de olabilirdi, bu da
bir bagka teori olur. Tabii ¢ zamana ve cografyaya gore de degigebilir, hatta
bir sabitten ziyade istihdamin bir fonksiyonu da olabilir. Bizim digimizda ve
bizden bagimsiz var olan gergek ekonominin kurdugumuz teorinin bir modeli
oldugunu varsayariz ve hesaplarimizi, ekonomik tahminlerimizi ona gére ya-
pariz. Teori gercek ekonomiyi (kabul edilebilir bir hatayla) agikladig: siirece
sorun olmaz, agiklayamadigi, kotiisii teori sapittigl zaman teoriyi degistirmek
ya da teorinin gegerli oldugu kogullar1 belirtmek zorunda kaliriz, mesela ka-
bul edilmis bir ekonomi teorisi, dogal afet ya da savag gibi stresli zamanlarda
gecerli olmayabilir.

Daha hayatin iginden bir 6rnek alalim. Diyelim bir genc¢ kiz evlenmek is-
tiyor ve miistakbel kocasindan beklentilerini bir kagida siraliyor. “Saglikli ol-
sun, caligkan olsun, temiz olsun, zeki olsun, komik olsun, cok fakir olmasin,
koti aligkanliklar: olmasin, boyu posu goyle olsun, yasi basi su kadar olsun,
bana bayilsin” gibi. Listeyi ¢ok uzatirsa evde kalir! (Daha bilimsel olmasi igin
geng kizin her bir 6zellige bir puan vermesi gerekir.) Bu bir teoridir. §imdi bu
kosullara uyan her erkek bu teorinin bir modelidir®.

Matematik ise her seyin teorisidir, diger tiim teorileri miimkiin kilan bir
ugrag alanidir.

Bir matematikci matematiksel bir yapinin ya da bir modelin i¢inde dog-
dugunu varsayar, daha dogrusu meslegi geregi varsaymak zorundadir. Hemen
tim matematik de kiimeler kuramina indirgenebileceginden, matematikgiler
ashinda kiimeler kuraminin bir modelinde dogduklarina inanirlar. Bu modeli
anlamamizi saglayacak teori nedir? Nasil bir teori, hangi 6nermelerden olugmus
bir teori bu evrene hitkmeder? Bu iki ciltte bu son sorunun olas1 bir cevabini
sunacagiz, yani her seyin teorisi hakkinda ahkam kesecegiz. Az buz is degil!

!Mesela 15181 dalga teorisiyle ya da parcacik (foton) teorisiyle aciklayabiliriz.
2Ama mesela listede “caligkan olsun” ve “sabahlar1 yatak keyfi yapsin” kosullar1 varsa
teori muhtemelen celigkilidir ve modeli yoktur.
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1.2 Doga ve Matematik

Matematik aslinda gercekle tam olarak uyusmaz, uyusmasi da beklenmez®.

Gergek (en azindan bizim algiladigimiz gergek) mitkemmel degildir, kusurlu-
dur, eksikleri gedikleri vardir. Matematik gergegin idealize edilmis “miikem-
mel” bir versiyonudur.

Mesela dogada gercek anlamda nokta yoktur, ne de olsa nokta 0 boyutlu-
dur ve biz de 0 boyutlu bir nesneyi algilayamayiz. Gokyiiziindeki yildizlar
bir noktayr andirsa da onlar ashinda devasa giineglerdir. Ama fiziksel ola-
rak olmasa da potansiyel olarak noktanin var oldugunu disiinebiliriz: Bir
¢ember alin mesela ve gemberin yaricapini siirekli kiiciilttiigiiniizii diigtiniin,
cember kiigiildiikce giderek daha fazla noktay: andiracaktir, atomik boyutlara
getirdigimizi diiglinsek bile cember hicbir zaman nokta olamayacaktir. Demek
ki noktanin kendisi fiziksel olarak olmasa da potansiyel olarak var, stirekli
kiigiilen bir cember zihinsel diinyamizin noktasina yakinsar.

Dogada (geometrik anlamda) dogru da yoktur, ¢iinkii dogru bir boyutlu-
dur, kalinhig yoktur yani ve sonsuza kadar uzayip gider. Siz hi¢ sonsuza kadar
uzayip giden bir gey gordiiniiz mii, tustelik bir boyutlu bir sey? Ama mesela
ufuk ¢izgisi dogruyu andirir. Aslinda ufuk ¢izgisi bir boyutlu degildir, denizle
gokylizii arasinda siirekli bir etkilesim vardir, ufuk ¢izgisi daha ¢ok bir buhar
tabakasidir, ¢ok ince oldugu i¢in bize bir boyutlu gibi goriiniir, ayrica sonlu
uzunluktadir da. O ufuk ¢izgisini zihninizde daha daha inceltin ve daha daha
uzatin. Boylece dogru kavramina yaklagmig olursunuz. Yani dogru kavrami
zihinsel bir kavramdir ve dogada sadece potansiyel olarak vardir.

Bir bagka ornek: 0,1234567891011121314151617... metre uzunlugunda bir
ip kesemezsiniz, ¢linkii fiziksel uzunlugu sonsuza dek bolemezsiniz. Yukaridaki
virgiilden sonra sonsuza kadar uzanan say1 (ya da uzunluk) zihinsel bir var-
liktir, gercek hayatta tam kargiligi yoktur. Bu sayr gercek hayatta olsa olsa
potansiyel olarak vardir. Yani bu say1 aslinda ideal bir sayidir, gercekte olma-
yan, sadece potansiyel olarak var olan bir sayinin matematiksel gosterimidir.

7 sayisinil somut bir gemberin, mesela bir bisiklet tekerinin g¢evresini 6l¢iip
ayni tekerin capina bolerek elde edemezsiniz, bu yontemle olsa olsa 7w’ye yakin
bir say1 bulursunuz. Isterseniz deneyin, 100 kisi bu yontemle 7 sayisini virgiil-
den sonra 6 basamaga kadar hesaplamaya caligsin, eminim hemen herkes farklh
sonuglar bulacaktir. 7 sayisi ve bir onceki paragrafta ele aldigim say1 zihinsel
nesnelerdir. 7 sayisi

3,1415926535897932384626433832795028841971693993751058209 . . .

3Bu agamada akla Zenon paradokslar geliyor. Zenon paradokslari matematikle algila-
digimiz gercek ile iginde yasadigimiz evrenin birbirinden ne kadar farkli olduklarini adeta
gOzlimiize sokuyor.
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gibi bir sayidir ve bu hesap tamamen zihinsel olarak ve masa baginda yapil-
mugtir, Ol¢lip bicerek degil. Pi sayisi, zihinsel ¢emberin uzunlugunun zihinsel
capmin uzunluguna oranidir.

Dogada diizgiin altigene en ¢ok ar1 petekleri benzer. Ama higbir ar1 petegi
diizgiin altigen degildir. Her seyden 6nce diizgiin altigenin kenarlar1 tek bo-
yutludur, oysa ar1 petekleri mumdan yapilmistir, kusurlar1 vardir. Diizgiin
altigen, o ar1 peteklerinin (zihinsel) ortalamas: ve mitkemmel halidir. Arilar
diizgiin altigen yapmaya calisirlar ama ellerinden ancak bu kadar1 gelmekte-
dir. Diizglin altigen de dogada potansiyel olarak vardir.

Tlkokulda saymay fasulyelerle 6grendik. Siramizin istiindeki fasulyelere bir
fasulye daha ekledigimizde fasulye sayisi1 1 artiyordu. Bir fasulye daha eklesek...
Ne kadar fasulyemiz olursa olsun, bir fasulye daha ekleyince fasulye sayimiz
1 artiyor. Bu artigin durmasi icin higbir neden yok, diinyadaki tiim fasulyeler
bitmig olsa bile bir fasulye daha ekledigimizi diigsiinebiliriz. Buradan sonsuz-
luk fikri dogar. Sonsuzluk da gergek hayatta sadece potansiyel olarak vardir.
(Gergekten varsa da benim onu deneylemem miimkiin degil.) “Art1 bir” iglemi
bize sonsuzluk kavramini fisildar.

Daha garpici bir 6rnek vermek istiyorum. Bir bozuk parayla yazi-tura
oyunu oynayalim. Tura geldiginde oyun bitecek, kac defada tura gelirse o
kadar puan aliyoruz. Para adil de olabilir hileli de, ama illa ki tura gelme
olasiligl pozitif olsun (yani paranm iki yiizii de yazi olmasm). Bir kogulum
daha var: Oyun boyunca para degigsmesin, hep ayni parayla oynayim. Ashnda
paray1 her attigimizda, yere carpan para degisir clinkii i¢indeki atomlar ve
molekiiller yer degistirirler. Hatta her avcumuza aldigimizda viicut istmizdan
dolay1 para degisir. Siirekli degisen paranin hic degismedigini varsayalim®. Soru
su: Bu oyun hep biter mi, yani sonsuza kadar tura gelmemesi, hep yazi gelmesi
miimkiin mii? Diyelim bu soruyu deney yaparak yanitlamaya karar verdik.
Cevab1 bulmak igin oyunu kag defa oynamamiz lazim? Oyunu bir milyon kere
oynasak ve her seferinde oyun bitse, bu, oyunun hep bitecegi anlamina gelmez
ki. Ayrica oyunu oynadigimizda oyunun sonsuza kadar siirmesi miimkiin mii?
Sonsuza kadar siiren bir oyunu deneyimlemek miimkiin mii? Oysa matema-
tiksel olarak sorunun cevabini bulabiliriz: Bu oyun yiizde yiiz olasilikla hep
biter (ve ortalama iki hamlede biter), “siirekli yaz1” diye bir olay vardir ama
gerceklesme olasiligr 0’dir, ama bu cevabi ancak zihinsel olarak ve matema-
tikle bulabiliriz. Deney yaparak cevabi1 bulmaya kalkigmak bile sagmaligin ta
kendisi. Zaten sorunun kendisi deneyi digliyor.

Birinci boliimde matematik zihinseldir demistik. Bu boliimde matematigin
dogada “potansiyel olarak” oldugunu soylemeye caligtik. Dogada matematigin
kendisi olmasa da, fikri var! Doga bize matematigi fisildar. Matematik¢inin ve
bilim insaninin gorevi o fisiltiy1 duymak ve zihinsel olarak yorumlamaktir.

4Zihinsel olmaya, yani matematik yapmaya basgladik...
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1.3 Gergek Nedir Ne Degildir?

Gergek var midir, varsa benden bagimsiz midir ve ona nasil ulagirim? Ulagtigim
yva da ulagtigimi sandigim gercegi bagkalariyla nasil paylasirim, bagkalarini
nasil ikna ederim? “Anlamak” ne demektir? Bir geyi nasil anlariz ve an-
ladigimizi nasil anlariz? Bazi verilerden bir bagka sonug nasil ve hangi ku-
rallarla cikarilir? Bu kurallara nasil karar veririz ve ne kadar giivenebiliriz?
Kanit nedir? Kanitlanan gey illa dogru olmak zorunda midir? Hatta “dogru”
ne demektir? Bu ve benzeri sorular1 hi¢ olmazsa arada bir kendine sormayan,
yanitlarini sorgulamayan matematikcinin matematigin derinligini tam olarak
kavrayabildigini soyleyemeyiz.

Her matematikci bu sorularin yanitini vermelidir ya da bilmelidir demiyo-
ruz, ¢inkii bu sorularin bazilar1 ya da hepsi kesin yanit1 olmayan c¢ok derin
felsefi ya da metafizik sorular da olabilir ama yine de matematik¢i bu konularda
zaman zaman diisiniip konuyu en azindan kendi kendine tartismasi gerekir.
Ne de olsa matematikgi (bir anlamda) dogruyu bulduguna, gercege ulagtigina
inanir, dogru mantikla, dogru akil yiiritmeyle yanlis yapamayacagini ve boy-
lece gergege yaklagtigini diigiiniir. Gergek hakkinda dogru bir geyler soyledigini
iddia eden matematikcinin elbette gercek ve dogru hakkinda diiglinmesi gere-
kir. Bu da ister istemez yukaridaki sorular1 sordurtur.

Ahmet’in ya da Ayse’nin gergegi (ya da dogrusu) farkli olabilir, Ahmet ve
Ayse olaylar1 farkli yagayabilirler. Gergek, kisiden kisiye degistigi gibi cografya-
dan cografyaya da degisir: Tiirkiye'nin gergegiyle ABD’nin gergegi bir olamaz.
Gergek, kigiye ve cografyaya gore degistigi gibi zamana gore de degisir: Orta-
cag'in gergegiyle bugiiniin gercegi bir degildir.

Bunlar herkesin bildigi, kiraathanede bile duyabilecegimiz beylik sozler.
Herhéalde bunlardan s6z edecegimi sanmiyorsunuz bir matematik kitabinda!
Matematik, cografyadan, zamandan ve kigiden bagimsiz olarak gercegi yaka-
ladigini iddia eder ya da iddia etmek ister. Matematik, insanligin ortak akl
olmak ister.

Gergegin ve dogrunun kisiye, cografyaya ve tarihe gore degisecegini soyler-
ken, sOzlinii ettigimiz gercegin ya da dogrunun ne oldugunu biliyor muyuz?
Gergek ya da dogru iizerine herhangi bir s6z edebilmek igin 6nce bu kav-
ramlarin ne olduklarini bilmeliyiz. Tanimi bilinmeyen bir kavram {izerine ne
sOylenebilir ki?

Neyse ki bu kitapta digimmizdaki gercekten pek stzetmeyecegiz. Bu kitapta,
tamamen zihinsel ve soyut bir diinya, matematiksel adiyla bir “teori” yara-
tacagiz, bizim digimizdaki (ne idiigii belirsiz) gercegi yansittigina inandigimiz,
bizim digimizdaki dogruyu yansittigimi diigiindiigimiiz, belki de yansittigini
umdugumuz bir teori...

5 sayisini yarattigimizda “5 budur” iddiasinda bulunmayacagiz, sadece 5’i
boyle tanmimlamak istedigimizi sOyleyecegiz.
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Matematik (yani yaratacagimiz teori) bizim digimizdaki diinyaya ¢ok da
yabanci olmamali, ne de olsa matematikle teknolojik harikalar yaratiyorusz,
internet calisiyor, ugaklar uguyor, cep telefonlar:i galigiyor... Buradan mate-
matigin bizim digmmizdaki diinyay: az ¢ok anladigimi gikarabiliriz. (Ama bir
dakika, belki de biz matematikle gercegin kendisini degil, gercegi nasil kavrar-
sak gercegin igimize yarayacagini anliyoruz... Gegelim...)

Bu konular ¢ok zordur, hatta imkansizdir ama diigiinmesi zevklidir. Daha
sonra arada bir kiyisindan kosgesinden bulagsmak tlizere simdilik ara verelim.
Akilda tutulmasi gereken sey matematigin zihinsel bir ugras oldugudur, o ka-
dar zihinseldir ki 6lclip bigme gibi pratik ugraglarla hicbir ilgisi yoktur. Tabii
saf matematikten bahsediyoruz, uygulamali matematikten degil.

Demokrast en wyi yonetim bicimidir tiimcesini ele alalim. Bu tiimce ne
kadar dogrudur? Boyle bir ifadenin dogru olmas: i¢in her seyden 6nce “de-
mokrasi”nin tanimlanmasi gerekir. Demokrasi tanimlandiktan sonra “y6ne-
tim bi¢imi” tamimlanmali. Arkasindan “en iyi” tamlamasi tanimlanmali. An-
cak tiim bu tanimlar yapildiktan sonra “demokrasi en iyi yonetim bigimidir”
tliimcesi kanitlanabilir ya da aksine yadsinabilir. Ne de olsa anlami anlagilma-
yan bir ciimle kanitlanamaz. (Ama bunun i¢in de “kanmit”in ne demek oldugu
bilinmeli. “Kanit” kavrami tanmimlandiktan sonra “kanitlanan” onermelerin
dogru olduklar1 gosterilmeli, clinkii “kanitlamak” ile “dogru olmak” egdeger
kavramlar olmayabilir! Bu agir konuyu da gecelim.) Isimiz hayli zor yani!

Tabii bir bagkasi, “benim ‘demokrasi’, ‘yonetim bicimi’ ve ‘en iyi’ tanim-
larim farkli” deyip sizin gercek diye sundugunuz 6énermeyi reddedebilir. Hatta
kanmit yonteminizi de reddedebilir. Ama siz de buna karsi, “Bu kavramlara
benim verdigim tanimlarla ve benim kamitlama yontemimle énerme dogrudur”
diyebilirsiniz. Eger kamtiniz dogruysa kimse buna kargi ¢ikamaz. (Kamtin ne
oldugu, bir kanmitta hangi akil ytliriitmelerin yapilabilecegi de gergegin ne oldugu
konusuyla yakindan iligkili bir sorudur.)

“Demokrasi”nin tanimi ne olmalidir tartigmasi da kendi bagina ilging bir
sorudur belki ama tahmin edersiniz ki bu konuda “toplumsal bir kavramin
tanimi nasil olmalidir, boyle bir tanimin 6zellikleri neler olmalidir?” proble-
matigine girmek istemiyorum. Konumuz matematik. Matematiksel kavram-
larm tanmmi konusuna ucundan deginmek lazim. Ulkemizde egitim sistemi
hakkinda siirekli konusulur. Iyidir denir, kétiidiir denir, buna da siikiir de-
nir, ama bir egitim sisteminin ne oldugu ya da ne olmasi gerektigi konu-
sunda pek kimse pek diigiinmez. Kendi bagina bir “egitim sistemi” yoktur.
Egitim sistemini biz insanlar yaratiriz ve (bilingli ya da bilingsiz) bir amaca
hizmet amaciyla yaratiriz. Egitim sisteminin amaci ya da amaclar: belirlenme-
den egitim sisteminin iyiligi ya da kotiligi hakkinda bir s6z sdylenemez. Asil
soru, var olan egitim sisteminin belirlenen (ya da belirlenmis olmasi gereken)
amaclara ulagip ulasmadigidir ya da bu konuda ne kadar bagarili oldugudur.
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Matematiksel tammlar da tam olarak boyle yapilir. Once amagc belirlenir;
ardindan o amaca hizmet edecek tanim yapilir, hatta amaca uyan nesne ya-
ratilir. Ornegin dogal sayilarin bagat amaci saymak ve toplama carpma gibi
islemler yapmaktir. Sayilar1 bu amaca hizmet edecek bigimde yaratmali ya
da tanimlamaliyiz. 2’yi, 4’1, toplamay1 ve carpmay1 nasil tanimladigimizin
pek onemi yoktur aslinda, yeter ki 2 + 2 = 4 gibi dogru olmasini istedigimiz
esitlikler kanitlanabilsin.

Yukarida tamimdan ve kanittan sozettik. Ancak kullamlan sozciiklerin ta-
nimlar1 verildikten ve tiimcenin ya da onermenin anlami iyice anlagildiktan
sonra tiimcenin kanitlanabilecegini soyledik. Kanit kavrami iizerine daha ¢ok
yogunlagmak amaciyla anlaminin bilindiginden kusku duyulmayan bir tiimceyi
ele alalhm: Ankara Tirkiye’nin baskentidir. Bu tiimcenin dogru oldugundan
kuskumuz yok herhalde. Ankara’min, Tiirkiye'nin ve “bagkent”in tanimlar
belli. Peki nasil kanitlarsimiz dogru oldugunu bildiginiz bu tiimceyi? “Ana-
yasa’da Oyle yaziyor” demeniz yeterli midir? Eger “bagkent”in taniminda boyle
yaziyorsa yeterlidir elbet. Ben de size “gosterin o zaman Anayasa’y1” derim.
Diyelim Anayasa’y1 buldunuz, dogru sayfay: agip éniime koydunuz. “Nereden
belli bunun gergek Anayasa oldugu” diye sorabilirim size. O zaman birlikte
Ankara’ya gideriz, TBMM tutanaklarina bakariz. Milletvekillerinin imzalar
orada, hepsi Ankara’yr bagkent ilan etmisler. Bu kez “nereden belli bu im-
zalarin sahte olmadig1?” diye sorarim size... Hatta gittigimiz yerin Ankara
oldugu, girdigimiz binanin Meclis oldugu nereden belli?

Higbir bicimde Ankara’nin Tirkiye'nin bagkenti oldugunu dogrulugundan
hi¢ kusku duyulmayacak bicimde kanitlayamazsimiz. Ttim Tirkiye, hatta tiim
diinya tek bir agizdan “Ankara Tiirkiye'nin bagkentidir” diye bagirsa, gene
de ikna olmam. Biiyiik bir olasilikla 6yledir, Ankara gercekten Tiirkiyenin
bagkentidir ama ylizde yiiz ikna edilemem. Belki benim tuhaf bir hastaligim
vardir, bu Oyle bir hastaliktir ki, Tiirkiye’nin bagkentinin Ankara olmadigi-
n ogrendigim anda agzimdan kopiikler sagarak yerlerde debelene debelene
olecegim... Herkes bunu biliyor ama ben bilmiyorum... Isterseniz paranoya de-
yin, ama i¢ime Oyle bir kusku diigiverdi birden. Olecegimi bildiginizden ve
Olmemi istemediginizden bana numara yapiyorsunuz, bana oyun oynuyorsu-
nuz. Cocuklugumdan beri kandirilmigim... Benim icin 6zel gazeteler basilmisg,
Ozel haritalar ¢izilmis... Hala daha kandiriyorsunuz... Yutmam!

Siz de annenizin babanizin sizi ¢opten bulmadigina yiizde yiiz ikna edile-
mezsiniz! I¢inde yasadigimiz fiziksel diinyada, yani bildigimiz hayatta mate-
matiksel kesinlikte kanit yoktur.

Elinize bir elma alm. Bu elmay1 birakirsamz ne olur? Elma diiger. Oyle
mi? Nereden biliyorsunuz elmanin diigecegini?

Birakirsiniz elmay1, elma gercekten diiser.

— Iste, dersiniz bana, elma diistii.
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Gergekten de elma diigtii. Gozlerimle gordiim. Hakliymigsiniz.

— Peki... Bir daha biraksaniz ne olur acaba?

— Gene diiger elbet!

— Nereden belli?

— Ciinkii hep dustii!

— Biliyorum hep diigtiigiinii, ama bundan sonra ne olacak acaba?

— Gene diigecek...

— Nereden biliyorsunuz hep diisecegini?

— Bugiine kadar hep diigtii, bundan sonra da hep diisecek...

— Bugtline kadar elmanin hep diigmesi bundan sonra da elmanin hep diige-
cegi anlamina gelmez ki!

— Gelir...

— Neden?

— Cinkii ayni kogullarda tekrarlanan deneyler ayni sonuclar: verir...

— Neden?

— Bu bir ilkedir, fizik ilkesi! Bunu da mi1 bilmiyorsun!

— Biliyorum ya da bilmiyorum... Ama siz nereden biliyorsunuz bu ilkeyi?
Bu ilkeye gore ben hi¢ 6lmeyecegim, ¢iinkii bugiine dek hi¢ 6lmedim!

— Ama kogullar degigiyor. Yarinki sen bugiinkii sen olmayacaksin ki... Bu-
glinlin kogullarinda 6lmeyen biri, yarinin degisen kosullarinda oGlebilir.

— Sanki bugiin diigen elmanin kogullar1 yarin da gecerli olacak... Ayn ko-
sullarda tekrarlanan deneylerin hep ayni sonuclar dogurdugunu varsaysak bile
ayni kogullar hi¢ tekrarlanmadigindan bu ilke pek bir ige yaramaz. Dolayisiyla
elmanin da hep yere diigecegini kanitlayamazsiniz...

Yanlig anlasilmasin. Birakilan elmanin yere diisecegini ben de sizin gibi
biliyorum ama geytanmn avukathigim yapip (diigmeyecegini degil) diigmeye-
bilecegini ileri siirebilirim. Burada bir 6nermenin dogrulugundan nasil emin
olabilecegimizi sorguluyorum.

Bir giin bir igki masasinda bu konulardan s6z ederken, hatta ontimiizdeki
sisenin var olup olmadigindan bile emin olamayacagimizi sdylerken, bir ar-
kadagim,

— Simdi, dedi, kafana bi’ gegiririm bu sigeyi, anlarsin gigsenin gergek olup
olmadigim!

Cok komik! Ben dahil hepimiz giildiik. Konunun derinligine yakigsan ciddi-
yete gectigimizde goyle yanitladim arkadagimai:

— Kafama bir gey gecirmigsindir ve ben sersemlemigimdir. Bundan benim
kuskum olmayabilir. Ama, bir, kafama gercekten sise mi gecirdin? Iki, kafama
gercekten bir gise gecirmis olsan bile, bunu bagkalarima kanitlayabilir miyiz?
Senin bu eylemini filme alip ciimle aleme gostersek bile, filmin sahte oldugunu
one siiriip inanmayanlar olabilir. Saddam’in yakalandigina bile inanmayanlar
var, sahtesinin yakalandigini O6ne siiriiyorlar! Bagkasini ikna edemedigin bir
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onerme dogru ya da gercek addedilebilir mi? Dogru, bagkasini ikna edebildigin
Ol¢lide dogrudur!

Bu son soyledigim dogrunun bir tanimi olabilir mi? Felsefi anlamda bilmi-
yorum ama matematiksel anlamda “dogru”, istisnasiz herkesi (belli kabuller
gergevesinde tabii) ikna edebilecegimiz 6nermedir.

Sanminm Descartes'im “Diigiintiyorum demek ki varim” akil ylirtitmesin-
den s6z etmenin tam yeri. Modern felsefenin kurucusu sayilan Descartes, var
oldugundan kusku duyar. Belki bir riiyadadir, belki hayal goriiyordur, belki
Tanr1 ya da tanrilar onu kandiriyorlardir. Var oldugunu, hi¢ kusku duyma-
yacagl bicimde, duyularindan bagimsiz olarak ispatlamak ister. Bunun i¢in de
her seyden kusku duymalidir, herhangi bir gergegi 6nbilgi olarak kabul etme-
melidir. Yani Descartes higten yola ¢ikarak bir gercege, var oldugunun kanitina
ulagmak istemektedir. Tabula rasa yapmigtir, yani “levhay1” (beynini) tama-
men silmigtir. Descartes tiim bunlari aklindan gegirirken, birden, emin oldugu
tek gseyin her seyden kusku duydugu oldugunu anlar. Kugku duyuyordur, yani
digiintiyordur. Demek ki bir gey var ki diigtiniiyor (ya da kusku duyuyor). Ol-
masa diigiinemez ki, diigiinme eylemini ancak bir varlik yapabilir. Buradan da
meshur, “Diistiniiyorum demek ki varim”, Latincesiyle cogito ergo sum Oner-
mesi dogarB.

Descartes’in akil yiirtitmesi gercekten sasirtici, ¢linkii hicbir 6nbilgi kabul
etmeden bir gergege ulastiyor...

Ama bir dakika... Descartes gergekten bir gercege mi ulagiyor? Higbir var-
sayim yapmadan istelik. Descartes’in varhigindan kim emin? Descartes emin!
Ya bizler? Acaba bizler de Descartes’in varligindan Descartes’in kendisi kadar
emin miyiz? Aynen Descartes’in sundugu gerekcelerden dolayr dogrusu ben
Descartes’in varligindan emin olamiyorum. Ya Descartes beni kandiriyorsa, ya
gercekten diiginmiiyorsa, ya da ya Descartes benim riiyamdaysa ve gercekten
yoksa, nereden biliyorum Descartes’in diigiindiigiinii? O soyliiyor diye mi?
Descartes’a ya da kendine Descartes diyen kisiye neden giiveneyim ki? Bu
akil yiiriitmeyle Descartes kendi varligindan emin olabilir belki ama bize var
oldugunu kamitlayamaz. Ciinkii Descartes’in akil yiiriitmesinde ben, yani ben-
lik 6nplandadir. Ben kusku duyuyorum... Ben diigtintiyorum... Oysa ben Des-
cartes degilim ki! Bu yilizden Descartes’in (bu ¢ok degerli) argiimani benim igin
gecerli degil. Kanitin amaci sadece ikna olmak degildir, ayrica bagkalarini da
ikna edebilmektir.

Descartes’in fikrinden devam edelim. Descartes kendi varligini kendine ka-
nitladi belki ama bizi ikna edemedi. Matematikle hemen hemen tiim diger
ugras dallar1 arasindaki en 6nemli farktir bu. Matematik ortak akildir. Ma-
tematik akli baginda olan (ve matematigin aksiyomlarii, kanit yontemlerini

®Birgok kiginin sandig1 gibi Descartes burada “diigiinmem sayesinde varim, diigiinmesey-
dim var olmayacaktim, once diiglince sonra varlik” demiyor; sadece “diiglinmem sayesinde
var oldugumu anlayabiliyorum” diyor.
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kabul eden) herkesi ikna eder.

Sonug olarak bizim digimizda bir diinya oldugu bariz. Mesela Descartes
bize insanin kendi varhigini (bagkalarina degil ama) kendine kanitlayabilecegini
gosterdi. Demek ki orada biri var ki bize bir gsey ogretiyor...

Hepimiz -ayr1 ayri- boyle bir diinyanin varligindan eminiz. Etrafimiz Des-
cartes ya da elma diye adlandirdigimiz bazi tuhaf seylerle dolu. Bizim disi-
mizda bir diinya (ya da evren) var da, o diinya nedir ve nasil anlagilir? Zaten
anlamak ne demektir ki? Bizim digimizda olan bir gseyi nasil (kismen de olsa)
anlayabiliriz ki?

Surasi kesin, anlamak zihinsel bir ugrastir. Ancak zihnimizle anlayabiliriz.

Bizim digimizdaki diinyayi tam olarak anlamamiz imkansizdir. Biz ancak
bu anlagilmaz diinyanin daha basa c¢ikilir bir kopyasini zihnimizde kurarak
diinyay1 anlamaya caligabiliriz. Yani gercek gercege (her ne demekse ve her
neyse!) ulasamayiz belki ama zihinsel bir gerceklik kurarak gergek gergege
ulagmaya caligabiliriz ya da ulagtigimizi iddia edebiliriz. Kurdugumuz diin-
yanin bu kopyasi sayesinde ucaga binebildigimize gore ve ucaklar genellikle
diigmedigine gore, bu iddiamiz tamamen yanlig degil.

Anlagilabilir ve basgkasina aktarilabilir tek bir gercek vardir, o da mate-
matiksel gergektir. Bu anlamda bagka gercek yoktur, olamaz. Matematiksel
gercegi de sadece zihnimizde algilariz. Zorunlu olarak...

Bu ve bir sonraki ciltte [Nell| okuyacaklariniz ¢agimizin matematikgilerinin
gercek gergegi zihinlerinde nasil canlandirdigiyla ilgilidir.

Oniimiizdeki birkac boliimde dogal sayilar, toplamay1 ve carpmay1 insa
edecegiz ve Ornegin, 2 + 2 = 4 “gercegi”’ni matematikgilerin nasil anlam-
landirdiklarini ve nasil kanitladiklarini gorecegiz. Daha sonra bagka say1 sis-
temlerini inga edecegiz. Bir sonraki ciltte bildigimiz sayilar diinyasini biraz
asacagiz, bir tiir sonsuz sayilarla ilgilenecegiz.

Sagirtici bir diinyanin sizleri bekledigine dair giivence verebilirim.

1.4 Dogal Sayilar Ne Kadar Dogaldir?

Bu kitapta sayilar1 “anlayacagiz”. Ilk olarak dogal sayilardan baslayacagiz.
“Sayilart anlamak” deyince, sanki bizim digimizda bir yerde, gok belirgin ve
fiziksel bir bicimde sayilar var da biz onlar1 anlamak istiyoruz gibi bir anlam
cikabilir.

“Anlamak” iizerine diiglinelim biraz. Anlamak ne demektir? Neyi, nasil ve
ne dereceye kadar anlayabiliriz? Anlama cesitleri nelerdir? Bu tiir sorularla
ilgilenecegiz bu altboliimde. Derin felsefe...

“Sayilar: anlamak”la “ziirafalar: anlamak” arasinda bir ayrim var mi? Var
gibi... Zirafalar orada. Kargimdalar. Otluyorlar, geziniyorlar, kosusturuyor-
lar. Gorliyorum onlari. Ziirafalarin sindirim sistemini anlamaya caligabilirim



1.4. Dogal Sayilar Ne Kadar Dogaldir? 17

ornegin. Ciinkii o sindirim sistemi orada. Benden bagimsiz bir bi¢imde var.

Oysa sayilar ortalikta goriinmiiyor. Ben hi¢ beg gormedim hayatimda, bun-
dan sonra da gormeyecegim. Simdiye kadar kimse “gok giizel bir beg gegti
kapimin 6niinden” dememistir, ¢iinkii bes ge¢mez, bes yliriimez, beg kirilmaz,
beg ugmaz, beg susamaz, acikmaz, yaglanmaz ve 6lmez... Bes hicbir sey yap-
maz! Oysa ziirafa bir seyler yapar...

Zirafa orada. Bu ¢ok belli. Oysa beg’in ne kadar orada oldugu pek belli
degil.

Zirafay1r alir kargima incelerim, ama ya beg’i?

Her ne kadar “bes ziirafa” bir anlam ifade ediyorsa da, tek basina “besg”in
ne anlama geldigi o kadar belli degil.

“Beg ztrafa” bir anlam ifade ediyor mu dedim? Yanildim galiba... “Bir
ziirafa’nin anlami ve hatta fiziksel varligi bile tartigilabilir, ¢iinkii o “bir zii-
rafa” durmadan degismektedir. O durmadan degisen ziirafaya sanki hic degis-
mezmis, sanki sabit bir varlikmig gibi “zlirafa” denmesi tam gercegi yansitmaz.
Her ziirafa bir digerinden farklidir ve her ziirafa her an degisir. “Bir ziirafa”
degil, durmadan degisen ziirafalar vardir! Hatta daha dogmamig ziirafalar bile
vardir! Dolayisiyla aslinda “ziirafa” da bir kavramdir. “Zirafa”, “ziirafa” adim
verdigimiz durmadan degigen varliklarin ortak adidir. “Ziirafa” sanildigindan
daha soyut bir seydir.

Peki ziirafa bir kavramsa, “beg ziirafa” ne demektir? Aynmi kavramdan beg
tane olur mu? Galiba “beg ziirafa”, “ziirafa kavraminin kapsamina giren varlik-
larin beg tanesi” anlamina geliyor... O varliklar da durmadan degistiklerinden
timiiyle kavrayamayacagimiz, biitiiniiyle algilayamayacagimiz seyler. Birini
bile kavrayamazken biz beginden sézediyoruz...

Hayvan ziirafa oliir, kavram ziirafa 6lmez. Hayvan ziirafa durmadan degisir,
kavram ziirafa hi¢ degismez. Hayvan ziirafayla kavram ziirafay: birbirine ka-
ristirmamak lazim. Kavram ziirafa beg’e daha yakin.

Konu gittikge karmagiklagiyor ve i¢inden ¢ikilmaz bir hal aliyor.

Neyse ne!.. Sonug olarak ziirafa ne de olsa ziirafadir. Oradadir. Yadsinamaz
bir bi¢gimde, ya da ¢ok zor yadsinir bir bicimde... Oysa sayilar bir ziirafa kadar
orada degiller.

Sayilar1 géremiyoruz diye sayilar yok diyebilir miyiz? Belli ki sayilar var.
Bakin, soziinii ediyorum simdi ve anlasiyoruz. Sayilar, hicbir yerde olmasalar
bile beynimizde varlar. Zihinsel bile olsalar varlar. Ziirafalarla ayni diizlemde
degil belki ama “beg” de var. Descartes yazsayd: bu satirlari, “beg’i diigiintiyo-
rum demek ki beg var” derdi. Hakl olarak...

Cogu insanin bir elinde beg parmak vardir. Bunu herkes bilir. Demek ki he-
pimizin uzlastig bir bes kavrami var. iginde “bes” gecen bu onermeyi hepimiz
anliyoruz ve dogru buluyoruz. Demek ki “bes”e ortak bir anlam verebiliyoruz.
Tiim insanlarin besg’e ortak bir anlam vermeleri, herhalde ancak bes’in bizden
bagimsiz bir bicimde var olmasiyla miimkiin olabilir.
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Kald: ki, beg kavrami birbiriyle hig iligkisi olmamig uygarliklar tarafindan
birbirinden bagimsiz olarak da bulunmugtur. Demek ki bizim digimizda bir
yerde var bu “bes”... Oyle olmali... Bes var ki, biraz diigiinebilen her uygarhk
belli bir seviyeye gelince beg’i kavriyor ve kavram olarak benimsiyor.

Akl uzayllar varsa, onlar da beg kavramini bir siire sonra yaratirlar/bu-
lurlar. Mutlaka... Oyle samyorum. Beg kavrami sadece diinyamiza 6zgii degil.
Tiim evrende, dogada, her yerde olan bir kavram.

Galiba “beg” salt zihinsel degil... O da orada, bizim digimizda bir yerde.
Tam nerede bilmiyorum ama oralarda bir yerlerde bir “beg” olmali. Beg’in
kendisi olmasa (“beg’in kendisi” ne demekse!) bile beg kavrami benim digimda
bir yerde var. Sadece diigiince olarak var -bagka tiirlii var olamaz- ama var...
(Benden bagimsiz diisiince olabilir mi dogada? Felsefi sorularin sahi!) Var ki
hepimiz anlasiyoruz bes konusunda. Bence tabii...

Belki de doga bana “beg beg beg” diye fisildiyor ve ben beynimi kullanarak
o beg kavramini yaratiyorum/buluyorum.

Sayilar1 anlamak gibi son derece masum bir ugrag bizi varlik ve yokluk gibi
¢ok derin felsefi sorulara gotiirdii...

Sorularima tam yanit veremedim. Birtakim gikarimlarda bulunup sayilarin
orada bir yerde olduklar1 sonucunu g¢ikardim ama bu g¢ikarimlarimdan ben
de pek emin degilim, yilizde yiiz ikna olmadim, ben ikna olsam da sizi ikna
edemiyor olabilirim.

Matematik diinyasindan c¢ok ciktik...

Kesin yanitini bulamadigimiz sorularla zaman harcamayip devam edelim.

Dogada var ya da yok, bes’i anlamak istiyorum. Beg’i anlamak igin 6nce
beg’in ne oldugunu bilmeliyim. Yani beg’i tanimlamaliyim.

Bir deneme yapalim: Beg’i bir elin parmak sayisi olarak tanimlayalim. Bir
an i¢in bu tanimi kabul edip beg’i anlamaya caligalim...

Beg’i tamimladiktan sonra beg’i anlamak ne demektir sorusu geliyor akla.
Beg’in nesini anlayacagim? Beg'i tek bagma degil, beg’in 6biir sayilarla olan
iligkisini anlamak istiyorum. Ornegin 5+ 3’ bulmak istiyorum. “Ug parmak”1
da tamimladigimiz1 varsayarak, 5 + 3 sayisini beg parmagin yanina obiir elin
¢ parmag1 daha geldiginde elde edilen parmak sayisi olarak tanimlayabiliriz.

Nitekim beg parmaginizin yanina 6biir elinizin ii¢ parmagini getirseniz se-
kiz parmak elde edersiniz. Deneyin goreceksiniz. Tekrar tekrar deneyin, hep
ayni sonucu, “sekiz parmak” sonucunu alacaksimiz. Ancak bir sorun var bu-
rada. Deneyerek gordiigiintiizii kanitlayamazsiniz. Bes elmayla ii¢c elmay1 yan-
yana koydugunuzda sekiz elma elde edeceginizi hicbir zaman kanitlayamaz-
siniz. Clinki 6nermeniz deneye bagli. O deneyin sonsuza kadar ayni sonucu
verecegini kanitlayamazsiniz. Dikkatinizi ¢cekerim: Beg elmayla ti¢ elmay1 yan-
yana koyarsaniz sekiz elma elde etmezsiniz demiyorum, sadece bu 6nermenizi
kanitlayamazsiniz diyorum. Fiziksel deneyler matematiksel anlamda kanit sa-
yilmazlar. “Beg elmanin yanina {i¢ elma daha koyarsam sekiz elma elde ederim”
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onermesi olsa olsa (yapilmig) her bir deney i¢in kanitlanir, tiim genelligiyle,
gelecekte yapilacak deneyler icin kanitlanamaz. “Béyle gelmis boyle gider”
gecerli bir kanit yontemi degildir. En azindan matematikte...

Oysa matematik kanitlar. 5 + 3 = 8 esitligini kanitlamaliyiz... Kanitlama-
dan olmaz.

Ayrica “beg”i bir eldeki parmak sayisi olarak tanimlasam, ¢ok ¢ok biiyiik
sayilar1 nasil tanimlayacagim? Hatta genel olarak “say1” kavraminin kendisini
nasil tanimlayacagim? Bir, iki, ii¢, dort, bes tanimlandi. Altiyr da tamimladik,
yediyi de... Gliniin birinde durmam gerekecek, sonsuza kadar say1 tanimla-
yamam... Neyse ki sayilari teker teker tamimlamakla say1 kavramini (ya da
say1 kiimelerini) tammlamak arasinda bir ayrim vardir. Bu ayrim sayesinde
sayilar1 tanimlayabilecegiz, tiim sayilar1 aym anda tamimlamak, sayilari te-
ker teker tanimlamaktan daha kolay; yanlg s6yledim: Tiim sayilar1 ayni anda
tanimlamak miimkiin ama sayilar1 teker teker tanimlamak miimkiin degil
¢linkii hayat o kadar uzun degil.

Ne yapacagiz?

Once sunu yapacagiz: Giinliik dilde kullandigimiz ve aslinda ne demek
oldugunu tam olarak bilmedigimiz beg’le bu kitapta tanimlayacagimiz beg’i
birbirinden ayiracagiz. Ikincisi matematiksel beg olacak. Matematiksel bes’in
sizin elinizin parmak sayisiyla hicbir ilgisi olmayacak, ya da ¢ok az ilgisi olacak.

Yepyeni bir bes kavrami tanimlayacagiz. Matematiksel olarak...

Nasil yapacagiz bunu?

Nasil yapacagimiz hi¢ énemli degil! Beg’i nasil tanimladigimizin hi¢ mi
hi¢ 6nemi olmayacak. Beg’i, 1i¢’li, sekiz’i ve toplamayi 6yle tamimlayacagiz
ki 5+ 3 = 8 esitligi dogru olacak. Onemli olan, sayilar1 ve iglemleri nasil
tanimladigimiz degil, tamimladigimiz say1 ve islemlerin istedigimiz o6zellikleri
saglamalari... Iste bu, matematigi matematik yapan niteliklerin en énemlilerin-
den biridir. Daha dogrusu modern matematigi modern matematik yapan bu-
dur. Matematikte kavramlarin nasil tamimlandiklar: degil, kavramlarin hangi
ozellikleri sagladigi 6nemlidir.

Matematigin bu bakis acis1 sadece sayilar icin degil, her kavram igin gecer-
lidir. Noktalarin, dogrularin, diizlemlerin nasil tanimlandiklar: 6nemli degildir,
nasil tanimlanirlarsa tanimlansinlar, énemli olan bu kavramlarin istedigimiz
ozellikleri saglamalaridir.

Ik birka¢ béliimde sifir, bir, iki, tic gibi birkac dogal sayiy1 teker teker
tanimladiktan sonra, ileriki boliimlerde genel olarak dogal say: kiimesini ta-
nimlayacagiz. Bu daha zor olacak.

Iste boyle... Dogal sayilari ve toplamay: tanimlayacagiz. Tanimimiz bize
2 + 2 = 4 egitligini verecek. Ayrica

r+y=y+zx
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esitligini de verecek. Carpmay1 da tanimlayacagiz. Gorecegiz ki
X (y+z)=rxy+xxz

esitligi gegerli. Tabii 2 x 2 = 4 gibi esitlikleri de kanitlayacagiz.

Gorildiigii gibi okurun bilmedigi seyler kanitlanmayacak bu kitapta. (Bir
sonraki ciltte okurun daha énce bilmedigi konulara dalacagimizi saniyorum.)
Yani kanitladigimiz olgular degil bu kitapta 6nemli olan. Onemli olan yontem,
konuya yaklagim, diigiinme bi¢imi, tanmimlarin ve kanitlarin nasil yapildig: vs.



2. Temel Sorular

2.1 Dogal Sayilardan Ne istiyoruz?

Dogal sayilari, yani 0, 1, 2, 3, ... gibi sayilar1 anlamak istiyoruz. Elbette dogal
sayilar1 anlamak icin once dogal sayilarin tanimimi vermeliyiz. Tanim olma-
dan matematik olmaz! Ama tanimi vermeden 6nce de dogal sayilarin nesini
anlamak istedigimizi bilmeliyiz. Ciinkii tanimi ona gore yapacagiz®.

Herhalde, en azindan bir dogal sayidan sonra hangi dogal sayinin gelecegini
(verilen dogal saymin ardaline), yani bir sonraki dogal sayiy1 bilmek istiyoruz,
bir bagka deyisle, eger x sayis1 verilmigse  + 1 sayisini bulabilmek ve

r—x+1

fonksiyonunun 6zelliklerini bilmek istiyoruz. Tabii bir de 0 sayisini bilmeliyiz,
ki saymaya bir yerden baslayabilelim. Sonra, sanirim dogal sayilar1 toplamay1
ve carpmay1 anlamak istiyoruz; toplamay1 ve ¢arpmay1 anlamadan olmaz. Ta
ilkokuldan beri bagimizin eti yendi toplam ve ¢arpim tablolarini ezberlememiz
i¢in... Ayrica 6rnegin

z(y+z) =xy + a2

esitligini kamitlayabilmek istiyoruz. Hatta, 53 gibi, bir sayimin iissiinii almay1 da
becerebilmeliyiz. Ayrica hangi sayinin kiigiik, hangi sayinin biiyiik oldugunu da
anlamaliy1z, 6rnegin 2 > & 6nermesini dogal sayilar icin kanitlayabilmeliyiz.
Dogal sayilarla ilgili anlamak istediklerimizi sirayla yazalim: 0 sayisi,  + 1
islemi, toplama, ¢arpma, lis alma iglemleri ve siralama iligkisi.
Siralamadan baglayalim. Dogal sayilardaki x < y siralamasini toplama
cinsinden yazabiliriz:

x < y siralamasi ancak ve ancak x+z = y esitligini saglayan bir z dogal
sayist varsa gecerlidir

yva da daha matematiksel bir dille,

(1) r<y&Iz(z+z=y).

'Bu son ciimle 6nemli!
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Goriildiigii gibi siralamay1 toplamadan hareketle elde ettik®. Dolayisiyla, eger
toplamay1 anlarsak siralamay1 da anlariz. Béylece anlamak istediklerimizin lis-
tesinden siralamayi silebiliriz. Artik sadece z+ 1 iglemini, toplamayi, carpmay1
ve iis almay1 anlamak istiyoruz.

Siralamay1 toplamayla elde edebildik. Simdi iis almaya bakalim.

(2) P =1lveyl=y"y

esitliklerinden, carpmay1 ve x + 1 iglemini biliyorsak iis almanin belirlendigini
anlariz. Nitekim, 6rnegin bu iki egitlikten 6rnegin su cikar:
23 =221 —92. 9 — 9l .9 —(21.2).2
=202y 2=((2"-2)-2)-2=((1-2)-2)-2.
Demek ki carpmay1 biliyorsak, en sagdaki ((1-2)-2) -2 carpimim yapip 23
isleminin sonucunu bulabiliriz. Boylece anlamak istediklerimizin listesinden
iis almay1 da silebiliriz. Artik sadece x + 1 iglemini, toplamay1 ve garpmay1

anlamak istiyoruz.
Sira geldi carpmaya... Carpmay1 da toplama cinsinden yazabiliriz:

(3) y-0=0vey(lz+1)=yr+y
esitlikleri ¢arpmay1 tamamen belirler. Nitekim, bu iki esitligi kullanarak ve
toplama islemini bildigimizi varsayarak, 6rnegin 2 - 3 isleminin sonucunu bula-
biliriz:
2:3=2-241)=2-242=2-(1+1)+2
=2-142)+42=(2-(0+1)+2)+2
=((2-04+2)+2)+2=((0+2)+2)+2.
Toplamay: biliyorsak, en sagdaki ((0+ 2) +2) + 2 iglemini yapip 2 - 3 igleminin
sonucunu bulabiliriz. Demek ki carpmay1 da bilmek istediklerimizin listesinden
silebiliriz. Artik sadece x + 1 iglemini ve toplamay1 anlamak istiyoruz.

Simdi de toplamaya bakalim. Eger x+ 1 iglemini yapabiliyorsak, toplamay1
da yapabiliriz. Nitekim

(4) r+0=zver+(y+1)=(x+y +1

esitlikleri (ya da formiilleri) sayilari toplamamizi saglar. Ornegin, bu iki esitligi
kullanarak,

243=24+024+1)=02+2)+1=2+10+1)+1=(2+1)+1)+1

2(1) formiiliiniin sagindaki 6nermedeki z bir dogal sayidir. Dogal sayilardan soézedilen du-
rumlarda, tim x, y, z gibi simgeler dogal say1 anlamina gelecek. Kiimelerden sozettigimizde
ise x, y, z gibi simgeler kiime anlamina gelecek. Neyin ne anlama geldigi konunun geliginden
belli olmali.
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esitligini kanitlayabiliriz. Eger x verildiginde x + 1 iglemini yapabiliyorsak, o
zaman ((2+ 1) + 1) + 1 islemini yapip 2 + 3 igleminin sonucunu bulabiliriz.
Demek ki toplamay1 da bilmek istediklerim listesinden silebiliriz. Artik sadece
x + 1 iglemini anlamak istiyoruz.

Geriye fazla bir sey kalmadi. Toplamay1, carpmay1, iis almay1, siralamay1
anlamak icin 0 sayisini ve x 41 iglemini anlamaliy1z. « 41 igleminin 6zellikleri
bize toplamanin, garpmanin, iis almanin, siralamanin tanimini (ve umut edelim
ki tiim ozelliklerini) verecek. Demek ki dogal sayilari (6zellikle 0 sayisini) ve
x + 1 islemini tanimlamak ilk hedefimiz olmal.

Ama ana soru su: Toplamanin, carpmanin, iis almanin ve siralamanin 6zel-
liklerini kamtlayabilmek icin + 1 isleminin hangi ézelliklerini bilmeliyiz? Iste
onemli ve canalici soru bu. Bu soruyu bir sonraki altboliimde ele alacagiz.

Bir nokta onemli: x — z + 1 islemini anlamak icin 1 diye bir sayiy1 an-
lamak gerekmiyor. Biz sadece “arti bir” igleminden s6zediyoruz, 1 sayisindan
sozetmiyoruz. Belki de “arti bir” degil, tek kelimeyle yazip “artibir” islemin-
den/fonksiyonundan sézetmeliydik. Bundan sonra x + 1 yerine S(xz), hatta
daha sade olarak Sz yazalim ve “arti bir” yerine “bir saymin ardili” ifade-
sini kullanalim. Boylece kafa karigtiran 1’den kurtulmus oluruz. Daha sonra,
ileride, Sx’i, toplamay1 ve 1’i tanimladigimizda Sx’in gercekten = + 1’e esit
oldugunu gorecegiz. Eger x 4+ 1 yerine Sz yazarsak, (4)’teki formdiller,

(4) z+0=zvex+ Sy=S(x+y)

seklini alirlar.
Asgagidaki notlarin bazilar1 bazi okurlara anlagilmaz gelebilir, bu okurlar
notlar1 bir defa okuyup gegsinler.

Notlar

2.1. Yukaridaki satirlarda okuru yanlig yonlendirmig olabiliriz. “Art1 bir” fonksiyonunun ca-
nalic1 bir konumda oldugu dogru. “Art1 bir” fonksiyonunu tamimlamadan toplamayi
ve carpmay1 tanimlayamayacagimiz da dogru. “Art1 bir” fonksiyonunun toplamay1 ve
carpmay1 belirledigi de dogru. Biitiin bunlar dogru, ancak, genel kaninin aksine, sa-
dece “art1 bir” fonksiyonu (ashnda g¢ok sagirtici bir bigimde) toplamay1 ve ¢arpmayi
tammlamaya yetmez®, ayrica kiimeler kuraminin kavramlarim da kullanmaliy1z®. Top-
lama ve garpma tanimlandiktan sonra, “arti bir” fonksiyonunun toplama ve ¢arpmay:
belirledigini gosterecegiz.

2.2. Yukarida soylediklerimize biraz daha agiklik getirmeye ¢aligalim. Eger S’yi (yani “arti bir
fonksiyonunu) biliyorsak (4) esitliklerinin toplamay: belirledigi bariz olmali. Nitekim bi-
raz yukarida (4) esitliklerini kullanarak 243 = 5 esitligini kamtladik. Ama (4) esitlikleri
toplamay1 tanimlamaya yetmiyor. Belirlemek ya da betimlemek bagka, tanimlamak

3Tammlamak ile belirlemek arasinda ince bir ayrim vardir.

“Daha bilgili okura: Peano aksiyomlari, 0 sayisiin ve “art1 bir” fonksiyonunun temel ézel-
liklerinden ibaret degildir, ayrica toplama ve garpmanin temel 6zelliklerini de igerir. Tlerideki
sayfalarda bu dedigimizi daha anlaml kilmaya gayret edecegiz.
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bagka. Zaten (4) esitlikleri ancak toplama tamimlanmigsa anlamlidir, toplama tanim-
lanmamigsa yazilamazlar bile! Tleride, (4) esitliklerini saglayan bir iglem tanimlayacagiz
ve bu igleme toplama adini verecegiz.

Eger toplamay1 biliyorsak (3) esitliklerinin garpmay: belirledigi belli, ama (3) esitlik-
lerinden garpma igleminin varligi kanitlanamaz. Bir 6nceki paragrafta toplama ve (4)
esitlikleri igin soylediklerimizin hepsini garpma ve (3) esitlikleri igin de sdyleyebiliriz.
Toplama ve garpmay1 tanimlayabilmek igin kiimeler kuramina ve aksiyomlarina bagvur-
mak, dolayisiyla € (elemani olmak iligkisi) simgesini kullanmak zorundayiz, sadece x + 1
(vani Sz) islemi yeterli olmaz, ayrica kiimeler kuramini kullanmaliy1z. Tleride bu konu-
dan daha ayrintili s6z edecegiz. Ama bu altboliimde, hicbir sey yapmadiysak en azindan
(z bir dogal sayiyken) x — x + 1 igleminin 6nemini ortaya koyduk. Ustiine basarak tek-
rarliyorum: Tanim meselesini bir yana birakirsak, dogal sayilari ve dogal sayilarin arit-
metigini anlamak igin 6ncelikle z +— Sz, yani “bir sayinin ardili” iglemini anlamaliyiz; bu
islemi anlamadan daha fazla ilerleyemeyecegimiz anlagilmig olmali. Dedigimiz gibi S is-
lemini tanimladiktan sonra kiimeler kuramini kullanarak toplama ve ¢arpma iglemlerini
tanimlayacagiz.

Konuya biraz asina olanlar i¢in son paragrafta séziinii ettigimiz tanimlanabilme proble-
mini biraz daha agalim. Presburger’in bir teoremine gore, dogal sayilarda toplamayla ve
(altkiimelerle degil) dogal sayilarla (dogal sayilar kiimesinin elemanlariyla yani) ilgili her
tirli soru’nun dogru olup olmadig bir bilgisayar programi yardimiyla anlagilabilir. Eger
carpma iglemi toplamadan hareketle tanimlanabilseydi, o zaman toplama ve ¢arpmayla
ilgili tiim sorularm da bir bilgisayarla yanitlanabilir olmas: gerekirdi, ki Gédel’in Ikinci
Eksiklik Teoremi’nden bunun boyle olmadigini biliyoruz. Demek ki carpma sadece top-
lamadan hareketle, dolayisiyla S’den hareketle de tanimlanamaz, kiimeler kurami gibi
daha kapsaml bir teoriye ihtiyag vardir.

S fonksiyonundan hareketle siralamanin tanimlanamayacagi biraz model teorisi bilgisiyle
oldukga kolay anlalabilir. Bunun icin, S’nin teorisinin bir modelinin,

T < Sz

Onermesini saglayan iki farkli tamsiralamasini bulmak yeterli. Bu model, Z’lerin farkl
siralandigl (mesela ikinci Z’nin elemanlar1 birinci Z’'nin elemanlarindan daha biiyiik
olsun) N LI Z LI Z kiimesi olarak alinabilir.

Ote yandan siralamanin toplama yardimiyla tanimlanabilecegi bariz:
r<y&sdzx+z=y.

Buradaki z, y ve z dogal sayilardir.

Eger n, 5 ya da 7 ya da 10 milyon gibi agina oldugumuz sabit bir n dogal sayisiysa,
“bir sayiya n ekleme” iglemi, yani f,(x) = = + n fonksiyonu, “artibir” fonksiyonuyla
tanmimlanabilir elbette, bunun ic¢in “artibir” fonksiyonunu n defa uygulamak yeterli-
dir, ne de olsa S™ = f, esitligi gecerlidir. Ama her = ve her y icin f(z,y) =z +y
degerini veren bir f fonksiyonu S ve 0 ile tanimlanamadig1 gibi, S, 0 ve siralama ile de
tamimlanamaz (bkz. Karlis Podnieks’in pETp://www.ltn.v/gt3. htmliBM31 sayfasi).
Bir bagka deyisle, yaygin bir inancin tersine,

z+0=zvex+Sy=5Sx+y)

formiilleri (N, 0, S) yapisinda toplama fonksiyonunu tanimlamaz.

Benzer sorun (N, 0, .5, +) ve garpma i¢in de yaganir: Bu yap: da ¢arpmay1 tanimlamamiza
izin vermez. Ama bu tanimlanamama sorunu ilelebet devam etmez. (N, 0, S, +, x) yapi-
sinda n!, ", n’inci asal gibi tiim aritmetiksel fonksiyonlar tanimlanabilir. Yani

(N7 07 S7 +7 ><)


http://www.ltn.lv/gt3.html
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agamasindan sonra bir sorun yaganmaz, daha dogrusu yaganmayacagl saniliyor. Bu ko-
nuya ileride biraz daha fazla egilecegiz.

2.10. Bu satirlarin pek bir anlam ifade etmedigi okurlar liitfen kitabi okumaya devam etsinler.
Zamanla derin anlamlar ifade edebilir.

2.2 Dogal Sayilar Ne Olmah?

Onceki altboliimde séylemigtik: Bundan boyle # + 1 yerine Sz yazacagiz®,
¢inkii « 4+ 1 igleminin 1’le ilgili bir islem oldugu gibi aslinda pek de yanlg
olmayan ama baglangicta bizi yanhs yonlendirebilecek bir fikre saplanmak is-
temiyoruz. Heniiz tanimlamadigimiz Sx’e x’in ardails adini verecegiz.

Bir 6nceki altboliimde, dogal sayilarda toplamayi, carpmayi, iis almay1 ve
siralamay1 tanimlayabilmek icin

r— Sz

kuraliyla tanimlanan “art1 bir” ya da “ardili” iglemini anlamanin tam yeterli
olmasa da, neredeyse yeterli oldugunu, en azindan gerekli oldugunu gordiik.
Buna ilaveten bir de 0 sayisinin tanimini bilmeliyiz.

Uzunca bir siire -yalan da olsa- sadece S igleminin toplama ve carpmay1
tanimlamaya yeterli oldugunu varsayalim, ki tiim enerjimizi S fonksiyonuna
verelim. Zaten S’yi tanimlamadan bir adim ileri gidemeyecegimizi biliyoruz.

Burada, su soruyu sorup yamtlamaya galisacagiz: “Ardili” igleminin tam
olarak hangi Ozelliklerini bilmeliyiz ki diger tiim ozelliklerini bu o6zellikleri
varsayarak kanitlayabilelim? Yani dogal sayilarda tamimlanan x +— x + 1
isleminin “6zi” nedir? Bu soruyu bircok iinlii matematik¢i, mantikg ve fi-
lozof sormugtur. Biz burada Dedekind ve Peano’nun izinden yiiriiyecegiz.

Bu boliimde 6nce dogal sayilar kiimesi N'nin ne oldugunu bildigimizi var-
sayip, S fonksiyonunun bagat o6zelliklerini bulacagiz. N kiimesinin ve S fonk-
siyonunun taniminin “ne olmasi gerektigini” boliimiin en sonunda gorecegiz.

S’nin dogal sayilara etkisinin resmini agagida ¢izdik.

Ik Ozellik. Her seyden once S, dogal sayilar kiimesinden gene dogal sayilar
kiimesine giden bir fonksiyondur?®, daha dogrusu olmalidir.

°Bu S, “sonraki” anlamina gelen ingilizce “successor” ve Fransizca “successeur” sozciikle-
rinin bag harfidir; rastlant1, Tiirkce “sonraki” sozciigiiniiniin de bagharfidir!

SHeniiz dogal sayilar kiimesi N’yi tanimlamadik. Fonksiyon kavramim da tanimlamadik.
Bunlar1 daha sonraki boliimlerde yapacagiz. Simdilik, N diye bir kiimemizin oldugunu var-
say1p (moda tabirle) sezgisel takiliyoruz. Yani diiginiiyoruz. Boliimiin sonunda N kiimesinin
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Ayrica, S birebir bir fonksiyondur, yani eger x ve y dogal sayilar igin
St = Sy

esitligi gecerliyse, o zaman = = y esitligi de gecerlidir. Bir bagka deyisle ardil-
lar1 esit olan sayilar esittir.

Peki S, 6rten? midir, yani her dogal say1, bir dogal saymm ardili midir?
Hayir degildir. 0 sayist higbir dogal saymin ardili degildir. Ama S fonksi-
yonu neredeyse ortendir, orten olmasina ramak kalmistir: 0 diginda her sayinin
bir 6ncesi vardir ve 0 diginda her say1 kendisinden hemen 6nce gelen sayinin
ardilidir®. Yani S fonksiyonu N kiimesinden N kiimesine giden ve 0 degerini
hi¢ almayan birebir bir fonksiyondur, daha dogrusu 6yle olmalidir.

ikinci Ozellik. S fonksiyonunun tiimevarimla kanita olanak saglayan bir
bagka onemli 6zelligi daha vardir. Anlatalim: A, dogal sayilar kiimesi N'nin
bir altkiimesi olsun. Eger 0, A'nin bir elemaniysa ve A’dan segilmig her x ele-
mani i¢in z’in ardili olan Sx elemani da A’daysa o zaman A = N olur. Bir
bagka deyisle, N'nin, 0’1 iceren ve icerdigi her elemanin ardilin1 da igeren her
A altkiimesi N’ye esittir, yani,

i.0€ A, ve

ii. her x € A icin, Sx € A
ise 0 zaman

A=N

olur. Nitekim, bu iki kogulu saglayan bir A kiimesi alalim. 0'in A’da oldugunu
(i)’den dolay1 biliyoruz. (ii)’de x yerine 0 alirsak, 0 € A oldugundan, 0’ ardil
olan S0 sayisinin, yani 1’in de A’da oldugunu anlariz. (ii)’de bu kez z yerine 1
alalim; demek ki 1’in ardili S1, yani 2 de A’da. Simdi, (ii)’de = yerine 2 alalim,
boylece 3'tin de A’da oldugunu goriiriiz. Bunu boyle stirdiiriirsek, 4, 5, 6, ...
sayilarinin, ve zamanla (!) her dogal saymmin A’da oldugunu anlariz.

Yukarida verdigimiz bir kanit degildir, sadece dogal sayilarin ve S fonksiyo-
nunun ne olmasi gerektigi konusunda yol gosterici niteliginde bir akil ylirtitme-
dir. Clinkii dogal sayilar1 matematiksel olarak heniiz tanimlamadik ve tanim-
lamadigimiz bir nesne hakkinda herhangi bir sey kanitlayamayiz. Simdilik sa-
dece dogal sayilar kiimesinin ve artibir fonksiyonunun ne menem seyler olmasi
gerektigini anlamaya calisiyoruz.

ne olmasi gerektigini gorecegiz. N kiimesinin ne olmasi gerektigini gordiikten sonra boyle bir
kiimenin varligini kanitlamaliy1z. Bunu da daha sonraki boliimlerde yapacagiz. Okur gimdilik
lise yillarindaki bilgiyle idare etsin, ileride her sey matematiksel olarak tanimlanacak.

"f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger her y € Y icin f(z) = vy esitligini saglayan bir
r € X varsa, f fonksiyonuna érten denir.

8 S nin neredeyse 6rten oldugunu S’nin diger Szelliklerini kullanarak kamtlayacagiz ileride,
dolayisiyla bu 6zellik S’nin karakteristik ézelliklerinden sayilmayacak.
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Bu iki 6zelligin S’nin ve N'nin 6ziinii tegkil ettigine inaniliyor, yani bunlar
S’nin ve N kiimesinin “karakteristik 6zellikleri”dir. Bu iki 6zellik, dogal sayilar
kiimesini tammlamamza yeterli olacaktir. Tleride gorecegiz.

Dogal sayilar yapisi sadece bir kiime degildir. Tanimda N adi verilen bir
kiime vardir, ama bir de ayrica sifir ad1 verilen ve 0 simgesiyle gosterilen bir
eleman ve S ile gosterilen N’den N’ye giden bir fonksiyon da vardir. Yani
ashinda “dogal sayilar kiimesi” N degil, “dogal sayilar yapisi” (N,0,S)
tanimlanmalidir. Bu yapiy1 daha sonra toplama ve carpma islemleriyle zen-
ginlegtirecegiz ve iste o zaman dogal sayilar yapisim1 tam olarak elde etmis
olacagiz. Ama uzunca bir siire (N, 0, S) yapisiyla yetinecegiz. (Hentiz (N, 0, S)
seviyesine gelmedik, N kiimesini bile tanimlamadik.)

Dogal sayilarla ilgili gercekleri biinyesinde barindiran bir aksiyom sistemi
ve bu aksiyomlarin dogru oldugu bir (N, 0, .S) evreni ya da daha yaygin tabiriyle
modeli yaratmak istiyoruz. Bir sonraki boliimde bu amaca yonelecegiz. (Konu
simdilik karmagik gibi goriinse de birkag boliim sonra agikliga kavusacagini
umuyoruz; okumaya devam edin.)

Simdilik, dogal sayilar “yapis1” (kiimesi degil), hemen asagida aciklayaca-
gimiz P1 ve P2 ozelliklerini saglayan bir (N, 0, 5) ticlistdiir. Buradaki N bir
kiimedir. 0, N’nin bir elemanidir. S ise, N’den N’ye giden bir fonksiyondur.

P1. S, N’den N'ye giden ve 0 degerini hi¢c almayan birebir bir fonksi-
yondur.

P2. Eger A, dogal saylar kiimesi N'nin,

i.oeA

ve

ili.xeA ise Sxe A

ozelliklerini saglayan bir altkimesiyse o zaman A = N olur.

Bigimsel dilde P1 goyle yazilir:
VaVy (Sx = Sy — = =y) AVx Sz # 0.

Formiiliin ilk kismi S’nin birebir oldugunu, ikinci kismi ise 0 degerini al-
madigini soyliiyor. Birazdan S’nin 0 diginda tiim degerler aldigim1 kanitla-
yacagiz.

P2 ise bicimsel dilde soyle yazilir:

VA(ACNAOE AAVz (z € A— Sz € A)) - A=N).

P1 ve P2’den S’nin neredeyse orten olmasi gerektigi oldukca kolay bigimde
cikar:



28 2. Temel Sorular

Onsav 2.1. P1 ve P2 ézelliklerini saglayan bir S : N — N fonksiyonu, 0
disinda tim degerleri alir, yani S(N) = N\ {0} olur.

Kanit: P2’de A = {0} U S(N) alalim. P2’nin her iki 6nkosulu da A i¢in bariz
bigimde saglandigindan, A = N olur. P1’de séylenen 0 ¢ S(N) ile birlikte
istedigimizi elde ederiz. O

Her seyi kiimeler kuraminda yapacagimizdan, tam ne istedigimizi daha
dogru bigimde goyle ifade edelim: Oyle bir

a. N kiimesi,
b. N’nin 0 adin1 verecegimiz bir elemanini ve

c. bir S : N — N fonksiyonu

bulacagiz ki, elde edilen (N, 0,.S) yapis1 P1 ve P2 6zelliklerini saglayacak.

P1 ve P2 ozelliklerini saglayan (N,0,5) tglisti var mudir? Evet vardir!
Vardir da nerededir? Kitabin bundan sonraki ilk birkag¢ boliimiinde bunun
oykiisiinii okuyacaksiniz. Yukaridaki 6zellikleri saglayan bir (N, 0,.5) yapisin
hep birlikte var edecegiz. Sabirla. Bununla yetinmeyip dogal sayilarda topla-
may1, ¢carpmay1 ve siralamay1 tanimlayip bunlarin ¢ok bilinen temel 6zellikleri
sagladigini kanitlayacagiz.

Bu arada heniiz kiimenin ne anlama geldigini bilmedigimiz gibi, fonksiyo-
nun da ne demek oldugunu bilmedigimize dikkatinizi ¢cekerim. Yani yukaridaki
tartigma bir matematik tartigmasi degil, daha ¢ok bir metamatematik sohbe-
tidir. Bir bagka deyigle kitap heniiz baglamadi!

2.3 Plan Program

Bir sonraki boliimde kiimeler kuraminin en temel, en basit aksiyomlarindan ya-
rarlanarak birkac dogal say1 ve bu dogal sayilar1 toplayip carpmay1 6grenecegiz.
Asil konu anlatimi daha sonra baslayacak.

Bolim @’te P1 ve P2 ozellikleri saglayan bir (N, 0, S) yapist inga edecegiz.
Ama bunu yapmak i¢in kiimeler kuramina ihtiyacimiz olacak ve bunu da Bo-
lim @’te gosterecegiz.

Boliim B’'da bu yapida toplama ve garpma iglemlerini ve siralamay1 tanim-
layacagiz ve bunlarin temel 6zelliklerini ortaya koyacagiz. Toplama ve ¢arpma
icin kiimeler kuramina ihtiyacimiz olacak, ama siralamay1 toplamay: kullana-
rak tanimlayabilecegiz.

Bolim [de, P1 ve P2 o6zelliklerini saglayan dogal say1 yapisimin bir an-
lamda biricik oldugunu gosterecegiz, yani P1 ve P2 o6zelliklerini saglayan iki
dogal say1 yapisinin, elemanlarinin adlari disinda, birinin digerinden fark: ol-
madigini gosterecegiz, sanki biri “sifir bir iki ii¢ ve art1” gibi Tiirkge, digeri
“zero one two three ve plus” gibi Ingilizce. Boylece dogal sayilar yapisim bir
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anlamda dogal bir yapi oldugu, P1 ve P2'nin dogal sayilara pek fazla hareket
alan1 tamimadig1 anlagilacak®. Yolumuz uzun yani.

Dikkat ederseniz, P2, altkiimelerle ilgili bir 6nermedir. (Oysa P1 eleman-
larla ilgilidir.) Mantik¢ilarin (biiyiik gogunlugu dememek i¢in) 6nemli bir kismi
kendilerine gore hakli nedenlerden altkiimelerden sézeden teorilerden hoslan-
mazlar, altkiimeler yerine elemanlarla ilgili 6nermelerden olusan teorileri ter-
cih ederler. Tleride, Boliim M’'de P1 ve P2’yi (€ simgesini ve kiimeler kuraminm
tamamiyla) terkedip, sadece elemanlardan sézeden ve 0, S, + ve X simgele-
rini kullanan ve aritmetigi biiyiik 6lgiide (ama tam olarak degil) yansittig
diistintilen Peano Aksiyomlari’’m listeleyecegiz.

Kisa Tarihge. Dogal sayilarla ilgili birgok olgunun “artibir” iglemi ve “tliime-
varim”la kanitlanabildigini ilk olarak 1860’larda Hermann Grassman fark-
etmigtir. 1888’de Richard Dedekind dogal sayilari asagi yukar:i bu boliimde
yaptigimiz gibi aksiyomlagtirmigtir. 1889’da bu aksiyomlarin biraz daha ra-
fine bir versiyonu Italyan matematikci Giuseppe Peano tarafindan Yeni Bir
Yontemle Aritmetigin Ilkeleri adli kitabinda yayimlanmigtir. Ama daha
sonra Peano Aksiyomlar1 ad: ileride soziinii edecegimiz (Boliim M) bir bagka
aksiyom sistemine verilmistir. Bu boliimdeki P1 ve P2 aksiyomlarina Dedekind-
Peano Aksiyomlar: adi verilebilir.

2.4 izleyecegimiz Yontem Uzerine

Dedigimiz gibi, 6ncelikli olarak, P1 ve P2 6nermelerinin dogru oldugu bir
(N, S,0) yapisi inga edecegiz. Bu yapiy1 daha sonra (N, S,+, x,0) yapisina
genigletecegiz ama ilk amacimiz P1 ve P2 onermelerinin dogru oldugu bir
(N, S,0) yapist bulmak. Her seyi kiimeler kuraminda yapacagiz. Dogal sayilar
kiimesi (ya da toplulugu) N gergekten bir kiime olacak, ama S fonksiyonu
da, 0 sayisi da birer kiime olacak. Matematiksel her nesne bir kiime olacak,
sayilar da, fonksiyonlar da, cizgeler de... Tiim matematigi kiimeler kuraminin
icinde insa edecegiz.

Demek ki 6nce kiimeler kuramini kurmaliyiz, yani kiimeler kuraminin aksi-
yomlarini belirlemeliyiz. Bunu ¢ok dikkatli yapacagiz. Cok da dikkatli yapmak
zorundayiz, ¢iinkii aksi halde karsimiza paradokslar, yani celigkiler cikabilir.
Matematigin dayandigi kiimeler kuraminin geligski barindirmasi hi¢ de hog ol-
maz, giivendigimiz daglara kar yagmis olur.

9Konuyla daha asgina olan okur i¢in not: Ama Peano Aritmetigi icin aymi seyi sSyleye-
meyecegiz. Peano Aritmetiginin aksiyomlarini saglayan ama izomorf olmayan farklh yapilar
vardir. Aradaki fark su: P1 ve P2 sadece elemanlardan degil, altkiimelerden bahsediyorlar,
oysa Peano Aritmetigi sadece elemanlardan bahseder.

Konuyla daha daha agina olan okurlar igin: Kiimeler kuraminin verilmig bir modelinde
dogal say1 yapisi biriciktir, farkli modellerde farkli 6zellikleri olan dogal say1 yapisi olabilir.
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Bu ciltte yer alan tiim aksiyomlar olduk¢a dogal olacak. Bir sonraki ciltte
dogalligr tartigmali olan aksiyomlar tanitacagiz.

1800’lerin sonunda ve 1900’lerin baginda matematikte (ve felsefeciler he-
men farkina varmasa da herhalde felsefede de) en 6nemli sorulardan biri, ma-
tematigin celigkili olup olmadigi sorusuydu. Frege ve Hilbert bu konuya ilgi
duyan iki inli matematik¢iydi. Matematikte celigki olmadig1 kanitlanmaliy-
di. Bunun yapilabilmesi icin de matematigin sezgilerimizden bagimsiz bir héle
getirilip bicimsellestirilmesi ve aksiyomlagtirilmas: gerekiyordu.

Matematik, érnegin Oklid’in aksiyomlarmda bulunan “bir dogru sonsuza
kadar uzatilirsa” gibi sezgilere seslenen tiimcelerden armmmaliydi ki celigki
barindirmadigr kanitlanabilsin.

Alman mantikg ve matematikci Frege 19’uncu yiizyilin sonlarina dogru en
azindan aritmetigi saglam temellere oturtma ugragima soyundu. Ama 1900’le-
rin baginda Bertrand Russell kiimeler kuraminda bir paradoks, yani bir celigki
buldu. Daha 6nce (bir sonraki ciltte gorecegimiz) Burali-Forti paradoksu diye
adlandirilan bir paradoks vardi ama nedense bu paradoks matematigi ve ma-
tematikcileri pek sarsmamigti. Bertrand Russell’in paradoksuyla birlikte, Fre-
ge'nin yillarim verdigi matematigi bicimsellegtirme ugragi (daha dogrusu say1
kavramini mantiga indirgeme ugrasi) biiyiik bir yenilgiye ugramiga benziyordu.

Birazdan aciklayacagimiz Russell paradoksu bayagi bir giiriiltii kopardi
matematik ve bilim diinyasinda, ¢linkii matematigin giivenirligi sarsilmisti,
daha bir giin 6ncesine kadar dogrulugundan kusku duymadigimiz, bu ytizden
de bastaci ettigimiz matematikte celiski vardi. Bunun tizerine, kiimeler ku-
raminin (ve matematigin) aksiyomatik bir hale getirilmesi gerektigi apagik belli
oldu ve bu amacla celigkilerden ve paradokslardan muaf oldugu diisiiniilen,
ozellikle Russell Paradoksu’nu bertaraf eden, yani onu paradoks olmaktan
gikaran (hatta teoreme dontigtiiren) bir¢ok kuram gelistirildi. Bu kuramlar-
dan en kabul goreni ZFC adi verilen kuramdir. ZFC’yi bu ve bir sonraki ciltte
aciklayacagiz.

Matematik tarihinin kuskusuz en heyecanli zamanlariydi. Bu kadar ilging
bir konuyu burada kesmekten liziintii duyuyorum ama aksi halde bu kitaba
hi¢ baglayamayacagim!



3. Ilk Aksiyomlar ve Ilk
Sayilar

Oldukga uzun siiren felsefeyi ve ontartigmay: geride birakip matematige odak-
lanalim. Asil kitabin bu béltimle basladigini séylemek ¢ok yanlis olmaz.

3.1 Russell Paradoksu

Bertrand Russell’in iinlii paradoksuyla bagliyoruz.

Tiim kiimeleri iceren bir kiimenin var oldugunu varsayalim. Bu kiimeye X
adini verelim. Varsayimimiza gore X bir kiime ve X her kiimeyi bir eleman
olarak igeriyor. X de bir kiime oldugundan X € X olur elbette.

X’in bazi kiimeleri kendi kendisinin elemani olabilirler. Ornegin X, yuka-
rida goérdiigimiiz gibi, kendi kendisinin elemani olan kiimelerden biridir.

X’in bazi kiimeleri de aksine kendi kendisinin elemam olmazlar. Ornegin
dogal sayilar kiimesi N, bir dogal say1 olmadigindan, kendi kendisinin bir ele-
mani degildir.

Simdi, kendi kendisinin elemani olmayan kiimelerden olugan kiimeyi alalim:

Y={x:2z¢x}

olsun. Tanimdan dolay1, bir x kiimesinin Y’de olmasi i¢in yeter ve gerek kogul
2’in kendi kendisinin elemani olmamasidir. Daha matematiksel ve simgesel
olarak, her x kiimesi icin,

reYeré¢x

Onermesi gecerlidir. Bu 6nerme her z kiimesi icin gecerli oldugundan, 6zel
olarak Y kiimesi icin de gegerlidir. Dolayisiyla, yukaridaki onermede = yerine
Y koyarsak dogru bir 6nerme elde ederiz:

YeEY &Y ¢y

Bu son 6nermenin ne dedigine bakalim: Y, Y'nin bir elemaniysa Y, Y ’nin bir
elemani olamaz ve Y, Y'nin bir elemani degilse, Y, Y’nin bir eleman1 olur...
Bu, bariz bir geligkidir.
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Bu sorunu ¢ézmenin tek bir yolu vardir, o da Y’yi kiime olmaktan men
etmektir! Nitekim, sorun nasil ¢oziillirse ¢oziilsiin, eninde sonunda Y’yi bir
bicimde kiime olmaktan men ederek coziiliir. Hatta, Bertrand Russell para-
doksunun Y ’nin kiime olmadigini kanitladigini soyleyebiliriz, ¢iinkii Y 'nin bir
kiime oldugunu varsayarak bir celigki elde ediyoruz.

Sorun sadece Y’de degildir. Sorun aslinda X’tedir. X bir kiimeyse, Y nin
bir kiime olmasini engellemek insafsizlik olur. Dolayisiyla Y’den 6nce X’in bir
kiime olmasini engellemek gerekmektedir.

Bertrand Russell paradoksundaki yontemi kullanarak, her x kiimesi icin
z’in elemani olmayan bir eleman (ya da bir kiime) bulabiliriz. Bulalim:

Teorem 3.1. Eger x bir kumeyse, x te bulunmayan bir eleman vardir. Daha
spesifik olarak

{zex:2¢z}

kiimesi x ’in bir elemani degildir. Dolaysiyla tiim kiimeler: eleman olarak ice-
ren bir kiime olamaz.

Kanit: x kiimesini kanit boyunca sabitleyelim.
a={zecx:2¢z2}

tanimini yapalim. a, x’in kendi kendisinin elemani olmayan z elemanlarindan
olugsuyor. Demek ki her z igin,

(1) z€as (z€xve z & 2).

Bu 6nerme her z icin gecerli oldugundan, 6zel bir durum olarak a igin de
gecerlidir®:

(2) acas (acxveada).
Simdi, celigki elde etmek amaciyla, bir an igin,
a€x

onermesinin dogru oldugunu varsayalim. O zaman (2) 6nermesinden dogru
oldugunu varsaydigimiz a € = énermesini atabiliriz2. Demek ki

acasada

'Burada, her kiimenin elemanlarmmn da kiime oldugunu ve a’nm bir kiime oldugunu
varsaydigimizi anlamig olmali. Tleride aksiyomlarda gorecegimiz lizere bu iki varsayim da
dogrudur.

2“Hava giizelse ve 2 X 2 = 4 ise sinemaya gidecegim” nermesi, bu kitapta da kanitla-
yacagimiz iizere “2 X 2 = 4” Onermesi zaten dogru oldugundan, “Hava giizelse sinemaya
gidecegim” anlamina gelir!
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Onermesi dogrudur. Yani a, ancak ve ancak kendisinin bir elemani degilse
kendisinin bir elemanidir! Celigki. Dolayisiyla a € x 6nermesi dogru olamaz.
Teoremin ikinci ctimlesi simdi agikar olmali. U

Bu teorem bize, altboliimiin baginda tiim kiimeler toplulugu olarak tanim-
ladigimiz X’in bir kiime olamayacagini soyliiyor, ciinkii her kiime X'in ele-
mani. Yukaridaki teoremin gilizelligi, her = kiimesinde olmayan bir elemanin
varligim kanitlamasi degil, bunu zaten Russell paradoksundan biliyorduk, te-
orem ayni zamanda z’in eleman: olmayan tanimi agik acik yazilmig bir kiime
buluyor; daha acik olarak, eger

ax)={z€x:2¢z}

ise, teorem, a(z) € x Onermesini, yani

{zex:z2¢z2} ¢
Onermesini kanitliyor.

Sorun ne yazik ki sadece X’te de degildir. X’i bir kiime olmaktan men
etsek bile bagka paradokslar bulunabilir. X gibi “cok ¢ok fazla” elemani olan
topluluklarin tiimiinii kiimelik vasfindan arindirmak gerekmektedir.

Yanlig anlagilmasin, X diye bir toplulugun varhigini inkar etmiyoruz. X
elbette vardir (en azindan zihinsel olarak) ve var olan bir seye yok diyemeyiz.
X vardir ama elimizden geldigince (kiime kavraminin uygun bir tanimini bu-
larak) X’in bir kiime olmasini engellemeliyiz, ¢linkii aksi halde bir geliski elde
ederiz. Yani “kiime” kavrami eskiden oldugu (ve halen liselerde 6gretildigi)
gibi herhangi bir topluluk olarak tanimlanmamali, her topluluk bir kiime ol-
mamali, sadece “kiime” olmay1 hak eden topluluklar kiime olmali.

Ana fikir gu: Bir an igin elimizde “topluluk”lardan olugan bir “evren”in
oldugunu varsayalim. Bu boliimde ve daha ileride tanimlayacagimiz aksiyom-
lar1 kullanarak bu topluluklarin bazilarinin kiime oldugunu kanitlayabilecegiz
(bazen de bazi kiimeleri var olmaya zorlayacagiz, mesela bogkiime var olmaya
zorladigimiz kiimelerden biri olacak, dogal sayilar kiimesini de neredeyse var
olmaya zorlayacagiz). Celigki elde ederek de evrenin baz topluluklarinin kiime
olmadigim kanitlayacagiz. Bir de iki arada bir derede kalan topluluklar olacak,
yani kiime olup olmadigini bilmediklerimiz, hi¢ bilemeyeceklerimiz, ama zaten
onlardan hi¢ bahsetmeyecegiz. Mesela yukarida tiim kiimeler toplulugunun,
yani X'’in bir kiime olmadigini kanitladik; dolayisiyla aksiyomlarimiz X’in
kiime olmasma izin vermemeli. Bu arada, konu agilmigken, (eger en az bir
evren varsa) birden ¢ok evrenin olmas: gerektigini de laf arasinda belirtelim.

Bunun nasil yapildigini bu ve bir sonraki ciltte gorecegiz. Bir yandan
ZFC’yi kurarken (yani aksiyomlarimi yaratirken), diger yandan sayilari ve say1
kiimelerini insa edecegiz. Bu ciltte kiimeler kuraminin en basit aksiyomlar: yer
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alacak. Bir sonraki ciltte ise kiimeler kuramimin gok daha tartigmali (ayrica
heyecanli ve tehlikeli) aksiyomlarimdan s6z edecegiz.
Artik matematige baglayabiliriz.

3.2 Giris

Her toplulugu kiime olarak adlandirmanin matematikte geligki yarattigini yu-
karida gordiik (Bertrand Russell Paradoksu). Demek ki daha dikkatli olmaliy1z,
ontimiize ¢cikan her topluluga kiime dememeliyiz. Ne tiir topluluklarin kiime
olacagima dikkatlice segilmis aksiyomlarla karar vermeye ¢alisacagiz.

Dogal sayilar1 matematiksel olarak tanimlamak istiyoruz. Bu ve sonraki
birkac¢ boliimde, dogal sayilar1 tanimlamak icin ne kadar kiimeler kurami ge-
rekiyorsa o kadar kiimeler kurami sunacagiz. Sunacagimiz aksiyomlar, ilko-
kuldan beri asina oldugumuz Z, Q ve R gibi diger say1 kiimelerini ve bu say1
kiimeleri iistiindeki toplama, ¢carpma, ¢ikarma, bolme gibi basit fonksiyonlar
tanimlamak icin de yeterli olacak.

Bu boliimde sadece ilk birka¢ dogal sayiy1 (0’dan 7’ye kadar olan dogal
sayilar1) tanimlayacagiz. Dogal sayilarin hepsini tanimlamak biraz daha zaman
alacak. Tanimladigimiz bu birkac¢ dogal sayida toplama ve carpma iglemlerini
tanimlayip 2 + 2 =4 ve 2 x 2 = 4 esitliklerini kanitlayacagiz.

Kiimeler nasil var olacak? Kiimelere “var olun!” diyecegiz ve kiimeler var
olacak. Kiimelere “var olun!” emrini aksiyomlarla verecegiz. Ama bunu yapar-
ken, Russell paradoksunda oldugu gibi biitiin kiimeleri iceren bir kiimenin ya
da bizi celigkiye stirtikleyebilecek bir bagka kiimenin varliginin da kanitlanama-
masina dikkat etmeye caligacagiz. Bilinen celigki ve paradokslar, tiim kiimeler
kiimesi gibi “cok bliylik” kiimelerin varligindan kaynaklandigindan, cok fazla
eleman iceren topluluklarin kiime olmamasina 6zen gostermeye calisacagiz;
aksiyomlar (ellerinden geldigince) buna izin vermeyecek.

Aksiyomlar, bir iki istisna diginda, “bu bir kiimeyse, su da bir kiimedir”
bi¢iminde olacak, yani var olan kiimelerden bazi belirlenen yontemlerle yeni
kiimeler elde edecegiz. Boylece, celigkiye yol acan “cok biiylik” kiimeleri var
etmeyecegimizi umuyoruz.

Kiimeler konusu farkh bicimlerde aksiyomlagtirilabilir. Bu aksiyom sistem-
lerinin en tnliisii, en fazla kabul géreni ve en c¢ok kullanilani bu iki ciltte
agiklayacagimiz ZFC adiyla bilinenidir. ZFC, Zermelo'nun Z’si, Fraenkel’in
F’si ve Secim Aksiyomu’nun “se¢im”inin frenkgeleri olan Choice ya da Choiz
gibi Latince kokenli sozciiklerin C’sidir. Fraenkel’in yamisira, adi gegmese de,
bir sonraki cildin konusu olacak olan aksiyomlarda Skolem’in de katkisi vardir;
Skolem’i zikretmeden gegmeyelim.

ZFC digindaki sistemlerin en bilineni Von Neumann, Godel ve Bernays’in
buldugu ve kisaca GB olarak bilinen aksiyom sistemidir. Ama biz bu kitap-
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larda sadece ZFC’yi agiklamakla yetinecegiz. Aslinda bu ilk ciltte daha ziyade
Zermelo'nun 6nerdigi aksiyomlarin bazilarindan (daha dogrusu o aksiyomlarin
biraz degistirilmis héllerinden) stz edecegiz.

3.3 Kumeler Kuraminin Alfabesi ve Dili
Dilimiz, matematigin standart alfabesini icerecek. Bunlar
37 va /\7 V7 T, >, 7, (7 )7 =, Vg, U1, U2,y ...

simgeleridir. (—, A gibi simgelerin sezgisel anlamlar igin Onermeler Mantig1
[Ne3] adli kitabimiza bakabilirsiniz.) Bu simgeleri (bir anlamda harfleri) for-
miillerimizde (ciimlelerimizde) kullanmaya hakkimiz var. Ama v, v1 gibi sim-
geler yerine, aligik oldugumuz tzere, x, y, z, a, b, n, a, B8, N, U gibi bagka
harfler de kullanma hakkinm sakli tutuyoruz; amacimiz yazacagimiz formiillerin
(matematiksel climlelerin) daha anlagilir olmasimi saglamak.

Bir bagka not daha: Dileseydik yukaridaki simgelerden bazilarini atabilir-
dik. Ornegin 3 ve V simgelerinden sadece biri igimizi goriir, ya da A ve V
simgelerinden birini secip digerini kalanlar yardimiyla tanimlayabiliriz. — ve
< simgeleri de digerleri yardimiyla tanimlanabilir. Kiimelere 6zgii olmayan
bu teknik konuya fazla girmeyecegiz; zor oldugundan degil, konumuza daha
hizli bir girig yapmak istedigimizden, okuru teknik ayrintilara bogmak iste-
medigimizden. Bu konuda daha fazla bilgi isteyen okur hemen simdi Altbdliim
[ZA’yi okuyabilir, ama bence hig gerek yok.

Bunlara ilaveten kiimeler kuraminin formiillerinde bir de 6zel bir simge kul-
lamlr: “I¢indelik” ya da “eleman: olmak” simgesi olan bir tiir epsilon isareti,
€. Agiklayalim.

ZFC kiimeler kurami, iki terimi oldugu gibi hi¢ tanimlamadan kabul eder:
Bunlar “kiime” ve “elemani olmak” terimleridir. Kiime bir “nesne” adidir,
daha dogrusu bir nesne tiridiir, tammmlanmamig bir sifattir da diyebiliriz.
“Elemani olmak” ise iki kiime arasindaki dogru ya da yanlig olabilecek bir
iligkidir. Eger = kiimesi y kiimesinin elemaniysa bu, x € y olarak yazilir. Aksi
halde x ¢ y yazlir. Bir bagka deyisle, ¢ y, =(x € y) 6nermesinin kisaltilmig
seklidir.

Dikkat: Kiimenin ne demek oldugunu ve “elemani olmanin” anlamini mate-
matiksel olarak agiklamiyoruz; matematiksel aciklamalar: yoktur. Dolayisiyla
anlagilacak ya da anlasilmayacak herhangi bir sey de yoktur! Kiime ve ele-
mani olmak kavramlarini tanimsiz kabul edecegiz. Tabii bu kavramlarin psi-
kolojik, pedagojik, sezgisel, felsefi, sosyolojik aciklamalari, tanimlamalari, be-
timlemeleri yapilabilir, bu semantik agiklamalar: [Ned|’de elimizden geldigince
yapmaya caligtik, ama bu kitapta biraz daha sentetik (yani bi¢imsel) olmaya
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calisacagiz. Her kuram tanimsiz terimler icermek zorundadir, aksi hélde te-
oriyi yazmaya baglayamayiz bile! Bu tanimsiz terimler, kuramin bir nevi yapi
taglaridir.

Bazi okurlara tuhaf gelecegini sandigim bir gey styleyeyim gimdi: Eleman-
lar da kiime olacak®. Her sey kiime olacak... Elemanlar da, 0, 1, 2, /2 ve 7
gibi sayilar da, fonksiyonlar da, toplama ve ¢arpma iglemleri de, < siralamasi
da... ZFC kiimeler kuraminin tiim nesneleri kiimedir. Tabii bu matematigin
bicimsel diinyasinda boyle olacak, yoksa matematik yaparken ve diigiinirken
eskisi gibi hislerimizi, sezgilerimizi, algilarimiz1 devreye sokacagiz.

Bazen kiime olmayan topluluklardan s6z edecegiz, ama bunu ZFC kiimeler
kuraminda degil, ZFC kiimeler kurami1 hakkinda konugurken yapacagiz, yani
matematik yaparken degil, metamatematik yaparken.

Bazi kiimeler bazi kiimelerin elemani olacak, “elemani olmak” her ne de-
mekse... Baz1 kiimeler de baz1 kiimelerin elemani olmayacak.

“Kiime” ve “elemani olmak” kavramlarinin hicbir resmi ya da matematik-
sel anlami olmayacak ama bu kavramlar siz gene de sezgisel olarak istediginiz
gibi yorumlayabilirsiniz. Yorum serbest... Isterseniz “elemani olmak” tanimsiz
kavramini “cocugu olmak” olarak yorumlayin, yani “y € 2”7 tiimcesini “y, z’in
cocugu” olarak yorumlayn?, bu size kalmig bir sey... Biz yorum yapmiyoruz.

3.4 Boskiime ve Kiime Esitligi

Biitiin bunlarn yaziyoruz ama elimizde heniiz hi¢ kiime yok.
Aksiyomlar: teker teker siralamaya baglamadan 6nce bir konuya daha par-
mak basmak gerekiyor. Matematigin

r =z,
rT=yYy—-yY=u1c,
(A B) = a,
aV -,
(p(z) Az =y) = ¢(y)
gibi (aslinda herkesin bildigi ama pek az kimsenin bigimsel olarak bir yerde

yazili gordiigii) mantiksal aksiyomlari da vardir. Bu boliimde ya da bu iki ciltte
bu aksiyomlardan degil, kiimeler kuraminin aksiyomlarindan sézedecegiz.

3Kiimeler kuramimnimn (en azindan bu kitapta sézedecegimiz kiimeler kuramimin) tiim var-
liklar1 kiimedir.

4Ama bu yorumla kiimeler kurammin verecegimiz aksiyomlar: dogru olmaz, meesela hig
cocugu olmayanlar boskiime olurlar ve birden fazla boskiime olur. Ote yandan birden fazla
bosgkiimenin olamayacagin (aksiyomlarin yardimiyla tabii) ileride kanitlayacagiz. Yani “ele-
mani olma”nin bu yorumu pek uygun degil.
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Baghiyoruz... Matematigin daha en bagindayiz... Elimizde hig kiime yok...
Kiimeleri yavag yavag var edecegiz.

Simdi kiimeler kuraminin ilk aksiyomunu ve onunla birlikte matematigin
ilk kiimesini sunuyoruz:

Aksiyom 3.2 (Boskiime Aksiyomu). Hi¢ elemans olmayan bir kiime vardar.

Bu aksiyomu, matematiksel simgelerle
daVyy ¢ x

olarak yazariz. Yani (kotii bir Tiirkgeyle) “Gyle bir = vardiwr ki, her y i¢in, y,
2’in elemani degildir”. Bu x, daha sonra bogkiime adini verecegimiz kiimedir.
Bu aksiyomdan 6nce evrenimizde herhangi bir kiimenin olup olmadigini bilmi-
yorduk, ama artik biliyoruz. Hicbir eleman icermeyen bir kiime varmis. Belki
basgka kiimeler de vardir, ama biz bilmiyoruz.

Yukaridaki aksiyom, hi¢ elemani olmayan bir kiimenin varligini1 soyliiyor.
Yani 6yle bir z kiimesi vardir ki diyor, y hangi kiime olursa olsun, y ¢ x olur.

Simdi soru su: Hic elemani olmayan kag kiime vardir? Bir? 1ki? Uc? Sonsuz
sayida? Ya da boyle bir soru sormaya hakkimiz var mi? Hig elemani olmayan
kiimelerden bir ya da birkag¢ tane olup olmamasi bizim elimizde mi?

Hig eleman1 olmayan (iki degil) tek bir kiime oldugunu kanitlamaya cali-
salim, bakalim basaracak miy1z? Bence bagsaramayacagiz... Deneyelim ama:

Teorem 3.3. Hi¢ elemans olmayan tek bir kiime vardar.

Kanit: z; ve x9 hi¢ elemani olmayan iki kiime olsun. x1’in x2’ye esit oldugunu
gostermek istiyoruz... Tekrar edelim: x1’in x2’ye egit oldugunu gostermek isti-
yoruz... Iki kiimenin birbirine esit oldugunu kamtlamak istiyoruz...

Ama simdiye kadar iki kiimenin ne zaman birbirine esit olduklarina dair
herhangi bir sey soylemedik ki... Kiimenin ne demek oldugunu bilmiyoruz ki
iki ktimenin esitligi hakkinda bir sey bilebilelim...

Kanitimiza ara verip biraz konuyu tartigalim.

Eger iki kiime birbirine esitse o iki kiimenin ayni elemanlar1 vardir, yani
birinde olan bir eleman digerinindedir de; yani, her x1, xo ve y kiimesi icin,

r1 =22 — (Y Ex1 >y € T2)
Onermesi ya da her z; ve xo kiimesi igin,
xlszHVy(nylﬁnyg)

dogrudur. Bu, matematigin dayanagi ve temeli olan matematiksel mantigin
kolay bir sonucudur: x1 = x5 ise, 1 ile ilgili her dogru 6nerme (6rnegimizde y €
x1 Onermesi) 1 yerine xg alirsak da dogrudur (6rnegimizde y € xo Onermesi).
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Iki esit kiimenin ayni elemanlar1 oldugunu biliyoruz, bu bariz, ama aym
elemanlar: olan iki kiimenin esit oldugunu heniiz bilmiyoruz. Bir sonraki ak-
siyom, egitlik i¢in gerekli olan bu kogulun ayni zamanda yeterli oldugunu
soyliiyor:

Aksiyom 3.4 (Kiime Esitligi Aksiyomu). Ayne elemanlar: olan iki kime bir-
birine egittir.

Bu aksiyom, matematigin bigimsel dilinde, her x; ve xo kiimeleri igin,
(Vy (y € 21 <> y € 22)) = 21 = 22
olarak yazilir, yani
Ve Voe (Vy (y € x1 < y € 22)) = a1 = 22)

demektedir. (Yukaridaki 6nermelerde parantezlerin rastgele serpistirilmedigine
dikkatinizi gekeriz!)

Bu aksiyom, bir kiimenin elemanlar1 tarafindan belirlendigini soyliiyor. Iki
kiimenin farkli tanimlar: olabilir ya da biri yesil biri kirmiz olabilir ya da birini
bir ovalle digerini bir kare olarak resmetmis olabiliriz, ama farketmez, eger
bu iki kiime aym elemanlara sahipse esitlerdir, bu elemanlari farkli siralamig
olsak bile. Ornegin {a, b} ve {b, a} olarak gosterilen kiimeler birbirine esittir.
{a, a} ile {a} kiimeleri de esittir. Aym sekilde {z € N : 22 = 2} kiimesi {0, 1}
kiimesine esittirf.

Simdi Teorem B=3’iin kanitina devam edebiliriz:

Teorem E3’iin Kanitinin Devami: Hi¢ elemani olmayan iki kiime aldik,
x1 ve z2. Bu iki kiimenin birbirine egit olduklarini kanitlamak istiyoruz. Kiime
Esitligi Aksiyomu’'na gore her ikisinin de aymi elemanlara sahip oldugunu
gostermek gerekiyor, yani birinden alinan rastgele bir elemanin digerinin de
elemani oldugunu gostermeliyiz. Bu dogru olmasaydi, yani iki kiimeden birinde
digerinde olmayan bir eleman olsaydi, o zaman iki kiimeden birinde (digerinde
olmayan) bir eleman olacakti. Oysa kiimelerde eleman yok... Dolayisiyla bi-
rinde olup da digerinde olmayan bir eleman da olamaz. Bir celigki. Demek ki
hi¢ eleman1 olmayan tek bir kiime var. U

Matematigin bicimsel dilinde Teorem B=3 s0yle yazilir:

(3aVy (y & x)) A (VeiVae (Vy (v € 21 Ay & 22) — 21 = x2)).

Madem ki hi¢ elemani olmayan tek bir kiime var, o zaman bu kiimeye bir
ad verebiliriz. Hi¢ elemani olmayan kiimeye bogktime adini verelim. Bogkiime
() simgesiyle gosterilir.

5N, 0 ve 1 ileride tammlanacak. Sadece 6rnek vermek amaciyla onlardan bahsettik.



3.5. [ki Elemanli Kiime 39

Bundan boyle () simgesini formiillerimizde (bir kisaltma olarak) kullan-
makta bir sakinca gérmeyecegiz. Icinde () gecen her formiil gercekten de sayfa
B3'de listelenen simgelerle ve € simgesiyle ifade edilebilir. Ornegin z = 0
formiilii Vy y ¢ x demektir, ya da () € z formili

acxAVzz¢a

demektir. I¢inde @ simgesi bulunan her énerme, kiimeler kurammm orijinal
alfabesinde yazilmig (parametresiz) bir énermeye (mantiksal olarak) denktir.
Ornegin Teorem B34 artik bicimsel olarak soyle yazabiliriz:

Ve (Vyy ¢ z) — x=10).

Buraya kadar sadece tek bir kitmenin varhigin gosterdik, (), onu da bir aksi-
yomun yardimiyla yaptik. Bagka kiimeler de vardir belki evrende, ama bundan
simdilik hi¢bir bicimde emin olamayiz.

Simdi ilk sayimiz olan 0’1 tanmimlayalim:

Tanim 3.5. 0 = (.

Bu tanimladigimiz 0 matematiksel 0’dir, giinliik yasamda kullandigimiz
0 degil. Ornegin, “0'n 0 elemam vardir” tiimcesindeki birinci 0 matematik-
sel 0’dir, ikincisiyse Tiirkge 0’dir. Biraz 6nce tanimladigimiz matematiksel 0’a
sifir adini verecegiz. Cocuklugumuzdan beri bildigimiz sifira da sifir demeye
ve bu sifir1 da 0 diye yazmaya devam edecegiz. Giinliik konugma diliyle mate-
matik dilini ayirdetmek lazim. 0’lardan biri matematiksel, digeri hayatimizin
bir parcasi. Bu iki farkhi kavrami ayirdetmek igin yapay yollara sapmayacagiz,
okurun bu ayrimi kendi bagina yapabilecegini diigiiniiyoruz.

3.5 Iki Elemanli Kiime

0’1 tanmimladik. Simdi 1’i tamimlama isine soyunalim.

Eger 0'in sifir eleman1 varsa, 1’in de bir elemani olmasi tercih edilir! Ve
1’in yegéne elemani da olsa olsa bu ana kadar var olan yegane kiime olan 0
olmali, bagka ne olabilir ki! 1’1 {0} olarak tanmimlamak istiyoruz ama boyle bir
kiimenin varligindan emin degiliz. Hemen bu sorunumuzu halledelim:

Aksiyom 3.6 (iki Elemanh Kiime Aksiyomu). Eger x ve y birer kiimeyse,
eleman olarak sadece x ve y’yi iceren bir kume vardar.

Kime Esitligi Aksiyomu’na gore, sadece ve sadece x ve y kiimelerini eleman
olarak iceren tek bir kiime vardir. Eleman olarak sadece x ve y’yi igeren bu
kiimeyi

{z, y}
olarak yazariz. Eger x = y ise, {x,y} yerine {z} yazariz, ¢iinkii Kiime Esitligi
Aksiyomu’na gore iki defa x yazmak miirekkep israfidir.
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{x, y} kiimesinin temsili sekli

Demek ki
Vi(te{z, y} +— (t=xVt=y)).

Iki elemanlh kiime aksiyomu matematigin bicimsel dilinde soyle ifade edilir:
VeVydzVt (tez+— (t=aVt=y)).

Bundan béyle formiillerimizde {x, y} simgeler dizisini (kisaltma olarak) kul-
lanma hakkimi kendimizde bulacagiz (ama galiba bu hakk: hi¢ kullanmaya-
cagz). Bu simge dizisinin bulundugu her formiil, eger istenirse kiimeler ku-
raminin orijinal alfabesinde yazilabilir.

Yukaridaki aksiyomda x = y = 0 alirsak, {0} kiimesinin varligin1 géstermis
oluruz ve boylece 1’i de {0} kiimesi olarak tanimlama hakkini elde ederiz.

Tanim 3.7. 1 = {0}.

Yukarida tanmimlanan 1 kiimesine bir adin verecegiz.

Kiime Esitligi Aksiyomu’na gore 1 # 0 olur, ¢iinkii 0 € 1 ama 0 ¢ 0, yani
birinde digerinde olmayan bir eleman var.

Eger z = 0, y = 1 alirsak, o zaman Iki Elemanl Kiime Aksiyomu’ndan
{0, 1} kiimesinin varligi anlagilir ve iki adim verecegimiz 2’yi de bu kiime
olarak tamimlayabiliriz.

Tanim 3.8. 2 = {0,1}.

Ayni aksiyomdan {0,2} ve {1,2} kiimelerinin de varlig1 anlagilir. Bundan
da {{0,2},{1,2}} kiimesinin varligi ¢ikar. Bu aksiyom sayesinde bir ve iki
elemanli sonsuz sayida kiime yaratabiliriz, ama ii¢ elemanli bir kiime yarata-
mayiz.

Daha once {{0,2},{1,2}} diye bir sey (bir topluluk) vardi, yok degildi,
ama kiime adina hak kazanmamisti. Iki Elemanl Kiime Aksiyomu bu seye
kiime payesini veriyor.

0’in sifir tane, 1’in de bir tane eleman oldugundan, 0 # 1. Dolayisiyla
2’nin iki eleman var ve 0 # 2, 1 # 2. Yakinda tanimlayacagimiz diger kiigiik
dogal sayilarin da birbirinden farkli olduklar: aynen boyle, Kiime Esitligi Ak-
siyomu’nun yardimiyla kolaylikla kanitlanabilir.

Iki Elemanl Kiime Aksiyomu sayesinde elde edilen tiim kiimelerin en fazla
iki elemani oldugundan, yukarida verdigimiz ii¢ aksiyom {0, 1, 2} kiimesinin
varligim1 kanitlamaya yeterli degildir. Boyle bir kiimenin varligini kanitlamak
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i¢in yeni bir aksiyoma, Bilesim Aksiyomu’na ihtiyacimiz var. Bilesim Aksi-
yomu’'nu verdigimizde ve kabul ettigimizde, varhgim bildigimiz {0, 2} ve {1, 2}
kiimelerinin bilegimini alip {0, 1, 2} kiimesini elde edecegiz.

3.6 Kimelerin Bilesimi

[Ne2)|’de iki ya da daha ¢ok kiimenin bilegimini almay: sezgisel olarak acikladik.
Yalniz kiimelerin bilegimini alirken dikkatli olmak gerekir, yanhg bir bilegimin
kiime oldugunu iddia etmek bizi geligkiye gotiirebilir; bu tehlikeden [Ned|’de
bahsetmemigtik. Nitekim, ortadgrenimde ve hatta bazen daha yiiksek seviye-
lerde bile, bilesim alinirken goézden kacan ince bir nokta vardir: Kiimelerin
bilegiminin bir kiime oldugunu kanitlayabilmek igin bilesimi alinan kiimelerin
de bir kiime olugturmas: gerekir, yoksa bilesim kiime olmayabilir (ama olabilir
de!). Ornegin tiim kiimelerin bilegimini alirsak tiim kiimeler toplulugunu elde
ederiz ki tiim kiimeler toplulugunun bir kiime olmadigin: biliyoruz, demek ki
tiim kiimelerin bilesimini alirsak bir kiime elde etmeyiz. Ileride buna benzer
basgka orneklerin de oldugunu gorecegiz.
Ornegin a, b, ¢ kiimelerinin bilesiminden bir kiime olarak s6z edebilmek

icin

{a, b, ¢}
diye bir kiime olmahdir. Eger {a, b, ¢} diye bir kiime yoksa, a, b ya da ¢'nin
elemanlarindan olugan

aUbUc

toplulugunun kiime oldugunu séyleyemeyiz, bu bilesim bir topluluk olur ama
kiime olmayabilir. Ama birazdan, bagka aksiyomlari kabul ettigimizde, her a,
b ve cig¢in {a, b, ¢} diye bir kiimenin varligim kanitlayabilecegiz ve dolayisiyla
aUbUc diye bir kiime olacak. Ancak a, b ve c gibi ii¢ kiimenin bilegimini almak
yerine, sonsuz sayida kiimenin bilegimini almak istersek, o zaman beklenmedik
sorunlarla kargilagabiliriz.

Bir sonraki aksiyomla, bir kiimenin elemanlarinin bilegimini alip (eleman-
larin da birer kiime olduklarini animsayin) yeni bir kiime elde etme olanagi
saglayacagiz. Aksiyomu yazmadan once tam ne istedigimizi biraz daha acik
bir bicimde aciklayalim.

x, agsagidaki resimdeki gibi bir kiime olsun. z’in birtakim elemanlar: var,
diyelim z’in {i¢ elemani var: a, b ve c. Eleman sayisi sonsuz da olabilir, biz
sadece {i¢ elemanli bir kiime aldik. Her eleman gibi bu a, b, c elemanlar1 da birer
kiime. Resimde a, b ve ¢ hem bir eleman olarak (bir nokta), hem de bir kiime
olarak resmedilmig (gri yumurtalar). igte bir sonraki aksiyomla, x kiimesini
olugturan bu a, b, ¢ elemanlarinin (ya da kiimelerinin) bilegimini alarak yeni
bir kiime elde etmenin yolunu agacagiz. Bu bilegim, z’in elemanlarinin (a, b
ve ¢'nin yani) elemanlarindan olugacak.
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Yani aksiyom (¢ok kotii bir Tiirkgeyle) sunu diyecek: = hangi kiime olursa
olsun, Oyle bir y kiimesi vardir ki, her z kiimesi icin,

z € y ancak ve ancak z € t ve t € x kosullarini saglayan bir ¢ varsa

onermesi dogrudur.

{a, b, ¢} kitmesinin 6gelerinin bilesimi

Eger bir kiimenin elemanlarini o kiimenin cocuklar1 olarak yorumlarsak,
bir kiimenin elemanlarinin bilesiminin elemanlari, bilesimi alinan kiimenin to-
runlar:1 olur. Resimde, a, z’in bir ¢cocugu; eger z de a’nin bir ¢cocuguysa, yani
z, ’in bir torunuysa, o zaman z, z’in elemanlarinin bilesiminin bir elemani
olacak. Bu metaforla, z’in elemanlarinin bilesimi z’in torunlarindan olusan
kiime demektir.

Aksiyom 3.9 (Bilesim Aksiyomu). Eger x bir kiimeyse, sadece ve sadece x’in
elemanlarmin elemanlarmdan olusan bir kiime vardar.

Bu aksiyom matematiksel dilde goyle yazilir:
VeJyVz (z€y+— I (2 €t Nt €x)).

Bu kiimeye z’in (elemanlarinin) bilesimi adi verilir®. Kiime Esitligi Aksi-
yomu’'ndan dolay1 bu bilesim biriciktir, ¢linkii ne de olsa bilesimi elemanlarinin
ne oldugunu soyleyerek tanimladik. z’in bilegimi

Uz ya da Ut

tex

olarak yazilir. Eger x’in sonlu sayida elemani varsa, daha aligik oldugumuz
yazilimi kullanabiliriz:
Wa,b,c} =aUbUc,

U{{0,1},{0,2}, {1,2}} = {0,1} U {0,2} U {1,2} = {0,1,2}.

SKesigim icin 6zel bir aksiyoma ihtiyacimiz yok. Bir sonraki boliimde kesigimin varligimi
ir bagka aksiyomun yardimiyla) kanitlayacagiz. Bkz. Teorem E3.
bir bagka aksi d la) kanitl g1z. Bkz. T a2
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Elbette U{a} = a olur.

Simdi, yukaridaki aksiyomlar1 kullanarak {0, 1,2} diye bir kiimenin varl-
g1 kanitlayabiliriz:

i. 0 = () oldugundan, Aksiyom B2’ye gore 0 bir kiimedir.

ii. 1 = {0} oldugundan, Aksiyom B@ ve i’e gore 1 bir kiimedir.

iii. 2 = {0,1} oldugundan, Aksiyom B, i ve ii'ye gore 2 bir kiimedir.

iv. Aksiyom B ve iii’e gore {2} bir kiimedir.

v. Aksiyom B, iii ve iv’e gore {2, {2}} bir kiimedir.

vi. Aksiyom B@'a gore, U{2,{2}}, yani

20U {2} = {0,1} U {2} = {0,1,2}

bir kiimedir.

3.7 Kiicik Dogal Sayilar ve Ardillhik

Dogal sayilar1 tanimlamaya devam edelim:
Tanim 3.10. 3 = {0, 1,2}.

Tanmim 3.11. 4 ={0,1,2,3}.

Tamim 3.12. 5 ={0,1,2,3,4}.

Bunlarim her birinin birer kiime oldugunu kanitlamak zor degildir ve bi-
razdan kanmitlayacagiz.

Bu tamimlar siirdiiriip 6’y1, 7’yi, 8’1 tamimlayabiliriz. Ama tiim dogal sa-
yilar1 tek tek tanimlamaya yeterince zamanimiz olmadigina gore, bir yerde
durup, genel bir tanim vermenin yollarini aramaliyiz. Sonraki boliimlerde bunu
yapacagiz. Simdilik kiiclik dogal sayilarla yetinelim.

Bu tanimlara bir kez daha dikkatlice bakalim:

5{0,1,2,3,4} = {0,1,2,3} U {4} = 4 {4},

1"=90,1,2,3} = {0,1,2} U {3} =" 3U {3},

3=40,1,2} = {0, 1} U {2} B 2U {2},

2Z 0,1} ={0}u{1} B 1u{1},

1Z2 {0 =0u{o}Zou{o}.

Ozetle:

b=4U {4},
4=3U{3},
3=2U{2},
2=1U{1},

1=0u{0}.
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Goruldiigii gibi “bir saymin ardilh” (her ne demekse!), o sayiyla sadece o
sayidan olugan kiimenin bilegimi. Ornegin 5 sayisi, 4 kiimesiyle sadece 4 ele-
manidan olugan {4} kiimesinin bilesimi.

Yukaridaki yontemi 5’e uygulayip 6’y1 tanimlayalim:

Tanim 3.13. 6 =5U {5}.

Bakalim elemanlariyla yazinca 6 ne oluyor:
6= 5050 ={0,1,2,3,4} U {5} = {0,1,2,3,4,5},
yani:
Onsav 3.14. 6 = {0,1,2,3,4,5}. O

6 da kendisinden 6nce gelen sayilar kiimesi oldu.
Eger z bir kiimeyse, S(x)’1 ya da daha sade yazihmiyla Sx’i $0yle tanim-
layalim:

Tanim 3.15. Sz =z U {z}.

Her gey kiime olmak zorunda oldugundan, z bir kiimeyse, Sz de bir kiime
olmali. Hemen kanitlayalim bunu:

Teorem 3.16. x bir kimeyse Sx de bir kiimedir.

Kanit: Uc adimda kanmitlayacagiz:

a. x bir kiime oldugundan Iki Elemanh Kiime Aksiyomu'na gére {x} bir
ktimedir.

b.  ve {z} birer kiime oldugundan, gene Iki Elemanh Kiime Aksiyomu'na
gore {z,{x}} bir kiimedir.

c. Bilesim Aksiyomu'na ve (b)’ye gore U{x, {z}} toplulugu, yani z U {z},
yani Sz bir kiimedir. O

Dikkat ederseniz, x, Sx’in hem elemani hem de altkiimesidir, ¢iinkii ne
de olsa Sz kiimesi,  kiimesine x elemani ekleyerek elde edilmistir. Bu ilging
ozellik ileride ¢ok igimize yarayacak.

Bundan boyle formiillerimizde S simgesini de bir kisaltma olarak kul-
lanma hakkini kendimizde gorecegiz. Icinde S bulunan her énerme, kiimeler
kuramimin orijinal alfabesinde yazilmig bir 6nermeye denktir. Ornegin y C Sz
onermesi?,

Vz(z€ey— (z€xVz=21))
onermesine denktir. Sx C y 6nermesi de
Vz((z€axVz=12)—2z€y)

onermesine denktir.

"Her ne kadar altkiime kavramimi matematiksel olarak AltbsliimE’de tanimlayacaksak
da eline bu kitabi almig her okurun altkiimenin tanimini bildigini saniyoruz.
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Eger n tanimlanmig bir “dogal sayiysa”, Sn’ye n’nin ardils adin1 verelim.
Yukarida da goriildiigii iizere, 6, 5’in ardil.
6’nin ardili, tanimi geregi S6’dir:

S6" = 6U {6} "=1{0,1,2,3,4,5} U{6} = {0,1,2,3,4,5,6}.

Bundan boyle S6’ya 7 adini verelim.
Tanimlarimizi 6zetleyelim.

S0=1,81=2,82=3,83=4,54=5,55=6, 56="1.

Dikkat edilirse heniiz genel bir dogal say1 kavrami tanimlamadik. Bunu
daha sonraki boliimlerde yapacagiz. Simdilik su kavramlar: tanimladik:

0,1,2,3,4,5,6,7ve Sx.

Notlar

3.1. Bu altboliimdeki yontemle, 6mriiniiz yettigi siirece istediginiz kadar dogal say1 tanimla-
yabilirsiniz ama tiim dogal sayilari tanimlayamazsiniz.

3.2. Bilesim aksiyomunu kullanarak, sabitlenmis her n dogal sayis1 igin n elemanl bir kiime
inga edebiliriz. Ornegin 100 elemanl: bir kiime inga edebiliriz. Ama heniiz “her n dogal
say1sl i¢in, n elemanli bir kiime vardir” 6nermesini kanitlayamayiz ¢linkii heniiz “dogal
say1” kavramini tanimlamadik.

3.3. Dikkat ederseniz, yukaridaki 6rneklerde her (dogal) say1 kendisinden biiyiik dogal sayi-
larin hem elemani hem de altkiimesi, mesela hem 5 € 7 hem de 5 C 7. Bu giizelligin
meyvelerini ileride yiyecegiz.

3.4. Tanimladigimiz her dogal sayinin kendisinden kiigiik dogal sayilar kiimesi olarak tanim-
landigim1 gozlemleyin, 0 bile! 0’dan kiiciik dogal say1 olmadigindan 0 bogkiime olarak
tanimlanmigtir. Mesela 5 = {0, 1,2, 3,4}.

3.5. Son iki not tabii ki dogal sayilarin 6ziinde olan 6zellikler degil, dogal sayilarin tanimiyla
ilgili 6zellikler, ama hog 6zellikler, alabildigine yararlanacagiz.

3.6. Dogal sayilarin bu tanimini von Neumann’a bor¢luyuz.

3.8 Kusurlu Bir Toplama Tanimi Denemesi

Heniiz bir n dogal sayis1 i¢in, Sn = n + 1 egitligini kanitlayamayiz. Ciinkii ne
dogal sayinin tanimini yaptik ne de + diye bir islem tammladik. Toplamay:
tanimlamaya caligalim. Yaptiklarimiz matematiksel olarak pek caiz olmasa da,
daha sonra yapacaklarimizin daha kolay anlagilmasini saglayacagina inaniyo-
ruz. Zaten pek ¢ok kitapta da bu kusurlu tamm verilir. Once n + 0 iglemini
tanimlayalim:

Tanim 3.17. n+0=n.
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Dikkat: Bu tanimdan 0 + n = n egitligi gckmaz. Simdilik kanitlayamayiz
bu egitligi. Ama daha sonra, dogal sayilarin ve toplamanin gergek tanimini
verdigimizde kanitlayacagiz.

Bir say1y1 ya da bir seyi 0’la (sagdan) toplamay1 yukaridaki tanimda 6gren-
dik. Toplamay1 tanimlamaya devam edelim. Bir sonraki tanim sayesinde, n+m
isleminin sonucunu biliyorsak, n +.Sm igleminin sonucunu da bilecegiz, yani m
dogal sayisiyla ya da kiimesiyle ya da seyiyle (sagdan) toplamasini biliyorsak,
m’nin ardili olan Sm ile de (sagdan) toplamasini bildigimizi gorecegiz:

Tanmim 3.18. Eger n + m kiimesi tanimlanmagsa, n + Sm kimesi S(n + m)
olarak tanimlanu®. Yani

n+ Sm=S(n+m).

Simdi Sn’nin ta bagindan beri istedigimiz gibi n + 1 demek oldugunu ka-
nitlayalim.

Teorem 3.19. Sn=n+1.

Kanit: 1= S0 olarak tanimlandigindan, n+ 1 = n + S0 "= S(n+0) = 5n
olur. O

Simdi artik yukaridaki tanimdaki n + Sm = S(n 4+ m) esitligi
n+(m+1)=(Mn+m)+1

anlamina geliyor.

8Tamm BI3 ¢ok sorunlu.

1. Her seyden 6nce ne tanimliyoruz, nasil bir nesne tanimliyoruz? “Toplama” dedigimiz
sey nedir? Bir fonksiyon mu? Fonksiyonsa, o fonksiyonun tanim kiimesi ne? Buradaki n ve
m neyi temsil ediyorlar, hangi kiimenin elemanlari?

2. Bu tanimin gegerli olmasi icin bir geyin kontrol edilmesi gerekmektedir. Bu tanimin
kabul edilebilir bir tanim olmasi icin ozellikle gozden uzak tutmaya caligtigimiz bir olgu var
ve bu olgu tanimin gegerli oldugunun gosterilmesi icin kanitlanmalidir. Sorun su: Sm = Sm/’
ise elbette n + Sm = n + Sm/, yani S(n +m) = S(n 4+ m’) olmali. Ama bu dogru mu? Bir
bagka deyisle

Sm = Sm' — S(n+m) = S(n+m)

onermesi dogru mu? Aksi halde, n+m tanimh olsa bile n+ Sm iyi tanimh degildir. Eksikligi
Boliim B'de aciklayip giderecegiz. Soyle yapacagiz: Her m ve m’ dogal sayis1 icin, eger Sm =
Sm’ ise m = m/ esitligini kanitlayacagiz ve bdylece bu sorun giderilmis olacak.

3. “Eger n + m tanimlanmigsa” diye basgladik tanima. Tanimlanmig olmak ne demek ki?
Boyle bir sifat matematikte yoktur.

Ama + iglemini sadece tanimladigimiz 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 sayilarina uygularsak yukarida
igsaret ettigimiz sorunlarin hepsi yok olur.

Sonraki boliimlerde ¢ok daha dikkatli olacagiz, simdilik bu kusurlu tamimla idare ede-
lim. S6ziinii ettigimiz nedenlerden dolay1 + simgesini tiim genelligiyle simdilik formiilleri-
mizde kullanmayacagiz. n+m yazdigimizda, n ve m sayilarinin 1’den 7’ye kadar olan sayilar
oldugunu varsayacagiz.
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Yukaridaki teoremi 0’a, 1’e, 2’ye ve tamimladigimiz diger sayilara uygular-

sak su sonuclar cikar:

0+1 = S0 =1
1+41 = S1 = 2
2+1 = S2 =3
3+1 = S3 = 4
441 = S4 = 5
5+1 = S5 = 6

6+1 = S6 = 7
Artik 2 4+ 2 = 4 esitligini kanitlama zamani geldi:

Teorem 3.20. 2+ 2 = 4.

Kanit: Basit bir hesap: 24+ 2 = 2 + S1 = S(2+1) = S(S2) = S3 = 4.

Istedigimiz esitlik kamtlanmigtir.

O

Kanitladigimiz 2 + 2 = 4 esitliginin elmalarla ya da tavsanlarla higbir
ilgisi olmadigina dikkatinizi ¢ekerim. Aslinda var, yok degil: 2 + 2 = 4 esitligi,
elmalarla olan iligkimizden esinlenerek bulundu, ¢evremizde elma ve armut gibi
nesneler olmasayd: bu esitligin farkina bile varmayabilirdik, ama tanimlari ve
kanitlar1 yagsamdan tamamen kopuk bir ortamda yaptik. 2 + 2 = 4 esitligini

hayattan koparip tamamen soyut ve zihinsel bir diinyaya tasidik.

Simdi carpmaya gecelim. Once 0’la carpmay1 6grenecegiz, ardindan, bir
saylyl m’yle sagdan carpmay1 ve toplamay1 bildigimizi varsayarak, o sayiy1

Sm ile sagdan carpmay1 6grenecegiz.

Tanim 3.21. n-0=0.

Tanim 3.22. Eger n-m ve n-m + n tanimlanmassa,
n-Sm=n-m+n

olarak tanimlanir®.

Bazen n - m yerine nm ya da n X m yazacagiz.
Teorem BT9 ve yukaridaki tanimdan

nim+1)=nm+n

esitligi cikar.
Simdi n - 1 = n esitligini kanitlamaya caligalim:

el

n-lzn-SOB;zznO—i—n =04+n=...

9Toplama igin ¢itlattigimiz sorun ¢arpmanin taniminda da var. Bu sorunlar: Béliim B'da

giderecegiz.
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Takildik. Ciinkii 0+ n = n esitligini heniiz bilmiyoruz. Bizim bildigimiz sadece
n 4+ 0 = n egitligi, 0 + n = n esitligi degil. 0 + n = n egitligini daha sonra
kanitlayacagiz, simdi kanitlayamayiz. Bu esitligi simdilik kanitlayamayiz ama
1-1 =1 esitligini kanitlayabiliriz:

Teorem 3.23. 1-1=1.

Kanit: 1-1=1-50=1.0+1=Z0+1=0+50=5(0+0) = 5(0) = 1. O

Simdi 2 - 2 = 4 egitligini kanmitlamaya caligalim:
2.9=92.5129.14+9.

Demek ki sonuca ulagmak icin 6nce 2 -1 = 2 esitligini kanitlamaliyiz. Kanitla-
yalim:

2.1=2.50F2.0+2=F0+2.

Demek ki daha 6nce 0 + 2 = 2 esitligini kanitlamamiz gerekiyormus:
0+2=0+S1=5(0+1)= 5(50) = 51 =2.

Simdi artik 2 x 2 = 4 esitligi kanitlanmistir. Teoremi ve kanitini bir defa daha
ama bu sefer derli toplu bir hilde yazalim.

Teorem 3.24. 2 x 2 = 4.

Kanit: Hesaplar soyle:

2.2 = 2.51F2.142=2.50+2F(2-0+2)+2
E04+2)+2=0+51)+2=50+1)+2= 5(50) +2

= S51+2=2+2"4

Kanitimiz bitmigtir. O

Ozet. Bu béliimde 0,1, 2, 3,4, 5, 6 ve 7 sayilarin1, Sz’i ve (en azindan bu
sayilarla) + ve x iglemlerini tanimlayip 2 + 2 = 4 ve 2 x 2 = 4 egitliklerini
kanitladik. Goriildiigii gibi tanimlarimizin elmalarla armutlarla, alet edevatla,
deneyle, dig diinyayla hicbir ilgisi yok. Her sey zihinsel ve en soyut diizeyde.

Yine de yukarida yapilanlarda onemli bir eksik var: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7 sayilarim teker teker tammladik. Tamimlanacak daha cok say1 var... Omiir
biter, sayilar bitmez! Biitiin sayilar1 teker teker tanimlayamayiz. Matematik
sonlu zaman i¢inde yapilmali. Bu sorunun tistesinden gelecegiz. Dogal sayilar
teker teker degil, hepsini birden, daha dogrusu dogal sayilar kiimesi N’yi bir
anda, tek bir hamlede yaratacagiz. Her sey zamanla...
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Bir uyar: daha: Bu béliimde yapilanlar matematiksel olarak sorunludur.
“Toplama” denen iglemin ne oldugunu, iyi tanimlanip tanimlanmadigini ka-
nitlamadik. Yapilanlar yanhs degil, ancak matematiksel temelden yoksunlar.
Ileride bu sorunu giderecegiz tabii.

Alistirmalar

3.7. a1, a2, az kiime olsunlar. {a1, az, as} toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlayin. Genel
olarak ai,...,a, kiimeyse {a1,...,ay} toplulugunun kiime oldugunu kanitlayin. Bu son
sorunun matematiksel anlamin tartigin. (Soru gimdilik verilmis her n dogal sayist igin
dogru ama her n dogal sayis1 i¢in dogru degil! Yani bu soruyu (bu agsamada) kanitlamak
icin sonsuz tane kamit yapmali, her n icin farkh bir kamt... fleride “tiimevarimla kanit”
yontemini gordiigiimiizde, “her n dogal sayisi icin, her aq,...,an i¢in {a1,...,an} bir
kiimedir” 6nermesini kanitlayabilecegiz.)

3.8. Yukaridaki aligtirmay1 kullanarak “sonlu sayida” (yani 2 tane, 3 tane, 50 tane) kiimenin
bilegiminin bir kiime oldugunu kanitlaymn. (“Sonlu say1”nin ne demek oldugunu heniiz
bilmedigimize dikkatinizi gekerim.)

3.9. UD = 0 esitligini kamtlayin.

3.10. 443 =7 ve 3+ 4 = 7 esitliklerini kanitlayin.

3.11. 3-2=06 ve 2-3 = 6 esitliklerini kanitlayn.

3.12. n™ iglemini ve 8 sayisin1 bu bolimdeki (sakat) yontemle tanimlayip 23 = 8 egitligini
kanitlayn.

Giuseppe Peano (1858-1932)

Bugiin ilkokulda bile 6gretilen U, N, C, €, () gibi simgeleri bor¢lu oldugumuz
Giuseppe Peano bir c¢iftci ailesinin ¢ocuguydu. Giuseppe once kdy okuluna
gitti. Sonra her giin 5+ 5 = 10 km’lik yolu goze alarak kasaba okuluna devam
etti. Avukat ve papaz olan agabeyi (daha gok kdylerde gegerli olan Katolik ge-
lenegine gore en biiyiik kardeg papaz olmak zorundadir) kardeginin yetenegini
goriince onu lise smavlarma soktu. Smavi kazamp liseden sonra Torino Uni-
versitesi’'nde (daha sonra miihendislige ge¢mek tizere) matematik okuyan Pe-
ano, tgiincii yilinda sinifinin birincisiydi, ¢iinkii sinifta bagka 6grenci yoktu,
digerleri matematigi birakip miihendislige ge¢mislerdi! Peano’nun okul ar-
kadaglarinin adlarini bugiin kimse bilmez! Caginin ¢ok ilerisinde bir matematik
anlayigina sahipti Giuseppe Peano. Geligsmis analitik yetenegiyle digerlerinin
makalelerinde yanlig bulmasiyla tinliiydii. Analizden mantiga bircok 6nemli
bulusglar1 olmustur. Birgok tarihgi tarafindan matematiksel mantigin kurucusu
olarak kabul edilir.

Dogal sayilarin bugiin bilinen (ve bu kitapta agiklayacagimiz) matematik-
sel tanimin ilk bulan Giuseppe Peano, dilbilime de merakliydi. Bilindigi gibi
Esperanto tamamiyla yapay, dilbilgisi oldukca kolay, bol bol Latinceden esin-
lenmis insan bulusu bir dildir. Kelime anlami “umut eden” olan Esperanto, Po-
lonyali Zamenhof (1859-1917) tarafindan heniiz bir lise 6grencisiyken 1878’de
bulunmus ve yeni bir dil olarak ilk kez 1887’de yayimlanmistir. Zamenhof’un
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amaci insanlarin bu evrensel dilde konusarak degil, yazisarak anlagmalariydi.
1903’te Peano, Zamenhof gibi, Latinceyi sadelestirerek “biikiimsiiz Latince”
demek olan Latino sine flexione yapay dilini bulmustur. Latine sine flexi-
one, Latince sozciikleri korumus, ancak ekleri ve gekimleri (yani “flexione/bii-
kiim”leri) tamamiyla kaldirmigtir, ¢iinkii biikiimler bir dili zorlagtiran ele-
manlardir. Bir kizilderili dili olan Navajo dili o kadar biikiimli ve zordur ki,
ABD, Ikinci Diinya Savasi’nda sifre olarak bu dili kullanmustir. Navajo dilinde
Wagakotyatawitserahekvhtha mesela, “ona bir kadin viicudunu cgirkinlestiren
{iste giyilen seyler yapt1” anlamma gelir... Ornegin Ingilizce gorece az biikiim-
lii dil oldugundan 6grenmesi oldukga kolaydir.
Latine sine Flexione'yi

http://www.geocities.com/Athens/Ulympus/2948/1ndex2.html|

adresinden o6grenebilirsiniz.


http://www.geocities.com/Athens/ Olympus/2948/index2.html

4. Daha Fazla Kumeler
Kurami Aksiyomu

Sayilarin ingasina bir miiddet ara verip, dogal sayilar kiimesini inga etmek i¢in
bir sonraki boliimde gerekecek olan minimum kiimeler kuramini geligtirecegiz.
Mesela heniiz fonksiyon kavraminin matematiksel tanimini bilmiyoruz, oysa
toplama ve carpma gibi iglemler birer fonksiyondurlar. Kartezyen ¢arpimin da
matematiksel tanimini1 vermedik. Matematigin bu 6nemli kavramlarini tanim-
lamamiz lazim. Bu da biraz zaman alacak.

Gegen boliimde ilk dort aksiyomu yazmigtik:

Aksiyom 3.2 (Bosgkiime Aksiyomu) Hi¢ elemans olmayan bir kime vardur.

Aksiyom 3.4 (Kime Esitligi Aksiyomu) Ayni elemanlary olan iki kiime bir-
birine egittir.

Aksiyom 3.6 (iki Elemanli Kiime Aksiyomu) Eger x ve y birer kiimeyse,
eleman olarak sadece x ve y’yi iceren bir kume vardar.

Aksiyom 3.9 (Bilesim Aksiyomu) Eger x bir kiimeyse, sadece ve sadece x’in
elemanlarmin elemanlarmdan olusan bir kiime vardir.

Bu aksiyomlara birka¢ yeni aksiyom daha ekleyecegiz. Bu boliimde ekle-
yecegimiz aksiyomlara “ilkokul seviyesinde” aksiyomlar diyebiliriz.

4.1 Altkimeler

Eger x kiimesinin her eleman1 y kiimesinin bir elemaniysa x kiimesine y kiime-
sinin altktimesi adi verilir ve bu durum simgesel olarak

rCy

diye gosterilir. Bazen, bu durumda y kiimesi x kiimesini kapsar diyecegiz.
Ender de olsa, y’ye z’in tstkiimesi dendigi olur.
Demek ki x C y 6nermesinin gecerli olmasi igin,

Vz(z€x—z€y)
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onermesi gecerli olmalidir. Dolayisiyla kiime esitligi aksiyomuna gére x = y
esitliginin gecerli olmasi i¢in z C y ve y C x kapsamalarinin gecerli olmasi
gerek ve yeter koguldur. Bu ve

(rCyAyCz)—>xCz

ve
r=y— (rCyAyCux)

gibi 6nermelere okurun asina oldugunu varsayiyoruz.

Eger x C y ama x # y ise x’e y’'nin ozaltkimest denir ve bu durumu
x C y olarak gosterecegiz. Bogkiimenin 6zaltkiimesi yoktur.

Ama dikkat, altkiime 6ncelikle bir kiime olmalidir. Bir kiimenin kiime ol-
mayan alttopluluklar: olabilir, dogal sayilar kiimesinin bile (ama bu kitapta
bdyle bir 6rnek veremeyecegiz).

Bundan boyle formiillerimizde C simgesini bir kisaltma olarak kullanaca-
g1z: © C y simgeleri

Vz(z€ax — z€Y)

onermesi yerine kullanilacak.

Bogkiime her kiimenin altkiimesidir. Bunu kamitlayalim. x herhangi bir
kiime olsun. Bogkiimenin x’in bir altkiimesi oldugunu kanmitlamak istiyoruz.
Yani bogkiimenin her elemaninin z’in bir elemanm oldugunu kanitlamak isti-
yoruz. Diyelim ki bu dogru degil, yani diyelim ki boskiimede x’te olmayan
bir eleman var. Ama hani bogkiimede hi¢ eleman yoktu! Hi¢ elemani olma-
yan bosklimede x’te olmayan bir eleman olabilir mi? Olamaz elbet. Demek ki
bosklimenin her elemani z’in bir elemaniymis, yani boskiime z’in bir altkiime-
siymis... Kanitimiz bitmigtir!

Boskiime, her kiimenin altkiimesi olan yegane kiimedir. Bu da boskiimeyi
ayricalikll kilan bir bagka ozelliktir. (Diger 6zellik, boskiimenin sifir adet ele-
mant olan yegane kiime olmasidir.)

Simdi ilk bakigta tuhaf gelebilecek bir teorem kamtlayalim: Boskiimenin
her elemani 1’e egittir! Kanitin piif noktas: bogkiimenin hi¢ eleman icermeme-
sidir. Tanimi geregi hi¢ eleman igermeyen bogkiimenin her elemani 1’e egittir!
Bunu kanitlayalim. Diyelim ki savimiz yanlig, yani bogkiimenin her elemani
1’e esit degil... O zaman bogkiimede 1’e esit olmayan bir eleman vardir. Ama
hani bogkiimede hi¢ eleman yoktu? Hi¢ elemani olmayan bogkiimede 1’e esit
olmayan bir eleman olabilir mi? Elbette olamaz. Demek ki boskiimenin her
elemani 1’e egittir! Bu paragrafta yazilanlar, ) C {1} 6nermesinin kanitindan
bagka bir sey degildir.

Bu kanitin bir benzeri, bogkiimenin her elemaninin 2’ye esit oldugunu da
kanitlar. Yani bogkiimenin her elemani hem 1’e hem de 2’ye esittir, hatta hatta
m'ye ve /2'ye de esittir... Neyse ki bogkiimenin hig eleman: yok... Olsaydi,
1 =2 =m = /2 gibi sa¢gmasapan esitlikler kanitlamig olacaktik!
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Bogkiimenin her elemani istedigimiz tiim oOzellikleri saglar. Bogkiimenin
her eleman saridir, yesildir, uzundur, ayn1 zamanda kisadir da (yeter ki 6zel-
lik kiimeler kuraminin dilinde ifade edilebilsin). Mesela bog bir simfin tim
ogrencileri ¢aligkandir, ayrica hepsi haylazdir da... Hi¢ eleman1 olmayan bog-
kiimenin her elemani tiim o6zellikleri ve esitlikleri saglar. Bunu boskiimenin hig
elemani olmamasina bor¢luyuz.

Alistirmalar

4.1. Eger z € z ise {2} C = oldugunu kanitlayin®.
4.2. Eger x € y € z ise {z,y} C z Uy oldugunu kanitlayin.

4.2 Tanimlh Altkiime Aksiyomu

Aksiyomu yazmakla baglayalim, gereken aciklamalar:1 daha sonra yapacagiz.

Aksiyom 4.1 (Tammh Altkiime Aksiyomu). x bir kiime ve ¢(z) kimeler
kuramanan dilinde yazilmas bir 6zellik2 olsun. O zaman x’in p(z) ozelligini
saglayan z elemanlary bir kiime olusturur.

Bir iki 6rnekle bu aksiyomu aciklamaya caligalim. Diyelim dogal sayilar
kiimesi diye bir kiimenin varligini biliyoruz. Ve diyelim ¢ift say1 olma 6zelligini
kiimeler kuraminin dilinde ifade edebildik, yani 6yle bir ¢(z) formiili bulduk
ki, her z dogal sayisi icin, ¢(z) formiiliiniin dogru olmasi igin gerek ve yeter
kogul z’nin bir ¢ift say1 olmasi. O zaman yukaridaki aksiyoma gore, ¢ift dogal
sayilardan olusan bir kiime vardir.

Mesela Teorem BT'de, {z € = : z ¢ z} kiimesinden stzetmistik. Bu kii-
me bu aksiyomun yardimiyla, ¢(z) formiilii “z ¢ z” formiilii olarak alinarak
bulunmustur.

“Kiimeler kuraminin dilinde ifade etme”nin ne demek olduguna pek takil-
mayin simdilik. Agagi yukar1 su anlama gelir:

Elv vv \/7 /\7 ) _>a <_>a (7 )a ) S

ve x, y, z gibi degiskenleri kullanarak sonlu uzunlukta “anlamli” bir simgeler
dizisiyle ifade edilebilmek®.

'Hicbir kiimenin kendi kendisinin elemani olmamas: gerektigini diigiinebilirsiniz ama su
ana kadar gordiigiimiiz aksiyomlarla bunu kanitlayamayiz. Hatta © = {z} bile olabilir. Bu
konuya sayfa [’'daki Temellendirme Aksiyomu’nda deginecegiz.

2Yani icinde z degiskeni bulunan bir formiil. Béliim [¥'da “formiil” kavramimm matema-
tiksel tanimini verecegiz. Simdilik okurun bu kavrami sezgisel olarak bildigini varsayiyoruz.

83— jle — simgeleri arasinda soyle bir ayrim yapiyoruz: Birincisi giinlitk dildeki “demek
ki”nin ya da “ise’nin kisaltilmig halidir. Ikincisi ise formel (yani anlamsiz, sadece bicimsel,
frenkgesiyle sentaktik) dilde kullanmilan simgedir. Tabii ki ikincisinde de, birincisinde oldugu
gibi “demek ki” anlami kastedilmigtir.
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Bu aksiyomla varligi s6ylenen kiime, elbette, x kiimesinin bir altkiimesidir
¢linkii elemanlar1 z’in (¢(z) 6zelligini saglayan z) elemanlaridan olusuyor.

Ayrica aksiyomda varligi sylenen bu kiime, kiime egitligi aksiyomuna gore
biriciktir, ne de olsa elemanlar1 aksiyom tarafindan belirleniyor. Biricik olan
bu kiimeyi,

{zex:p(2)}

olarak yazariz. ¢(z), bu kiimeyi tamimlayan formiildiir®?.

Dikkat edilirse, tamiml altkiime aksiyomu, ¢(z) o6zelligini saglayan tiim
elemanlarin bir kiime olugturdugunu séylemiyor. Yani,

{z:0(2)}

toplulugunun bir kiime oldugunu séylemiyor. Aksiyom sadece z’in (altini ¢i-
ziyoruz: x’in) ¢(z) Ozelligini saglayan z elemanlarmim bir kiime olugturdugu-
nu soyliiyor. Yani yeni kiimemizin elemanlarini x ile kisitladik. Bu kisitlama
sayesinde Russell Paradoksu’nu engellemis oldugumuzu 6zellikle vurgulamak
isterim.

Taniml kiime aksiyomu, bicimsel dilde soyle yazilir:

VeIyVz(z €y < (z € x A p(2))).

Yukaridaki y kiimesinin “z’in, ¢ formiilii tarafindan tanimlanmis altkiimesi”
oldugu séylenir. Yalniz burada atladigimiz ¢ok 6énemli bir ayrinti var, ¢(z) her
formiil olamaz: ¢(z) formiiliinde y’nin serbest degisken olarak bulunmamasi
gerekir; bir bagka deyisle, eger y, ¢(z) formiiliinde beliriyorsa, 3 ya da V ni-
celeyicilerin kapsaminda olmasi gerekir. Bir 6rnekle aksi halde bagimiza neler
gelecegini gosterelim. ¢(z) formili

2y
olsun. O zaman taniml kiime aksiyomu
VedyVz(z€ey (z€x ANz €gy))

olur. Buradaki = herhangi bir kiimedir. z’i sabitleyelim ama bogkiime alma-
yalim. Demek ki aksiyoma gore her z igin,

zeEy<(z€xNzdgy)

“fleri seviyede bir dipnot: Dilimizde 3, V gibi sonlu sayida simge oldugundan ve for-
miillerimizin uzunlugu sonlu oldugundan, eger x sonsuzsa, z’in bir formiil tarafindan ta-
nimlanamayan altkiimeleri mutlaka vardir. Ikinci ciltte agiklayacagimiz kardinal konusunu
bilen biri i¢in bunun kaniti kolaydir: z’in tanimi olan altkiimeleri elbette formiil sayisi ka-
dardir, formiillerin kardinalitesi de (parametreleri de dahil edersek) z’in kardinalitesi olan
|z| kadardir; 6te yandan 2’in altkiime sayis1 2/ kadardir, ||’ten daha biiyiik bir kardinalite.
Yani z’in altkiimelerinin ¢ogunlugu tanimi olmayan, dolayisiyla bir formiille betimlenemeyen
altklimelerdir. Sagirtici ama gergek. Kiimeler kuramina yeni baglayan biri bu satirlar1 gozard:
edebilir.
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Onermesini saglayan bir ¢y kiimesi var. Simdi z’yi 2’in bir elemani olarak alalim,
yani “z € 2”7 formiilii dogru olsun. O zaman

zEY2zEy

Onermesi dogru olur, ki da bariz bir celigkidir.
Bundan boyle tanimlh bir altkiimeyi formiillerimizde bir kisaltma olarak
kullanacagiz. Ornegin
yS{zex:p(2)}

formiili aslinda,
Vz(zey — (z€xAp(z)))

anlamina gelir.
Bu aksiyomu kullanarak, bog olmayan bir kiimenin elemanlarinin kesigimi-
nin bir kiime oldugunu gosterebiliriz:

Teorem 4.2 (Kesigsim). x, bos olmayan bir kiime olsun. Elemanlari, x’in ele-
manlarimin ortak elemanlarindan olusan bir kiime vardar.

Kanit: Tanimlh altkiime aksiyomunu z’in bir xy elemanina uygulayacagiz.
z bogkiime olmadigindan, x’in bir elemani vardir. Bu elemanlardan herhangi
birini secelim ve segtigimiz bu elemana xg diyelim. ¢(z) 6zelligimiz de

Vi(tex —z€t)

olsun. ¢(z), z’nin, z’in tim t elemanlarimin elemanm oldugunu soyliiyor, do-
laysiyla ¢(z) ozelligini saglayan her z elemani zorunlu olarak zy kiimesinin
de bir elemanidir. Dolayisiyla, tanimli altkiime aksiyomundan dolay: kiime
oldugunu bildigimiz

{z €20 :p(2)}
toplulugu, aslinda z’in tiim elemanlarinin ortak elemanlarindan olugur. Il

Bu teoremle varligi kanitlanan kiimeye z’in elemanlarinin kesigimsi adi
verilir ve bu kiime

Nz ya da ﬂt

tex

olarak gosterilir. Tanim geregi,
z€Nr< herte€xiginzet

olur. Ama 2’in bogkiime olmamasi gerektigi hicbir zaman unutulmamali, zira
yukaridaki formiilde z = () alirsak ve N@’nin bir kiime oldugunu varsayarsak,
0 zaman

2€N0 < hertcPicinzct
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onermesi dogru olur ve sagdaki
her t € 0 igin z € t

onermesi her z i¢in dogru oldugundan (boskiimenin her elemani her 6zelligi
saglar, ornegin 2’yi eleman olarak icerir, aksi halde bogkiimede o 6zelligi sagla-
mayan bir ¢ elemani olurdu, bkz. sayfa B3), N( tiim z kiimelerini icerirdi, yani
kiimeler kiimesi olurdu ki bdyle bir kiimenin olmadigini Russell paradoksu
sayesinde biliyoruz (bkz. sayfa BI). Nitekim kamtimizda da z’in bosgkiime ol-
madigini, z’ten bir 2o eleman1 secerek kullandikP.

Bundan boyle N simgesini de formiillerimizde kisaltma olarak kullanacagiz.
Isteyen, bu simgeyi kullanmadan da formiilleri yazabilir ama hayat o zaman
acili olur.

Aligtirmalar
4.3. x ve y birer kiimeyse, \y toplulugunun da bir kiime oldugunu kanitlayin (bkz. Altboliim
{3), yani
VeVyIzVi(t€z+ (t€x At ¢y))
Onermesini kanitlayin.
4.4. x ve y birer kilmeyse, zAy = (x Uy) \ (xz Ny) tanmimim yapalm. Agagidaki 6nermeleri
kanitlayin:
a. Ay toplulugu bir kiimedir.
b. zAy = (z\b) U (y \ a).
c. tAy = yAzx.
d. (zAy)Az = zA(yAz).
e. t1A - - - Az, kiimesi, tek sayida z; nin elemani olan elemanlardan olusur.

Notlar

4.5. Aslinda Tanimli Altkiime Aksiyomu tek bir aksiyom degildir, her ¢(z) formili igin
ayr1 bir aksiyomdur, yani ashnda “Tanimli Altkiime Aksiyomu”’ndan degil, “Tanimh
Altkiime Aksiyom Semasi”ndan bahsetmemiz gerekirdi. Yani bu altbéliimde sonsuz
sayida aksiyom kabul ettik. Bu kitapta agiklayacagimiz ZFC kiimeler kurami sonlu
sayida aksiyom tarafindan ifade edilemez. Ote yandan, GB adiyla bilinen (ama bu cilt-
lerde soziinli etmeyecegimiz) Godel-Bernays-Von Neumann kiimeler kuraminin sonlu
sayida aksiyomu vardir.

4.3 Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu

Daha o6nce kabul edilmis aksiyomlarla, bir kiimenin altkiimelerinden olugan
toplulugun bir kiime oldugunu kanitlayamayiz, bir aksiyom olarak kabul et-

5Baz1 durumlarda “evrensel bir kiime” olabilir, yani bir problemde ortaya cikan ya da
¢ikabilecek tiim kiimeleri igeren (¢ogu zaman devasa) bir kiime. Mesela okul midirii igin,
ogrencilerden, ogretmenlerden, idarecilerden, miistahdemden olugan kiime evrensel kiime
olabilir. Ya da konumuz iskambil kigitlariysa, evrensel kiimemiz 52 elemandan olusabilir.
Ya da konumuz sehirlerse, evrensel kiimemiz gehirlerden olugabilir. Bu gibi durumlarda N
kesigimini evrensel kiime olarak tanimlayabiliriz. Bu kitapta hi¢ boyle bir sey yapmayacagiz.
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meliyiz:

Aksiyom 4.3 (Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu). Bir kiimenin altkimeleri bir
kiime olusturur.

Eger x bir kilmeyse z’in altkiimelerinden olugan kiimeyi p(x) olarak goste-
recegiz. Ornegin = = {0, 1, 2} kiimesiyse, o(z)’in, biri bogkiime, digeri  olmak
iizere toplam 23, yani 8 tane eleman1 vardir.

Demek ki tanim geregi, her « ve z kiimeleri i¢in,

z € p(x) &z Cu.
Eger C simgesini kullanmak istemiyorsak, bu 6nerme
ze€p(x)+—Vt(tez—teu)
olarak yazilir. Demek ki Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu bigimsel dilde,
VeyVz (zey+—Vi(t€ez—tex))

olarak yazilir. Burada varligr sylenen y, p(x) kiimesidir.

Eger z bir kiimeyse, p(p(z)) ve p(p(p(z))) gibi topluluklar da bir kiimedir
tabii.

Bundan boyle o simgesini formiillerimizde bir kisaltma olarak kullana-
cagiz. Bu simgeyle yazilmig her formil, kiimeler kuramimin orijinal dilinde
yazilmig bir formiile dontigtiirtlebilir; 6te yandan formiillerde kisaltma kullan-
mazsak, formiiller anlami anlagilamayacak kadar komplike ve uzun bir gorii-
niime biirtiniirler. Hatta bu kisaltmalarla bile formel formiillerin anlami kolay
kolay anlagilamayabilir. Bu ylizden matematik kitaplarinda formel matema-
tiksel formiiller degil, olabildigince diizyaz1 kullanilir.

Notlar

4.6. ZFC kiimeler kuraminin bu ciltte agiklanacak olan aksiyomlariyla, her = kiimesi igin,

{z, p(x), p(p(x)), p(p(p())), ...}

toplulugunun bir kiime oldugu gosterilemez. Bunun igin bir sonra ciltte agiklayacagimiz
Yerlegtirme Aksiyomu gerekmektedir. Sanirim = = ) icin bile bunu Yerlegtirme Aksiyo-
munu kullanmadan gdstermek miimkiin olmayabilir.

4.7. Su ana kadar 6 aksiyom kabul ettik. (Ama Aksiyom B, aslinda sonsuz sayida aksiyom
igeriyor.) Bu aksiyomlar: siralayalim.

Aksiyom B2 (Boskiime Aksiyomu) Hi¢ elemani olmayan bir kime vardor.
Aksiyom B3 (Kiime Esitligi Aksiyomu) Ayni elemanlar: olan iki kiime birbirine esittir.

Aksiyom BH (iki Elemanli Kiime Aksiyomu) Eger z ve y birer kiimeyse, eleman olarak
sadece x ve y’yi iceren bir kume vardur.
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Aksiyom B (Bilegsim Aksiyomu) Eger x bir kiimeyse, sadece ve sadece x’in eleman-
lariman elemanlarindan olusan bir kiime vardar.

Aksiyom HE (Tanimli Altkiime Aksiyomu) x bir kime ve p(z) kimeler kuraminin
dilinde yazilmas bir ozellik olsun. O zaman x’in p(z) o6zelligini saglayan z elemanlary bir
kiime olusturur®.

Aksiyom B3 (Altktimeler Kiimesi Aksiyomu) Bir kimenin altkimeleri bir kime olus-
turur.

Simdi, bu aksiyomlardan hareketle sonsuz bir kiimenin varhigini kanitlayamayacagimizi
ve ayni zamanda bu aksiyom sisteminin tutarli oldugunu, yani bu aksiyom sisteminden
bir geligki elde edemeyecegimizi gosterecegiz. Bu aksiyom sisteminin (yani yukaridaki 6
aksiyomun her birinin) dogru oldugu ve herbirinin sonlu sayida eleman igeren “kiime”
adi verecegim topluluklardan olusan bir evren inga edecegiz®.
Kiimelerden (daha dogrusu kiime adini verdigimiz nesnelerden) olugacak olan ama heniiz
inga etmedigimiz evrenimize F diyelim. F bir topluluk olacak elbette, Bertrand Russell
Paradoksu’na gore F € E olamaz.
E’yi yavag yavag, giderek biiyiiyen kiimelerin (ya da topluluklarin ya da kiigiik evren-
lerin, nasil isterseniz) bilegimi olarak insa edecegiz. Birinci aksiyomla (Aksiyom B3 ile)
bagetmek kolay, adina bogkiime diyecegimiz ve () simgesiyle gosterecegimiz herhangi bir
nesne alahm. Bu nesne Aksiyom Bde szii edilen bogkiime olacak elbette. Ilk aksiyomu
saglamak icin ) € E olmali.

Eo = {0}
olsun. Aksiyom B3 zaten yeni bir kiime yaratmiyor, hatta tam tersine kiime sayisini
diigiirtiyor bile diyebiliriz. Kiimeleri bu aksiyom dogru olacak bigimde yaratacagiz. Ak-
siyom BW, B, B0 ve B3 eski kiimelerden yeni kiimeler yaratiyor. Bu aksiyomlarin
yarattigl kiimeleri E’ye eklemeliyiz.
n = 0 ise E4,’yi yarattik. Simdi (okurun lise yillarindan bildigini varsaydigimiz) tiime-
varimla, Fy,’yi yarattigimizi varsayip, evrenin

Einy1 C Bany2 C Fany3 C Fynya

parcalarini yaratalim:

E4”+1 = EumnU {{1‘7 y} HEONIS E4n}

Einy2 = FEant1U{Uz:2 € Esny1}

Eints = FEunyoU{y:bir £ € Einyo i¢in y, ’in tanimh bir altkiimesi}
Einis = FEanysU{p(@): 2z € Fanis}

olsun®. Birazdan burada kullamlan tiim 2’lerin sonlu sayida eleman icerdiklerini kanit-
layacagimizdan, p(z)’in anlami ¢ok belli; 6rnegin z’te 5 eleman varsa, p(z)’in tahmin
ettigimiz 2° tane elemam vardir. Yine bu nedenden, Fy,;3’iin tanimindan “tammh”
kelimesini atip,

Eint3 = Eant2 U{y : bir & € E4ny2 i¢in y, 2’in bir alttoplulugu}

5Var oldugunu soyledigimiz bu kiimeye y dersek, y, ¢(z)'nin icinde serbest bir degigken
olarak bulunmamali, bknz. sayfa B4.

"Normalde kiimeler kuraminin bir yapisi ya da modelini ya da evrenini (adi 6nemli
degil) olusturmak iki gey tanmimlamak lazim: Evrenin elemanlarimi ve € igindelik iligkisini,
yani evrenin her iki x ve y elemani i¢in z € y iligkisinin ne zaman dogru oldugunu tanimlamak
lazim. Bu ikincisi ¢ok bariz olacagindan biz sadece evrenin elemanlarina odaklanacagiz.

bariz oldugundan yapmiyoruz.
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olarak degistirebilirdik.
Dikkat edilirse, eger n < m ise
E, C En

olur ve

Fyn+1, Fan’deki kiimeleri ve Ey, 'nin iki elemanl altkiimelerini
Fint2, Fanyi’deki kiimeleri ve bu kiimelerin elemanlarinin bilegimini
Fanyts, Fant2’deki kiimeleri ve bu kiimelerin taniml altkiimelerini
Fynta, Fanys’teki kiimeleri ve bu kiimelerin altkiimeler kiimelerini

igerir, dolayisiyla

Eynt1, Fan'deki kiimeleri ve Ey4,,'nin iki elemanl altkiimelerini
Fint2, Fay’deki kiimeleri ve bu kiimelerin elemanlarinin bilegimini
FEyn+3, Fan’deki kiimeleri ve bu kiimelerin tanimli altkiimelerini
FEynta, F4,’deki kiimeleri ve bu kiimelerin altkiimeler kiimelerini

igerir, dolayisiyla Fant4, Fa,’deki kiimeleri ve

F4»’nin iki elemanl altkiimelerini

E4y,’deki kiimelerin elemanlarinin bilegimini
F4,’deki kiimelerin tamimli altkiimelerini
FE4,’deki kiimelerin altkiimeler kiimelerini

igerir.
Simdi F tiim bu E,’lerin bilesimi olsun:

oo
E= ] E..
n=0

E’nin yukaridaki tiim aksiyomlar: sagladigini kanitlayalim. Birinci aksiyomun saglandig:
belli. Ikinci aksiyomu ihlal edecek bir sey sdylemedik. Geri kalan aksiyomlarm saglan-
digim gosterelim. x € E olsun. O zaman bir n i¢in z € E,, olur. Ama F,, C E4, oldugu
i¢in ¢ € F4, olur. Biraz onceki listeden anlagilacag: tizere Euy4 (dolayisiyla F de), 2’in

iki elemanl altkiimelerini
elemanlarinin bilegimini
taniml altkiimelerini
altkimeler kiimesini

igerir. Boylece E’nin su ana kadar yazdigimiz tiim aksiyomlar: sagladigini gosterdik.
Aksiyomlar: saglayan somut bir kiimeler evreni bulduk. Dolayisiyla bu aksiyomlardan
hareketle bir celigki kanitlayamayiz, aksi halde aksiyomlar: saglayan bir evren bula-
mazdik.

Simdi de E’deki her kiimenin sonlu oldugunu kanitlayalim. Bunun igin iki 6nerme ka-
nitlayacagiz:

(1) Ey’de sonlu sayida eleman vardir, diyelim a, tane ve

(2) En'nin her elemaninda sonlu sayida eleman vardir ve bu say1 sinirhidir, diyelim E,, 'nin
her elemanimin en fazla b, tane elemani vardir.

Kanitlara bagliyoruz:

Ey’da tek bir kiime var, (), onun da sifir tane eleman var. Demek ki ap = 1 ve by = 0.
Kanitin devamini “tiimevarimla” yapacagiz.

Eger 4n = 0 ise istedigimizi kanitladik. Simdi (1) ve (2)’yi Ej4 i¢in varsayalim; o zaman
E4n41’in (tanimindan dolay1) en fazla asn + a?m tane elemani vardir ve bu elemanlarin
her birinin en fazla max{bsn, 2} tane eleman: vardr.
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Simdi E4n41 icin savimizin dogru oldugunu varsayalim. Pek zorlanmadan goriilecegi
iizere, E4pyo'nin eleman sayisi en fazla 2a4n+1 olabilir. Varsayimimiza gore, E4pn1’de
a4n+1 tane kiime var ve her birinin en fazla b4, +1 tane elemani var. Demek ki F4,+1’in
elemanlarinin bilesimi en fazla @4y 41b4n+1 tane eleman igerebilir. Bundan da E4,42’deki
kiimelerin en fazla max{bin+1, G4nt1bant1} tane eleman oldugu ¢ikar.

Simdi E4p+2 i¢in savimizin dogru oldugunu varsayalim, yani E4,12’de a4n+2 tane kiime
var ve her birinin en fazla bsn2 tane elemani var. F4,43’lin kiimeleri E4y,42'nin kiime-
lerine bu kiimelerin (tanimli ya da tammsiz farketmez bu durumda) altkiimeleri ek-
lenerek elde edilmis. Einyo’nin her kiimesinin en fazla 2%47+2 tane altkiimesi vardir.
Demek ki E4n43'te E4nt2’den en fazla a4n+22b4"+2 tane daha fazla kiime vardir. Demek
ki F4n+3’te sonlu sayida kiime var. Fyn,43’e eklenen yeni elemanlar, F4y,4+2’nin eleman-
larinin altkiimeleri oldugundan, bu elemanlarin da eleman sayisi siirli oldugundan,
FE4n43’e eklenen yeni kiimeler de sonludur.

Simdi F4y,+3 i¢in savimizin dogru oldugunu varsayalim. E4,43’de a4n43 tane kiime var
ve her birinin en fazla b4, 43 tane elemani var. Bariz bigcimde Ea4,14’te en fazla 2a4y+3
tane kiime olabilir ve bu kiimelerin eleman sayisi en fazla 2%47+3 olabilir.

Boylece ilk alti aksiyomumuzun bir “model”ini bulduk, yani aksiyomlar: saglayan somut
bir evren. Bu evrenin her kiimesi sonlu oldugundan, ilk alti aksiyomdan hareketle sonsuz
bir kiimenin (mesela dogal say1 kiimesinin) varligim kamtlayamayiz (kantlayabilseydik
E dahil her modelde sonsuz bir kiime olurdu.)

Alistirmalar

4.8.
4.9.
4.10.

4.11.

Eger y € x € E,, ise, bir m < n dogal sayisi i¢in y € E,, oldugunu kanitlayin.
Yukaridaki kanitta hesap hatalar1 oldugunu iddia edenler oldu; varsa diizeltin.
Yukarida inga edilen evrendeki higbir kiimenin kendi kendisinin elemani olamayacagini
kanitlayin.

Yukarida yaptigimiz ingay1 adina a diyecegimiz bir “sey” i¢in Eg = {0, a} ile baglayarak
yapin, ama inga boyunca a = {a} esitliginin dogru olmasina ¢aligin. Bagarmamaniz igin
higbir neden yok. Demek ki verdigimiz aksiyomlarla Va x & x 6nermesini kanitlayamayiz.
Bunun icin ileride agiklayacagimiz Temellendirme Aksiyomu’na ihtiyacimiz var.



5. Temel Kavramlar

5.1 Kartezyen Carpim I

Okur lise yillarinda “(z,y) ikilisi” ya da “cifti” kavramini 6grenmistir. Mesela
diizlemdeki her noktay1 (bir koordinat sistemi sabitleyerek) (z, y) gibi bir say1
ikilisiyle (ya da ciftiyle) gosterebiliriz ve diizlemin her noktasi bir ve sade-
ce bir tek say: ikilisine tekabiil eder ve bunun tersi de dogrudur: Her say1
ikilisi diizlemin bir ve sadece bir tek noktasina tekabiil eder. Benzer bicimde,
icinde yasadigimiz ti¢ boyutlu uzayda da ortak bir noktada kesisen ama aymi
diizlemde yer almayan ii¢ dogru ve bu dogrular iistiinde birim uzunluklar ve
yonler segilirse, uzayin her noktas: (x,y, z) say1 tigliisiiyle gosterilebilir. Iste bu
altbolimde (z, y) ve (x, y, z) gibi nesnelerin matematiksel tanimini verecegiz.
Tabii ki z, y, z birer kiime olmal. Her sey gibi (z,y) ikilisi de bir kiime olacak.

(z,y) ikilisinin bizi ilgilendiren tek bir 6zelligi vardir, o da su: Eger (z,y) =
(z,t) ise x = z ve y = t olmak zorundadir. Ikilinin karakteristik 6zelligi
denilen bu 6zellik diginda (z,y) ikilisinin higbir 6zelligi bizi matematiksel an-
lamda ilgilendirmez. Dolayisiyla (z, y) ikilisini matematiksel olarak tanimlamak
icin bu 6zelligi saglayan matematiksel bir nesne bulmak yeterlidir. (x,y) iki-
lisi nasil tanimlanirsa tanimlansin, bu karakteristik ozelligi saglamalidir. Bir
basgka deyisle (x,y) ikilisi varhgimi bu karakteristik zellige bor¢ludur®.

x ve y iki eleman (ya da iki kiime) olsun.

e}, {z, y}}

kiimesini ele alahm. (Simdiye kadar verdigimiz aksiyomlara gére bunun ger-
gekten bir kiime oldugundan emin olun.) Bu tiir kiimelerin su 6zelligi vardir:

Onsav 5.1. Ejer {{z}, {z, y}} = {{2}, {2, t}} ise 0 zaman & = z ve y =t
olur.

!Matematiksel nesneler, varliklarin1 onlari var eden ozelliklere (ya da ihtiyaclara)
bor¢ludur. Matematiksel anlamda, nesnenin kendisinin ne oldugu degil, nesnenin karak-
teristik Ozelligi (varolug nedeni) 6nemlidir. Ama tabii tanimda, hayatimizi kolaylastirip
glizellegtirecek estetik, sadelik, dogallik, iglevsellik gibi 6zellikler istemeye hakkimiz var.

Tanim verildikten ve arzulanan karakteristik ozellik kanitlandiktan sonra, tanimin ne ol-
dugu unutulabilir.
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Kanit: {{z}, {z, y}} = {{z}, {2, t}} esitligini varsayalm. x = y ve x # y
durumuna gore kamti iki parcaya ayiracagiz. Once x # y varsayimimi yapahm.
O zaman {z} kiimesinin bir, {z, y} kiimesinin ise iki eleman: vardir. Demek
ki bu kiimeler birbirine esit olamazlar; dolayisiyla esitligin solundaki

{{z}, {z, y}}

kiimesinin iki eleman1 vardir. Dolayisiyla esitligin sagindaki

{{z} {z t}}

kiimesinde de iki eleman olmak zorundadir, yani {z} # {z, t}, yani z # ¢
olmalidir. Her iki kiimede de ikiger eleman oldugunu ve bu elemanlarin birinin
bir elemanli, digerinin ise iki elemanli bir kiime oldugunu kanmitladik. Esitligin
sol tarafindaki

{{z}, {z, y}}

kiimesinin yegéne tek elemanli elemani olan {z} kiimesi, esitligin sag ta-
rafindaki

{{z} {= t}}

kiimesinin yegéane tek elemanli elemani olan {z} kiimesine egit olmal: {z} =
{z}, yani z = z. Aym nedenden {z, y} = {z, t} olmali. x = z oldugundan

{y} ={z, yp\{z} = {z 3\ {z} = {}

olur ve bundan da y = t ¢ikar.
Eger x = y ise, 0 zaman

{z}} =z} {z, v} = {2} {2 11}

olur, dolayisiyla sag taraftaki {{z}, {z, ¢}} kiimesinin (aynen sol taraftaki
kiime gibi) tek elemani vardir ve bu eleman {x} elemamdir: {z} = {z, t} =
{z}. Buradan da z = z =t gikar. O

Bu o6nsav sayesinde (z,y) ¢iftini ya da ikilisini {{z}, {z, y}} kiimesi

olarak tanimlayabiliriz. Oyle yapalim; tanim geregi

(z,y) = {{z}, {, y}}

olsun. Bundan bdéyle formiillerimizde (z,y) gibi simgeleri (kisaltma olarak)
kullanacagiz. Yukaridaki 6nsavi zenginlestirdigimiz dile cevirelim:

Teorem 5.2. (x,y) = (2,t) egitliginin gecerli olmasu i¢in yeter ve gerek kosul
x =z vey =t esitlikleridir. O
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Simdi de X x Y kiimesini z € X ve y € Y i¢in, (z,y) bigiminde yazilan
elemanlar kiimesi olarak tanimlayabiliriz:

XxY={(z,y):zeXveyeY},
yeter ki bu topluluk bir kiime olsun. Simdi bunu kanitlamaya girisiyoruz.

Onsav 5.3. i. Ejerz € X vey €Y ise (z,y) € p(p(X UY)) olur.
ii. Eger a = (x,y) ise,

r=NNavey=UUa\NNa)U(NUa«a)
olur, yani o ikilisi, T ve y’yi kimeler kuramwnn bir formiliyle tanimlar.

Kanit: z,y € X UY oldugundan, {z}, {z,y} € (X UY) olur. Demek ki,
{{z}, {z,y}} C p(X UY) olur. Demek ki, {{z}, {z,y}} € p(p(X UY)) olur.
Birinci kisim kanmitlanmigtir.

(ii) i¢in 6nce Na = {x} ve Ua = {x, y} esitliklerinin farkina varalim. Demek
kinNa=z, UUa =2xUy, NUa = xNy. Buradan kolaylikla istedigimiz
esitliklere ulasiriz. O

x’e (x,y) ikilisinin birinci izdisumd, y’ye de ikinci izdistimdi denir.
pry(z,y) =z ve pry(z,y) =y

yazilir. Formiillerimizde pry(z) gibi ifadeleri kullanmakta bir sakinca olamaz,
tam tersine formiilleri kisalttigindan ve anlagilir kildigindan yarari olur.

Bu 6nsav 1siginda X ve Y kiimelerinin X x Y kartezyen carpimini tanim-
layabiliriz: X x Y kartezyen carpima

{a€ep(p(XUY)):Jxy(re XAyeY ANa=(z,y))}.

kiimesi olarak tanmimlanmigtir. Bunun bir kiime oldugunun kanitim1 okura bi-
rakiyoruz. Kanitta elbette Aksiyom B3 ve B kullanilmali.

Bundan boyle X x Y gibi ifadeleri formiillerimizde kisaltma olarak kulla-
nacagiz.

Tleride kartezyen carpimimn tammm degistirecegiz. Fonksiyonlar: tanimla-
yabilmek icin gsimdilik bu gegici tanima ihtiyacimiz var.

Notlar

5.1. X xY kuimesine, tinlii Fransiz matematikgisi ve filozofu Descartes’a (dekart diye okunur)
atfen, X ve Y kiimelerinin kartezyen carpima denir. Ama yukarida verdigimiz

(z,y) = {{z}, {=, y}}

tanimi1 Polonyali matematik¢i Kuratowski’nindir. Onsav B dogrulayan bagka kiime-
ler de olugturabilirsek, o zaman kartezyen garpimin bagka tammlarim da verebiliriz.
Ornegin,

{{{=}, 0}, {y}}
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kiimesi de bu 6zelligi saglar. Dolayisiyla

($7y) = {{{1‘}7 (2)}7 {y}}

tanimini da yapabilirdik.
Farkli tanimlar yapmak miimkiindiir, ama en kabul edileni verdigimiz Kuratowski’nin
tanimidir. Bu konuda bkz. agagidaki B.B ve sonraki aligtirmalar.

5.2. (x,y) ikilisinin taniminda Onsav BEI'in esas alinmas: 6nemli bir felsefi olguya isaret eder:
Matematiksel kavramlarin nasil tanimlandiklar1 ya da ne olduklar: hi¢ énemli degildir,
o6nemli olan Ozellikleridir. Yani matematikte aslolan nesne degil 6zelliktir. Bu dedigimiz
sadece ikili kavrami igin degil, nokta, dogru, say1 gibi tiim matematiksel kavramlar igin
de gegerlidir. Bu da matematigin iist seviyede zihinsel bir ugras oldugunu gosterir.

Alistirmalar

5.3. {{{=z}, 0}, {y}} = {{{z}, 0}, {t}} ise z = z ve y = ¢ esitligini kamtlaymm. Demek ki
isteseydik (z,y) = {{{z}, 0}, {y}} tammim yapabilirdik.

5.4. {{0, =}, {{0}, y}} = {{0, =}, {{0}, t}} ise x = z ve y =t esitligini kamtlayin.

5.5. Ikili tanimim ilk kez Norbert Wiener 1914’te énermistir. Onerisi sOyleydi:

(a,0) := {{{a}, 0}, {{b}}}.

Bu tanimla Onsav E'in dogru oldugunu kanitlayin, yani Wiener’in tanimini kabul ede-
rek

(a,b) = (¢,d) & (a=cAb=4d)
onermesini kanutlaymn. Bu tanimla, eger A ve B iki kiimeyse, A x B toplulugunun da
bir kiime oldugunu kanitlayn.

5.6. Asag yukar1 Wiener ile aym tarihte (1914), Felix Hausdorff su tanimi 6nerdi:

(a7 b) = {{a7 1}7 {bv 2}} .

Bu tammla Onsav ETin dogru oldugunu kamtlaym. Bu tamimla, eger A ve B iki kii-
meyse, A X B toplulugunun da bir kiime oldugunu kanitlayin.

5.7. 1921’de Kazimierz Kuratowski ikilinin genel olarak kabul edilmig ve bizim de kabul
ettigimiz tanimini 6nerdi:

(a, b) := {{a}, {a, b}}.
5.8. Diyelim
(a’7 b) = {a” {a’ b}}
tanimini 6nerdik. Bu tamim 6nerisi dogru olabilir mi?
5.9. Diyelim
(a7 b) = {{07 a}7 {17 b}}
tanimini onerdik. Bu tanim onerisi dogru olabilir mi?
5.10. Eger X ya da Y bogkiimeyse X X Y’nin de bogkiime oldugunu kanitlayn.
511. UU(X xY)=XUY esitligini kanitlayn.
5.12. a = {a} esitligini saglayan bir a kiimesi oldugunu varsayalim. a X a = a esitligini
kanitlayin.

5.13. X x Y kiimesinin her elemaninin 1 ya da 2 elemanli bir kiime oldugunu goézlemleyin.
Dolaysiyla ¢ X x Y.
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5.14. A herhangi bir kiime olsun. Ag = A ve her n dogal sayisi i¢in
Any1 = An U (An X Ayp)

X = U An
toplulugunun bir kiime oldugunu varsayalim®.

X=(XxX)UA

olsun®.

egitligini kanitlaym. Eger A'nin elemanlar: en az 3 elemanh kiimelerse (X x X)NA =0
olur elbette.

Simdi de ii¢ kiimenin kartezyen ¢arpimini tanimlayalim. Bunun igin iki
segenegimiz var: X, Y, Z kiimelerinin kartezyen carpimi (X x Y) x Z ya
da X x (Y x Z) olarak tanimlanabilir, se¢im sizin! Tabii (z,y, z) eleman1 da
ayni bicimde ((z,y), z) ya da (z, (y, 2)) olarak tanimlanmali. Her iki tanim da
igimizi gorur, hangi tanimin kabul edildigi hi¢ 6nemli degildir, ¢iinki her iki
durumda da asagidaki énerme dogru olur:

Onsav 5.4. Ejer (z,y,2) = (a/,y/,7) ise 0 zaman x = o',y =y, z = 2
olur.

Kanit: Okura aligtirma olarak birakilmigtir. O

Ileride X x Y ve X x Y x Z kavramlarinm tanimim degistirip, ¢cok daha
dogal ve basit bir tanim verecegiz.

Notlar
5.15. X XY =Y x X esitligi igin X =Y yeter ve gerek koguldur.
5.16. X x (Y x Z) ile (X xY) x Z kiimeleri birbirine esit degildir.

5.17. Altbolim BE&'te X x Y ve X x Y x Z tamimlarimizi degistirecegiz. Ama bu degisiklik
i¢in Once fonksiyon tanimini gérmemiz gerekir.

5.2 Fonksiyon

Sundugumuz kiimeler kuraminda her nesne, her sey, her varlik bir kiime olacak.
Tabii ki fonksiyonlar da kiime olarak tanimlanacaklar. Fonksiyonun sezgisel
anlamini [NeZ)’de agiklamigtik. Burada fonksiyonun formel tanimini verecegiz.
Fonksiyonu kiime olarak tamimlamanin hilesi su: [Ne?]’de agiklandig: tizere,
sezgisel anlamda fonksiyon, tanim kiimesi, deger kiimesi ve grafigi tarafindan
belirlenir. Biz de fonksiyonu béyle bir ticli olarak tamimlayacagiz.

X ve Y birer kiime olsun. X xY kartezyen carpiminda bir grafik, X xY 'nin
su Ozelligini saglayan bir G altkiimesidir:

2Dogal sayilarin heniiz tamimlanmadigini gérmezden gelin.

3Bu ciltte verilen aksiyomlarla bu toplulugun bir kiime oldugu kanitlanamaz. Ancak
gelecek ciltte verilecek olan Yerlegtirme Aksiyomu’yla bu toplulugun bir kiime oldugu
kanitlanabilir.
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Her x € X igin, (z,y) € G igindeligini
saglayan bir ve bir tane y € Y vardur.

X’ten Y’ye giden bir fonksiyon, X x Y kartezyen carpiminin bir G grafigi
icin (X, Y, G) bi¢iminde yazilan bir ti¢lidiir.

Eger f = (X, Y, G) bir fonksiyonsa, X’e f'nin tanim kiimesi, Y'’ye f’'nin
deger kiimesi, G'ye de f’nin grafigi adi verilir. Eger x € X i¢in, (z,y) € G
ise, bu y (verilmis x igin) biricik oldugundan,

flz) =y

yva da daha basit olarak

fr=y
yazabiliriz?. y'ye f'nin z’te aldig1 deger denir. Cogu zaman bir f = (X,Y,G)
fonksiyonu, G’den hig sézedilmeden,

f: X —Y

olarak gosterilir. Eger f(z) = y esitligini saglayan y’yi  cinsinden ifade eden
bir “kural” bulabilirsek, o zaman G’yi bu kuralla belirleyebiliriz. f(z) = y
esitligini bazen

frxa—y
olarak gosterecegiz. Bu tiir popiiler yazilim bicimleriyle okurun asina oldugunu
varsay1lyoruz.

Eger (X,Y, Q) iiglisii bir fonksiyonsa ve Y C Y] ise, o zaman (X, Y1, G)
tigliisii de bir fonksiyondur. Demek ki X ve G, Y’yi belirlemeye yetmiyor.
Ote yandan, G grafigi X'i belirler; yani eger (X,Y,G) ve (X1,Y1,G) birer
fonksiyonsa, o zaman X = X; olmak zorundadir. (Neden?)

Birebir ve orten fonksiyonlar, egleme ve eglesmeler, 6zdeglik fonksiyonlari,
fonksiyonlarin bilegkesi gibi kavramlar aynen [[Ned|’deki gibi tanimlanirlar.

Onsav 5.5. X ve Y birer kiime olsun. X ’ten Y ye giden tim fonksiyonlar bir
kume olusturur.

Kamit: Kaniti okura birakiyoruz. U

X'’ten Y’ye giden fonksiyonlar kiimesi
Fonk(X,Y), XY ya da Y¥

olarak yazilir. Biz birinciyi ve li¢linciiyii tercih edecegiz.

4Bazen zf = y olarak da yazlir. Hatta ingiltere gibi trafigin soldan aktig1 iilkelerde x f
yazilir ve bu yazilimin bayagi avantajlari vardir.
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Notlar ve Ornekler

5.18.

5.19.

5.20.

X ve Y birer kiime olsun. G, H C X x Y iki grafik olsun. Eger G C H ise G = H
esitligini kanitlayin.

X ve Y birer kiime olsun.
G1={(a,z) € (X xY) x X :pry(a) =z}

olsun. O zaman (X X Y, X, G1) Orten bir fonksiyondur. Bu fonksiyon, tahmin edilecegi
lzere,

pry: X xY —+ X
olarak yazilir ve birinci izdisim fonksiyonu olarak bilinir. Benzer sekilde tkinci
izdiigtim fonksiyonu

pro : X XY =Y
fonksiyonu da tanimlanabilir.

Eger (X,Y,G) ve (X1,Y1,G) birer fonksiyonsa, o zaman X = pr,;(G) = X; olmak

zorundadir.

5.21. Eger (X,Y,G) bir fonksiyonsa ve Y C Y7 ise (X, Y1, G) de bir fonksiyondur.
5.22. X bir kiime olsun.
G={(z,y) e X x X :y=u}
bir grafiktir ve bize Ix olarak gosterecegimiz X’ten X’e giden 6zdeglik fonksiyonunu
verir.
5.23. X ve Y birer kiime ve b € Y olsun. O zaman
sp:x—b
kurali bize X’ten Y’ye giden bir fonksiyon belirler (sabit b fonksiyonu). Bu fonksiyonun
grafigi
G={(z,y) e X xY :y=>b} = X x {b}
kiimesidir.
Alistirmalar
5.24. X bir kiime olsun. Fonk(X, 2) ile p(X) arasinda birebir ve rten bir fonksiyon oldugunu
gosterin.
5.25. X bir kiime olsun. X’ten p(X)’e giden 6rten bir fonksiyon olmadigimi gosterin.
5.26. X, Y ve Z birer kiimeyse Fonk(X UY, Z) ile Fonk(X, Z) x Fonk(Y, Z) arasinda birebir
ve Orten bir fonksiyon oldugunu gosterin.
5.27. X,Y ve Z birer kiimeyse Fonk(X UY, 7) ile
{(f,9) € Fonk(X,Z) x Fonk(Y,Z):Vt (t € X NY) = f(t) =g(t))}
kiimesi arasinda birebir ve 6rten bir fonksiyon oldugunu gosterin.
5.28. Fonk(X xY, Z) ile Fonk(Y, Fonk(X, Z)) arasinda birebir ve érten bir fonksiyon oldugunu
gosterin.
5.29. Fonk(Z, X) x Fonk(Z,Y) ile Fonk(Z, X x Y) arasinda birebir ve oérten bir fonksiyon

oldugunu gosterin.
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5.3 Kiume Ailesi

Sezgisel Tanim. Dogal sayilarin karelerinden olusan (0,1,4,9,16,...) say1
dizisi aslinda 6zel bir “aile” érnegidir. Bu diziyi (ya da aileyi) (n?),en olarak
gosteririz. Bir aile, bir dizinin genellestirilmig halidir; bir dizide “gostergeg
kiimesi” olarak N alinir, bir ailede gostergeg kiimesi herhangi bir kiime olabilir.

I bir kiime olsun. I'nin her 7 eleman1 icin bir X; kiimesi verilmis olsun. Bu
durumda

(Xi)ier

tliriinden bir “nesne”’ye ktime ailest ad1 verilir.

Bunun pek bir tanima benzemediginin farkindayim, matematiksel tanim
da boyle degil zaten. Matematiksel tanimi birazdan verecegim.

I kiimesine gostergeg¢ kiimest ya da endeks kiimesi adi verilir.

(X;)ier nesnesinin nasil bir gey oldugunu anlamak igin en dogrusu érnek
vermektir sanirim.

Notlar ve Ornekler

5.30. Dogal sayilar1 bildigimizi varsayalim bir an.

Xo = {0}

X1 = {1,2}

X2 = {2,3,4}

Xs = {3,4,56)
X, = {4,5,6,7,8)

ve genel olarak her n dogal sayisi igin
X, ={n,...,2n}

tanimlarim yapalim. Bu durumda, (X, )nen bir kiime ailesidir. Bunun bir aile oldugunu
kamtlamak igin, birazdan gorecegimiz iizere, (N'nin bir kiime oldugunu varsayarak)
{(n, X») : n € N} toplulugunun bir kiime (N x p(N) kiimesinin bir altkiimesi) oldugunu
kanitlamak gerekiyor. Okura birakiyoruz.

5.31. Gergel (reel) sayilar1 bildigimizi varsayalim bir an. Her r € R igin,

Xr = (r,00)

olsun (agik aralik). Bu durumda (X, ),er bir kiime (ya da agik aralik) ailesidir. Bunun bir
aile oldugunu kanitlamak igin, birazdan gorecegimiz tizere, (R’nin bir kiime oldugunu
varsayarak) {(r, X,) : r € R} toplulugunun bir kiime (yani R x p(R) kiimesinin bir
altkiimesi) oldugunu kamtlamak gerekiyor. Okura birakiyoruz.

5.32. A, dogal sayilarin bir altkiimesinden dogal sayilar kiimesine giden fonksiyonlar kiimesi
olsun. B, A’nin sonsuz altkiimelerinden olugan kiime olsun. C, B’den dogal sayilara
giden fonksiyonlar kiimesi olsun. D, C’nin sonlu altkiimelerinden olusan kiime olsun...
Her d € D igin, Xq = {d,|d|,0} (ya da baska bir sey!) olsun. O zaman (Xq)aep bir
ailedir... (Cok anlamaya ¢alismayin, rahatlayin diye 6zellikle karmagiklagtirdik!)

Bir kiime ailesi, sezgisel anlamda, formel, yani bigimsel bir nesnedir, yani
(Xi)ier ile (Y})jes kiime ailelerinin esit olmasi i¢in 1 = J ve her i € [ icin
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X; = Y; olmali. Bu arada X;’lerin bazilarinin, hatta hepsinin bile, birbirine
esit olabileceklerini belirtelim.

Tabii “kiime ailesi” yerine, “fonksiyon ailesi”, “dogru ailesi” gibi tabirler
de kullanabiliriz. Mesela

lpy = {(z,9) E]R2:y:m:13+b}

ise, (€m.b)m>0,pcz ki boyutlu diizlemin bir dogru ailesidir.

Eger I kiimesi 6nemli degilse ya da konunun gelisinden ne oldugu anlagili-
yorsa, (X;);er yerine (X;); yazlabilir.

Birazdan gercek matematiksel tanimi verecegiz ama bir “kiime ailesi”nin
anlam 6zlinde burada verdigimiz anlamdir, tek bir farkla ki {(i, X;) : i € I}
toplulugu bir kiime olmalidir.

Matematiksel Tanim. [ bir kiime olsun. X bir kiime olsun. Bir
X: I —X

fonksiyonuna ktme ailest denir! (Unlem gerekiyordu!) Yani bir kiime ailesi
sadece bir fonksiyon. Eger ¢ € I i¢in X (i) yerine X; yazarsak, bir kiime ailesi
(yukaridaki gibi) (X;)ier olarak yazilir. Elbette, (X;)ier ile (Y;);es kilme aile-
lerinin egit olmasi i¢in I = J ve her ¢ € [ i¢in X; = Y; olmalidir, ¢linkii fonk-
siyonlarin bu 6zelligi var. Ayrica fonksiyonun imgesi bir kiime oldugundan,
X’in
{Xz 11 € I}

toplulugu bir kiimedir; dolayisiyla U;c; X; toplulugu da bir kiimedir.

X kiimesinin buradaki yegane iglevi, her ¢ € I i¢in X; elemanini icermesidir.
Bu 6zelligi icermesi koguluyla, X yerine herhangi bir bagka kiimeyi alabilirdik;
en ekonomik olam {X; : i € I} kiimesi elbette.

Madem kiime ailesi sadece bir fonksiyon, neden fonksiyon demiyoruz da
kiime ailesi diyoruz? Ciinkii kendimizi psikolojik olarak hazirlamak istiyoruz,
gormek istedigimiz nesne aslinda bir fonksiyon degil, bir “aile”.

“Kiime ailesi” denen gey oOziinde ilk verdigimiz tanimdir, ama bu tanim

matematigin soguk kaliplarina sokabilmek i¢in “fonksiyon” kavramindan gec-
mek zorunda kaldik.

5.4 Kartezyen Carpim II
Sezgisel Tanim. (X;);cr bir kiime ailesi olsun. Bu ailenin kartezyen ¢arpimi
Wier Xi = {(xi)ier : ¥ € Xi}

kiimesidir (ki bunun bir kiime oldugu bile belli degil!)
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Eger X;’lerden en az biri bogkiimeyse, II;c; X; kartezyen carpimi da bog-
kiime olur.

Matematiksel Tanim. (X;);c; bir kiime ailesi olsun. ) = U X; taniminm
yapalim. Bu ailenin kartezyen carpimi,

[ % =={f € Fonk(I,) : heri € I icin (i) € X;}
el

olarak tamimlanir. Eger f(7) yerine x; yazarsak ve f fonksiyonunu (x;);cs ola-
rak gosterirsek, o zaman sezgisel tanima ulagmis oluruz.

Eger bir ¢ € I i¢in X; = 0 ise, [[;c; Xi = 0 olur. Ama hicbir i € I igin X;
boskiime degilse de [ [;.; X; kartezyen carpiminin bogkiime olmadigini simdilik
kanitlayamayiz, ¢linkii tanimda belirtilen

Her i € I i¢in f(i) € X;

ozelligine sahip bir fonksiyonun varligini kanitlayamayabiliriz. Tabii X; kiime-
lerinin ortak bir ¢ elemani varsa sorun olmaz, sabit ¢ fonksiyonu kartezyen
¢arpimin bir elemani olur. Ya da I sonluysa da bir sorun olmaz. Ama genel ola-
rak kartezyen ¢arpimin en az bir elemaninin oldugunu simdiye kadar gordiigi-
miiz aksiyomlarla kamtlayamayiz. Ikinci ciltte Secim Aksiyomu ile bu sorunun
listesinden gelecegiz ve o zaman (ve ancak o zaman) eger her i € [ igin X; # ()
ise, [ [;c; Xi kartezyen carpiminin bogkiime olmadigini kamtlayabilecegiz.
Eger I ={0,1,...,n — 1} ise, [[,o; X; yerine genellikle

XoX'--XXn,1

yazariz. Ama bu yazilim bigimi Altboliim BE’deki yazilimla ¢akigiyor... Eski
tanim1 unutalim. Bundan boyle X ve Y kiimelerinin kartezyen carpimini,
yani X x Y kiimesini 2 = {0,1} kiimesinden X U Y kiimesine giden, ama
0’daki degeri X’te, 1’deki degeri Y’de olan fonksiyonlar kiimesi olarak gore-
lim. Altbélim BE’deki “iki kiimenin kartezyen carpimi” tanimini fonksiyon
kavramini kullanmak igin kullandik; igi bitti, artik unutabiliriz.

Eger X; kiimeleri birbirine egitse, mesela hepsi X’e esitse, [[; X ya da X 4
ya da 1X yazarz.

Alistirmalar
5.33. X, hicbiri bogkiime olmayan ikiser ikigser ayrik kiimeler kiimesi olsun. Fonk(UX, Z) ile
I1y cx Fonk(Y, Z) arasinda birebir ve érten bir fonksiyon oldugunu gésterin.

5.34. Yukaridaki olguyu ikiger ikiger ayrik olmayan kiimelerden olusan bir kiimeye nasil ge-
nigletebilirsiniz?
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Boliim B’te toplamayi su iki formiille tanimlamigtik, daha dogrusu tanimlamaya
galigmigtik: £+0 = z, ve eger x+y biliniyorsa, z+ Sy = S(z+y). Ammsatiriz:
Sz, x U{z} anlamma geliyordu.

Diyelim ki = + 8 toplamini hesaplamak istiyorsunuz... Disiiniiyorsunuz...
Kisa bir zaman iginde #’nin Sy’ye esit oldugunu anliyorsunuz. Hemen ardindan
da, tamimdan,

z+B=x+4+Sy=_Sx+y)
esitliklerini ¢ikariyorsunuz. Simdi x + y sayisim1 hesaplamaniz gerekiyor. Diye-
lim hesapladiniz... Yani
r+ 08 =5x+vy)

sonucunu buldunuz. Her sey yolunda. Simdilik... Ertesi giin bu bulugsunuzu
bir arkadaginiza gostermek istiyorsunuz. Ne var ki kanitinizi unutmugsunuz.
Kanitinizi unutmugsunuz ama kafaniz yerinde. Gene diiglinliyorsunuz. Kisa
bir zaman i¢inde f’nin Sz’ye esit oldugunu anliyorsunuz. Bir 6nceki giin 'nin
Sy oldugunu bulmustunuz ama bunu unutmusgsunuz, bugiin B’y1 Sz olarak
buldunuz... Tabii bunun bdyle olmasi i¢in Sy = Sz olmali. Demek 6yle, neden
olmasin!.. Aynen bir 6nceki giin oldugu gibi hesapliyorsunuz:

r+pB=x+Sz=5(x+z2).

Simdi x 4+ z sayisim1 hesaplamaniz gerekiyor. Diyelim hesapladiniz... Ve igte
buldugunuz sonug:

z+p=5(+z)
Bir 6nceki giin x4+ f sayisi S(x +y) olarak hesaplamigtiniz, bugiinse S(z+ z)
olarak... Toplamin diinden bugiine degismemesi gerekir elbet, yani

Sx+y)=5S+=2)

esitligi dogru olmali. Eger bu esitlik dogru degilse, toplamanin verilen tanimi
kabul edilemez.

Iste bu yiizden toplamanm tamminin gegerli ve kabul edilebilir bir tamm
olmasi icin en azindan asagidaki teoremin kanitlanmas: gerekmektedir®.

'Ki bu bile yetmez.
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Teorem 6.1. Sy = Sz ise S(z +y) = S(x + 2).

Eger y bir dogal sayiysa?, Sy, y + 1 anlamina geleceginden, aslinda
Sy =5z

esitliginden y = 2z esitliginin ¢itkmasimi istiyoruz. Yani aslinda asagidaki te-
oremi kanitlamak istiyoruz:

Teorem 6.2. Sy = Sz ise y = z.

Teorem B elbette Teorem E2'nin bir sonucudur. Bundan béyle amacimiz
Teorem BE2’yi kanitlamak olacak.

Teorem B2'u kanitlayabilir miyiz? Bunu kanitlayamasak da kanitlamaya ne
kadar yaklasabiliriz? Yani Sy = Sz ise, y ile z arasinda nasil bir iligki vardir?
Once bu soruyu yamtlayalim:

Teorem 6.3. Eger Sy =Sz ise yay =z ya da y € z € y olur.
Kanit: Sy = Sz olsun. Demek ki

yUlyp =zU{z}.

Simdi, y € {y} oldugundan, y, bu esitligin solundaki y U {y} kiimesinin bir
elemani. Demek ki y sagdaki z U {z} kiimesinin de bir elemani. Dolayisiyla ya
y€zyadaye {z}. Ikinci sikta y = 2 olmak zorunda. Sonug olarak ya y € z
yaday = z.

Ayni nedenden® ya z € y ya da z = y.

Demek ki y # z ise y € z ve z € y olmali. Teorem kanitlanmigtar. g

Simdi y € z € y segenegini (bir kiimenin kendisinin bir elemanimin ele-
mani olma segenegini) ortadan kaldirirsak Teorem BEZ3'ten Teorem B2 ¢ikar, do-
layisiyla Teorem B de kanitlanmig olur ve toplamanin taniminda farkettigimiz
sorun giderilmig olur. Ne yazik ki bu segenegi ortadan kaldirmak bedelsiz
degildir. Bu ana kadar gordiigiimiiz aksiyomlarla y € z € y durumunu en-
gelleyemeyiz.

Bir kiime, bir elemaninin eleman: olabilir mi? (Bir insan kendi kendisinin
torunu olabilir mi?) Daha dogrusu olmal mi?

Hatta bir kiime kendi kendisinin eleman olabilir mi?

Bir basgka soru: x € y € z € z iligkilerini saglayan z, y, z kiimeleri var
midir? Daha dogrusu bu tiir kiimelerin var olmasi dogru mudur? Boyle bir
durumun olamayacagini gosteremiyorsak, boyle bir durumun olmamasi icin
bir aksiyom kabul etmeli miyiz?

2Ki daha dogal say1 kavramin tamimlamadik. Sadece gecen béliimde 0, 1, 2 gibi birkac
dogal sayiy1 tanimladik.
3Yukaridaki kanitta y ile z’nin yerlerini degistirin.



73

Aksiyom kabul etmek, son tahlilde felsefi bir eylemdir, ya da inanca ilig-
kindir. Doganin yasalarinin ne oldugunu, evrenin hangi kurallarla yonetildigini
diigindtigiimiizle ilgili bir soru.

rex
reyecx
TEYEZET
reyczetex

tiirtinden iligkileri saglayan kiimelerin olmamas: gerektigini diigiinebiliriz, ¢iin-
kii genellikle bir kiimenin tanimlanmasi i¢in o kiimenin elemanlarinin bilinmesi
gerektigini diigliniiriiz. Yukaridaki orneklerin herbirinde 2’in elemanlarindan
birinin bilinmesi i¢in x kiimesinin bilinmesi gerekiyor. Genelde = € =z gibi
“sagma” bir durumun olmamas: gerektigi diigtiniiliir.

Kiimeler kuraminin diger aksiyomlariyla yukaridaki durumlarin olamaya-
cagl gosterilemez. Bunun icin su aksiyoma ihtiyac vardir:

Aksiyom 6.4. Temellendirme Aksiyomu?. Ejer x bos olmayan bir kii-
meyse, o zaman x’in x Ny = 0 esitligini saglayan bir y elemana vardur.

Bir 6rnek ve bir “karsiornekle” temellendirme aksiyomunu agiklamaya ca-
lisalim.

Yukaridaki sekildeki x kiimesinde ii¢ eleman var: y, z ve t. Bu ii¢ elemanin
herbiri birer kiime. Sekilde bu {i¢ eleman hem bir eleman olarak (noktayla),
hem de bir kiime olarak (ovalle) gosterilmis. z’in bu ii¢ elemaniyla z’i teker
teker kesigtirelim:

texnz#0,
yexnt#0,
xNy=0.

“Ingilizcesi “Axiom of Regularity” ya da “Axiom of Foundation”.
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Demek ki 2’in li¢ elemanindan sadece y’nin z’le kesigsimi bogkiime. Temel-
lendirme Aksiyomu, bos olmayan her z kiimsesinde boyle bir y elemaninin
mutlaka olmasi gerektigini soylityor. (Eger x’ten y elemanmmni atip {z, ¢} kiime-
sine bakarsak, bu sefer de ¢t elemanmnin {z,¢} kiimesi i¢in Temellendirme Ak-
siyomu’nun gereklerini yerine getirdigi goriiliir. Son olarak t’yi de atarsak, z
eleman {z} kiimesinin Temellendirme Aksiyomu’'nun gereklerini yerine getiren
elemanidir.)

Ote yandan agagidaki sekildeki gibi bir durum temellendirme aksiyomuna
gbre olmamali.

O

=5

Burada da x’in li¢ eleman var: y, z ve t. Ancak,

texnz+#0,
ycaxnNt#0,
zexNy#0D.

Bu durum Temellendirme Aksiyomu’yla geligir. Temellendirme Aksiyomu’nun
dogru oldugu bir “model”de boyle bir x kiimesi olamaz.
Temellendirme Aksiyomu’'ndan soziinii ettigimiz sonuglar1 ¢ikarabiliriz.

Sonug 6.5. Eger a bir kimeyse, a ¢ a.

Kanit: a bir kiime olsun. Diyelim ki a kendi kendisinin bir elemani, yani
a € a. 9imdi z kiimesini sadece a’dan olusan kiime olarak tanimlayalim, yani

z = {a}
olsun. Temellendirme Aksiyomu’na gore x kiimesinde
xNy =10

egitligini saglayan bir ¢ elemam vardir. Ama x kiimesinin tek bir elemamn var,
o da a. Demek ki y = a olmali. Dolayisiyla

zNa=10

olmali. Ama a, hem z’in hem de a’min bir elemani, yani a € = N a. Bu bir
geligkidir. Demek ki “a € a” 6nermesi yanhs, yani a ¢ a. Istedigimiz kanitlan-
migtir. [l
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Sonug 6.6. Eger a ve b birer kimeyse, ya a ¢ b ya da b ¢ a.

Kanit: Bir geligki elde etmek amaciyla, yanitlamak istedigimiz sonucun yanlig
oldugunu varsayalim. Demek ki

acbea

iligkilerini saglayan a ve b kiimelerinin varligin varsayiyoruz.
z = {a, b}

olsun. Temellendirme Aksiyomu’na gore z’te
xNy =10

esitligini saglayan bir y elemani olmali. Ama z’in sadece iki elemani var: a ve
b. Demek ki y, ya a ya da b olmak zorunda.

Eger y = a ise, o zaman b€ xNa =z Ny = (), celiski.

Eger y = b ise, 0o zaman, a € zNb =z Ny = (), geligki. O

Sonug 6.7. Ejer a, b ve ¢ birer kiimeyse, ya a ¢ b ya b ¢ ¢ ya da ¢ ¢ a.
Kanit: Okura ahgtirma. Yukaridaki kanitlara ¢ok benzer. O

Simdi Sonug¢ BEB’dan Teorem B23, Teorem B23'ten Teorem B3, Teorem B2’den
Teorem B ¢ikar. Madem ki Teorem B dogru, simdi artik hic cekinmeden®,
eger

Tty
tanimlanmissa,
z+ Sy=5S(z+y)

esitligini x + Sy’nin tanimi olarak verebiliriz.

Notlar

6.1. X bir kiime olsun ve su 6zelligi olsun: Her z € X igin Sz € X. (Simdilik boyle bir kiime-
nin olup olmadiginmi bilmiyoruz. Ama yakinda yeni bir aksiyomla bu 6zelligi saglayan en
az bir kiimenin var oldugunu soéyleyecegiz. Simdilik boyle bir kiimenin oldugunu varsa-
yalim.) O zaman

S:x— Sx

kurali, X'ten X’e giden bir fonksiyon tanimlar. Bir bagka deyigle her x € X i¢in, X
kiimesinde Sz’in tanimina uyan tek bir kiime vardir. Daha formel olmak gerekiyorsa,

G={(z,y) e X x X :y =Sz}

bir grafiktir ve (X, X, G) bir fonksiyondur. Ama bu fonksiyon Temellendirme Aksiyomu
dogru degilse birebir olmayabilir.

5Aslinda cekinmemiz gereken bagka sorunlar da var ama en azindan (bir aksiyom
yardimiyla da olsa) bu sorunu hallettik. Tleride bu sorunu Temellendirme Aksiyomu’nu kul-
lanmadan (ve toplama islemini dogal sayilara kisitlayarak) g¢ok daha radikal bir bigimde
halledecegiz.
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6.2. Biitiin Bunlar Gereksiz! Bir tanim ve bir aksiyom i¢in bunca giiriiltii patirtidan
sonra, aslinda dogal sayilarda (hatta bildigimiz diger say1 kiimelerinde de) toplamay1
tanimlamak i¢in Temellendirme Aksiyomu’na gereksinim olmadigini sdyleyecegim...
Temellendirme Aksiyomu (ya da benzeri bir aksiyom) olmadan Teorem B3'iin kanitlana-
mayacagl dogru. Ote yandan biz Teorem B3’ tiim kiimeler i¢in degil, dogal sayilar igin
kanitlamak istiyoruz. Nitekim Teorem B33 dogal sayilar igin Temellendirme Aksiyomu’na
gerek kalmadan kamitlanabilir, kanitlayacagiz da. Ama boyle bir teorem kanitlamak
igin 6nce dogal sayinin ne demek oldugunu bilmemiz lazim. Oysa biz daha bdyle bir
tanmim yapmadik. Bir sonraki boliimde dogal sayilari tanimlayacagiz. Dogal sayilari
tanimlamak icinse kiimeler kuramina bir aksiyom daha katmamiz gerekecek. Bunu da
bir sonraki bélimde yapacagiz. Dogal sayilar kiimesini tanimladiktan sonra, Temellen-
dirme Aksiyomu’nu kullanmadan, Teorem EZ3'ii her kiime igin olmasa da dogal sayilar
icin kanitlayabilecegiz.

6.3. Uygulamali ve temel matematikte Temellendirme Aksiyomu’na hig ihtiyac yoktur. Te-
mellendirme Aksiyomu’na sadece bazi Kiimeler Kuramcilar ihtiyag duyar.
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Bolim B’te 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ve 7 sayilarim tamimladik. Ama, her sayiy1 te-
ker teker tanimlamaya zamanimiz yok, ne de olsa sonsuz sayida say1 var. Bu
yaklagimla sayilarin sonunu getiremeyiz. Demek ki bagka bir yaklagim gereki-
yor.

Biitlin sayilar1 tek bir hamlede tanimlayabiliriz miyiz? Evet. Bu boliimde
dogal sayilar1 teker teker degil, bir biitlin olarak tanmimlayacagiz, yani dogal
sayilar kiimesi N’yi tek bir hamlede tanimlayacagiz®.

Once dogal sayilar kiimesinin karakteristik 6zelligi iizerine diigiinelim, ciin-
kii dogal sayilar kiimesi karakteristik 6zelligi sayesinde var olacak.

Her seyden 6nce 0 bir dogal say1 olmal®. En kiiciik dogal say1 0’dr®.
Sonra... Eger x bir dogal sayiysa x 4+ 1 de bir dogal say1 olmal. Hatirlarsaniz
x + 1 yerine Sz yaziyorduk. Bu arada Sz’in tanimini animsatalim:

Sr=xU{x}.

Ama bu iki 6zellik yetmez. Bu iki 6zelligi saglayan bircok kiime olabilir. Me-
sela cok daha ileride tanimladigimiz reel sayilar kiimesi R bu 6zelligi saglar.
Negatif olmayan reel sayilar kiimesi de bu 6zelligi saglar. Kesirli sayilar kiimesi
de... Paydasinda 3’iin kuvvetleri olan kesirli sayilar kiimesi de... Dogal sayilar
kiimesini biricik yapan, onun varolmasini saglayan bir bagka ozellik daha ol-
mali. Biz yine de ilk iki 6zelligi yazalim:

(i) 0 bir dogal say1 olmali, yani 0 € N olmali.

(ii) x € N ise Sz € N olmali.

Bu iki ozelligi saglayan kiimelere tiimevarimsal kiime diyecegiz. Dogal
sayilar kiimesi bu iki 6zelligi saglayan en kiiclik kiime olmalidir. Matematiksel
ayrintilar birazdan.

!Bakis acimuzi dogal sayilardan dogal sayilar kiimesine cevirdigimize dikkat edin, ¢ok
dogal say1 var ama bir tek dogal say:1 kiimesi var. Matematik tarihinde devrim yaratan bir
bakig agisidir.

20’1 boskiime olarak tanimladigimizi animsatalim: 0 = ().

3Bir zamanlar en kiiciik dogal saymin 1 oldugunu kabul edenler vardi ama o zamandan
bu zamana ¢ok zaman gegti...
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7.1 Tumevarimsal Kiimeler

Simdilik sonsuz elemani olan bir kiimenin varligini bilmiyoruz. Béyle bir kiime
olabilir de olmayabilir de, ama bu asamada ne boyle bir kiimenin oldugunu ne
de olmadigini kanitlayabiliriz®. Sonsuz kiimelerin varhgimdan emin olmak icin
bir aksiyoma daha ihtiyacimiz olacak. Once bir tanim:

Tanim 7.1. 0 € z” ve her y icin, “y € z — Sy € z” kosullariny saglayan z
kiimelerine tiimevarimsal denir.

Yani bir kiimenin tiimevarimsal olmasi i¢in 0 o kiimenin bir elemani olmali
ve, kiimenin her y elemani i¢in, Sy de kiimenin bir elemani olmali.
Demek ki, eger z tiimevarimsal bir kiimeyse, 0 ve ardillari, yani

0, S0, SS0, SSS0, ...

elemanlari, yani
0,1,2 3, ...

“dogal sayilar1” da z’nin elemanlar1 olmali. Yani (heniiz tanimlamadigimiz)
her dogal say1 her tiimevarimsal kiimenin elemani olmali.

Bu yazdiklarimizdan goyle bir fikir olugabilir: SSS'...S0 gibi (n tane S’den
ve bir 0’dan olugan) elemanlardan olugsan bir kiime yaratsak, var etsek, yani

{0, 50, 550, S50, ...}

toplulugu bir kiime olsa, o zaman bu kiimeye dogal sayilar kiimesi adin1 veririz
ve igimiz biter. Ama matematikte “anlarsin ya” anlamina gelen li¢ nokta imi
kullanarak kiime tanimlanamaz. (Tanim olarak sunulursa da kiimenin {ig nokta
kullanmadan da tanimlanacag: bilinir.) Eskiden, 19’uncu yiizy1l ve 6ncesinde
bu tiir tamimlar kabul edilebilirdi belki, ama artik yasak, en azindan mate-
matiksel mantik kitaplarinda. Saf matematikte “igte hep boyle sonsuza kadar
devam ederiz” gibi sonsuz bir zamana referans veren, dolayisiyla muglak olan
tanimlar, argiimanlar kabul edilemez.

Tiimevarimsal bir kiimenin sonsuz olmasi gerektigini simdiye kadar sezmis
olmaniz lazim.

Yaratacagimiz dogal sayilar kiimesi N tiimevarimsal bir kiime olmali. Ayrica
biraz diigiiniince (6rnegin N’de tiimevarimla kanitin gegerli olmasini istedigimiz
g6z oniine alininca) N'nin en kiigiik tiimevarimsal kiime olmasi gerektigi an-
lagiliyor. Zaten biraz yukarida her dogal sayimnin her tiimevarimsal kiimenin

10te yandan, bu asamada, yani yukaridaki aksiyomlarla sonsuz sayida elemani olan
bir kiimenin varhigini kanitlayamayacagimizi kanitlayabiliriz, kanitladik da, Not B.@’de
kanitladik. Sonsuz bir kiimenin varligin1 kanitlayamamak, sonsuz bir kiimenin olmadig1 an-
lamina gelmez, kiimeler kuraminin bazi modellerinde sonsuz kiimeler olabilir.
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elemani olmas1 gerektigini gérmedik mi? Demek ki en kii¢lik tiimevarimsal
kiimenin varhigini kanitlayip N'yi bu kiime olarak tanimlamaliyiz.

Ancak bu agamaya kadar yazdigimiz aksiyomlardan sonsuz bir kiimenin
varligi kanitlanamayacagindan tiimevarimsal bir kiimenin varligi da kanitla-
namaz. Bunun igin yepyeni bir aksiyoma ihtiyacimiz var.

Aksiyom 7.2. Tiimevarimsal Kiime Aksiyomu. Timevarimsal bir kiime
vardar.

Bicgimsel dilde bu aksiyom g0yle yazilir:
dz (0 ez AVy (y € z — Sy € x)).

Simdi tiimevarimsal kiimelerin kesigsiminin tiimevarimsal oldugunu kanit-
layalim, yeter ki kesigimini alacagimiz kiimeler toplulugu bir kiime olsun.

Onsav 7.3. x, elemanlar timevarimsal kiime olan ve bos olmayan bir kiime
olsun. O zaman Nz timevarimsal bir kumedir.

Kanit: Oncelikle, 2 bir kiime oldugundan ve x # () oldugundan, Nz top-
lulugunun bir kiime oldugunu belirtelim (Teorem E3).

2’in her elemani tiimevarimsal oldugundan, 0, z’in her elemaninin bir ele-
manidir. Yani 0 € Nz olur. Demek ki Nz kiimesi tiimevarimsal kiime taniminin
ilk kosulunu sagliyor.

Simdi Nz kiimesinin ikinci kogulu sagladigini gosterelim. y € Nx olsun.
Demek ki y, 2’in her elemaninin bir elemani. x’in her elemani tiimevarimsal
oldugundan, Sy de 2’in her elemaninin bir elemanidir, yani Sy € Nz olur.

Dogal sayilar kiimesi N’nin tanimini vermeye neredeyse haziriz, ama once
N’nin ne olmas1 gerektigi iizerine biraz daha diigtinelim.

Dogal sayilar kiimesi N, her seyden 6nce tiimevarimsal bir kiime olmali.
Cunkii 0 bir dogal say1 ve eger y bir dogal sayiysa, y+ 1 anlamina gelecek olan
Sy de bir dogal say1 olmali.

Dogal sayilar kiimesi N tiimevarimsal bir kiime olmali ama hangi biri
olmali, ciinkii cok tiimevarimsal kiime var, hatta ibadullah varf. Ornegin
varhgimi heniiz kanitlamadigimiz (ama bu kitapta kanitlayacagimiz) Z, Q, R,
[0, 00), %N kiimeleri de tiimevarimsal, ama dogal sayilardan ¢cok daha fazla ele-
man iceriyorlar. N elbette en kii¢iik tiimevarimsal kiime olmali, daha dogrusu
N tiim tiimevarimsal kiimelerin bir altkiimesi olmali, ¢linkii N, sadece ve

50 kadar cok tiimevarimsal kiime vardir ki tiim tiimevarimsal kiimelerden olugan bir
kiime yoktur. Ornegin, ikinci ciltte tammlayacagimiz her limit ordinal tiimevarimsal bir
kiimedir ama Burali-Forti Paradoksu’na gore limit ordinaller bir kiime olugturmazlar, hatta
ordinallerin tiimii bir kiimenin i¢inde eleman olarak bulunamaz.
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sadece 0’dan ve 0’a S iglemini tekrar tekrar (ama sonlu kez, “sonlu” her ne
demekse!) uygulayarak elde ettigimiz elemanlardan olugmali. Yani

N = {0, S0, §50, SSS0, ...}

olmali. (Bu yazilim her ne demekse! Hicbir anlami yok aslinda ama sanirim
biraz yalan konunun daha iyi anlagilmasim sagliyor.)

Bir 6nceki 6nsavdan ve kanitindan da anlagilacagi tizere, en kiigiik tiime-
varimsal kiime (yani N kiimesi), eger varsa, ki oldugunu kanitlayacagiz biraz-
dan, tiim tiimevarimsal kiimelerin kesigsimi olmali. Ancak tiim tiimevarimsal
kiimeler toplulugu bir kiime olmayabilir (degildir hatta), o zaman da tiim
tiimevarimsal kiimelerin kesisimi bir kiime olmayabilir. Ama olacak! Bir son-
raki teoremde bunu kanitlayacagiz.

Ne kadar agiklayici oldugunu pek kestiremedigim bu satirlardan sonra tiim
tiimevarimsal kiimelerin kesigiminin bir kiime oldugunu gosterelim (ve hemen
ardindan N'nin tanimini verelim).

Teorem 7.4. En kiictik bir tumevarimsal kiime vardir, yani tim timevarimsal
kumelerin altkimesi olan timevarimsal bir kime vardar.

Kanit: Timevarimsal Kiime Aksiyomu’'ndan dolayi en az bir timevarimsal
kiime oldugunu biliyoruz. Adina a diyecegimiz tiimevarimsal bir kiimeyi sabit-
leyelim. a’nin tiim tiimevarimsal altkiimelerini kesigtirecegiz ve elde ettigimiz
nesne bir kiime olacak ve iistelik en kiiclik tiimevarimsal kiime olacak.

b = p(a) olsun. Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu'ndan (Aksiyom EZ3) b’'nin
bir kiime oldugunu biliyoruz. ¢(z) 6zelligi,

0€zAVu (uez— Suc€z)

olsun. Belli ki ¢(z) 6zelligini saglayan her z kiimesi tiimevarimsaldir ve her
tiimevarimsal kiime bu 6zelligi saglar. Simdi, Tanimh Altkiime Aksiyomu’ndan
(Aksiyom A1)

{zeb:p(2)}

toplulugunun bir kiime oldugunu biliyoruz. Bu kiimeye ¢ adini verelim:
c={z€b:p(2)} ={z Ca:z timevarimsal}.
a € c oldugundan c # (). Simdi,
N=nec

tammumni yapalm. Onsav B3 sayesinde N bir kiimedir. N kiimesi, a'nmn tiim
tiimevarimsal altkiimelerinin kesigimi olarak tanimlandi, Onsav [3’e gore N
tlimevarimsal bir kiimedir.
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Simdi N’nin en kii¢lik tiimevarimsal kiime oldugunu yani tiim tiimeva-
rimsal kiimelerin bir altkiimesi oldugunu kanitlayalim. ¢, herhangi bir tiime-
varimsal kiime olsun. N’nin ¢’nin bir altkiimesi oldugunu kanitlayacagiz. Hem
t hem de a tiimevarimsal olduklarmdan, Onsav T3e gore a Nt kiimesi a’nin
tlimevarimsal bir altkiimesidir. Demek ki aNt, ¢'nin bir elemanidir, dolayisiyla
N’yi elde etmek igin kesigimini aldigimiz kiimelerden biridir. Bundan da N C
ant cikar. Ote yandan a Nt C t. Demek ki N C ¢. 0

Teorem [CA’tin Ikinci Kaniti: ¢ timvarimsal bir kiime olsun. O zaman
{z € a: z, timevarimsal her kiimenin elemani}

istedigimiz kesigsimdir. Tek yapmamiz gereken “z, tiimevarimsal her kiimenin
elemani” kosulunu dilimizde yazilmig bir formiille ifade etmek; bu da oldukca
kolay. O

7.2 (N,S5,0) Yapist ve Tiimevarimla Kanit

Yukarida varlhigi kanitlanan kiimeye dogal sayilar kiimesi adin verecegiz ve
bu kiimeyi N simgesiyle gosterecegiz. N'nin elemanlarina dogal say: denir.
Simdi artik “dogal say1”nin matematiksel anlamini biliyoruz.

Dikkat ederseniz dogal sayilar1 teker teker degil, hepsini birden ayni anda
tanimladik, yani dogal sayilar kiimesini tanimladik. Daha 6nceki boliimlerdeki
yontemle bu yontem arasinda radikal bir fark var.

N tiimevarimsal bir kiime oldugundan, 0 € N ve her n € N i¢in Sn € N.
S’nin N’den N’ye giden bir fonksiyon oldugunu kanitlamak istiyoruz. Daha
bicimsel sekliyle,

G ={(z, Sx):x € N}

ise, (N, N, G) iigliisiintin Altboliim BE2’te verilen tanimiyla bir fonksiyon ol-
dugunu gostermek istiyoruz. Bu ti¢liiniin bir fonksiyon oldugunu kanitlamak
i¢in, G toplulugunun bir kiime oldugunu ve G’nin N x N kartezyen carpiminin
bir grafigi oldugunu kamtlamak yeterli. Birincisi dogruysa ikincisi bariz oldu-
gundan, G’nin bir kiime oldugunu kanitlamak yeterli. Bu topluluk aynen su
topluluga esittir:

{a e NxN:3z (r e NANa = (z,52))}.

Eger “Jz (r € NAa = (z, Sx))” dizisinin bir formiil olduguna ikna olmugsaniz
(aksi halde Boliim [2'u okuyun!), bu toplulugun NxN’nin bir altkiimesi oldugu
Tanimli Altkiime Aksiyomu’'ndan gikar.

(N, 0, S) tigliisiinii tanimladik. 0, N'nin bir eleman: ve S, N'den N’ye giden
bir fonksiyon. Simdi bu sistemin (ya da matematiksel yapinin) baz temel
ozelliklerini kanitlayacagiz.
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Dogal sayilar kiimesinin en 6nemli 6zelligi “timevarimla kanit”a imkan
tanimasidir, zaten tiimevarimla kanit miimkiin olsun diye 6zellikle tanimlan-
migtir.

Teorem 7.5. Eger A C N altkiimesi,
i.0e€ A, ve
ii. Herx € Nigin x € A ise Sx € A
ozelliklerini saghyorsa A =N olur.

Kanit: Kamt ¢ok bariz, ¢linkii (i) ve (ii) kosullari A'nin tiimevarimsal bir
kiime oldugunu sOyliiyor, ama N en kiiciik tiimevarimsal kiime oldugundan
A = N elde ederiz. O

Teorem 7.6 (Tiimevarimla Kanit Ilkesi I). @(x), herhangi bir formiil olsun®.
Eger ¢(0) dogruysa ve her n dogal sayist i¢in, p(n) dogru oldugunda ¢(Sn) de
dogruysa, o zaman her n dogal sayisi i¢in p(n) dogrudur. Bir baska deyisle,

((0) AV ((n) = ¢(Sn))) — Vn o(n)
onermesi N’de dogrudur.

Kanit: ¢(0)'m dogru oldugunu ve her n dogal sayis1 igin, ¢(n) dogru oldu-
gunda ¢(Sn)’'nin de dogru oldugunu varsayalim. Amacimiz her n dogal sayisi
i¢in ¢(n)’'nin dogrulugunu kanmtlamak.

A={neN:p(n)}

olsun, yani A, ¢’yi saglayan dogal sayilardan olugsun. Varsayima gore 0 € A.
Gene varsayima gore, n € A ise, Sn € A. Teorem [[F'ten istedigimiz ¢ikar. O

Teorem [@y1 kullanabilmek icin, 0’in ¢ Ozelligini sagladigin1 gostermeye
baslangic adima adi verilir. Eger © € N dogal sayis1 ¢’yi saghyorsa, Sz’in
de ¢’yi sagladigini gostermeye de tiimevarim adima denir. Eger bu iki kanit
yapilirsa, o zaman her n dogal sayisinin ¢ formiiliinii sagladigi gosterilmig olur.
Okurun tiimevarimla kanit yapmada belli bir olgunluk seviyesine ulagtigini
varsay1lyoruz.

5Yani (), matematigin V¥, 3, A, V, —, +—>, - gibi mantiksal simgeleriyle, parantezlerle,
x, y, z gibi degigkenlerle, = ve € simgeleriyle yazilmig sonlu uzunlukta ve “anlamli bir ciimle”.
Tabii formiillerimizde S, C, p, U, N gibi kisaltmalar da kullanabiliriz. Ayrica formiillerimizde
sabit kiimeler de kullanabiliriz (bunlara parametre denir). Mesela a bir kiimeyse,

Vy3dz(y#£0 — (Sa=znNzAzxze SSy))

bir formiildiir. Bu formiilde x serbest bir degiskendir (y ve z bagh degiskenlerdir), dolayisiyla
formiiliin dogrulugu ya da yanlighig1 ancak x spesifik bir kiime olarak alindiginda anlagilabilir.
p(z) gosterimi formiilde tek serbest degiskenin z oldugunu soyler, diger degiskenler (eger
varsa) 3 ve V gibi simgelerle baglanmig demektir. Ama kiimeler kuramina yeni baglayan
okur, simdilik, ¢(x)’in x tizerine anlamh bir Tirkge ciimle oldugunu varsayabilir, mesela
¢(x)’in, 7ilk x dogal sayimin toplami x(z — 1)/2’dir” gibi bir climle oldugunu varsayabilir.
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Onsav 7.7. S fonksiyonu, 0 disinda tim dederleri alir, yani S(N) = N\{0}.

Kanit: S fonksiyonu elbette 0 degerini alamaz, ¢linkii 0 = () ve Sn kiimesi en
azindan n’yi igerdiginden bogkiime degil. Simdi, 0 diginda her dogal sayinin
bir dogal saymin S’si oldugunu gosterelim. Teorem CB'daki ¢(n) formiiliini

n=0Vdmn=Sm

olarak alalim. 0 saysi elbette ¢(n) formiiliini sagliyor. Simdi ¢(n) nin saglan-
digin1 varsayip ¢(Sn)’nin saglandigini gosterelim. ¢(Sn) ne diyor?

Sn=0V3dm Sn=Sm

diyor. Birinci kisim, yani Sn = 0 kismu tabii ki dogru olamaz, ¢(Sn)’nin dogru
olmasi i¢in formiiliin ikinci kismi dogru olmali. Sn = Sm esitligini saglayan
bir m var m1? Tabii ki var, m’yi n’ye esit almak yeterli. g

Tiimevarimla Kamt Ilkesi (Teorem @ ve Z3) cok énemlidir. Bu ilkeyi
kullanmadan dogal sayilarla ilgili herhangi bir sey sOylemek neredeyse imkan-
sizdir, hemen her agamada kullanacagiz.

Simdi (N, S,0) yapisiyla ilgili nemli bir teorem kanitlayalim.

Teorem 7.8. S fonksiyonu birebirdir. Yani n ve m dogal sayilary i¢in Sn =
Sm ise n =m olur.

Bu teorem aslinda aynen Teorem B2, ama Teorem BE2'u kanitlamak icin Te-
mellendirme Aksiyomu’nu kullanmigtik. Bu sefer Temellendirme Aksiyomu’nu
kullanmadan (ama kendimizi sadece dogal sayilara kisitlayarak) ayni sonucu
kanitlayacagiz.

Bu teoremi kanitlamak igin biraz ugrasacagiz. (Temellendirme Aksiyomu
kullamlmadan kanitlanan) Teorem E3’i animsatmakta yarar var: Eger Sn =
Sm ise, yan = m yadan € m € n olur. Dolayisiyla teoremimizi kanitlamamiz
igin ikinci gikki, yani n € m € n sikkini elememiz gerekiyor. Temellendirme
Aksiyomu bunu zaten yasakliyor, bkz. Sonu¢ BB, ama biz Temellendirme Ak-
siyomu’nu kullanmak istemiyoruz, mecbur kalsaydik kullanmaktan kaginmaz-
dik, ama ihtiyacimiz yok. (ileride, Temellendirme Aksiyomu’'nun dogal sayilar
kiimesi i¢in zaten dogru oldugunu anlayacagiz.)

Once bir énsav kamtlayalim.

Onsav 7.9. Eger m € n € N ise, m C n olur®.

"Bu 6nsavin dogal sayilar kiimesi N’'nin oziiyle yakindan uzaktan hicbir ilgisi yok, sa-
dece tanimiyla ilgisi var. Eger dogal sayilarin ya da dogal sayilar kiimesinin tanimini bagka
tiirli verseydik bu 6nsav dogru olmayabilirdi ve istediklerimizi kanitlamakta zorlanirdik,
belki de hi¢ bagaramazdik. Tanim deyip de gegmemek lazim...
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Kanit: n iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. Eger n = 0 ise, n bogkiimedir
ve bogkiimenin her elemani her 6zelligi saglar, mesela bogkiimenin her elemani
bosgkiimenin bir altkiimesidir, aynen teoremin dedigi gibi.

Simdi 6nermeyi n i¢in varsayip Sn ic¢in kanitlayalim. m € Sn olsun. Ama
Sn = n U {n} oldugundan ya m € n ya da m = n olmali. Birinci durumda
tiimevarim varsayimindan dolayr m C n olur, ama Sn = n U {n} oldugundan
n C Sn olur; buradan da m C Sn cikar. Ikinci durumda ise tabii ki m = n C
Sn olur. O

Teorem [CR’in Kaniti: Eger Sn = Sm ve n # m ise, Teorem E3’den dolayi,
n € m € n olur, demek ki bir onceki sonuca gére n C m C n ve dolayisiyla
n = m olur. g

Notlar

7.1. n € N\{0} olsun. Onsav Z2ye gore bir m € N igin Sm = n olur ve Teorem E@ya gére bu
m sayist biriciktir. Her ne kadar dogal sayilarda ¢ikarma iglemini heniiz tanimlamadiysak
da, eger istersek bu m sayisini n — 1 olarak gosterebiliriz.

7.2. Teorem I3 ile Teorem [C@'nin bu hali arasinda bir fark yok aslinda, biri digerine denk.
Nitekim Teorem @’da ¢(x) formiiliinii € A formiili olarak alirsak hemen Teorem
[3'i elde ederiz. Teorem [CA varligini iki nedene borg¢lu: Birincisi uygulamada daha fazla
kullamlr. Ikincisi ise Altbéliim EI'de, Teorem [[@’y1 € simgesini icermeyen ama +, X
ve S simgelerini iceren daha kisithi bir dilde yazilmig ¢(z) formiillerine uygulayacagiz.

7.3. Onsav 9 dogal sayilarin “6zii”yle ilgili degildir. Eger dogal sayilar1 bagka tiirli ta-
nimlasaydik bu énsav dogru olmayabilirdi. Ama Teorem 8 ya da Teorem [CQ dogal
sayilarin oziyle ilgilidir, bu teoremlerin dogru olmadig: bir yapiya dogal sayilar yapisi
adin1 vermek absiirt olurdu, gergeklikle ilgili tiim sezgilerimizle geligirdi.

7.4. Boylece Teorem LA, Onsav 2 ve Teorem I®’in dogru oldugu bir (N, 0, S) yapist bulmusg
olduk. Ileride N'de toplama, carpma ve siralamay1 tanimlayacagiz ve bagat 6zelliklerini
kanitlayacagiz. Bolim ['de, adina Peano Aksiyomlar1 denen, Teorem T@’y1 kismen,
Onsav C2yi ve Teorem CR'i de igeren bir “aksiyom” sistemini tanitacagiz.

7.5. Dogal sayilar kiimesini, Teorem A, Onsav I3 ve Teorem 3 dogru olacak bigimde ta-
nimlamak Dedekind’in fikridir ama daha gok Peano’nun olarak bilinir. Fikri Dedekind’de
buldugunu Peano’nun kendisi ifade etmistir.

Alistirmalar
7.6. 0 disinda her dogal sayimnin 0’1 eleman olarak icerdigini kanitlayin.
7.7. Her n dogal sayisi icin n ¢€ n 6nermesini kanitlayin.
7.8. Her n ve m dogal sayis1 i¢in m € n ise m C n oldugunu kanitlayin.
7.9. Her n € N igin n C N Onermesini kanitlayin.

7.10. N ¢ N 6nermesini kanitlayin.



8. Kiumeler Kuraminin
Kullandigimiz Aksiyomlari

Daha 6nceki boliimlerde kiimeler kuraminin birkag aksiyomunu verdik. O ak-
siyomlar1 (metinde yer aldig: sirayla degil, bir bagka sirayla) yazalim:

A1l. Bogkiime Aksiyomu. Hi¢ elemani olmayan bir kiime vardir.

A2. Esitlik Aksiyomu. Ayni elemanlar: olan iki kiime birbirine egittir.

A3. Tamimh Altkiime Aksiyomu. Eger ¢(y) bir ozellikse ve z bir
kiimeyse, z’in sadece ve sadece ¢(y) 6zelligini saglayan y elemanlarin eleman
olarak iceren bir kiime vardir.

A4. Bilesim Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse, sadece ve sadece x’in ele-
manlarinin elemanlarindan olusan bir kiime vardir.

A5. Iki Elemanh Kiime Aksiyomu. Eger x ve y birer kiimeyse, eleman
olarak sadece x ve y’yi iceren bir kiime vardir.

A6. Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse, eleman olarak
sadece ve sadece z’in altkiimelerini iceren bir kiime vardir.

A7. Timevarimsal Kiime Aksiyomu. Tiimevarimsal bir kiime vardir.

Bunlara ek olarak bir de bu kitapta hi¢ kullanmayacagimiz su aksiyom var:

AS8. Temellendirme Aksiyomu. Eger x bog olmayan bir kiimeyse, o
zaman z'te x Ny = () esitligini saglayan bir y elemani vardir.

Temellendirme Aksiyomunun ardindaki diigiince su: Bir kiimeyi anlamak
icin kiimenin elemanlarini anlamak zorundayiz diye diisiiniiriiz, ne de olsa her
kiime elemanlar: tarafindan belirleniyor, dolayisiyla her kiimenin elemenlar:
kiimeden daha basit olmali, hepsi olmasa da x’in elemanlarindan en az biri
x’ten daha basit olmali. Mesela eger x kiimesi kendisinin bir elemani olsaydi
o zaman z’i anlamak i¢in z’i anlamak zorunda kalirdik... Buna benzer kisa
dongiileri engellemek icin Temellendirme Aksiyomu kabul edilir.

Bu aksiyomdan aslinda Altboliim B’de bahsetmistik. Hatta o aksiyomu kul-
lanarak bir iki genel sonu¢ da kanitlamigtik ama kanitladigimiz o sonuclarin
bize gerektigi kadarimi Temelleme Aksiyomu’'nu kabul etmeden kanitlayabi-
lecegiz. Temellendirme Aksiyomu daha ¢ok kiimeler kuramcilar1 tarafindan,
daha ele avuca sigan, daha anlagilir, daha basit bir evrende yagsadigimiz var-



86 8. Kiimeler Kuraminin Kullandigimiz Aksiyomlar

sayabilmek i¢in kabul edilir; bizim ve kanitlayacagimiz teoremlerin boyle bir
ihtiyacimiz olmayacak.

Notlar

8.1. A3 tek bir aksiyom degildir, bir aksiyom ailesidir, her ¢(y) 6zelligi i¢in bize ayr1 bir aksi-
yom verir. Yani tigiincti aksiyom, aksiyomdan ziyade bir “aksiyom gemas1”dir. A8’i ister-
seniz yok sayabilirsiniz, hi¢ kullanmayacagiz. Standart matematikte de pek kullanilmaz.
Uygulamali matematikte, lisede filan, hatta iiniversite egitiminde bile hi¢ kulanmilmaz.

8.2. Ilk dért aksiyomla ()’den bagka bir kiimenin oldugu kanitlanamaz ciinkii sadece bogkiime-
den olusan {0} evreni (yani sadece bogkiimenin oldugu evren) ilk dért aksiyomu saglar.

8.3. A7 olmadan sonsuz elemanli bir kiimenin oldugu kanitlanamaz. Bunu Not B.@°de gor-
miigtiik.

8.4. Kiimeler kuraminin bagka aksiyomlar: da vardir. O aksiyomlar1 ve ne igse yaradiklarimi
[N=T]’'de gorecegiz. Bu ders notlarimin sonuna kadar A1-A7 aksiyomlar: bize yetecek.

8.5. A3 ve AT’den Al ¢ikar.

8.6. Bir sonraki ciltte [[Nell] sunacagimiz Yerlestirme Aksiyomu’ndan yararlanarak A5 kanit-
lanabilir.

8.7. Bu asamada {0, {0}, {{0}}, {{{0}}}, ...} diye bir kiimenin varhginin kanitlanabilecegini
hi¢ sanmiyorum. Bunun igin ikinci ciltte bahsedecegimiz aksiyomlar1 beklemek lazim.

8.8. Ik 7 aksiyomu kiimeler kuraminin en temel, en “olmazsa olmaz” aksiyomlar: olarak ka-
bul edebilirsiniz. Fizikten miihendislige, ekonomiden biyokimyaya kadar her tiirlii ma-
tematiksel uygulamada sadece bu aksiyomlara gerek duyulur. Standart temel mate-
matikte de sadece bu aksiyomlardan yararlanilir, tiirev, integral gibi konular igleyen
basit analizde mesela. A8 ve ikinci ciltte agiklayacagimiz aksiyomlar, tabiri caizse, ma-
tematikgilerin bir nevi simarikliklaridir; ya da goyle soyleyeyim: Bu aksiyomlar, ma-
tematikgilerin, galigtiklar: evrenin daha kolay anlagilir, daha diizenli, daha evcil, daha
istedikleri gibi olmasi icin yarattiklar: varsayimlardir; sonug olarak ne kadar aksiyom,
o kadar teorem! Son yillarda, Rudolf von Bitter Rucker (matematikgi, bilgisayar bilim-
cisi ve bilimkurgu yazar) tarafindan ortaya artilan “cep kiimeler kurami”nda kiimeler
evreni ¢ok ¢ok basite indirgenmigtir.

8.9. Ernst Zermelo (1871-1953). Alman matematik¢i. Aksiyomatik kiimeler kuraminin en
onemli kurucularindan biridir. Babas: iiniversitede 6gretim iiyesi oldugundan, akademik
kariyere yonelmesi ailesi tarafindan tegvik edilmistir. Universitede matematik, fizik ve
felsefe okumustur. Akademik yagamina analizle baglamig, uygulamali matematige ve
fizige yonelmis, daha sonra o zamanlar matematigin hi¢ kuskusuz en 6nemli merkezi
olan Gottingen’e gegince, Hilbert’in etkisiyle kiimeler kuramina ilgi duymusg ve 1904’te
her kiimenin iyisiralanacagini kanitlamigtir, yani herhangi bir X kiimesinde 6yle bir <
ikili iligkisi vardir ki,

i. X’in herhangi iki farkli x ve y elemam karsilagtirilabilir, yani ya x < y ya x = y ya
da y < x olur, ama x kendisiyle kargilagtirilamaz, yani < x dogru degildir.

ii. Eger x, y, 2 € X ise ve x < y ve y < z ise, 0 zaman z < z olur.

iii. X’in bog olmayan her altkiimesinin < iligkisi i¢in bir en kii¢iik eleman: vardir.
Zermelo, Skolem ve Fraenkel’in aksiyom sisteminde (ZFC’de) sonsuz sayida aksiyom
vardir. Montague 1961’de bu sistemin sonlu sayida aksiyoma indirgenemeyecegini kanit-
lamigtir. Godel, Bernays ve von Neumann’in buldugu aksiyom sistemi (GB) sonludur
ve her iki sistemde de kiimelerle ilgili aynmi sonuglarin kanitlanacagi biliniyor. Ancak
GB siteminde kiime olmayan siniflardan da soz edildiginden, sonlu olmasina karsin, bir
anlamda GB sistemi ZFC’den daha karmasgiktir ve daha kapsamlhidir diyebiliriz. Bir bagka
deyisle, ZFC sisteminin dili V, V, = gibi standard matematik simgeleri diginda sadece
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€ simgesini kullanirken, GB sistemi € simgesi diginda, kiime olmayan topluluklardan
sozedebilmek i¢in ikinci bir simge daha kullanmaktadir.

Aslhinda Hilbert daha ¢ok Cantor’un su sorusuyla ilgileniyordu: Dogal sayilar kiimesi
N’yle de, gercel sayilar kiimesi R’yle de arasinda eslesme olmayan sonsuz bir gercel
say1 kiimesi var midir? Hilbert bu soruyu o kadar 6nemli buluyordu ki, 1900’de Pa-
ris’te yaptig1 iinlii konugsmada, bu soruyu sorular listesinin en bagina almigti. Bu soruya
yaklasabilmek icin de, daha kolay bir soru olarak addettigi, Zermelo’ya iyisiralanma
sorusunu sormustu. Hilbert hakliydi, Cantor’un sorusu ¢ok daha zordur. Kurt Godel
1940’ta Cantor’un sorusunun olumsuz yaniti oldugunu varsaymanin (eger matematik
geligkisizse) matematigi celigkiye gotiirmeyecegini kanitladi. 1963’te Paul Cohen, Can-
tor’un sorusunun olumlu yaniti oldugunu varsaymanin da matematigi geligkiye gotiirme-
yecegini kanitladi. Dolayisiyla Cantor’un sorusu ne olumlu ne de olumsuz olarak kanit-
lanabilir; kiimeler kuraminin kimi evreninde (modelinde) dogru, kimindeyse yanligtir.
Zermelo'nun kanmtinin bugiin Se¢im Aksiyomu [bkz. SKK] diye adlandirilan bir aksi-
yoma dayanmasi matematik diinyasinda hi¢ hog kargilanmadi. 1908’de yogun elestirilere
yanit olarak ayni teoremin bir bagka kanitin1 yayimladigi makalesinde Zermelo, Segim
Aksiyomu’nu daha incelikli bir bigimde kullanarak kanitin1 daha kabul edilir bir bigimde
sunmusgtu.

Zermelo, Russell paradoksuna benzer paradokslar kegfetmesiyle, kiimeler kuramini ak-
siyomatik olarak inga etmek istedi. Uzun ugraslarina kargin buldugu sistemin celigkisiz
oldugunu kanitlayamad: (bunu kanitlamanin imkansiz oldugunu bugiin Gédel sayesinde
biliyoruz), gene de bulgularimi 1908’de yayimladi. Zermelo’'nun aksiyomlari, bugiin ka-
bul edilen kiimeler kurami aksiyomlariin ¢ogunlugunu tesgkil eder. Skolem ve Fraenkel
1922’de bu aksiyomlara ek yaparak bugiin matematikgilerin ¢ogunlugu tarafindan kabul
edilen kiimeler kuramini kurmusglardir.

Zermelo 1935’te Hitler rejimine tepki olarak akademik yasamdan gekilmigtir. Savastan
sonra tekrar profesorliige getirilmesini istemis ve kendisine 1946’da onursal profesor
unvani verilmistir.






9. Dogal Sayilarda Toplama,
Carpma ve Siralama

Gegen boliimde, Teorem A, Onsav 23 ve Teorem I®'in dogru oldugu bir
(N, S,0) matematiksel yapisinin varligini kanitlamistik. Animsayalim:

Teorem [Z8 [Timevarimla Kanit Tkesi 1] p(z), kimeler kuramwnin herhangi
bir formili olsun. Eger ¢(0) dogruysa ve her n dogal sayist i¢in, p(n) dogru
oldugunda ©(Sn) de dogruysa, o zaman her n dogal sayis igin p(n) dogrudur.
Bir baska deyisle,

(0(0) AV ((n) = @(Sn))) — Vn p(n)
onermesi N’de dogrudur.

Onsav 0 S fonksiyonu, 0 disinda tiim degerleri alir, yani S(N) = N\{0}
olur.

Teorem R S fonksiyonu birebirdir. Yanin ve m dogal sayilar: i¢cin Sn = Sm
ise n = m olur.

“Dogal say: sistemi” ya da yapisi, yukarida siralanan ti¢ 6zelligi saglayan,
ama bunun diginda (yakinda séz edecegimiz) bagka 6zellikleri de saglayan ma-
tematiksel bir yapi olarak tanimlanir. Bu bélimde (N, S, 0) yapisina toplamay1
(4), carpmay1 (x) ve siralamay1 (<) ekleyip, bunlarin hepimizin orta 6gretim
yillarindan bildigi esitlikleri ve iligkileri sagladigini gosterecegiz®.

9.1 Toplama

Toplamay1 tanimlamak i¢in, dogru olmasini istedigimiz,

n+0=n

!Onemli ve derin bir nokta: Toplamay1, ¢arpmay1 ya da siralamay1 (N, S,0) yapisinda
tanmimlayamayiz; illa ki kiimeler kuramina bagvumamiz lazim. Yeri geldiginde buna biraz
daha agiklama getirmeye calisacagim. Ama dogal sayilarda siralama iligkisi toplama iglemi
kullanarak tanimlanabilir: Dogal sayilarda « < y Onermesinin gegerli olmasi i¢in, z 4+ 2 =y
esitliginin bir z # 0 dogal sayisi i¢in saglanmas yeter ve gerek koguldur.
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ven+ (m+1)=(n+m)+1, yani
n+Sm = S(n+m)

esitliklerini kullanacagiz®.

Tanim Denemesi. n ve p iki dogal say1 olsun. Bu iki sayinin toplamini gene
bir dogal say1 olarak tanimlayacagiz. Tanimlayacagimiz toplami n + p olarak
yazacagiz. Eger p = 0 ise n+p dogal sayisi n olarak tanmimlanir. Eger p # 0 ise,
Onsav [2 ve Teorem I®'den dolay1 bir ve bir tek m € N icin, p = Sm esitligi
dogrudur; bu durumda n + p toplami S(n+m) dogal sayisi olarak tanmimlanir.
Bir bagka deyisle toplamanin tanimi séyle olmalidir:

n+0=mn,
n+Sm=S(n+m).

Bu tanim iki soruna gebe.

Co6ziimii Kolay Bir Sorun. Altboliim B’de ortaya koydugumuz sorun burada
da belirir: Eger Sm = Smy ise, n + Sm = n+ Sm; esitligi gegerli midir? Aksi
halde vermeye caligtigimiz toplamanin tanimi gegersizdir. Bu sorunu ¢ézmek
o kadar zor degildir, sorunu ¢6zmek i¢in Temellendirme Aksiyomu’na bile ge-
rek yoktur. Nitekim, Teorem ®'den dolayr Sm = Smy ise m = my olur ve
dolayisiyla

n+Sm=Sn+m)=Sn+mi)=n+Sm

olur.

Daha Ciddi Bir Sorun. Tanimda genellikle gézden kacan ¢ok daha ciddi bir
sorun var: Yukaridaki tanimdan (daha dogrusu tamim denemesinden), her n
ve m sayisl i¢in

n+m

diye bir sayisinin gercekten tanimlandigi ¢ikmaz. Eger m = 0 ise, n + m
toplaminin n’ye esit olmasi gerektigini biliyoruz, burada bir sorun yok. Ama
eger m # 0 ise, once, m’yi bir m’ dogal sayis1 icin Sm’ olarak yazmak gerekir:

n+m=n+Sm' = S(n+m).

(Onsav [C'ye gore dyle bir m’ var.) Simdi n + m/ sayisim hesaplamak lazim.
Eger m’ = 0 ise sorun yok: n +m’ = n + 0 = n. Ancak eger m’ # 0 ise,
n + m’ sayism hesaplayabilmek i¢in, m’ = Sm/ esitligini saglayan bir m”
dogal sayis1 bulunmali. Oyle bir m” sayisimm oldugunu biliyoruz. Bulalim dyle
bir m” sayis1. Simdi,

n+m'=n+8m" =Sn+m")

2Son egitligin n ve m cinsinden simetrik olmadigini farkedelim, énemlidir.
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esitliklerinden, n + m” sayisim hesaplamak gerektigi anlagilir. Eger m” = 0
ise gene bir sorun yok, ama eger m” # 0 ise, n + m” sayisimi hesaplamak igin
m” = Sm/" esitligini saglayan bir m’” sayis1 bulmali. Simdi,

n+m”" =n+8Sm" =Sn+m")
gikar. n +m” toplamini hesaplamaliyiz. Eger m” = 0 ise gene bir sorun yok,
ama eger m” # 0 ise... Bu boylece devam eder. Ta ki 0’a rastlayana dek... Eger
rastlarsak tabii...

“Sonlu bir zaman sonra” 0’a rastlasak n + m toplamini tanimlayabilece-
giz belki ama “sonlu bir zaman sonra” deyimine bir anlam vermek ya da
yorumlamak icin kiimeler kuramini kullanmaliyiz.

Yukarida verdigimiz tanim denemesinin n 4+ m diye bir saymnin varligin
tanimladigini m iizerine tiimevarimla kanitlanabilecegi diisiiniilebilir. Ama an-
cak matematiksel dille yazilabilen formiillerin bir kaniti1 olabilir, matematik-
sel olmayan bir 6nermenin kanit1 olamaz ve dilimizde + diye bir simge ol-
madigindan "n +m diye bir say1 vardir” climlesi matematiksel degildir. Hatta
tam tersine, Oyle bir simgeyi yaratabilecegimizi kanitlamaya calisiyoruz. Ben-
zer sekilde, “n + m ifadesi tanimhidir” diye bir ifade de yoktur matematikte.
Ayrica yukarida tamimlanmaya calisilan + “seyi”’nin ne oldugu belirsizdir.
Bir fonksiyonsa, fonksiyon olarak tanimlanmali. Zaten Gyle de yapacagiz. Bu
boliimde NxN kiimesinden N kiimesine giden ve yukaridaki iki 6zelligi saglayan
bir 4+ : N x N — N fonksiyonunun varligin1 kanitlayacagz.

Bu ve bu tiir ince sorunlarin farkinda olmadan da matematik yapilir,
yapilmaz degil, yapiliyor da, ama matematigin bu ince noktalarindan haber-
dar olmak insana bir bagka keyif verir, bir bagka boyut katar, hayat kalitesini
artirir.

Yukaridaki basarisiz tanim denemesi, aslinda dogal sayilar: teker teker top-
lamaya calisiyor, 6nce 0 ile toplama, sonra 1 ile toplama, ardindan 2 ile top-
lama... Tim dogal sayilara 5 ekleme iglemi yukaridaki tanimla yapilabilir, yani
n— n+5 iglemi n — S(S(S(S(Sm)))) ile tanimlanabilir. Ama her m dogal
say1sl icin n — n + m islemini bu yontemle tanimlayamayiz. Birazdan, tiim
dogal sayilari toplamayi, tek bir hareketle, N x N kiimesinden N kiimesine gi-
den bir ¢ fonksiyonu olarak tanimlayacagiz. Boylece her n ve m dogal sayisi
icin n + m dogal sayisim ¢ fonksiyonunun (n,m) ikilisinde aldig1 deger olarak
tanmmmlanacak. Yani n 4+ m toplami ¢(n, m) olarak tamimlanacak.

N x N kiimesinden N kiimesine giden bir fonksiyon, ashnda (N x N) x N,
yani N x N x N kiimesinin bir T" grafigi i¢in (N x N, N, T') iiclisiidiir. Amacimiz
(hentiz tanimlanmamig) toplama fonksiyonunun 7" grafigini bulmak ve boylece
toplamay1 tanimlamak.

N x N x N kiimesinin agagidaki T1 ve T2 o6zelliklerini saglayan bir X alt-
kiimesine toplamsal diyelim.
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T1. Her n € Nigin (n, 0, n) € X,
T2. Eger (n,m,p) € X ise, o zaman (n, Sm, Sp) € X.

Eger toplama fonksiyonunun N x N’den N’ye giden bir fonksiyon olmasim
istiyorsak, bu fonksiyonun grafigi elbette toplamsal bir kiime olacaktir.

N x N x N kiimesinin kendisi toplamsaldir elbette. Demek ki en azindan
bir kiime toplamsal. En kiigiigiinii bulacagiz. Goérecegimiz tizere en kiigiik top-
lamsal kiime bir fonksiyonun grafigi olacak ve bu fonksiyona toplama adini
verecegiz.

Aligtirmalar

9.1. Nx N x N\ {(2,0,1)} kiimesinin toplamsal oldugunu kanitlayimn.

9.2. NxNxN\{(2,1,4)} kiimesinin toplamsal olmadigin1 kanmtlayin.

9.3. NxNxN\{(2,0,3),(2,1,4)} kiimesinin toplamsal oldugunu kanitlayin.

9.4. (1,1,3) uglusini igermeyen en biiyiik toplamsal kiimenin varhigimi kanitlaymm ve bu
kiimeyi bulun.

9.5. Her toplamsal kiimenin (2, 3, 5) tclisiini igermek zorunda oldugunu kanitlayn.

T1, n + 0 = n demek istiyor ama bagka bir m i¢in (n,0,m) € X ise bu
istegi tam olarak yerine gelemiyor. Yani eger n € N verilmisse, (n,0,n) € X
olmali ama bagka bir m € N igin (n,0,m) € X olmamal, ki n+ 0 toplami hem
n’ye hem de m’ye esit olmasin.

Ayni gekilde T2, n +m = p ise, n + Sm = Sp esitligini istiyorum diyor,
ama Sp’den farkli ¢ icin (n, Sm,q) € X oluyorsa bu istegini pek gerceklesti-
remiyor. Kisaca soylemek gerekirse, bizim istedigimiz X toplamsal kiimesinde
her n, m € N igin (n,m,p) € X Ozelligini saglayan bir p olmal ama tek bir p
olmali.

Eger ilkokuldan beri sezgisel olarak bildigimiz toplama iglemini NxN kiime-
sinden N kiimesine giden bir fonksiyon olarak tanimlayabilseydik, o zaman bu
fonksiyonun grafigi, yani

{(n,m,n+m):n,m e N}

kiimesi toplamsal bir kiime olacakti; ayrica biraz diigiiniince anlasilacag1 gibi
bu grafik en kiigiik toplamsal kiime olmal (yani her toplamsal kiimenin alt-
kiimesi olmali).

Toplamsal kiimelerin kesigimi toplamsal oldugundan (bunun kolay kanitin
bir sonraki teoremde gorecegiz), tiim toplamsal kiimelerin kesigimi de toplam-
saldir, ve elbette bu kesisim en kiic¢iik toplamsal kiimedir. En kiiclik toplamsal
kiimeye 7' diyelim.

Teorem 9.1. Tum toplamsal kimelerin kesisimi gene toplamsal bir kumedir.
Bu en kiigik toplamsal kiimeye T diyelim. T', NxNxN kidmesinin bir grafigidir,
yani hern, m € N i¢in, (n,m,p) € T iliskisini saglayan bir ve bir tane p vardar.
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Ayrica, eger bu biricik p’ye n + m adim verirsek, her n ve m igin,

n+0=mn
n+Sm = S(n+m)

egitlikleri gecerlidir.

Kanit: T, tiim toplamsal kiimelerin kesigimi olsun.

a. T Toplamsal Bir Kiimedir: n € N olsun. Tanima gore, (n,0,n) tim
toplamsal kiimelerde oldugundan, tiim toplamsal kiimelerin kesisimdedir de,
yani T’dedir. Dolayisiyla T', T1’i saghyor. Simdi (n,m,p) € T olsun. Demek
ki (n, m,p) tiim toplamsal kiimelerde. Demek ki (n, Sm, Sp) de tiim toplamsal
kiimelerde. Dolayisiyla (n, Sm, Sp) € T. Demek ki T kiimesi T2’yi de saghyor.

Simdi 7T"nin bir fonksiyonun grafigi oldugunu gosterelim. Yani her n,m €
N igin, (n,m,p) € T onermesini saglayan bir ve bir tane p € N oldugunu
gosterelim. Once p’nin varhgmni, sonra da biricikligini gosterelim.

b. Varligin Kaniti: Daha genel olan su 6nermeyi kanitlayacagiz: Eger X bir
toplamsal kiimeyse (mesela T ise), o zaman her n, m € N i¢in, (n,m,p) € X
iliskisint saglayan bir p € N vardar.

X rastgele bir toplamsal kiime olsun. Varligi m iizerine tiimevarimla ka-
nitlayacagiz. Kanitlayacagimiz ¢(m) 6nermesi su:

VYn3p (n,m,p) € X.

Baslangic Adimi. m = 0 olsun. n herhangi bir dogal say1 ise, (n,0,n) € X
onermesinin dogrulugunu biliyoruz. Demek ki p = n alabiliriz. Bundan da
©(0)'1n dogrulugu gikar.

Tiumevarim Adimi. Simdi m € N olsun ve ¢(m) Onermesini dogru var-
saylp ¢(Sm) Onermesini kanitlayalm. n € N sabitlensin. ¢(m) Onermesini
varsaydigimizdan, oyle bir p vardir ki,

(n,m,p) € X.
olur. Ama X toplamsal oldugundan, o zaman
(n,Sm,Sp) € X
6nermesi de saglanir. ¢(Sm) 6nermesi kanitlanmigtir.

Demek ki her n ve her m igin (n,m,p) € X igindeligini saglayan bir p
vardir.
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c. Biricikligin Kaniti: Simdi, verilmig n ve m dogal sayilar: igin,
(n,m,p) €T

igindeligini saglayan p dogal sayisinin biricikligini kanitlayalim. Biricikligi de
m iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. Timevarimla kanitlayacagimiz ¢ (m)
onermesi su:

vnVpVp' (((n,m,p) € TA(n,m,p)€T)—p=7p).

Baslangic Adimi. Once (0) 6nermesini kamitlayalim. ng € N rastgele bir
dogal say1 olsun. T' toplamsal oldugundan, (ng, 0, ng) tiglistiniin 7’de oldugunu
biliyoruz. Bir de ayrica, bir geligki elde etmek umudu ve amaciyla, p # ng icin
(ng, 0, p) lgliistiniin de T’de oldugunu varsayalim.

T = T\ {(no, Ovp)}

tanmmini yapalim. 77 C T oldugundan, T" toplamsal bir kiime olmamali; ama
Oyle oldugunu kamtlayacagiz!
Bir n € N sabitleyelim. Elbette (n,0,n) € T. Ama p # ngy oldugundan,

(n,0,n) # (no, 0, p), yani
(n,O,n) eT \ {(no,O,p)} =T

olmali. Demek ki 7" kiimesi T1 ozelligini sagliyor.

Simdi (n,m,p) tclistiniin 7”7 kiimesinde oldugunu varsayahm. 7" C
oldugundan, (n,m,p) € T olur. T toplamsal oldugundan, (n,Sm,Sp) €
olur. Ama Sm # 0 oldugundan (Onsav ),

(n, Sm, Sp) # (ng,0,p).

T
T

Demek ki,
(n,Sm, Sp) € T\ {(no,0,p)} =T".

T2 ozelliginin de 7" i¢in dogru oldugunu kamtladik. Yani 7" toplamsal bir
kiime. Bir geligki. ¥(0) 6nermesi kanitlanmig oldu.

Tiumevarim Adimi. my € N olsun ve ¥ (mg) 6nermesini varsayip ¥ (Smq)
onermesini kanitlayalim. ng rastgele bir dogal say1 olsun. Kanitin birinci kis-
mindan dolayi, bir pg dogal sayisi icin

(no, mo,po) €T
onermesi dogrudur. T" toplamsal oldugundan,

(no, Sm(), Spo) eT
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Oonermesi de dogrudur. Bir celigki elde etmek amaciyla bir

(%) p1 # Spo

icin,
(n()’ Sm()vpl) eT

Onermesini varsayalim.

T' =T\ {(no, Smo,p1)}

olsun. 77 C T oldugundan, 7" toplamsal bir kiime olmamali; ama 6yle oldu-
gunu kamtlayacagiz!

Her n € N i¢in (n,0,n) € T. Ama Smy # 0 oldugundan, (n,0,n) #
(ng, Smo,p1), yani (n,0,n) € T\ {(ng,Smo,p1)} = T olmal. Demek ki T’
kiimesi T'1 6zelligini sagliyor.

Simdi (n,m,p) tclistiniin 7" kiimesinde oldugunu varsayalm. 77 C T
oldugundan, (n,m,p) € T olur. T toplamsal oldugundan,

(n,Sm,Sp) e T

olur.
Bir an i¢in (n, Sm, Sp) = (ng, Smg, p1) esitligini varsayalim. O zaman

n =no,
Sm = Smo,
Sp=np1

olur. Tkinci esitlik, Teorem ®'den dolay1 m = my esitligini verir. Demek ki

(no, mo,p) = (n,m,p) € T.

Ama ayni zamanda,
(n07m07p0) S T.

1 (myg) onermesini dogru varsaydigimizdan, bundan,
P ="Po

ve dolayisiyla
p1=5p=Spo

gikar. (%) ile geligtik. Demek ki

(TL, Sm7 Sp) 7é (n07 Sm07p1)'
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Yani
(n, Sm, Sp) € T'\ {(no, Smo,p1)} =T

olur.
T’ kiimesinin toplamsal oldugunu kanitladik. Bu da elde etmek istedigimiz
nihai celigkidir.

d. Son olarak, teoremin en sonundaki iki egitligin dogru oldugunu kanitla-
yalim.

(n,0,n) € T oldugundan, teoremin 6nermesindeki tanima gore, n + 0 =mn
olmali.

Gene tanima gore, (n,m,n +m) € T 6nermesinin dogrulugunu biliyoruz.
T toplamsal oldugundan, bundan (n, Sm,n + Sm) € T ¢ikar. Yani n + Sm =
S(n+m). O

Kanit belki uzun ve mesakkatli ama her sey yerli yerine oturdu. Bundan
boyle dogal sayilardan ve dogal sayilarin toplamindan matematiksel anlamda
sozedebiliriz. Toplamanin karakteristik o6zellikleri sunlar: Her n ve m dogal
sayis1 icin,

(1) n+0=n
(2) n+Sm=S(n+m).

Bundan sonra dogal sayilarda toplamanin sadece bu iki 6zelligini kullanacagiz,
tanimini unutabilirsiniz!

9.2 Toplamanin Ozellikleri

0’mn toplamanin sagdan etkisiz eleman oldugunu biliyoruz: n + 0 = n. Simdi
0’1n soldan da etkisiz eleman oldugunu kanitlayalim.

Onsav 9.2 (Etkisiz Eleman). Her m € N i¢in, 0 +m = m olur.

Kamt: Onsavdaki esitligi m {izerinden tiimevarimla kamtlayacagiz.

Baslangi¢ Adimi. Onsavi m = 0 icin kanitlamaliyiz, yani 040 = 0 egitligini
kanitlamaliyiz. Ama bunun dogru oldugunu tanimdan biliyoruz. (Yukaridaki
(1) esitliginde n = 0 alin.)

Tiimevarim Adimi. Onsavin m i¢in dogru oldugunu varsayip, yani

0O+m=m
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egitligini varsayip (tiimevarim varsayimi), teoremin Sm i¢in dogru oldugunu,
yani 0 + Sm = Sm egitligini kanitlamaliy1z. Tek bir satirla kanitlayabiliriz
bunu:

0+ Sm=5(0+m)=Sm.

Birinci esitlik (2)’den, ikinci esitlik tiimevarim varsayimindan ileri geliyor. [

Bu sonug (her m € N) i¢gin 0 +m = m + 0 esitligini veriyor. Birazdan,
degisme Ozelligi adi verilen (her n,m € N) i¢in n +m = m + n esitligini
kanitlayacagiz.

’in SO olarak tanimlandigini animsatiriz. Teorem B'deki esitliklerden
dolay1, her n € N igin,

Sn=Sn+0)=n+S0=n+1,
yani Sn, beklendigi tizere, n + 1 sayisina esit:
Sn=n+1.

Ik bakista gereksiz goriilebilecek agagidaki 6nsavin yegane islevi bir sonraki
teoremin kanitinda kullanilmak olacak! Masa baginda 6nce Teorem B’ kanit-
lamaya ¢aligtik. Tikandigimiz yerde Onsav E3e ihtiyacimiz oldugunu gordiik.
Tabii kitabr yazarken, akademik diirtiilerden dolay: diistinme siirecini tersine
cevirdik. Eger okur 6énce Teorem HZ'ii kamtlamaya calisirsa, Onsav E3'{in
gerekliligini gorecektir.

Onsav 9.3. Her n, m € N i¢in, m + Sn = Sm + n.

Kanit: n tlizerinden tiimevarimla kanitlayacagiz. Eger n = 0 ise,
m+Sn=m+S0=SSm+0)=Sm=5Sm+0=Sm+n

ve bu durumda kanit tamam.
Simdi, her m igin, m + Sn = Sm + n esitligini varsayip (timevarim var-
sayimi), her m igin,

m+ SSn = Sm+ Sn
esitligini kamtlayalim:
m+ SSn = S(m+ Sn) =S(Sm+n) = Sm+ Sn.
Kanitimiz tamamlanmigtir. O
Artik toplamanin degisme o6zelligini kanitlayabiliriz.

Teorem 9.4 (Degisme Ozelligi). Her n, m € N igin, n+m = m +n.
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Kanit: m lizerinden tiimevarim yapacagiz.

Birinci Adim: Eger m = 0 ise, (1)’den ve Onsayv E2den, n+0=n=0+n
gikar.

Tiimevarim Adimi: Onsavin m icin dogru oldugunu, yani her n € N icin
n 4+ m = m + n esitligini varsayip (tiimevarim varsayimi), énsavi Sm icin
kanitlayacagiz, yani her n € N icin

n+Sm=5Sm+n
esitligini kanitlayacagiz:
n+Sm=5Sn+m)=5m+n)=m+Sn=SSm+n.
Bu esitlik silsilesinde, soldan saga sirasiyla, (2)’yi, tiimevarim varsayimini, tek-

rar (2)’yi ve Onsav B3t kullandik. O

Notlar

9.6. n+ m = m + n esitligini elbette tiimevarimla kanitlayacagiz ama n iizerine mi yoksa
m lizerine mi tlimevarim yapacagiz? m +n = n + m esitligi n’ye ve m’ye gore simetrik
oldugundan, tiimevarimi n ya da m lizerine yapmak esdeger olmali, yani birini segerek
kargilagilan zorluklara digerini segerek de kargilagmaliyiz. Yukaridaki kanitta m iizerine
timevarim yapmay1 segtik. Ama felsefi olarak bu yéntemin bagariya ulagmamasi lazim,
n’den nasil vazgecebiliriz ki? Nitekim m {izerine tiimevarim yetmedi ve kanitin sonunda
Onsav i kullandik. Bu arada Onsav E'i n tizerine tiimevarimla kanitladigimiza
dikkatinizi ¢ekerim, o 6nsavi m iizerine tiimevarimla kanitlayamazdik. Yani n kendini
hatirlatti, ben de varim dedi, illa ki kendini géstermesi gerekiyordu.

Teorem 9.5 (Birlesme Ozelligi). Her n, m, p € N icin,
(n+m)+p=n+(m+p).
Kanit: p iizerinden tiimevarimla kanitlayacagiz®.
Baslangic Adimi. Eger p = 0 ise,
(mn+m)+p=Mn+m)+0=n+m=n+(m+0)=n+(m+p)
ve bu durumda kanit tamam.

Tiimevarim Adimi. Kanit1 dogrudan veriyoruz:

(n+m)+ Sp=S((n+m)+p)=Sn+(m+p))
=n+S(m+p)=n+(m+ Sp).

Teorem kanitlanmistir. O

3n ya da m iizerine tiimevarimla kamtlayamazsimz. Toplamanin taniminda n + m ifade-
sinin m’sine ayricalik tanidik.
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Teorem E3’e gore, toplama yaparken parantez koymak gereksizdir.
(n+m)+pven+ (m+p)

yerine n+m+p yazabiliriz. Ayn sey dort ya da daha fazla dogal say1 toplarken
de gegerlidir. (Bu son dedigimiz tiimevarimla kanitlanir ve kanit sanildig kadar
kolay degildir. Bkz Bourbaki.)

Onsav 9.6 (Sadelesme, birinci adim). Her n, m € N i¢in, eger n+m = n ise
m = 0 der.

Kanit: n iizerine tiimevarimla kamtlayacagiz. n = 0 ise Onsav B2 istedigimizi
verir. §imdi 6nermenin n i¢in (her m igin) dogru oldugunu varsayalim. Diyelim
Sn +m = Sn. O zaman, toplamanin degisme 06zelligine gore,

Sn=5Sn+m=m+ Sn=S(m+n)=5Sn+m)

olur. Teorem [Z¥’den dolay1
n=n+m

olur ve tlimevarim varsayimindan m = 0 sonucuna varirirz. O

Teorem 9.7 (Sadelesme). Her n, m, p € N i¢in, ejer n +m = n + p ise
m = p olur.

Kanit: p iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. Eger p = 0 ise, istedigimiz
Onsav E@’dan ¢ikar. Simdi teoremin p i¢in dogru oldugunu varsayalim. Diyelim

n+m=n+ Sp.

Eger m = 0 ise, Onsav E@’dan dolay1 Sp = 0 olur, ki bu miimkiin degildir.
Demek ki m # 0. Dolayisiyla bir m’ € N i¢in Sm’ = m olur. Bundan,

Sn+m'y=n+Sm'=n+m=n+ Sp=S(n+p)

¢ikar. Bundan ve Teorem Z®'den n +m’ = n + p esitligi bulunur. Tiimevarim
varsayimindan dolayr m’ = p elde ederiz. Yani m = Sm’ = Sp. Teoremimiz
kanitlanmistir. O

Aligtirmalar

9.7. n ve m dogal sayilar1 icin n +m = 0 ise n = m = 0 egitliklerini kanitlayin.

9.8. Her dogal sayisinin bir n dogal sayisi i¢in ya n + n bigiminde ya da n 4+ n + 1 biciminde
yazilabilecegini ama iki bigimde birden (farkli n’ler olabilir) yazilamayacagini kanitlayin.

9.9. Her n ve m dogal sayilar1 icin n + p = m ya da m 4+ p = n esitligini saglayan bir p
dogal sayisinin varligini kanitlaym. Her iki esitlik birden (belki ayr1 p’ler i¢in) ne zaman
saglanir?
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9.3 Carpma
Carpmay1 tanimlamak icin, dogru olmasini istedigimiz,
nx0=0

ve
nx(m+1)=(nxm)+n

esitliklerini kullanacagiz. (Toplamay1 daha énceden tanimladigimiz icin ¢arp-
manin taniminda toplamay: kullanabiliriz. )

Tanim Denemesi. n ve m iki dogal say1 olsun. Eger m = 0 ise n x m dogal
sayist 0 olarak tamimlanir. Eger m # 0 ise, o zaman, bir ve bir tek m’ € N
icin, m = Sm/ esitligi dogrudur ve bu durumda n x m sayis1 n x m’ +n olarak
tanimlanir®. Bir bagka deyisle carpmanin tanimi séyle olmalidir:

nx0=0

nx Sm=(nxm)+n.

Toplamada da oldugu gibi, carpmanin tanimini boyle yaparsak cnemli bir
matematiksel hata yapmis oluruz. Bu tamimla n X m carpiminin her zaman
var oldugunu kanitlayamayiz.

Bu sorun’un altindan goyle kalkilir: N x N x N kiimesinin agagidaki 6zel-
likleri saglayan bir X altkiimesine ¢arpimsal diyelim.

C1. Her n € N i¢in (n,0,0) € X,
C2. Eger (n,m,p) € X ise, o zaman (n,Sm,p+n) € X.

Ornegin N x N x N kiimesinin kendisi carpimsaldir. Demek ki en az bir
carpimsal kiime var.

Eger carpmay1 N x N kiimesinden N kiimesine giden bir fonksiyon olarak
tanmimlayabilseydik, o zaman ¢arpmanin grafigi yani

{(n,m,n xm):n,m e N}

kiimesi carpimsal bir kiime olacakti; ayrica biraz diigliniince anlasilacag1 gibi
garpmanin grafigi en kii¢iik ¢carpimsal kiime olmal (yani her ¢arpimsal kiime-
nin altkiimesi olmali). Dolayisiyla ¢carpma igleminin tanimini, ¢arpma fonksi-
yonunun grafigini (en kiiciik carpimsal kiime olarak) tamimlayarak yapacagiz.

Carpimsal kiimelerin kesigimi gene carpimsal oldugundan (bunun kaniti
kolay), tiim ¢arpimsal kiimelerin kesigimi de ¢carpimsaldir, ve elbette bu kesigim
en kii¢iik carpimsal kiimedir. En kiiciik carpimsal kiimeye P diyelim.

4n x m' 4+ n, ahsageldigi {izere (n x m’) + n anlamima gelmektedir.
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Teorem 9.8. Her n, m € N i¢in, (n,m,p) € P iliskisini saglayan bir ve bir
tane p vardir. Ayrica, ejer bu p’ye n X m adini verirsek, her n ve m igin,

nx0=0venxSm=(nxm)+n
olur.

Kanit: Kanit1 okura aligtirma olarak birakiyoruz, aynen Teorem H gibi ka-
nitlanir. Ileride daha genel bir sonug olan Teorem MI'i kanitlayacagiz. g

Bilindigi lizere cogu zaman n X m yerine n-m, hatta daha ziyade ¢ok daha
basit olarak nm yazilir.

9.4 Carpmanin Ozellikleri

Simdi c¢arpmayla ilgili savlarimizi kanitlayabiliriz. Bunun icin toplamay1 ve
toplamanin 6zelliklerini kullanacagiz elbet. Toplamanin 6zelliklerini Altbolim
EX’de kanitladik. Bunlar: kullanirken artik referans vermeyecegiz.

Onsav 9.9 (Yutan Eleman). Her m € N i¢in, 0 x m = 0.

Kanit: m tlizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. Baglangic adimi bariz. Tlime-
varim adimai:

O0xSm=(0xm)+0=0+0=0.
Istedigimiz kamtlanmigtir. O
Onsav 9.10 (Etkisiz Eleman). Her m € N igin, 1 x m =m =m x 1.
Kamt: Ikinci esitlik dogrudan cikiyor:
mx1l=mxS0=(mx0)+m=0+m=m.

Birinci esitligi m tizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. Baslangic adimi kolay.
Tiimevarim adimai:

IxSm=(1xm)+1=m+1=Sm.
Istedigimiz kanitlanmugtir. O
Teorem 9.11 (Degisme Ozelligi). Her n, m € N i¢in, nm = mn.

Kanit: m tizerine tiimevarimla kanitlamaya caligalim. Baglangic adimi gene
kolay. Tiimevarim adimi:

n-Sm=nm+n=mn+n=---

Bagaramadik. En sagdaki ifadenin Sm - n’ye esit oldugunu kanitlamak istedik
ama sonunu getiremedik. Demek ki

mn+n=5Sm-n

esitligini kanitlamamiz gerekiyor.
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Onsav 9.12. Her n, m € N i¢cin, mn +n = Sm - n.

Kanit: n tizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. (Bir defa daha m iizerine tiime-
varimla kanitlama ¢abasi bagarisizlikla sonuglanmaya mahkumdur.) n = 0 igin
bir zorlukla kargilagmiyoruz. Simdi 6nsavi n igin varsayip Sn i¢in kanitlayalim.
m herhangi bir dogal say1 olsun.

m-Sn+Sn=S(m-Sn+n)=S((mn+m)+n)=5S(Sm-n+m)
=Sm-n+Sm=Sm- Sn.

(ilk satirin son esitliginde tlimevarim varsayimini kullandik.) Istedigimiz ka-
nitlanmigtir. Il

Bu 6nsavla birlikte Teorem ETI de kanitlanmistir. U
Teorem 9.13 (Dagilma Ozelligi). Her n, m, p € N icin,
n(m+p) =nm+np
olur.

Kanit: Eger p = 0 ise, esitligin her iki tarafinda da nm elde ederiz. Simdi
teoremi p icin varsayip Sp icin kanitlayalim:

n(m+ Sp) =n-S(m+p)=n(m+p)+n=nm+np+n=nm+n-Sp.
Kanit bitmistir. O

Teorem 9.14 (Birlesme 0zelli§i). Her n, m, p € N i¢in, (nm)p = m(np)
olur.

Kanit: p lizerine tiimevarimla. Eger p = 0 ise, her iki ifade de 0’a esittir. Geri
kalan kisim da kolay:

(nm)Sp = (nm)p + nm = n(mp) + nm = n(mp +m) = n(m - Sp).
Istedigimiz kamtlanmigtir. O

Teorem 9.15 (Sifircarpansizlik). Her n, m € N i¢in nm = 0 ise ya n ya da
m =0 olur.

Kanit: Eger m # 0 ise, bir p dogal sayisi igcin m = Sp olur. Demek ki,
O=nm=n-Sp=np+n.
Algtirma B.@ye gore n = 0. g

Aligtirmalar
9.10. nm =1 ise n = m = 1 egitligini kanitlayin.
9.11. nm = 2 ise ya n = 2 ve m = 1 oldugunu ya da tam tersi n = 1 ve m = 2 oldugunu
kanitlayin.
9.12. N’den N’ye giden ve f(0) =1 ve her n € N igin f(Sn) = 2f(n) esitliklerini saglayan bir
fonksiyonun varligini kanitlayin.
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9.5 Siralama

Bu altboliimde, ilkokuldan beri bildigimiz < ve < siralamalarini tanimlayaca-
g17.

Tanim 9.16. n ve m iki dogal say: olsun. Ejer n +p = m esitligini saglayan
bir p dogal sayist varsa, o zaman n < m yazhr ve bu durumda n, m’den
kiigtikesit denir.

0 + n = n oldugundan, her n € N i¢in 0 < n olur; yani 0, N’nin en kiiciik
elemanidir.

Eger n < m ise, ama n # m ise, bu durumda n < m yazilir ve n, m’den
mutlak kiugiik ya da m, n’den mutlak biiyiik denir. Elbette

n<m<IpP#0An+p=m)
ve her n dogal sayisi icin n <n + 1 = Sn.
Teorem 9.17 (Siralama). < iliskisi bir siralamadir, yani her n, m, p € N
icin,
i.n<n.

ii.n<mwvem<n isen=m.
iii. n <mwvem <pisen <p.

Kanzit: i’nin dogrulugu cok belli. ii’yi kanitlayalim. Varsayimlar altinda,
n+p=mvem-+q=mn
esitliklerini saglayan p ve q dogal sayilar1 vardir. Buradan,
n+(p+q) =n+p+g=m+qg=n

cikar; Onsav E@'ya gore p + ¢ = 0 olmal. Ahstirma B.0'ye gore de p = ¢ = 0
olmali. iii’lin kanit1 daha da kolay: Varsayimlara gore a ve b dogal sayilar igin,

n+a=mvem+b=0p
olur. Demek ki,
n+(a+b)=Mm+a)+b=m+b=p,
yani n < p. O

Teorem 9.18 (Siralama). Her n, m, p € N i¢in,
i.n £n.
ii. n<m vem <pisen <p.

Kanit: Bir onceki teoremden ve mutlak kiiciikliiglin tanimindan cikar. O
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Teorem 9.19 (Tamsiralama). Tammladigumiz < iliskisi bir tamsiralamadar,
yani Teorem @11 deki ozellikler disinda su onerme de dogrudur: Hern, m € N
icin, yan < m ya da m <n. Demek ki her n, m € N ic¢in,

n<m,n=m, m<n
onermelerinden biri (ve sadece biri) dogrudur.

Kanit: n iizerine tiimevarimla. Eger n = 0 ise sorun yok. Simdi teoremi n i¢in
varsaylp Sn icin kanitlayalim. m bir dogal say1 olsun. Eger m < n ise o zaman
m < n < Sn olur ve sorun kalmaz. Eger n < m ise, Oyle bir p # 0 vardir ki,

n+p=m
olur. p # 0 oldugundan, bir p’ i¢in Sp’ = p olur. Demek ki,
m=n+p=n+Sp=n+p +1=mn+1)+p =5n+p.
Demek ki Sn < m. Son 6nermenin kanitini okura birakiyoruz. O

Onsav 9.20. Her n, m € N ic¢in,
i.m<Snem<n.
ii.m<n<s Sm<n.
iii. [Ayrik Siralama]. m < n < Sm swralamas: saglanamaz.
iv. Eger m < Sn ise ya m <n ya da m = n olur.

Kanit: i. (=) m < Sn oldugundan, m + p = Sn esitligini saglayan bir p # 0
vardir. p # 0 oldugundan bir 7 € N i¢in p = S7 olur ve

Sm+r)=m+Sr=m+p==Sn

ve m + r = n olur. Demek ki m < n.

(<) m < nise n < Sn oldugundan, m < Sn olur.
ii. m < n olsun. Demek ki bir p # 0 dogal sayis1 igin m +p =n. Ama p # 0
oldugundan bir r € N i¢in p = Sr olur. Demek ki

n=m+p=m+Sr=m+(r+1)=(m+1)+r=Sm+r

Boylece Sm < n siralamasi kanitlanmig olur. Diger yon bariz.

iii. m < n < Sm ise, ii’"den Sm < n ve i’"den n < m c¢ikar ve bu ikisinden
Sm < m elde ederiz, celigki.

iv. Birinci kissmdan hemen ¢ikar, zaten 6nermeler ayni seyi soyliiyor. U

Son olarak toplama ve ¢arpmanin siralamayla olan iligkilerini irdelemek
gerekiyor. Bunlarin kanitlarini alistirma olarak okura birakiyoruz.
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Teorem 9.21 (Toplamayla Uyum). Her n, m, p € N i¢in, n < m ancak ve
ancak n+p < m+p ise ve n < m ancak ve ancak n+p < m+p ise O

Teorem 9.22 (Carpmayla (bir yere kadar) Uyum). Her n, m, p € N i¢in,
eger 0 < p ise, n < m ancak ve ancak n X p < m X p. Ayrica ejer 0 < p ise,
n < m ancak ve ancak n X p < m X p. O

Bu altbéliimiin son sonucu olarak, bu ders notlarinda pek bir igimize ya-
ramayacak, ama bir sonraki ciltte 6nemli olacak bir sonug¢ kanitlayacagiz.

Onsav 9.23. Her n, m € N icin, n < m ancak ve ancak n € m iséd.

Kanit: Eger n < m ise, Onsav EZ0.ii’den Sn < m cikar. Onsav Z@dan da
nenU{n}=5SnCm

bulunur.

Diger yonii m tizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. m = 0 = () ise sorun ya-
ratacak bir n bulamayiz. Simdi 6nermeyi m icin varsayip Sm igin kanitlayalim.
n € Sm = muU {m} olsun. Eger n = m ise n < Sm olur ve kamt biter. Aksi
halde n € m olur ve tiimevarimla n < m bulunur; demek ki n < Sm. O

Onsav B23 sayesinde, dogal sayilarda mutlak siralamay1
n<m<s<necm

olarak da tanimlayabilirdik, ama bunu 6zellikle yapmak istemedik ¢iinkii kii-
meler kuramindan olabildigince kaginmak istiyoruz.

9.6 iyiswalama

Gegen altboliimde dogal sayilar kiimesi N’yi < iligkisiyle tamsiraladik (Teorem
017 ve ET9): Her n, m, p € N igin,

i.n <n,

ii.n <mvem <nisen=m,
iii.n<mvem<pisen <p,
iv.Yan<myadam<n

olur. Ayrica siralamanin toplama ve ¢arpmayla uyum i¢inde oldugunu biliyo-
ruz (Teorem 2T ve O22):

v. n < m ancak ve ancak n + p < m + p ise.
vi. n < m ve 0 # p ancak ve ancak n x p < m X p ise.

5Bu sonucun tabii dogal sayilarm 6ziiyle ya da dogasiyla bir ilgisi yok. Eger dogal sayilar:
bagka tiirlii tanimlamig olsaydik bu sonug dogru olmazda.



106 9. Dogal Sayilarda Toplama, Garpma ve Siralama

Bu tamsiralamanin 6nemli, 6nemliden de 6te, ¢ok ¢ok 6nemli bir 6zelligi
daha vardir: Bog olmayan her dogal say1 kiimesinin en kiiciik eleman1 vardir,
mesela en kiigiik asal say1 2’dir, 2020’den biiyiik ve 6’ya tam boliinen en kiiciik
dogal say1 2022°dir. Iste o teorem:

Teorem 9.24 (iyisualama Teoremi). N'nin bos olmayan her altkimesinin en
kticik elemant vardwr, yani < iliskisi Nyt iyisiralar.

Kanit: () # X C N ve M, X’in altsimirlar1 kiimesi olsun olsun:
M={meN: herze X iginm < x)}.

Elbette 0 € M. Ayrica © € X ise, Sx ¢ M ¢iinkii ne de olsa Sz, z’ten
kiigiikesit degil. Demek ki M # N. Dolayisiyla bir m € M i¢in Sm ¢ M olur
ciinkii aksi halde M timevarimsal bir kiime olur ve M = N olurdu. m € M
oldugundan, m, X’in her elemanindan kiiciikesit. Eger m, X te olmasaydi, m,
X’in her elemanindan mutlak kiiciik olurdu, yani Sm, X’in her elemanindan
kiiciikesit olurdu (Onsav EZ0Lii), yani Sm € M, ama bu da m’nin secimiyle
geligiyor. Dolayisiyla m € X ve m, X’in en kiiciik elemani. O

Teorem H2&’iin kinci Kaniti: X C N, en kiiciik elemamn: olmayan bir kiime
olsun. X’in bogkiime oldugunu gosterecegiz.

Y={neN:VzeX:(z<n—z¢X)}

olsun. Once n {izerine tiimevarimla n € Y énermesini (yani Y = N) énerme-
sini kanitlayalim. 0’dan kiigiik dogal say1 olmadigindan, 0 € Y. Simdi 6ner-
menin 7 i¢in dogru oldugunu varsayip Sn igin kanitlayalim. Eger Sn sayisi
Y’de olmasaydi, Sn’den kiigiik bir dogal say1 Y’de olurdu. Ama tiimevarim
varsayimimiza gore bu say1 n’den kiigiik olamaz. Demek ki n olmali (Onsav
020.iv). Ama o zaman da n, X’in en kiigiik elemani olurdu, ¢eligki. Demek
ki Y = N. Simdi kanitin sonunu getirebiliriz: Eger n € X olsaydi, n+1 €Y
olurdu, yine bir celigki. O

Sonug 9.25. Eger bir o(x) formili bir dogal sayist igin yanhssa, o zaman
©’nin yanhs oldugu en kic¢ik bir dogal sayr vardar.

Kanit: Bu sonug bir 6nceki teoremin dogrudan bir sonucu. Bunu gormek igin,
bir 6nceki teoremde X = {n € N: =p(n)} almak yeterli. O

9.7 Tiumevarimla Kanita Yeniden Ziyaret

Bu altboliimiin konusu yeni bir “tiimevarimla kanit ilkesi” kanmitlamak. Artik
icinde + ve x simgeleri olan formiilleri de tiimevarimla kanitlayabilecegiz.
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(), matematigin mantiksal simgeleri olan V, 3, =, A, V, =, —, =, paran-
tezler ve x, vy, z, x1, y3 gibi degiskenler disinda sadece 0, S, + ve x simgeleri
kullanilarak yazilmig (anlamli) bir formiil olsun®. o(z) formiiliinde tek ser-
best degisken x olsun; diger degiskenler (eger varsa) 3 ya da V niceleyicilerinin
kapsaminda olsun.

Teorem 9.26 (Tiimevarimla Kamt Ilkesi I). op(z) yukardaki gibi bir formiil
olsun. Eger ¢(0) dogruysa ve her n dogal sayist i¢in, @(n) dogru oldugunda
©(Sn) de dogruysa, o zaman her n dogal sayisi i¢in @(n) dogrudur. Bir baska
deyisle,

[9(0) AV (5(n) = @(Sn))) — ¥ ()

onermesi N’de dogrudur.

Kanit: Teorem [[@'nin 6zel bir durumu. O

Simdi ikinci bir “tiimevarimla kanit ilkesi” agiklayacagiz.

Sonug 23 (ya da isterseniz Teorem ama biz Sonu¢ @Z3'i tercih ederiz)
bize yeni bir kanit yonteminin kapisini agiyor. Diyelim dogal sayilar hakkinda
Vn p(n) énermesini kanitlamak istiyoruz. ¢’nin her dogal say1 i¢in dogru olma-
digin1 varsayalim. O zaman Sonug BEZ2F’e gore ¢’'nin dogru olmadigr en kiiglik
bir dogal say1 vardir. Diyelim n, ¢’nin dogru olmadigi en kiigiik dogal say1. O
zaman ¢, n’den kiiclik sayilar i¢cin dogrudur ama n igin yanhstir. Bundan bir
celigki elde edilmeye caligilir.

Biraz daha acalim. Kanitlamak istenen onerme, daha once oldugu gibi
sadece n’den kiciik tiim dogal sayilar icin dogru oldugu varsayilip, énerme n
i¢in kanitlanir. Eger bu yapilabilirse, o zaman onerme her n dogal sayis1 icin
dogrudur.

Bu kanit yontemi tiimevarimla kanitin bir gesitlemesidir. Bicimsel olarak
bu gesitlemeyi goyle ifade ederiz (parantez enflasyonundan dolayr ¢(n) yerine
on yazdik):

Vn (Vi (i <n — @i) = ¢n))] — Yn on.

Bu formiiliin ne dediginin anlagilmasi belki biraz zor olabileceginden soyle
agiklayalim: Her n dogal sayisi igin,

Vi (i <n— i) — ¢(n)

6nermesi dogruysa, o zaman her n dogal sayisi igin ¢(n) 6nermesi dogrudur.
Tiimevarimin bu ikinci versiyonunda basglangic adimina ihtiyac yoktur,

¢inkii n = 0 ise, 0’den kiigiilk dogal say1 olmadigindan, ¢ Onermesi 0’dan

kiigiik her dogal say1 igin dogrudur. Dolayisiyla 6nerme 0 i¢in de dogrudur.
Bu soylediklerimizi not edelim:

SDikkat edilirse kiimeler kuramina 6zgii olan € simgesi listede yok...
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Teorem 9.27 (Timevarimla Kanit IT). ¢(z), matematigin mantiksal simge-
leri disinda sadece 0, S, + ve x simgeleri kullanilarak yazilmas bir formiil
olsun.

Eger her n dogal sayist ve n’den kiigik her i dogal saysi igin (i) dog-
rulandiginda (n) da dogrulanwyorsa, o zaman her n dogal sayist i¢in p(n,y)
dogrudur. Bir baska deyisle, eger her n € N i¢in,

(Vi (i <n = ¢(i))) = ¢(n)
onermesi dogruysa, o zaman her
Vn p(n)
formiild dogrudur. Daha anlasiimaz bir bicimde soylemek gerekirse,
Vn [Vi(i <n— o(i,7)) = e(n)] = Yn o(n)
formiili dogrudur.

Buna bazen “giiclii tiimevarim yontemi” denir.

9.8 Kalanli Bolme

Tiimevarimla kanitin bu versiyonunu kullanarak dogal sayilarda kalanli bolme
igleminin (6rnegin 23 = 7 x 3 + 2) yapilabilecegini kanitlayalim.

Teorem 9.28. [Dogal Sayilarda Kalanli Bélme]| n ve m iki dogal say
olsun, ama m # 0 olsun. O zaman oyle bir ve bir tane q ve r dogal sayr ¢ifti
vardwr ki, n = mq +r ve r < m olur.

Kanit: Once q ve r dogal sayilarinin varligim kanitlayalim. Bunu n iizerine
timevarimla (ama tiimevarimla kanmt yonteminin ikinci versiyonuyla) kanit-
layacagiz. Eger n < m ise ¢ = 0 ve r = n alabiliriz. Simdi n > m olsun ve
teoremin n’den kiiciik sayilar i¢in dogru oldugunu varsayalim. p dogal sayisi
m + p = n egitligini saglasin. p < n oldugundan, teorem p i¢in dogru. Demek
ki bir gg ve 7o < m dogal say: ¢ifti i¢in p = mqg + 7o esitligi dogru.

n=m+p=m+mq +r9=m(q +1)+ro.
olur. ¢ = qp + 1 ve r = rg olsun.
n=m(q+1)+ro=mqg+r

ve
Tr=1r9g<m
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olur. ¢ ve r’nin varligin1 boylece n igin de kanitlamig olduk.
Simdi ¢ ve r’nin biricikligini kanitlayalim. Diyelim

mq—+1r =mqo+ 1o ve r,rog < m.

q = qo ve 7 = rg esitliklerini kanitlayacagiz. ¢ = qq esitligini kanmitlamak yeterli
(Teorem E7). Diyelim ¢ < gg. O zaman bir ¢; > 1 i¢in ¢+ ¢1 = qo olur. Demek
ki,
mq +r =mqo +ro =m(q+q) +ro = mq+mq +ro
ve dolayisiyla
T =1mq1 +To

olur. Ama 1 < ¢y siralamasindan,
m<mq <mqr+ro=r<m

gikar, ki bariz bir geligkidir. Demek ki ¢ = qg. Buradan da r = rg gikar. U

9.9 Onluk Tabanda Dogal Sayilar

Sayilar1 onluk tabanda, yani 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 rakamlariyla (toplam on
adet rakamla) yazariz. Bunu ta en kiiglik yaglarimizdan beri yaptigimiz igin,
sayilarin onluk tabanda yazilmig olarak yaratildigina inanip bir sayiy1 onluk
tabanda yazmanin matematiksel anlami hakkinda pek diigiinmeyiz, hatta bir
saymin gercek anlamini unutup saymnin onluk tabandaki yazilimini sayinin
tanimi zannederiz.

Cocuk yaglarimizda kag yasinda oldugumuz soruldugunda, 6rnegin, ti¢ par-
magimizi gosterip “ii¢” deriz, ¢ilinkii o yaglarda “ii¢”tin gosterdigimiz par-
mak sayisi oldugunu gayet iyi biliriz. Ama daha sonra okula gittigimizde “ii¢
sayis1” birden parmaktan soyutlanip “3” simgesine biirtintiverir, “yedi bin dort
yiiz otuz alt1” sayisi da (daha onceleri ne idiigii belirsiz olan) 7436 oluverir.
Sayilarin asil anlamini unutup gosterimlerini say1 sanmaya baglariz. Aslinda
gercek 7436 sayisi, ornegin, 7436 adet gakil taginin sayisinin onluk tabanda
yazilmig bicimidir ve sadece bir gosterimdir, sayinin kendisi degildir.

Diyelim ilkel bir insana sayilari on tabaninda yazmay1 6greteceksiniz. Once
10’a kadar saymasini ve 0’dan 9’a kadar olan rakamlar: 6gretmelisiniz. Sonra
Ontine bir kamyon dolusu cakiltagi koyun. Diyelim 7436 adet cakiltagi var.
(Gergek 7436 sayis1 buradaki ¢akiltag: sayisidir, 7436 gosterimi degildir!) 7436
tane cakiltagi var ama bu sayiy1 ne siz biliyorsunuz ne de ilkel insan. Simdi ilkel
insandan bu cakiltaglar: onarlik 6beklere ayirmasini isteyin. Bunu yaptiginda
743 adet 10’luk 6bek elde edecektir, bir de tam bir 6bege tamamlayamadigi 6
adet cakiltag: artacaktir. O 6’y1 bir yere not etsin:

6
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ve kalan 6 cakiltagin1 dogaya, gortinmeyecek bir yere firlatsin. Simdi, ilkel
insandan oniindeki onluk 6beklerden gene onluk Obekler yapmasini isteyin.
Boylece herbiri yiiz gakiltast barindiran 6bekler elde edecektir tabii. 743 6bek-
ten 74 tane (her biri yiiz gakiltaglik) onluk 6bek gikacaktir, ama geriye 3 adet
(onluk) &bek kalacaktir. O 3’ii de daha 6nce not ettigi 6’'nin soluna not etsin.
Boylece

36

bulur. Kalanlar (30 adet ¢akiltas1) dogaya firlatsin. Sonra, 74 (yiizliik) 6bekten
10’luk 6bekler yapsin; 7 adet (binlik) 6bek elde edecektir, ama tam bir 6bege
tamamlayamadigr 4 (yiizliikk) 6bek kalacaktir. Bu 4’1 de daha 6nceki 36'nin
soluna yazip

436

elde etsin. Son olarak 7 adet (binlik) 6begi onluk 6beklere ayirmasini isteyin.
Size sagkin sagkin bakacaktir muhtemelen ama eger 0’1 iyi 6grenmigse 0 adet
(onbinlik) 6bek elde ettigini ve geriye tam bir 6bege tamamlayamadig1 7 adet
(binlik) 6bek kaldigini anlayacaktir. O yediyi de daha 6nceki 436’un soluna
yazsin. Simdi

7436

gosterimini elde edecektir. Tlkel insan isterse devam edebilir: Oniinde kalan 0
adet cakiltagi 6begini onluk 6beklere ayirabilir, kalan hep 0 olacaktir. O zaman

... 00007436

gosterimini elde eder. Ama bildiginiz gibi “soldaki sifirlar” sayilmaz ve bu say1
sadece 7436 olarak yazilir.

Yukarida aslhinda ilkel insan sayiy1 hep 10’a boliip kalani yaziyordur, yani
su prosediirii izliyordur:

7436
743
74

S O
OO+ wWwo
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Aslinda yapilan dogal sayilarda kalanhi bolmedir:

7436 = 743 x10+4+6

743 = 74x10+3
4 = 7x10+4+4
7T = 0x10+47
0 = 0x104+0
0 = 0x104+0

Yukaridan asagiya dogru beliren kalanlar soldan saga dogru yazariz ve 7436
yazilimina erigiriz.

Birazdan kanitlayacagimiz iizere, her dogal say1 on tabaninda tek bir bi-
¢imde yazilir.

Bu altbdliimde yaptigimiz, 10 yerine 1’den biiyiik herhangi bir dogal say1
icin de yapilabilir. Bilgisayarlarda 2 tabani kullanilir, biliyorsunuzdur. 2 ta-
baninda rakamlar sadece 0 ve 1’dir. Genel olarak b tabaninda rakamlar 0’dan
b — 1’e kadar olan dogal sayilardir.

Teoriye ilkokul aritmetiginden basglayalim. Ornegin (onluk tabanda yazil-
mig) 7436 sayis1 aslinda,

7x10%+4x 10> +3 x 101 +6 x 10°

sayisidir.
7436 =7 x 10> +4 x 10> + 3 x 101 +6 x 10°

esitligi aslinda “7436” ifadesinin tanmimdir.
Birazdan kamtlanacag iizere, her A dogal sayisi, belli bir n dogal sayis1 ve
ag, ai, ..., Gnp_1, an € {0, 1, ..., 9} “rakam”lar icin,

A=0a,10" + ap,_110" ' + - 4+ a110" + a910°

biciminde yazilabilirt?. Eger bir de ayrica A > 0 varsayimini yaparsak, a,’yi
pozitif olacak bicimde segebiliriz ve bu durumda,

a/07 a17 AR an_l) an

rakamlart biricik olur. Her a,, rakam biricik oldugundan, A’nin onluk ta-
banda gosterima
AnGp—1 - a100

olarak sorunsuz bir bigimde tanimlanabilir. Bu sonucu kanitlayalim:

"Buradaki n — 1 ve {i¢c nokta kullanimi igin 6ziir dilerim!
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Teorem 9.29. Her A dogal sayisi, belli bir n dogal sayis ve
ag, ai, ..., ap—1, ap € {0, 1, ..., 9}
rakamlart i¢in,
A=0a,10" + ap110"" + -+ + a110" + ag10°

olarak yazilabilir. Eger bir de ayrica A > 0 varsayimant yaparsak, n’yi ap
pozitif olacak bicimde secebiliriz ve bu durumda ag, a1, ..., Gn_1, a4y Takamlar:
biriciktir.

Kamt: Once a; rakamlarmn varligint A dogal sayisi tizerine tiimevarimla
kamtlayalim; biricikligi daha sonra kanitlayacagiz. Eger A < 10 ise n = 0 ve
ag = A alabiliriz. Bundan boyle A > 10 siralamasini ve teoremin A’dan kiigiik
pozitif dogal sayilar icin dogru oldugunu varsayalim.

A’y1 10’a bolelim: Belli bir B ve 0 < 7 < 10 “kalam” igin,

A=10B+r

olur [Teorem E28]. Ama B < A oldugundan, tiimevarim varsayimina gore,
belli bir m dogal sayis1 ve

bo, b1, ..., bm—1, b # 0
rakamlari igin,
B =b,10™ + bpp110™7 -+ + 51101 + bo10°
olarak yazlabilir. Dolayisiyla,

A=10B +r = 10(by 10" + - - - + b1 10" + b10°) + r
=y 10™ T o 4 51102 + Bo10! + 1.

Demek kin=m +1 ve
am+1:bm, amme_l,...,alzbo, ag =T

tanmimlarin yaparsak ag, a1, ..., 0n—1,0, # 0 rakamlarinin varhigi kanitlanmig
olur.
Simdi de bu rakamlarin biricikligini kamtlayalim. A > 0 olsun ve diyelim

A=0a,10" + a,_110" 1 + -+ + a110" 4 a10°
=0, 10™ + by 110™ L oo 4+ 51101 + bp10°.
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Burada a; ve b; sayilar1 0’dan 9’a kadar rakamlardir. a, # 0 ve b, # 0
esitsizliklerini varsayalim. n = m ve her i icin a; = b; esitliklerini kanitlayaca-
g17.

Once n = m esitligini kanitlayalm. Diyelim n > m. O zaman,

A=b,10™ 4 by 110™ 4 - 4 5110 + by10°
<9(10™ +10™t 4.+ 10" +10%)
=9(10™" —1)/9 =10 —1 < 10mT! < 10" < A,

ve bu da bir ¢eligkidir. Demek ki n = m. (Yukaridaki hesaplarda bir yerde
Teorem BZF'i kullandik.)

Simdi a,, = b, esitligini n iizerine tiimevarimla kanitlayalim. Genelligi boz-
madan a, > b, varsayimini yapabiliriz. O zaman,

A —b,10" = (ay — by)10™ 4 ap 110" + -+ 4 41101 + a910°
olur. Ama ayrica (m = n oldugundan),
A —b,10" = b,_110" L 4+ .- 4+ 510" + b10°

esitligi dogru. Demek ki her iki esitligin de sag tarafindaki sayilar birbirine
esit. Ama a, — b, > 0 ve n > n — 1 oldugundan, boyle bir durumun mumkiin
olmadigini bir onceki paragrafta gordiik.

Demek ki a,, = b,. Simdi a,10" ve b,10" sayilarini sadelestirerek,

an—110""1 4+ ... 4+ 110" + ap10°

ile

br-110""" + -+ 4+ b110" + b10°
sayilariin esitligini buluruz. Buradan tiimevarimla her ¢ = 0,1,...,n — 1 icin
a; = b; cikar. O

Burada 10 i¢in yaptigimizi 1’den biiytik herhangi bir dogal say: i¢in yapariz.
Mesela 177 sayis1 iki tabaninda 10110001 olarak gosterilir, ¢iinkii

177=1+2*+2°+ 27,

Alistirmalar

9.13. Niye dogal sayilar1 1 tabaninda yazmay:1 tercih etmeyiz?
9.14. 7436 sayisim 2 ve 6 tabanlarinda yazin.

9.15. 11 taban i¢in 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ve (10 anlaminda) * rakamlarimi kullanalim, yani
* simgesi 10 anlamina gelsin. Bu tabanda bildigimiz (yani 10 tabanmnda yazilmig) 11
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say1s1 %0 olarak yazilir. On tabaninda 27 olarak yazilan say1 da 11 tabaninda 25 olarak
yazilir. Birkag 6rnek agagida:

10 tabaninda | 11 tabaninda
10 *

11 10

12 11

20 19

21 1%

22 20

32 2%

33 30

43 3%

99 90

100 91

110 %0

115 x5

119 *0

120 *k

121 100

10 x 112+ 10 x 11 + 10 = 1330 * kK
1331 1000

11° 100000
115+ 10 10000
11° + 11 100010
115 + 113 101000

7436 sayisini 11 tabaninda yazin.
9.16. 7436 sayisin1 12 tabaninda yazin. (tabii 11 “rakami” igin bir simge uydurmalisinz.)

9.17. Stimerliler 60 tabaninda yazarlardi. Tabii bunun i¢in 0’dan 59’a kadar 60 “rakam”a
ihtiyaclar: vardi. 60 simgeyi ezberlemek zor oldugundan bu 60 adet rakami 10 tabaninda
yazarlardi. (Stimerliler 0 rakami yerine bogluk birakirlardu. Iki adet sifir igin daha fazla
bosgluk birakirlardi, iig adet igin biraz daha fazla ve tabii bu karigikhiga neden olurdu.
Bu bilgiler 40 kiisur yil 6nce okudugum ve adini animsamadigim bir kitaptan, yanhs
da olabilir...) Stimerliler gibi yaparak 1234567 sayisin1 60 tabaninda yazin. (Rakamlarin
arasina bir nokta koyabilirsiniz.)

9.10 Timevarimla Kanita Yeniden Ziyaret

Bu altboliimiin konusu Teorem [[@'nin uygulama alanini genigletmek ve bu-
nun diginda yeni bir “tiimevarimla kamit ilkesi” kanitlamak. Artik icinde + ve
x simgeleri olan formiilleri de tlimevarimla kanitlayabilecegiz. Ama 6nce bir
“formiil”’le ne demek istedigimize aciklik getirelim.

(), matematigin mantiksal simgeleri olan V, 3, =, A, V, —, —, =, pa-
rantezler ve x, y, z, x1, y3 gibi degigkenler diginda sadece 0, S, + ve x simgeleri
kullanilarak yazilmig (anlamli) bir formiil olsun®. ¢(z) formiiliinde tek serbest

8Dikkat edilirse kiimeler kuramina 6zgii olan € simgesi listede yok...
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degisken = olsun; diger degigkenler (eger varsa) 3 ya da V niceleyicilerinin
kapsaminda olsun.

Teorem 9.30 (Tiimevarimla Kamt Ilkesi 1). o(z) yukardaki gibi bir formiil
olsun. Eger ¢(0) dogruysa ve her n dogal saysi i¢in, p(n) dogru oldugunda
©(Sn) de dogruysa, o zaman her n dogal sayisi icin o(n) dogrudur. Bir baska
deyisle,

(9(0) AV (9(n) = 9(Sn))) — ¥n p(n)]

onermesi N’de dogrudur.

Kanit: Teorem [(@’nin 6zel bir durumu. O

Simdi ikinci bir “timevarimla kanit ilkesi” acgiklayacagiz.

Sonug 23 (ya da isterseniz Teorem ama biz Sonug 23’1 tercih ederiz)
bize yeni bir kanit yonteminin kapisini agiyor. Diyelim dogal sayilar hakkinda
Vn (n) énermesini kanitlamak istiyoruz. ¢’nin her dogal say1 i¢in dogru olma-
digin1 varsayalim. O zaman Sonuc¢ EZ3’e gore ’nin dogru olmadig1 en kiiciik
bir dogal say1 vardir. Diyelim n, ¢’nin dogru olmadigi en kiigiik dogal say1. O
zaman ¢, n’den kiiciik sayilar icin dogrudur ama n icin yanhstir. Bundan bir
geligki elde edilmeye caligilir.

Biraz daha acalim. Kanmitlamak istenen 6nerme, daha once oldugu gibi
sadece n’den kii¢iik tiim dogal sayilar i¢in dogru oldugu varsayilip, 6nerme n
icin kanitlanir. Eger bu yapilabilirse, o zaman 6nerme her n dogal sayisi icin
dogrudur.

Bu kanit yontemi tiimevarimla kanitin bir gesitlemesidir. Bicimsel olarak
bu gesitlemeyi goyle ifade ederiz (parantez enflasyonundan dolayr ¢(n) yerine
en yazdik):

Vn (Vi (i <n — @i) = ¢n))] — Yn on.

Bu formiiliin ne dediginin anlagilmasi belki biraz zor olabileceginden goyle
aciklayalim: Her n dogal sayis1 icin,

Vi (i <n— i) — ¢(n)

onermesi dogruysa, o zaman her n dogal sayisi igin ¢(n) 6nermesi dogrudur.

Timevarimin bu ikinci versiyonunda baslangic adimina ihtiyag yoktur,
¢inkii n = 0 ise, 0’den kiigiilk dogal say1 olmadigindan, ¢ Onermesi 0’dan
kiigiik her dogal say1 igin dogrudur. Dolayisiyla 6nerme 0 i¢in de dogrudur.

Bu soylediklerimizi not edelim:

Ama bazen formiillerimizde “parametreler” kullanmak isteyebiliriz, yani
caligtigimiz bir modelin elemanlarinin formiillerimizde yer almasini isteyebili-
riz. Eger 5 gibi bir eleman1 kullanacaksak, sorun olmaz, parametreye hic gerek
yok, 5 yerine SSS5S5S(0) yazabiliriz, ama bir modelde sonlu sayida (sonlu say1
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her ne demekse!) S’yi 0’a uygulayarak elde edemeyecegimiz elemanlar olabilir
ve bu elemanlar1 parametre olarak formiillerimizde kullanmak isteyebiliriz.
o(z,y1,- -, Yk), ya da kisaca p(z,7), matematigin mantiksal simgeleri olan
v, d, -, A, V, —, —, =, parantezler ve x, y, z, x1, y3 gibi degiskenler diginda
sadece 0, S, + ve x simgeleri kullanilarak yazilmig (anlamli) bir formiil ol-
sunf. Serbest degiskenler z,y1, .. ., y, arasindan olsun (baska olmasim). Ayrica
a,...,ar € N olsun. ¢(x,y1,...,yx) formilinde her i = 1,...,k igin, y;
yerine a; koyalim ve elde edilen ifadeyi ¢(x,ay,...,ar) olarak gosterelim.
o(z,aq,...,a;) formiiliinde artik aq,...,a; “parametreleri” de var.

Teorem 9.31 (Tiimevarimla Kamt Tlkesi I). ¢(x,7) yukardaki gibi bir formiil
olsun. Her 7y ic¢in, eger

1. ¢(0) dogruysa ve
2. her n dogal saysi i¢in, p(n,y) dogru oldugunda p(Sn,y) de dogruysa,
o zaman her n dogal sayst icin o(n,y) dogrudur. Bir baska deyisle,
vy [£(0,7) AVn (¢(n,7) = ¢(Sn,7))) = Vn o(n,7)]
onermesi N’de dogrudur.

Teorem 9.32 (Timevarimla Kamt IT). ¢(z,y1,...,yr), matematigin mantik-
sal simgeleri disinda sadece 0, S, + ve X simgeleri kullamilarak yazilmas bir
formdil olsun. Simge sayrsindan tasarruf etmek icin y1, . .., yr yerine y yazalim.

Eger her n dogal sayisi ve n’den kiigik her i dogal sayist i¢in o(i,7)
dogrulandiginda p(n,y) da dogrulaniyorsa, o zaman her n dogal sayist i¢in
©(n,y) dogrudur. Bir baska deyisle, eger her n € N i¢in,

(Vi (i <n—¢(i,7)) = #(n,7)
onermesi dogruysa, o zaman her
vn ¢ (n,7)
formdili dogrudur. Daha anlasiimaz bir bicimde soylemek gerekirse,
vy [Vn [vi(i <n = ¢(i,9)) = ¢(n,7)] = ¥n o(n,7)]
formaili dogrudur.

Buna bazen “giiclii tiimevarim yontemi” denir.

Dikkat edilirse kiimeler kuramina 6zgii olan € simgesi listede yok. Amagc kiimeler ku-
ramini terkedip aritmetigi ge¢mek.



10. Tumevarimla Tanim

10.1 Tumevarimla Tanim

Toplamayla ¢arpma fonksiyonlarinin varliginin kanitlandigi Teorem B ve IER'i
genellestirecegiz.

Hepimiz biliyoruz ki, x + y sayisi x’e y defa 1 ekleyerek, yani x’e y defa S
fonksiyonu uygulanarak elde edilmistir.

Aym gekilde xy sayisi, 2’in kendisiyle y defa toplanmasiyla elde edilir.

Iste bu boliimde “aym islemi bir sayiya defalarca uygulama’nin ne demek
oldugunu gorecegiz. Ornegin, 2’i kendisiyle y defa carparak z¥ elde ederiz.

X ve Y iki dogal say1 kiimesi olsun. Teorem, eger

P: X—=>Yvep: X XY =Y

iki fonksiyonsa, her x € X icin,

f(z,0) =(x)

fz,1) = ¢(z,9(x))

f(,2) = o(z, p(x, ¢ (2)))
f(,3) = o(z, p(x, p(z,9(x))))

gibi esgitlikleri saglayan bir f: X x N — Y fonksiyonu oldugunu sdyleyecek ve
bu teorem sayesinde fonksiyonlarimizi tiimevarimla tanimlayabilecegiz.

Teorem 10.1. [Tiimevarimla Tanim Teoremi| X ve Y birer kiime olsun.
PY: X =>Yvep: X xY =Y
ki fonksiyon olsun. O zaman her x € X ve her n € N igin,

f(2,0) = (),
f(xv Sn) = ‘10(1/3 f(lia n))

egitliklerini saglayan bir ve bir tek
f: X xXxN=>Y

fonksiyonu vardar.
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Kanita baglamadan once teoremin toplamay1 ve carpmay1 nasil tanimladi-
g1 ve bir bagka uygulamasini daha gorelim.

Toplama. Teoremde X = Y = N, ¢ = [x (6zdeslik fonksiyonu) ve ¢ =
S o pry, yani ¢(x,n) = Sn olarak alalim. O zaman elde edilen fonksiyon,

f(z,0) = =z,
f(x7 Sn) = go(x, f(x’n)) = S(f(x7n))

esitliklerini saglar; bunlar da aynen toplamanin saglamasi gerektigi egitlikler-
dir (f(z,n) yerine x + n yazinca hemen goériiliiyor). Simdi teorem sayesinde
z+y = f(z,y) tanimim yapabiliriz.

Carpma. Teoremde X =Y = N, ¢ = sy (sabit 0 fonksiyonu) ve ¢’yi yu-
karida varhgr (bir kez daha) kanmitlanan toplama fonksiyonu olarak alalim,
yani p(z,n) = n + z olarak alahm. (Ozellikle = + n yerine n + = yazdik.) O
zaman elde edilen fonksiyon,

f(a:,O) =0,
f(:c,Sn) - cp(x,f(x,n)) - f(x,n) +x

egitliklerini saglar; bunlar da aynen carpmanin saglamasi gerektigi esitliklerdir.
Simdi teorem sayesinde xy = f(x,y) tanimini yapabiliriz.

Us Alma. n ve m iki dogal sayiysa, n™ sayisi okullarda m tane n’nin ¢arpimi
olarak tanimlanir genellikle:

N =nXnxX---Xn.
—_————

m tane

Bu tanima n" = 1 de eklenmelidir, ciinkii sifir tane n’yi carpmak anlamsizdir®.
Ama tabii n™ ifadesinin bu tanimi falsoludur ¢iinkii “m tane” ifadesini simge-
leyen matematiksel bir simge yok elimizde. Zaten bu boliimiin amac1 da “bir
islemi bir sayiya m defa uygulama” nin matematiksel olarak miimkiin oldugunu
gostermek. Daha dogru bir tanim goyledir:

n® =1 ve her m € N icin n™* = n x n™.

Ama bunun da niye gergek bir tamim oldugu kugkulu ¢iinkii bu tanmimdan
hareketle her x ve y dogal sayisi i¢in ¥ sayisinin tanmimlandigimi anlamak
miimkiin degil (bu tiir sorunlardan ge¢miste uzun uzadiya bahsetmistik). n™
sayisini yukaridaki teoremi kullanarak tamimlayabiliriz. Bunun icin X =Y =

N alalim; ¢ : N — N sabit 1 fonksiyonu olsun, yani her z € N igin ¢(z) = 1

!Bu kitapta 0° = 1 olarak tammlanacak. Ama baz1 durumlarda 0° ifadesini tamimsiz
birakmak gerekir.
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olsun ve son olarak ¢ : N x N — N fonksiyonu da ¢arpma olsun, yani her
z,y € Nigin ¢(z,y) = zy olsun. Teoremi bu fonksiyonlara uygularsak, elde
edilen fonksiyon,

f(z,0) =1,

f(z,5n) = p(z, f(z,n)) = zf(z,n)
esitliklerini saglar; bunlar da aynen kuvvet almanin saglamas: gerektigi esit-
liklerdir. Simdi ™ = f(z,n) tanimim yapabiliriz.

Tiimevarimla Tanim Teoremi’nin Kaniti: Herx € X,y € Y vehern € N
icin, (X x N) x Y kartezyen carpiminin,

(1) (2,0,9(z)) € G
(2) (x,n,y) € G — (z,5n,0(z,y)) € G

kogullarini saglayan bir G altkiimesine bu kanmithk “gilizel kiime” diyelim. En
az bir giizel kiime vardir: (X x N) x Y. Giizel kiimelerin kesigiminin gene giizel
bir kiime oldugunu kanitlamak zor degildir. Tiim giizel kiimelerin kesigimine
G diyelim. G en kiigiik giizel kiimedir, yani tiim giizel kiimelerin altkiimesidir.
Simdi G’nin bir grafik oldugunu, dolayisiyla X x N’den Y’ye giden bir fonk-
siyon tanimladigini kanitlayacagiz. G’nin tanimladigi bu fonksiyona f dersek,
f elbette teoremde istenen esitlikleri saglar. Ayrica, f’nin biricikligi de bariz
olur: g teoremde soylendigi gibi bir fonksiyonsa, g'nin grafigi, diyelim G’, giizel
bir kiime olur, dolayisiyla G’yi igerir ama iki grafik ancak egitlerse biri digerini
icerebilir.
Her (z,n) € X x N i¢in
(x,n,y) € G

kogulunu saglayan bir y € Y oldugunun kaniti n {izerine tiimevarimla kolay.
Verilmis (z9,n0) € X x N igin, yukaridaki (xo,n0,%0) € G kosulunu saglayan
Yo € Y elemaninin biricikligini kanitlayalim. Bunu da ng iizerine tiimevarimla
kanitlayacagiz.

Baslangic Adimi. ng = 0 varsayimini yapalim.
(0,0,%(x0)) € G
oldugunu biliyoruz. Ayrica bir yo # ¥ (o) igin,
(0,0,y0) € G

esitligini varsayalim. G’ = G\ {(z0,0,50)} olsun. G’ kiimesinin de giizel bir
kiime oldugunu kanitlayarak bir geligki elde edecegiz.
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Once, yukarida (1) olarak isaretledigimiz birinci kosulla baga cikalim. z €
X olsun.

(z,0,¢(x)) € G

icindeligini biliyoruz. Ama (z,0, ¢ (x)) tgliisii (xo, 0, yp) tigliisiine esit olamaz
yoksa x = xg ve () = yo olur ve varsayimmimizla gelisen ¥ (xg) = ¥(x) = yo
esitligini elde ederiz. Demek ki (z9, 0, (z0)) € G’. Ikinci kogulla basa cikalim:
(x,n,y) € G’ olsun. Demek ki (z,n,y) € G. Dolaysiyla (x, Sn, p(z,y)) € G.
Ama (z,Sn,¢(x,y)) tglisi (xg,0,y0) tglisiine egit olamaz yoksa Sn = 0
olurdu. Demek ki (z,Sn, ¢(z,y)) € G'.

Timevarim Adimi. ng € N sayisi,
“her z € X i¢in (z,n0,y) € G Ozelligini saglayan bir ve bir tane y € Y vardir”

ozelligini saglasi. Ayni 6zelligi Sng igin gosterelim. xg € X rastgele bir dogal
say1 olsun. Tiimevarim varsayimina gore, bir ve bir tek yg € Y igin

(0, n0,%0) € G

olur. Demek ki,
(CUO, Sn()a (p(x()’ 3/0)) € G.

Diyelim ¢(zo,yo) sayisina esit olmayan bir y; € Y icin
(z0, Smo,y1) € G
oluyor. Simdi G’ kiimesini goyle tanimlayalim:
G' =G\ {(z0, Sno, y1)}-

G’ kiimesinin giizel ~oldugunu kamitlayarak G'nin en kiiciik giizel kiime ol-
masiyla celigecegiz. Once birinci kogulun saglandigini gosterelim. Her z € X,

(z,0,¢(x)) € G

oldugundan, ve (z,0,%(z)) # (zo,Sno,y1) oldugundan (¢iinkii Sng # 0),
(x,0,9(x)) € G’ olur.
Gelelim ikinci kogula. z € X, y € Y ve n € N icin,

(z,n,) € G’
kosulunun saglandigini varsayalim. G’ C G oldugundan
(z,n,y) €G

ve dolayisiyla
(z,5n, o(z,y)) € G
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olur. Eger
(.’L’, Sn7 (,D(IE, y)) = (1.07 SnOa yl)

olsaydi,

T = X9,

Sn = Sn(),

o(z,y) =y
olurdu. Demek ki

n =mny.

Bunlardan,
(‘T()anovy) = (‘T7n7y) € G
gikar. Ama ayni zamanda

(%0,m0,%0) € G.

Demek ki, tiimevarim varsayimina gore,

Y = Yo-

Buradan
QO(CUO,?/O) == 90(1"7 y) =
buluruz. Celigki. Demek ki

('T’ Sn? QO(.I, y)) 7é (‘TO’ Sno, yl)

Yani
(z,8n, ¢(x,y)) € G\ {(z0, Sno, y1)} = G".

Boylece G’ kiimesinin giizel oldugunu kamitladik. Bu da elde etmek istedigimiz
nihai celigkidir. O

Bu teoremin 6nemli bir sonucu vardir: Eger f : X — X bir fonksiyon ve
zog € X ise, her n € N igin f"(x¢) degerini alan bir h : N — X fonksiyonu
vardir:

Sonug 10.2. X bir kiime, f : X — X bir fonksiyon ve xo € X bir eleman
olsun. O zaman,

{J;Ov f(ﬂ?o), f2(560), fg(xo)’ s }
toplulugu, daha dogrusu
{f™(zo) : n € N}

toplulugu bir kiimedir. Daha dogru bir ifadeyle, oyle bir ve bir tane h : N — X
fonksiyonu varduwr ki, h(0) = z9 ve her n € N i¢in, h(Sn) = f(h(n)) olur.
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Kanit: Bu sonucun standart kaniti, X’in xg’1 iceren ve f altinda kapali tiim
altkiimelerinin kesigimini almaktir (X, bu tir altkiimelerden biridir), yani as-
linda Teorem MI™in kanitini bu duruma uyarlamaktir. Ama biz dogrudan
Teorem MIT'den yararlanacagiz.

1 : X — X fonksiyonu, her x € X igin

Y(x) = w0

olarak tanimlansin, yani sabit zy fonksiyonu olsun. ¢ : X x X — X fonksiyonu
da

oz, y) = f(y)
olarak tanimlansin. Teorem MIWe gore,
9(x,0) = ¥(x) = o

g(z, 5n) = olz, glx.n)) = f(glz,n))

esitliklerini saglayan bir
g: X xN—=X

fonksiyonu vardir. Kamt igin gerekmez ama, n tizerine tiimevarimla, g(x,n)
degerinin z’ten bagimsiz oldugu kanitlanabilir.

u:N— X xN

fonksiyonu
u(n) = (zo,n)

kurahyla tanimlansin.
h=gou:N—X

olsun. O zaman,

h(0) = (g 0 u)(0) = g(u(0)) = g(xo,0) = o,

ve
h(5n) = (g o u)(Sn) = g(u(Sn)) = g(xo, Sn)
= f(g(zo,n)) = fg(u(n))) = f((g o u)(n)) = f(h(n))
olur. h(N), varligi kanitlanmak istenen kiimedir. O
Aligtirmalar
10.1. = € N olsun.
{17w,m27w4,:p8, .o}
daha dogru bir ifadeyle B
{#*" :n e N}

toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlayin.
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10.2. {2" : n € N} toplulugunun bir kiime oldugunu kamtlayn.

10.3. = € N olsun. zo = 1 ve her n € N igin 41 = 2" “tamim”larini yapahm. {z,, : n € N}
toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlayin.

10.4. X bir dogal say1 kiimesi, a € X, ve ¢ : X — X bir fonksiyon olsun.
f0)=a

ve her n € N icin
f(Sn) =(f(n))
egitliklerini saglayan bir f : N — X fonksiyonunun varligini kanitlayn.
10.5. X bir kiime ve a : X — X bir fonksiyon olsun. Yukaridaki aligtirmadan yararlanarak,
f(n)=a" =ao---oa (ndefa)
esitligini saglayan bir
f N — Fonk(X, X)
fonksiyonun varligini kanitlaym. (a® = Ix olarak tanimlanmistir.) Bundan
{a" :n e N}
ve her z € X igin,
{a"(x) :n € N}
topluluklarimin kiime olduklarini ¢ikarsayin.
10.6. f(n) = n! kuralinin N’den N’ye giden bir fonksiyon tanimladigim kanitlayin.

10.2 Bir Uygulama: Dogal Sayilarin Biricikligi

Onceki boliimlerde agagidaki P1 ve P2 6zelliklerini saglayan bir (N, S, 0) iiclii-
stintin varhigini kanitladik.

P1. 0 e N wve S : N — N birebir bir fonksiyondur ve her x € N i¢in Sz # 0
olur.

P2. Eger A C N altkiimesi 0% iceriyorsa ve icerdigi her n igin Sn’yi de
iceriyorsa o zaman A = N olur.

Simdi soru su: Bu 6zellikleri saglayan ka¢ tane (N, S,0) yapisi (ya da {ig-
lisii) vardir?

Bir siirii bulunabilir tabii. Ornegin, n € N sayis1 yerine (n,0) yazabiliriz,
daha matematiksel bir dilde anlatalim:

N yerine N = N x {0} alinabilir,
0 yerine 0/ = (0,0) alinabilir ve
S": N — N’ fonksiyonu S’(n,0) = (Sn,0) kuraliyla tammlanabilir.

O zaman (N, 8" 0') iiclusii de P1 ve P2 6zelliklerini saglar. Ama (N, .S,0) ile
(N, 8”,0") birbirlerine o kadar benzerler ki, bunlar1 “gergekten” iki ayr1 yapi
olarak kabul etmek istemeyiz. Sanki biri Tiirkce, digeri Ingilizce, birinde sifir
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dedigimiz elemana digerinde “zero” diyoruz, birinde ardili diyoruz, digerinde
“successor”. Yani bir sozliikle birinden digerine gecis yapabiliriz. Bu boliimde
P1 ve P2 6zelliklerini saglayan bir (N, S, 0) yapisinin “6ziinde” biricik oldugunu
kanitlayacagiz, yani bu iki 6zelligi saglayan tiim yapilar birbirlerine ¢ok ben-
zerler, birini anlarsak diger hepsini anlamis oluruz.

N ve N birer kiime, 0 € N, 0 e N ve S : N - N ve §' : N — N birer
fonksiyon olsun. Eger

f0)=0'
ve her z € N i¢in
f(Sz) = 5'(f(2))

egitliklerini saglayan bir f : N — N eglemesi varsa, (N, 0, S) ve (N, 0/, S’)
tigliilerine esyapisal ya da izomorf denir. f eglemesine de esyapisallik ya
da izomorfi adi verilir.

Izomorfi, tabiri caizse, ki caizdir, iki yap1 arasinda bir sozliiktiir. Diyelim
biz (N, 0, S") yapisina aginayiz. Bir de elimizde f var. Tabii f’nin ters fonksi-
yonu olan f~! de var. (Yani yukaridaki metaforla, hem Tiirkce-Ingilizce, hem
de Ingilizce-Tiirkce sozliik var.) Ve diyelim karg: taraf bize, a € N icin S(a)’nm
kag oldugunu sordu. Sozlitk yardimiyla bunu anladigimiz dile, yani S’(f(a))’ya
geviririz. f’yi ve S’ fonksiyonlarmi bildigimiz i¢in bu ¢eviri isinde bir zorluk
yasamayiz. Ardindan cevap olarak f~1(S’(f(a)))’y1 veririz. Bu gercekten de
dogru cevaptir, ¢iinkii

S(a) = (S (f(a)))

olur.

Teoremin kanitinin anafikri oldukga basit: N'nin 0 elemanini 0’ elemanina
gotiirmek zorundayiz ve eger n € N eleman1 n’ € N elemanina gitmigse, Sn
eleman1 S’(n) elemanina gitmek zorunda. Marifet, bunu gergeklestiren
bir fonksiyon bulmakta yatiyor.

Teorem 10.3 (Dedekind). (N,0,5) ve (N',0,5") duclileri P1 ve P2 ozellik-
lerini saglasin®. O zaman (N,0,S) ve (N',0,8") diclileri esyapisaldirlar ve

birinden digerine giden tek bir esyapi eslemesi vardir.

Kamt: Teorem Mde X = N, Y = N, ¢ = s (sabit 0’ fonksiyonu) ve
o(x,y) = S’y alahm. ¢’nin degerinin birinci koordinattan bagimsiz olduguna
dikkatinizi ¢ekerim. f, anilan teoremde bulunan fonksiyon olsun:

f:NxN-—o N

%{kincisi muadil 6zellikleri saglayacak elbette: P1 ve P2’de N, 0 ve S simgelerine ’ isaretini
ekleyin.
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ve

f(@,0) =4(z) =0,
f(:c,Sn) = 90(377 f(xvn)) = S,(f(x’n))

olur. f’nin degerinin birinci koordinattan bagimsiz oldugu n iizerine tiime-
varimla gosterilebilir. Dolayisiyla f’yi ikinci koordinatin fonksiyonu olarak
gorebiliriz. Boylece bulunan

fN=N

fonksiyonu her n € N i¢in

f(0) =0,
f(Sn)=S'(f(n))

esitliklerini saglar. Boylece istenen esitlik kanitlanmis oldu.

Simdi f’'nin birebir ve orten oldugunu kanitlayalim.

0’dan bagka 0’ degerini alan N'nin bir bagka eleman1 daha olmadigini an-
lamak oldukga kolay: Eger n € N\ {0} ise, bir m € N i¢in n = Sm olur ve o
zaman da

f(n) = f(Sm) = S'(f(m)) # 0
olur.

Eger m € N’ (tlimevarim varsayimindan dolay1) tek bir n € N tarafindan
vuruluyorsa, o zaman S’m’nin de Sn tarafindan vuruldugunu kamtlamak zor
degil:

F(Sn) = §'(f(n)) = S'm.

Demek ki f orten bir fonksiyon. Eger ayrica

flp) = S'm

ise, bir dnceki paragrafa gore, p = 0 olamaz ve bir ¢ € N i¢in p = Sq olur.
Dolayisiyla

S'(m) = f(p) = f(Sq) = §'(f(q))
olur ve P1’den dolay1 m = f(q), yani f(n) = f(¢) bulunur. Ttimevarim var-
sayimindan n = g ¢ikar. Demek ki f birebir bir fonksiyon.

Simdi f’den bagka bir egyap1 eglemesi olmadigim1 kanitlayalim. Diyelim ¢
de boyle bir esyapi eslemesi. O zaman ¢! o f bileskesi N’den N’ye giden bir
esyap1 eslesmesi olur. Demek ki N'den N’ye giden bir esyap: eslesmesinin Iy
oldugunu kanitlamaliyiz. h : N — N bir egyap1 eglesmesi olsun. h(n) = n
esitligini n iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz.

h(0)'m 0 olmas: gerektigini yukarida gordiik. (N yerine N alin.) Ayrica
h(n) = n ise h(Sn) = S(h(n)) = S(n) olur. n {izerine tiimevarim istedigimizi
kolayca verir. O
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Notlar

10.7. (Arife not) Dikkat ederseniz P1 elemanlardan bahsediyor ama P2 altkiimelerden bahse-
diyor. Yukaridaki teorem, P1 ve

P¢2. (Teorem 5.6.) (), x dogal sayswyla ilgili bir onerme olsun. Eger ¢(0) dogruysa
ve her n dogal sayis igin, p(n) dogru oldujunda ¢(Sn) de dogruysa, o zaman her n
dogal sayist i¢in p(n) dogrudur.

onermelerini saglayan (N, S,0) yapist i¢in yanhgtir. Nitekim (model teorisinin en temel
teoremlerinden biri olan) Lowenheim-Skolem Teoremi (altkiimelerden degil) elemanlar-
dan bahseden her tutarli teorinin olasi her kardinalitede bir modeli oldugunu soyler.

10.8. (Arife not) Burada kanitlanan teorem, kiimeler kuraminin her modelinde® dogrudur (ta-
bii), yani kiimeler kuraminin hangi modelini alirsak alalim, o modeldeki dogal sayilar
yapisi 6zlinde biriciktir. Kiimeler kuraminin farkli modellerinin dogal sayilar yapisi bir-
birinden ¢ok farkli olabilir ama.

3Kiimeler kuramimm bir modeli, kiimeler kurammmn aksiyomlarmin dogru oldugu bir
yapidir.
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11.1 Peano Aritmetigi

Gegen boliimlerde (N, S, 0,4, x) “matematiksel yapisim1” tanimladik. Burada,
N bir kiimedir,

0, N kiimesinin bir elemamdir,
S : N — N bir fonksiyondur,
+ : N x N — N bir fonksiyondur
x : N x N — N bir fonksiyondur.

Bu yapr hakkinda birgok sonug¢ kanitladik. Kanitladigimiz su sonuglara
ozellikle dikkat cekmek istiyoruz:

PA1. (Onsav 22) S fonksiyonu 0 degerini almaz.
PA2. (Teorem [[R) S fonksiyonu birebirdir.

PA3. (Teorem E22) o(z,y1,...,yx) formili, S, 0, +, x ve mantiksal sim-
gele™ kullanalarak yazlmas bir ciimle olsun. Simge sayisindan tasarruf etmek
¢ Y1, - - ., Y yerine ¥y yazalim. Eger her y i¢in,

1. ¢(0,7) dogruysa ve

2. her n dogal saysi i¢in, p(n,y) dogru oldugunda ¢(Sn,7) onermesi de
dogruysa,

o zaman her n dogal sayist i¢in p(n,7) dogrudur. Bir baska deyisle,
vy [(¢(0,9) AVn (@(n,7) = ¢(Sn,7))) = Vn o(n,7)]
onermesi N’de dogrudur.

PA4. (Teorem BM) Her n, m € N i¢in, n+0 = n ve n+Sm = S(n+m) olur.

PA5. (Teorem E8) Her n, m € N i¢in, n x0 =0 ven x Sm = (nxm)+n
olur.

Matematigin mantiksal simgeleri ¥, 3, =, A, V, —, <+, =, parantezler ve degiskenlerdir.



128 11. Dogal Sayilar Yapisi |l

Bir teori, aksiyom adi verilen 6nermelerden olugur. Yukaridaki PA1, PA2,

PA3, PA4 ve PA5 de bir teori olugturur. Adina Peano Aritmetigi denir,
kisaca PA olarak zikredilir. Ama dikkat, PA3, tek bir aksiyom degildir, her ¢
formiilii i¢in ayr1 bir aksiyomdur. Burada amag, kiimeler kuramindan kurtu-
lup, aritmetigi aritmetigin kendi dilinde (toplama ve garpmayla) ifade etmek-
tir. Boylece aritmetikle ugragan biri kiimeler kuramiyla ugragmak zorunda
kalmaz... Ashinda bunun miimkiin olmadigim biliyoruz (notlara bakimiz) ve
mantikcilar diginda hemen higbir matematikci kendisini PA ile kisitlamaz.

Notlar

11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

Peano aksiyomlarimin dogal sayilarin, yani aritmetigin 6ziinii olugturdugu diigliniiliir
ama bu dogru degildir. Nitekim Gd&del’in 1931°de kanitladigr Eksiklik Teoremi’nden beri,
kiimeler kuraminin aritmetikten (Peano Aritmetiginden mesela) daha giiglii oldugu bili-
niyordu, 6rnegin kiimeler kurami sayesinde aritmetigin tutarli oldugu (yani aritmetigin
aksiyomlarindan bir celigki ¢ikmayacagi) kanitlanabilir?, ama aritmetik kendi kendisinin
tutarli oldugunu kanitlayamaz. Bir sonraki notta bu konuya devam edecegiz.

Jeff Paris ve Leo Harrington, 1977’de kiimeler kuraminda kanitlanabilen ama Peano
aritmetiginde kanitlanamayan ve bir dnceki notta sozii edilen 6nermeden ¢ok daha arit-
metiksel (ve dogal) bir gériiniimii olan bir énerme bulmusglardir. Giiglendirilmis Sonlu
Ramsey Teoremi ad: verilen 6nerme soyle: Her n, k, m > 0 dogal sayilar icin, éyle
bir N dogal sayist vardwr ki, ejger S = {1,2, ..., N} ise, S'nin n elemanly alkiimele-
rini 1’den k’ya kadar numaralandirilmis boyalarla nasil boyarsak boyayalim, o zaman
S'nin en az m elemanly éyle bir'Y altkimesi varder ki, Y 'nin n elemanl altkimelerinin
hepsi ayni renge boyanmastir, ayrica Y ‘nin eleman sayist Y ‘nin en kigik elemanindan
daha az degildir. (Her ne kadar bu 6nerme altkiimelerden bahsediyorsa da, énermenin
altklimelerden hi¢ bahsetmeden ve yalnizca toplama ve carpma kullanarak ifade edilecegi
biliniyor.) Paris ve Harrington, bu énermeyi varsayarsak, Peano aritmetiginin kendisinin
tutarli oldugunu kanitlayacagini gostererek (bir énceki notta sozii edilen Gédel’in teore-
minden dolay1) Peano aritmetiginin bu énermeyi kanitlayamayacagim gostermislerdir.
Toplamanin S’den hareketle ve ¢arpmanin S’den ve toplamadan hareketle (kiimeler
kurami, yani € simgesi kullanmadan) tanimlanamayacag: biliniyor. Ote yandan iis al-
mak ve faktoriyel gibi aritmetigin ilgi alanina giren fonksiyonlar toplama ve ¢arpmadan
hareketle tanimlanabilir. Aritmetigin ilgi alanina giren tiim fonksiyonlarin toplama ve
carpmadan hareketle tanimlanabilecegi inanci yaygindir.

Dogal sayilardan dogal sayilara giden ama toplama ve ¢arpmayla tanimlanamayan fonk-
siyonlar da vardir. Bunlarin en taninmigi Ackermann fonksiyonudur.

Gegmiste Boliim B@’ya kadar kamtladigumz bir¢ok sonug PA aksiyom sis-

teminde de kanitlanabilir. Iste bu sonuglarin bir listesi:

Teorem 11.1. Hern, m, p € N i¢in,

i. Eger n # 0 ise, Sx = n egitligini saglayan bir x vardar.
ii. [Degisme Ozelligi]. n +m = m + n.

iii. [Birlesme Ozelligi]. (n 4 m)+p =n+ (m + p).
iv. [Sadelesme]. Eger n+m =n+ p ise m = p olur.

2 Aslinda 6nceki sayfalarda yaptigimiz tam da buydu: Aritmetigin bir modelini kiimeler

kuramindan hareketle inga ettik.
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v. [Etkisiz Eleman]. 1 x m =m =m x 1.

vi. [Degisme Ozelligi]. n x m = m x n.

vii. [Birlesme Ozelligi]. (n x m) x p =n x (m x p).

viii. [Dagilma Ozelligi]. n x (m 4 p) =n x m+n x p.

ix. [Sifircarpansizlik|. nm =0 ise yan =0 ya da m = 0 olur.

X. [Swralama]. ‘v <y & Iz x + 22 = y” formiiliiyle tanimlanmas < ikili
liskisi bir tamsiralamadar, yani

X.i. n <n.

xdi. n<mwvem<nisen=m.
x.iii. n <m vem <pisen <p.
x.iv. Yan <m ya da m <n olur .

xi. n < m ancak ve ancak n+p < m + p ise.

xii. Egern < m ve 0 < p ise, 0 zaman n X p < m X p.

xiii n ile Sn arasinda bir dogal sayr yoktur.

xiv. o(x,y1,. .., yx) formili, S, 0, +, x ve mantiksal simgeler kullanilarak
yazilmas bir ciimle olsunf. Ayrica ay,...,a; € N olsun. Simge sayisindan ta-
sarruf etmek i¢in yi,...,yr yerine Y ve ai,...,ax yerine a yazalim. o(x,a)
ctimlesi bir dogal say i¢in yanhssa (ya da dogruysa), o zaman @(x,a) formi-
liniin yanhs (ya da dogru) oldugu en kiigiik bir dogal sayr vardur.

xv. o(x,y) ve a yukaridaki gibi olsun. Eger her x i¢in

Yy (y <z — ¢(y,a)) — ¢(z,a)
formiili dogruysa, o zaman Yz o(x,a) formili dogrudur.

Kanit: Sadece xiv numaray1 kanitlayip, digerlerini okura aligtirma olarak
birakacagiz. ¢(z,a) yerine kisaca o(x) yazalim. Diyelim ¢(x) formiiliiniin
yanlis oldugu en kiigiik dogal saymin olmadiiigin1 varsayalim. Bu durumda
¢(z) formiliintin her z i¢in dogru oldugunu kamtlayacagiz.

Y (x) formiiliini s6yle tamimlayalim:

Yy (y <z — o(y)).

Bu formiilii z iizerinden tiimevarimla kanitlayacagiz. ¢)(0) elbette dogru, ne de
olsa 0’dan kiigiik dogal say1 yok. Simdi ¥ (x)’in dogru oldugunu varsayip ¢ (Sx)
formiiliiniin dogru oldugunu kanitlayalim. Eger Sz’ten kiigiik bir ¢y dogal sayisi
icin ¢(y) yanhg olsaydi, bu y dogal sayisi tiimevarim varsayimindan dolay:
x’ten kiiglik olamazdi, demek ki (xiii)’e gore x’e esit olmak zorunda olurdu,
ama o zaman da x, ¢ formiiliiniin yanhsg oldugu en kiigiik dogal say1 olurdu,
geligki. Demek ki ¢(z) formiilii her 2 dogal sayisi i¢in dogru.

Simdi teoremimizin kanitini bitirelim: Diyelim ¢ formiilii bir n dogal sayis1
icin yanhg. 2 = n + 1 olsun. O zaman 1 (z) yanhs olur. Celigki. O

3Ciimle ya da formiiliin matematiksel tanimi icin bkz. B6liim [3.
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11.2 Us Alma ve Diger Fonksiyonlar

Us alma ya da faktoriyel fonksiyonlar1 PA’da, yani toplama ve carpma iglem-
leriyle tanimlanabilir mi?

Toplama ve carpma islemlerini kullanarak, iki saymin ebob ve ekok’unu
tanimlamak zor degil, hatta 1’den n’ye kadar olan sayilarin ekok’unu bile
tanmimlamak miimkiin. Okur bunu bu agamada bir ¢irpida yapabilir. Ama me-
sela n! ya da n™ fonksiyonunu tanimlamak miimkin ma?

Boliim Mrde n! ve n™ fonksiyonlarimin kiimeler kuraminda tanimlan-
digin1 gordiik, ama acaba toplama ve garpmayla (yani ¢ok daha kisith olan
Peano Aritmetigi'nde) tanimlanabilir mi?

0 ve S simgelerini ve PA1, PA2 ve PA3 aksiyomlarim1 kullanarak topla-
manin tanimlanamadigini séyledik? ve bu sorunu gidermek icin dilimize, 0 ve
S diginda + diye bir fonksiyon simgesi ekledik ve buna ilaveten bir de PA4
aksiyomunu kabul ettik.

Carpmanin da 0, S ve + simgelerini ve PA1, PA2, PA3 ve PA4 aksiyom-
lari1 kullanarak tanimlanamadigim soyledik® ve bu sorunu gidermek icin di-
limize x diye bir fonksiyon simgesi daha ekledik ve PA5 aksiyomunu kabul
ettik.

Toplama ve ¢arpmadan sonra akla ilk gelen bir sonraki agsamaya gecelim:
(n,m) — n™ formiiliiyle “tanmimlanan” (hepimizin bildigi iis alma) fonksiyo-
nunun varhigi, 0, S, + ve x simgelerini ve PA1, PA2, PA3, PA4 ve PA5 ak-
siyomlarmi kullanarak tanimlayabilir miyiz? Onceki iki paragrafa bakarak iis
alma fonksiyonun PA’da tanimlanamayacagini diigiinmek dogaldir. Ama Oyle
degil, iis alma fonksiyonu bu simge ve aksiyomlarla tanimlanabiliyor. Hatta
faktoriyel ve n-inci asal fonksiyonlar: da tamimlanabilir. Sayilar kuraminin tiim
“dogal” fonksiyonlarinin PA’da tanimlanabilecegi diisiiniiliiyor®.

Genel yontemden bir bagka yerde s6zedebiliriz. Merakli okur [Po] kitabina
bakabilir mesela. Gelecekte PA ile pek ilgilenmeyecegimizden, sadece iis al-
manin PA’da nasil tanimlandigini gorelim:

r(u, v) saysi, u sayist v + 1’e boliindiigiinde kalan olsun. PA’da kolaylikla

r(u, v) =z
anlamina gelebilecek bir formiil yazabiliriz (okura alhigtirma). Simdi agagida ta-
nimlanan (ve tek bir satira sigdiramadigimiz) ¢(n, m, z) formiiline bakalim:

Juv  [r(u, v) =1A
r(u, (m+1)v) =x A
Vi(l<i<m-—r(u, (i+1)v)=r(u, iv)n).

4PA3’1 0 ve S ile yazilan formiillere kisitlamak gerekir.

SPA3'i 0, S ve + ile yazilan formiillere kisitlamak gerekir.

6 Ama “dogal”in matematiksel tanimim bilmedigimizden bu énermeyi matematiksel ola-
rak kanitlayamayiz.
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Bu formiiliin ancak ve ancak x = n' ise dogru oldugunu kantlayalim:

Once kosullar1 saglayan u ve v’nin varhgim varsayahm. Her i = 0, 1, ..., m
i¢in,

a; =r(u, (i + 1)v)
tanimini yapalim. Bu tanimdan, ag = 1 ve a;+1 = a;n esitlikleri ¢cikar. Demek
ki, tiimevarimla her i icin, a; = n’ ve p = a,, = n™ olur.

Simdi formiilde p = n™ alalim ve u ve v’nin varligim kanitlayalim. Ama
bu kanit icin biraz soyut cebir bilmek lazim, 6zellikle Cin Kalan Teoremi’ni.
Soyut cebir bilmeyenler bu kanit1 atlayabilirler.

Biraz hazirlik yapmamiz gerekecek.

Once, her m > 0 icin, m’den kiiciikesit her pozitif dogal saymimn boldiigii bir
Wy, sayisiin varhgimi kamtlayalim?. Bunu m {izerine tiimevarimla kanitlaya-
cagiz. m = 1 i¢in, wy; = 1 ya da w;’i herhangi bir dogal say1 almak yeterli.
Diyelim m i¢in kosulu saglayan w,, sayisi bulduk. wy,+1 = wy,(m + 1) olsun.
m 4+ 1’den kiiciik her pozitif dogal say1 wy,1’i boler®.

Yukaridaki gibi bir wy,, sayisi secelim ve vy, = wy, + 1 tanimini yapahm.
Up'nin bolenleri m’den mutlak biiyiik olmak zorundadir.

Simdi istedigimizin kamitima gecebiliriz. Oyle v ve v bulmak istiyoruz ki,

u=1 mod(v+1)
u=n  mod(2v+1)
uw=n? mod (3v+1)

u=n" mod((m+1)v+1)

olsun. v = vy, secelim. Eger 1 < i < 57 < m+ 1 ise ww + 1 ve ju + l'in
aralarinda asal oldugunu iddia ediyoruz. p, her ikisini de bolen bir asal say1
olsun. O zaman p asali, aralarindaki fark: da, yani (j — 7)v sayisiu da boler.
Ama v ile p aralarinda asallar. Demek ki p asali j — 4 sayisim boler. Ama 1 <
j—1i < m oldugundan, bu, v’nin secimiyle ¢eligir. Simdi Cin Kalan Teoremi’ni
uygulayarak istedigimiz u’yu bulabiliriz.

Alistirmalar

11.5. Sadece ve sadece z = n! iken dogru olan bir ¢(n,z) formiili bulun. (Formiil tabii
toplama ve ¢arpma kullamlarak yazilabilmeli, yoksa = = n! de isi goriirdi!)

Notlar

11.6. Kitabin devaminda Peano Aritmetigi'ne atif yapmayacagiz. Hig gekinmeden kiimeler
kuraminin tiim giiclinii kullanacagiz.
Bundan sonraki notlar matematiksel mantikta ve model teoride donaniml olanlar icin
yazilmigtir.

"Wy, = m! igi goriir tabii ama heniiz m! sayisinin tanmmini yapmadik.
8Dikkat, burada m — wy,, diye bir fonksiyon tammmlamiyoruz, sadece her m sayisi icin
istedigimiz Ozelligi saglayan bir w,, sayisinin varligini kanitliyoruz.
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11.7. Toplamanin 0 ve S’den hareketle tanimlanacagini varsayalim. O zaman siralama da <

11.8.

11.9.

de 0 ve S’den hareketle tanimlanabilirdi. Simdi (N, 0, S) yapisinin teorisinin “nonstan-
dart” bir modelini alalim. Bu modeli (elbette z < Sz 6nermesi dogru olacak bigimde) iki
farkl bigimde siralayacagiz. N'ye benzemek zorunda olan standart kismi bildigimiz gibi
siralayalim, z < Sz 6nermesi dogru olmak zorunda oldugundan basgka bir segenegimiz de
yok zaten. Nonstandart kisimlar Z’nin kopyalarina benzerler. Z’nin en az 2 kopyasinin
oldugunu varsayalim ve her kopyay: kendi icinde bildigimiz gibi siralayalim. Diyelim
Z’nin Z1 ve Zs2 adim verdigimiz sadece iki kopyas1 var. Simdi modeli N < Z; < Z2 ya
da N < Zj < Z1 olmak tizere iki farkli bigimde siralayabiliriz. Ama Z; ile Z2’nin yerle-
rini degistiren tahmin edilen fonksiyon S’ye saygi duyar ama siralamaya saygi duymaz.
Demek ki siralama S’den ve 0’dan hareketle tanimlanamaz.

Presburger’in bir teoremine gére toplamayla ilgili dogru olan her 6nerme kanitlanabi-
lir, tistelik bir bilgisayar programi yardimiyla kanitlanabilir, 6te yandan Godel’in ikinci
eksiklik teoremine gore toplama ve garpmayla ilgili dogal sayilarda dogru ama bu aksi-
yomlarla (hatta daha fazlasiyla da) kanitlanamayan bir énerme vardir. Demek ki carpma
iglemi, 0, S ve 4+ yardimiyla tanimlanamaz.

Bolim @ ve Bda ZF kiimeler kuramimdan hareketle PA’nin bir modelini (yani PA ak-
siyomlarinin gegerli oldugu bir N, S, +, X, 0) yapis1 buldugumuza gore, ZF kiimeler ku-
raminin PA’da geligki olmadigini kanitlamig olduk. Yani mantigin diliyle

ZF I Con(PA).

Godel’e gore, PA, kendisinin ¢eligkisiz oldugunu kanitlayamaz ama. Demek ki ZF PA’dan
daha gligludiir. Biz bu kitaplarda ZF’yi esas alacagiz. (Zaten ikinci cildin konular1 PA’ya
higbir bigimde sigdirilamaz.)
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Altbolim B=xde, Tanimli Altkiime Aksiyomu’nu aciklarken, tam olarak ne
oldugunu séylemeden “kiimeler kuraminin dilinde yazilmis formiil”lerden s6-
zettik. Onceki boliimlerde de “0 ve S kullamlarak yazilmig bir degigkenli for-
miil”’lerden ya da “0, S, + ve x kullanilarak yazilmig bir degiskenli formiil”-
lerden sozettik. Bu boliimde formiiliin ne demek oldugunu, pek pedagojik ol-
maya caligmadan, kisaca acgiklamaya caligsacagiz. Konumuz mantik olmadig
icin agiklamay1 biraz lstiinkorii yapacagimizi itiraf etmeliyim, okurun sezgi
kazanmasi bizim igin yeterli olacak. Konu hakkinda daha ayrintili bilgi sahibi
olmak isteyen [CKI|, [Ed], [Mad] gibi mitkemmel kaynaklara, hatta herhangi bir
model teori ya da matematiksel mantik kitabina bagvurabilir. Bu iki cildin ige-
riginin anlasilmasi i¢in, bol parantezli ve bol dipnotlu bu boliimiin pek zaruri
olmadigini da ekleyelim. Okur gimdilik g6yle bir okuyup gegsin.

12.1 Alfabe

Her dilde oldugu gibi matematikcede de bir tiimce yazmak icin her seyden
once bir alfabeye ihtiyag vardir. Matematikcenin temel alfabesi su simgelerden
olusur:

Ela A,y (7 )a =, Vo, V1, V2, ...

Kullanilan diger V, V, —, <> gibi mantiksal simgeler yukaridakilerin yardimiyla
tanimlanabilirler, dolayisiyla onlar1 alfabeye eklemenin geregi yoktur®, ama, ta-
bii bu kisaltmalar1 kullanmazsak formiiller isin i¢cinden ¢ikilamayacak kertede
anlagilmaz olabilirler, bu yiizden formiillerimizde her tiirlii kisaltmay1 kulla-
nacagiz.

vo, V1, V2, ... simgelerine (harflerine) degisken adi verilir.

Her ne kadar vy, v1, vs, ... degigsken simgeleri yliziinden alfabemiz sonsuz
gibi goriinse de, bu aldaticidir. Degigkenleri sadece v ve | simgeleriyle elde

! Aslinda “Polonya notasyonu” denilen bir yazim bicimi kullanirsak parantezlere de gerek
yoktur.
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edebiliriz:
vg yerine w,

vy yerine v,
vy yerine vl

yazarsak, sonsuz adet degisken simgesini ikiye indirebiliriz (ama bunu yapma-
yacagiz tabii, hatta daha anlagilir olmak i¢in, v; yerine z, y, 2z, P, ¢, a, K,
gibi ifade giicii daha yiiksek simgeler kullanacagiz).

Matematigin bu temel alfabesi diginda her matematiksel teorinin kendine
ozgii simgeleri vardir. Ornekler asagida.

Bu iki ciltte agiklayacagimiz ZFC kiimeler kuraminin kendine 6zgii tek bir
simgesi vardir?: €.

Peano Aritmetigi'nin kendine 6zgii dort simgesi vardir: 0, S, + ve X.

Bir nokta-dogru geometrisinin kendine 6zgii {i¢ simgesi vardir: “ben bir
noktayim” anlamina P (yani P(z), “x bir noktadir” anlamina gelecek) “ben
bir dogruyum” anlamina £ ve “P noktasi ¢ dogrusunun tistiinde” anlamina
I (yani I(z,y), “x ve y’nin biri nokta digeri dogrudur ve nokta olan1 dogru
olanmin tstiindedir” anlamina gelecek).

Biraz soyut matematik gérmiisler icin baska ornekler verebiliriz: Halkalar
kuraminin alfabesi 0, 1, + ve x simgelerinden olugur. Sirali halkalar kuraminin
alfabesi 0, 1, +, x ve < simgelerinden olugur. Ama biz sadece kiimeler kurami
ve Peano Aritmetigi’yle ilgilenecegiz.

Sonug olarak, matematigin temel simgelerine sadece € simgesini ekleyerek
(ZFC) kiimeler kuramimin tiim matematiksel formiillerini yazabiliriz.

Yukaridaki simgeler disinda formiillerimizde eger dilersek “parametreler”
de kullanabiliriz. Ornegin reel sayilar1 ¢aligirken formiillerimizde, meshur
saywisini temsilen (6rnegin ¢, diye) bir simge kullanmak isteyebiliriz, buna
hakkimiz olmali.

12.2 Kiumeler Kuraminin Formailleri

Formiiliin tanim basitten karmagiga dogru verilir (bir nevi tliimevarim). Once,
adina “atomik” denen en basit formiilleri tanimlayacagiz (ilk iki tanim), sonra
atomik formiillerin yardimiyla elde edilen daha karmagik formiilleri.

1. Her 7 ve j i¢in, v; = v; bir formiildiir.

2. Her ¢ ve j icin, v; € v; bir formiildiir.

2NBG olarak adlandirilan von-Neumann-Bernays-Gédel kiimeler kuraminda kiime olma-
yan topluluklar1 betimlemek igin bir de ayrica “x bir siniftir ya da topluluktur” anlamina
kullanilan bir simge daha vardir. GB’de ya da ZFC’de kiimeler hakkinda kanitlanan her
onerme digerinde de kanitlanabilir, yani kiimeler agisindan her ikisi de esdegerdir.
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3

4

5

6

. Eger ¢ matematiksel bir formiilse, =(¢) de bir formiildiir.
. Eger ¢ ve v formiillerse, () A (¢) de bir formuldir.
. Eger ¢ bir formiilse, her i dogal sayisi i¢in, Jv; () de bir formildiir.

. Bir simgeler dizisi ancak yukaridaki kurallar uygulanarak sonlu sayida
adimda yazilmigsa bir formiildiir®.

Bazen parantez kullanmak gereksiz olabilir. Mesela bazen () A () yerine

© N

¥ yazmak yeterli olabilir. Bu durumlarda, formiilleri kisaltmak adina,

parantez kullanmayacagiz. Ama mesela = a A hem (—a) A 5 hem de =(a A B)
anlamina gelebileceginden burada parantez kullanmak diigiiniilebilir.

Yukaridaki simgelerle yazilan formiiller ¢ok karmagik olabileceklerinden
baz1 kisaltmalar yapilir. Birkag 6rnek verelim:

1

2.

. Gereksiz parantezler yazilmaz. Bundan bdyle biz de yazmayacagiz.
¢ V¢ formiilii =(—p A —)) formiiliiniin kisaltilmigidir.

@ — @ formiilii —¢ V ¢ formiiliiniin kisaltilmigidir.

@ <> 1 formili (¢ — ) A (¢ — ) formiiliiniin kisaltilmigidir.

Vz ¢ formili —(3z —p) formiilinin kisaltilmigidir.

—(z = y) formiili yerine x # y yazilir.

—(z € y) formiili yerine x ¢ y yazilir.

Jlv ¢(v) formiilii “¢’yi dogrulayan bir ve bir tek v var” anlamina yazilr,
yani
v (p(v) AVw (p(w) = v =w))

olarak.

0, C, C, Z, p(x), Uz, Nz, {z,y}, N gibi simgeler ve daha niceleri de
kisaltma olarak kullanilabilirler.

Bir (serbest) degiskenli formiil, 3 (ya da V) simgesinin kapsamina girmemis

tek

bir degisken barindiran matematiksel bir tiimcedir. Formiile “6zellik” de

diyebiliriz. Ornegin, “en az bir elemam var” yani “bogkiime degil” 6zelligi (ya
da formiilii) soyle ifade edilir:

dyy e x.

3Demek ki her formiil sonlu sayida simgeden olusur.
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(Bu 6zellik 2 # () olarak kisaltilir.) Bu formiildeki y bir degiskendir ancak sessiz
bir degiskendir, 3 niceleyicisi tarafindan sesi kesilmistir (3 ve V simgelerine
mantikta varliksal ve evrensel niceleyici adi verilir).

Ornegin “2’in sadece bir eleman var” 6zelligi soyle ifade edilir:

Jy(yeaxAVz(zex—2z=1y)).

(Bu 6zellik Jy x = {y} olarak da kisaltilabilir.)
“Bogkiime z’in elemanmidir” 6zelligi soyle ifade edilir:

Jy (yexAVzz¢y).

(Bu da () € z olarak kisaltilir.)

Yukaridaki ii¢ 6zellik de x degiskeninin 6zelligidir. Bu 6zelliklerin z’le ilgili
oldugunu iyice belirtmek igin ¢ yerine ¢(x) yazmak kolaylik saglar.

Sayfa Bd’de verdigimiz aksiyomlarda serbest degisken yoktur ve bu formiil-
ler (kisaltmalar kullamilarak ve iglevi olmayan gereksiz parantezleri atarak)
sOyle yazilir:

A1l. Boskiime Aks.: 3z Vy y ¢ x.

A2. Esitlik Aks.: Ve Vy (Vz (z €Ex <> 2z €y) — x =1y).

A3, .. Tamimh Altkiime Aks.: Vz 3y Vz (2 € y < (2 € 2 A p(2))).
A4. Bilesim Aks.:VrJyVz(z €yt (tey (tex Nz et))).
A5. iki Elemanh Kiime Aks.: Vo Vy 32Vt (t€ 2 & (t=x Vi =1y)).
A6. Altkiimeler Kiimesi Aks.: Vo JyVz (z € y <> 2z C ).

A7. Timevarimsal Kiime Aks.: 32 (0 € z AVy (y € z — Sy € x)).
A8. Temellendirme Aks.: Vz (z #0 — Jy (y € x Az Ny =10)).

Bu liste bir teort o6rnegidir. Bir teori, icinde serbest degiskenler barin-
dirmayan formiillerden (serbest degiskeni olmayan formiillere ctimle denir®)
olugur. Bu formdillere (teorinin) aksiyom (lar1) adi verilir. Bir teorinin modeli,
o teoriyi olugturan aksiyomlarm “dogru oldugu” bir evrendir®. Ornegin Not
A.0de ZFC kiimeler kuramimn ilk alt1 aksiyomunun bir modelini yarattik®.
Bir teorinin birkag¢ farkli modeli olabilir, hatta bir 6énerme bazi modellerde

4“Onerme” de diyebiliriz.

5“Dogru olma”nm tanimi icin biraz bekleyin.

5T{im 8 aksiyomun bir modelinin oldugu bilinmiyor ve bilinemeyecegi de Gédel tarafinfan
kanitlanmigtir. Gédel’in bu teoremi, yukaridaki 8 aksiyomdan (aslinda A3 yiiziinden sonsuz
say1da aksiyom var) bir ¢eligki ya da bir paradoks elde edemeyecegimizin kanitlanamayacagi
anlamina gelir. Matematikgiler, kiimeler kuraminin bir modelinin oldugunu, yani mate-
matigin geligkisiz oldugunu varsayarlar, aksi halde matematik yapmak anlamsiz olurdu! Ote
yandan genel kani, eger bir paradoks varsa, aksiyomlar: biraz rotuslayarak o paradoksun
giderilecegi yoniinde. Bu satirlarin yazar1 ZFC’de geliski olmadigina inaniyor; ama bu sadece
bir inang tabii.
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dogru, bazi modellerde yanhg olabilir; bu tiir 6nermeler teoride (yani teori-
nin aksiyomlarindan hareketle) kanitlanamazlar, ¢iinkii kanitlanabilselerdi her
modelde dogru olurlardi.

“Dogru olmak” ile “kamitlanabilir olmanin” farkl kavramlar oldugu yir-
minci ylizyilin ilk yarisinda anlagilmigtir. Bu tabii mantikta (ve muhtemelen
felsefede de) 6nemli bir geligmedir. Bir teorem bir teoride (teorinin aksiyom-
lar1 varsayilarak) kanmtlanir ve kanitlanan her teorem teorinin her modelinde
dogrudur?. “Dogruluk” kavrami ise modellerde (ya da yapilarda) anlamlidir.
Mesela 3z 22 + 1 = 0 ya da 3z 22 = 1+ 1 ciimleleri baz1 yapilarda dogru baz
yapilarda yanhstir. Yine de (ve neyse ki!) “dogru olmak” ile “kanitlanabilir ol-
mak” arasida ¢ok siki bir bag vardir, ama bu bag hig bariz degildir, (bir énceki
dipnotta agikladigimiz gibi) bir kanita ihtiyaci vardir: “teorinin her modelinde
dogru olmak” ile “kanitlanabilirlik” esdeger kavramlardir, biri dogruysa digeri
de dogrudur, bir baska deyisle, bir teorinin her modelinde dogru olan bir 6ner-
menin teorinin aksiyomlariyla kanitlanabilecegi matematiksel mantigin énemli
ve derin teoremlerinden biridir; Gédel tarafindan 1929’da kanitlanmigtir.

Yukarida “bir climlenin bir modelde (ya da bir yapida) dogru olmasindan”
bahsettik. Bu kavrama da aciklik getirelim:

Formiilii, birtakim simgelerden (harflerden) olugan anlamsiz (ama belli ku-
rallara uyan) bir dizi olarak tanimladik. Bu formiillere bir anlam vermek ve ne
zaman dogru olduklarini anlamak istiyoruz. Tabii formiilde serbest degiskenler
varsa®, formiiliin dogrulugu ya da yanlishg serbest degisken yerine konan ele-
manlara gore degisir?, dolayisiyla bir formiiliin dogrulugu ya da yanlighg: an-
cak bir “yapi”da (mesela kiimeler kuramimin bir modelinde) anlamhdir. “Bir
yapida dogrulugun” tanimi agagida:

1. v; = v; formiilii sadece v; ve v; yerine spesifik birer kiime kondugunda
dogru olabilir. a ve b birer kiime olsun (yani yapinin iki elemani olsun).
v; = v; formiilii (a, b) ikilisinde ancak ve ancak a = b ise dogrudur. Yani
“v; = v;” formiilii “v;, v;’ye esittir” olarak yorumlanir.

2. v; € vj formiilii sadece v; ve v; yerine spesifik birer kiime kondugunda
dogru olabilir. a ve b birer kiime olsun (yani yapinn iki elemani olsun).
v; € vj formiilii (a, b) ikilisinde ancak ve ancak a € b ise dogrudur. Yani
“v; € v;7 formiilii “v;, v;'nin bir elemamdir” olarak yorumlanir.

"Kamtm ve “dogru olma”’nin matematiksel tamimlar1 verildiginde, bu sdyledigimizin
dogrulugu ¢ok bariz olur, her teorem her modelde dogru olmalidir, yani evde yapilan hesap
her ¢arsiya uymalidir. Bunun tersi, yani “bir hesap her cargida dogru sonuglar veriyorsa, o za-
man bu hesabin her ¢argida dogru sonuglar vereceginin bir kaniti1 vardir” énermesi dogrudur
ama dogrulugunun hi¢ de kolay olmayan bir kanita ihtiyaci vardir.

$Yani V ve 3 kapsamina alinmamug degiskenler. Ornegin “Vz ¢ y” formiiliinde sadece y
serbest degiskendir.

9Mesela z? = z formiilii reel sayilarda sadece = 0 ya da = = 1 ise dogrudur.
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3. = formilii “¢ dogru degil” olarak yorumlanir, yani ancak ¢ yanligsa
- dogrudur™.

4. o A formiili “hem ¢ hem 1 dogru” olarak yorumlanir.

5. Ju; ¢ formili “p’yi dogrulayan en az bir eleman var” olarak yorum-

lanir™.

Bunlardan kisaltilmig formiillerin de dogrulugunu anlayabiliriz. Birkag or-
nek verelim:

1. ¢ V4 formili =(—p A =) formiiliiniin kisaltilmisidir ve elbette “¢ ya
da 1’den en az biri dogru” (ikisi birden de dogru olabilir) olarak yorum-
lanmalidir.

2. ¢ — Y formili —p V ¢ formiiliiniin kisaltilmigidir ve elbette “eger ¢
dogruysa v de dogrudur” olarak yorumlanmalidir.

3. ¢ <> ¢ formiili (¢ — ¥) A (Y — ¢) formiiliiniin kisaltilmigidir ve elbette
“p’nin dogru olmas: igin gerek ve yeter kogul ¢’nin dogru olmasidir”
olarak yorumlanmalidir.

4. Vz ¢ formiili =(3z —p) formiiliiniin kisaltilmisidir ve elbette “her z i¢in
¢ dogrudur” olarak yorumlanmalidir.

5. =(xz = y) formiilii yerine x # y yazilir ve bu formiil a ve b kiimelerinde
ancak a, b’'ye esit degilse dogrudur.

6. =(z € y) formiilii yerine z ¢ y yazilir ve bu formiil a ve b kiimelerinde
ancak a, b'nin bir eleman1 degilse dogrudur.

7. Al p(v) formiilit “p(v)’yi dogrulayan bir ve bir tek a var” ise dogrudur.

Bazen formiillerimizde “parametreler” kullanmak isteyebiliriz. Aciklaya-
lim. E kiimeler kuraminin bir modeli olsun. Sayfa IE3&de atomik formiiliin
tanmimini vermigtik (1 ve 2 numaral tanimlar). Eger a ve b, E’nin iki ele-
maniysa, yani iki kiimeyse, atomik formiillere

a=b,v,=a,a€v, v;Ea, a€b

formiillerini de ekleyelim. Béylece dilimiz ve formiillerimiz zenginlesmis olur.

0By anlagma sayesinde serbest degiskeni olmayan her ciimle teorinin bir modelinde ya
dogrudur ya da yanligtir, ama tabii ayni ciimle baz1 modellerde dogru, bazi modellerde yanlig
olabilir.

Son ii¢ kalemde parametrelerden sézetmedik, ama parametrelere ihtiyag olabilir tabii.
Mesela 3z (z € y N z) formilintin dogrulugu yanhshg y ve z’ye gore degisir; y ve z yerine
yapidan elemanlar koymak gerekir; yani 3z (z € y N z) formiili bir (b, ¢) ikilisinde dogru ya
da yanhg olabilir; eger bN ¢ = () ise yanhs, aksi halde dogrudur. Daha dikkatli bir tanim igin
model teorisi kitaplarina bakmalisiniz.
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12.3 Peano Aritmetigi’nin Formiilleri

Tanim neredeyse ayni ama 6nce Peano Aritmetigi'nin terimlerini tanimlama-

miz gerekiyor™.

1. Her v; bir terimdir.
2. 0 bir terimdir.

3. Eger N, Peano Aritmetiginin bir modeliyse, N'nin her a elemani i¢in a’y1
simgeleyen bir simge (mesela ¢, diye bir simge™) alfabeye eklenir ve bu
simgelerin her biri bir terim olarak kabul edilir. Bu simgelere parametre
denir.

4. Eger t ve s birer terimse S(t), (t) + (s) ve (t)(s) de birer terimdir™.
Ornegin, eger a ve b Peano Aritmetiginin bir modelinin elemanlariysa,
(cpv1v1v3 + v2 + SSS(0))(v5 + v4) + CaCaCa

bir terimdir. Goriildiigii tizere terimler polinomlara benzeyen ifadelerdir.
Simdi Peano Aritmetigi'nin formiillerini tanimlayabiliriz:

1. Eger t ve s birer terimse, t = s bir formiildiir. (Bunlara atomik formiil
denir.)

2. Eger ¢ bir formiilse, =(¢) de matematiksel bir formildiir.
3. Eger ¢ ve 1 formiillerse, (¢) A (¢) de bir formildiir.

4. Eger ¢ bir formiilse, her i dogal sayisi i¢in, Jv; (¢) de bir formiildiir.

Bir onceki altboliimde tanimlanan kisaltmalar ve onlarin benzerleri burada
da yapilabilir.

Altboliim M de siralanan PA1, PA2, PA3, PA4, PA5 6nermeleri bu dilde
yazilmig bir teoridir, ve adina Peano Aritmetigi ad1 verilir. Kiimeler kuraminin
geligkisiz oldugunu kabul ederek, 6nceki boliimlerde Peano Aritmetiginin bir
modelini yaratmigtik: N. Nasil yapmistik? N’yi tiim tiimevarimsal kiimelerin

2Kiimeler kurammin terimleri sadece v; degiskenleridir ve formiillerimizde parametreleri
kullanmak istersek kiimeler kuraminin bir modelininin elemanlarini simgeleyen simgelerdir.
Cok basit oldugundan 6nceki altbolimde kiimeler kuraminin terimlerini tanimlama geregini
duymadik.

13Bir 6nceki kalemde de “0 bir terimdir” yerine aslinda “co bir terimdir” dememiz gerekirdi.
Burada vurgulamak istedigimiz nokta, bir anlami olan (yani semantik olan) elemanla elemani
simgeleyen (anlamsiz yani sentaktik olan) simge arasinda bir fark yaratmak

14 Gercek hayatta gereksiz parantezler atilmal...
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kesigimi olarak tanimlamigtik. Ama kiimeler kuraminin her modelinde farkh
tiimevarimsal kiimeler olabileceginden, N, icinde calisilan kiimeler kuraminin
modeline gore degisebilir. Yaptigimiz inga, kiimeler kuramin her modelinde bir
tek N veriyor, ama farkli modellerde farkli N’lere yol acabilir™.

Bir formiiliin dogrulugu ve yanlighg: kiimeler kuramindakine benzer sekilde
tanmimlanir. Ayrintilara girmek istemiyoruz ama okur sunu bilsin ki, mate-
matisel bir yapida bir onermenin ya da formiiliin ya da climlenin tanimi
¢ocuklugundan beri sezgileriyle 6grendigi ”dogruluk yanlighik” kavramlarindan
farkli bir sey degildir.

Ote yandan kiimeler kurammin bir modelinde Peano Aritmetiginin farkh
modelleri olabilir. Evet, inga ettigimiz N yapisi kiimeler kuraminin bir mo-
delinde biricik, ama ayni modelde PA aksiyomlarini saglayan farkli modeller
olabilir, nitekim oldugu biliniyor da. Diger modellere “nonstandart” ya da
siradigt modeller denir.

Bu boliimii sonuna kadar okumugsaniz sizi kutlamak gerekir! Arada bir
okuyun, zamanla anlam kazanabilir. Ama [CKI|, [Pd], [Mail] referanslarindan
birini okumak daha dogru olur.

15Bu da “sonlu olmanmn” mutlak bir kavram olmadig, “sonluluk” kavrammm kiimeler
kuraminin modelinden modeline degisebilecegi anlamina gelir, yani bir modelde sonlu olan
bir kiime, bir bagka modelde sonsuz olabilir! Bir bagka deyisle sonluluk kavramimn ilahi
(tartigmasiz demek istiyoruz) bir tanimi yoktur. Tuhaf ama bdoyle.
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13. Tamsayilar Yapisi

13.1 Sayilar1 Yaratmaya Giris

Onceki boliimlerde birkac aksiyomdan yola g¢ikarak 0, 1, 2, 3, 4 gibi sayilar:
igeren dogal sayilar kiimesini matematiksel olarak yarattik. Sadece dogal sa-
yilar1 degil, dogal sayilarda toplama ve ¢arpma iglemlerini ve bildigimiz “kii-
glikegittir” siralamasini da yarattik. Sonra da, dogal sayilarla ilgili

242=2x2=4,
r+y=y+uz,
Ty =Yz,
z(y+z)=zy+ =z

gibi “bilinen” egitlikleri ve

2 <4,
r<y=x+z<y+=z

gibi en temel onermeleri kanitladik.

Dogal sayilar1 yaratmak icin bogkiimenin varligi da dahil olmak tizere, ¢cok
degil, yedi “dogal”, yani akli baginda herhangi birinin dogrulugundan en kiigiik
bir kusku duymayacag1 aksiyomdan yararlanmigtik. Kimsenin o aksiyomlar:
goriip de “bu kadar da olmaz” deyip sacini bagimi yolacagimi sanmiyorum;
kanitlamadan kabul ettigimiz (ne de olsa aksiyomlar!) bu aksiyomlarmn her
biri digerinden dogaldi, her biri “bu da dogru degilse ne dogrudur” dedir-
tecek tlirden 6nermelerdi. O aksiyomlarin arasinda belki en heyecan verici
olani tiimevarimsal bir kiimenin varligin1 s6yleyen aksiyomdu, digerleri kreg
seviyesinde banal aksiyomlardi.

Dogal sayilarda toplama ve carpma iglemleri vardir ama c¢ikarma iglemi
yoktur. 5’ten 3’ii cikarmak neyse de, dogal sayilarda 3’ten 5’i c¢ikaramayiz,
¢iinkii —2’yi hentiz yaratmadik.

Bir sonraki altboliimde, dogal sayilardan hareketle, —3, —2, —1, 0, 1, 2 gibi
tamsayilar: ve bunlarin kiimesini, yani Z kiimesini matematiksel olarak yara-
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tacagiz (ya da tammlayacagiz). Daha sonraki altboliimlerde bu sayilarda topla-
may1, carpmayl1 ve siralamay1, bir de ayrica dogal sayilarda olmayan ¢ikarmayi
tanimlayip bunlarin ilkokuldan beri bildigimiz 6zelliklerini kanitlayacagiz.

gegen kisimda binbir giigliikle yaratilmig dogal sayilar

bu kisimda yaratilacak tamsayilar

N ve 7 kiimeleri

Ama yaratacagimiz tamsayilar da kusursuz olmayacak. Tamsayilarda ¢i-
karma iglemi yapilabilir ama bolme yapilamaz. 6’y1 3’e bolmek neyse de, tam-
sayilarda 3’ii 6’ya bolemeyiz, ¢iinkii 1/2 kesirli sayisini heniiz yaratmadik.

Tamsayilar1 tanimlayip temel Ozelliklerini kanitladiktan sonra, bu sefer
tamsayilardan hareketle kesirli sayilar (yani —1/3, —2/7, —3/9, 1/2, 1, 2 gibi
sayilar1 ve bunlarin kiimesini, yani Q kiimesini) yaratacagiz ya da - bizim
agimizdan aymi anlama gelir - tamimlayacagiz. Sadece kesirli sayilar: tanim-
lamakla yetinmeyecegiz, kesirli sayilarda, toplamayi, carpmayi, cikarmayi ve
siralamayi, bir de ayrica tamsayilarda olmayan bélmeyi tanimlayip bunlarin
ilkokuldan beri bildigimiz 6zelliklerini kanitlayacagiz.

yaratilmig tamsayilar

yaratilacak kesirli sayilar

Biitiin bunlar1 dogal sayilar1 temel alarak yapacagiz. Yani dogal sayilar:
bildigimizi varsayacagiz, ki biliyoruz. Ama kitabin bu kismimi anlamak i¢in
kitabin daha onceki boliimlerini hatmetmek ya da anlamig olmak gerekmez.
Dogal sayilarla ilgili ilkokul bilgimiz yeterli olacak.

Tamsayilarla ilgili 6zellikleri kanitlarken dogal sayilarin 6zelliklerine ihtiyag
duyacagiz. Eger sansimiz yaver giderse bu 6zelliklerin her biri gegmis sayfa-
larda kanitlanmig olmali. Sansimiz yaver gitmezse, o zaman ge¢mis boliimlere
geri doniip dogal sayilarin gereksinilen 6zelligi kanitlanmali. Ama, daha 6nce
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de dedigimiz gibi, bu kismi okurken okur dogal sayilarin varhigini ve 6zellikle-
rini cantada keklik olarak gorebilir.

Matematiksel nesneleri tanimlarken bir noktaya dikkat etmeliyiz. Kabul
ettigimiz matematiksel evrende her nesne bir kiime olmali. Ornegin bu kitabin
bir yerinde 0 sayisim1 @ (bogkiime) olarak tanimlamigtik. Sonra,

1={0},
2={0,1},
3=1{0,1,2}

tanimlari vermigtik ve bunlarin her biri bir kiimedir bilindigi gibi. Aslinda
dogal sayilari teker teker degil, tiimiinii birden bir kiime olarak tanimlamistik,
yani N dogal sayilar kiimesini tanimlamigtik. Ama dikkat, dogal sayilar kiime-
sini

N=1{0,1,2,3,...}

esitligiyle degil, cok daha rafine bir yontemle tanimlamistik; yukaridaki esitlik
ii¢ noktanin varligindan dolayr matematiksel bir tanim olamaz. Ilgilenenler
gecmis boliimleri okusunlar.

13.2 Tamsayilar Kiimesine Dogru

Dogal sayilardan yola cikiyoruz. Sadece dogal sayilardan degil, dogal sayilar
kiimesi N iizerine tanimlanmis olan toplama ve carpma islemlerinden ve <
siralamasindan yola c¢ikiyoruz. Ama bu altboliimde sadece toplamaya gerek
duyacagiz.

varsayilan sayilar,
yaratilacak sayilar dogal sayilar

=6 -5 —4-3-2-1

Amacimiz, N kiimesini gikarma iglemi yapilacak bigimde genigletmek, ¢iin-
kii N'de her sayidan her sayiy1 ¢ikaramayiz, ornegin 3’ten 5’i ¢ikaramayiz, —2
diye bir say1 yok N’de, daha dogrusu 5+« = 3 denkleminin N’de ¢6ziimii yok-
tur.

Her a, b € N igin, a + © = b denkleminin ¢oziilebilecegi N’den daha biiyiik
bir kiime yaratacagiz. Bu yeni kiimede de N’deki gibi toplama ve carpma
islemleri ve < diye adlandiralacagimiz bir siralama olacak. Ama bu iki iglemi
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ve siralamay1 daha sonra tanimlayacagiz; hele bir tamsayilar kiimesi Z’yi ta-
nimlayalim.

Bu dedigimizi olabilecek en ekonomik bicimde yapmak istiyoruz, yani N kii-
mesinden daha biiyiik bir kiime bulacagiz, ama N’ye sadece cikarma iglemini
yapmak icin gerekli elemanlar1 ekleyecegiz, N'ye gereksiz yere daha fazla ele-
man eklemek istemiyoruz. Daha agik olarak ifade edelim: Z’yi bulmak isterken
gikarma igleminin yapilabildigi, 6rnegin, Q’yii, R’yi ya da (polinomlar kiimesi)
Z]X]'1 bulmak istemiyoruz.

Her a, b € N igin, b+ x = a denkleminin ¢oziilebilecegi bir kiime yaratmak
istiyoruz dedik. Ayrica bu denklemin tek bir ¢éziimiiniin olmasim istiyoruz.
Coziimii bulduktan sonra bu ¢oziime a — b diyecegiz. Ornegin, —2 sayisi

54+x=3

denkleminin ¢6ziimii olacak. Simdilik boyle bir sayimiz yok ama pek yakinda
olacak.

Daha sonra tamimlanacak olan bu a — b elemanim simdilik (a,b) ikilisi
olarak gosterelim. Daha heniiz a — b diye bir elemanimiz yok ama (a,b) diye
bir ikilimiz var! Birinci deneme olarak, a — b’yi, yani b + * = a denkleminin
¢Oziimiini (a, b) ikilisi olarak gosterelim. Yani

a—>b=(a,b)

tanimini yapalim. Ornegin,

—2 = (3,5).
Yalniz burada bir noktaya dikkat etmek gerekir. —2 sadece
S+xz=3
denkleminin degil, ayrica
6+r=4ve74+2x=5

denklemlerinin de ¢6ziimiidiir, yani tiim bu ¢bziimler birbirine esit olmaldir,
yani, yukaridaki tanimi kabul edecek olursak,

(3,5) = (4,6) = (5,7)

egitlikleri dogru olmalidir. Ama bu esitlikler bariz bigimde yanhglar. Demek ki
yukaridaki tanim dogru bir tanim olamaz.

Ne yapmali?

Simdi bu elemanlar: esit kilmanin bir yontemini gisterecegiz. Bunu yap-
manin ¢ok ¢ok kolay bir yéntemi var: ”esit” yerine "denk” diyecegiz™... (3,5),

!Matematikte bu genel bir yéntemdir, esit olmasim istedigimiz ama esit olmayan eleman-
lara “denk” deriz ve elemanlar yerine elemanlarin denklik siniflarini ele aliriz.
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(4,6) ve (5,7) ikilileri esit olmayacaklar, olamazlar da zaten, ¢linkii esit degil-
ler, ama ”denk” olacaklar! Bu elemanlarin denk olduklarini da esitlik simgesi
olan = simgesine bir ¢izgi daha ekleyerek gosterecegiz:

(3,5) = (4,6) = (5,7).
Genel tanimi verelim simdi. a, b, ¢, d € N olsun. Eger
a—b=c—d
ise, (a, b) ikilisinin (¢, d) ikilisine denk oldugunu soyleyecegiz ve bunu,
(a,b) = (¢, d)
olarak yazacagiz. Demek ki tanim geregi,
(a,b) = (¢c,d) = a—b=c—d.
Ama bir dakika... Bizim dogal sayilarda c¢ikarma gibi bir iglemimiz yok ki
a—b=c—d

kogulunu kosabilelim. Cikarmadan sézedemeyiz bile, ¢iinkii heniiz Oyle bir
islem yok. Biz de zaten bu olmayan c¢ikarma islemini tamimlamak istemiyor
muyduk? Cikarmay: tanimlarken ¢ikarmadan sézetmek dogru degil. Yapmamiz
gereken,

a—b=c—d

kogulunu c¢ikarma kullanmadan ifade etmek. Bu da oldukca basit: Bu kosul
yerine, ilkokuldan beri ona esdeger oldugunu bildigimiz

a+d=c+b

kogulunu kogalim...
Denklik iligkisi tanimimiz goyle: a, b, ¢, d € N dogal sayilar: icin

a+d=c+b

ise (a,b) ikilisinin (¢, d) ikilisine denk oldugunu séyleyecegiz ve bunu,
(a,b) = (¢,d)

olarak gosterecegiz. Demek ki tanim geregi,

(a,b) = (c,d) @ a+d=c+b.
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Dileyen agagidaki denkliklerin dogru olduklarimi tanima bagvurarak teker
teker kontrol edebilir.

0,0)=(1,1) = (2,2) = (3,3) =
(1,0)=(2,1) = (3,2) = (4,3) =
(2,0)0=(3,1) = (4,2) = (5,3) =
(3,0)=(4,1) = (5,2) = (6,3) =
0,1)=(1,2) =(2,3) = (3,4) =
(0,2)=(1,3) = (2,4) = (3,5) =
(0,3)=(1,4) = (2,5) = (3,6) =

Ornegin, (3,8)% denk elemanlar, (0,5), (1,6), (2,7), (3,8), (4,9),... eleman-
laridir, yani su kiimenin elemanlaridir:

{(0,5), (1,6), (2,7} U{(3+n,8+n):neN}.

Genel resim goyle:

(0, 5) ya da (3, 8)’e denk elemanlar
N (0, 1)’e denk elemanlar

e e (0, 0)’a denk elemanlar

(2, 0)’a denk elemanlar

(0, 5) (5, 0)’a denk elemanlar

(5,0)

Ik sonucumuzu kanitlayalim.

Omnsav 13.1. = wliskisi N X N kiimesi tizerine bir denklik iliskisidir, yani her
(a,b), (c,d), (e, f) € N x N igin,

i. (a,b) = (a,b),

ii. (a,b) = (¢, d) ise (¢, d)
iii. (a,b) = (¢,d) ve (¢,d)
onermelerini saglar.

Kamit: i. Tanima gore a + b = a + b esitligi kanitlanmall...
ii. (a,b) = (¢, d) varsayimi, tamima gore,

at+d=c+b
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esitliginin dogru oldugunu séyliiyor. Biz ise (¢,d) = (a,b) denkligini yani
c+b=a+d

esitligini kanitlamaliyiz. Bu durumda da kanitlayacak bir sey yok.
iii. (a,b) = (¢,d) ve (¢,d) = (e, f) varsayimlari, sirasiyla,

at+d=c+bvec+f=e+d
diyor. Bu iki egitligi varsayarak, (a,b) = (e, f) denkligini, yani
a+f=e+b
esitligini kanitlamaliy1z. Varsaydigimiz esgitlikleri kullanarak hesaplayalim:

(a+f)+(d+c)=(a+d)+ (c+ f)
=(c+b) + (e +d)
=(e+b)+ (d+c).

Yukaridaki birinci ve sonuncu esitlik, dogal sayilarla ilgili boliimde kanitlanan
sonuclar. Demek ki,

(a+ f)+(d+c)=(e+b)+(d+c).

Dogal sayilarda sadelestirebilecegimizi bildigimizden, yukaridaki esitlikte sag
taraflarda bulunan d + ¢ terimlerini sadelegtirerek, istenen

a+f=e+b

esitligini buluruz. O

Eger X = N x N ise, 6nsav, tam tamina, her «, 8, v € X icin,
. a=aq,
ii. a=pfise f=a,
ili. a=pfvef=vyisea=ry
diyor. Herhangi bir X kiimesi iizerine bu 6nermeleri saglayan bir = ikili ilig-
kisine denklik iliskisi ad1 verildigini biliyoruz [Ne2|. Demek ki Onsav I3,
soyliiyor.

Denklik iligkisi kavrami matematigin en onemli kavramlarindan biridir.
[Ned| adli kitabimizda bu konuya hakettigi 6nem ve deger verilmistir. Bu ko-
nuda eksigi olan okur bu agsamada o kitapta ilgili boéliime bakmalidir.

Her denklik iligkisinde denklik simiflar1 vardir. Bir (a,b) ikilisinin denklik
smifin1 [(a, b)] yerine daha basit olarak [a,b] olarak gosterelim. Tanim geregi
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(bkz. [Nedl]) [a,b] kiimesi, (a,b) elemanina denk olan elemanlardan olusan
kiimedir:

[a,b] ={(z,y) e Nx N: (a,b) = (z,y)}
={(z,y) e NxN:a+y=uz+b}.

Ve a, b, ¢, d € N icin,
[a,b] = [c,d] & (a,b) = (¢,d) < a+d=c+Db
olur. Ornegin,

[1,6]={(z,y) e NxN:y =245} =10,5],
[2,6] ={(z,y) e NxN:y=x+4} =[0,4],
[6,6] ={(x,y) e NxN:y=2x}=10,0].

Bu ¢ simnif ileride sirasiyla —5, —4 ve 0 anlamina gelecek. Kacinilmaz olarak
[2,7] de —5 anlamina gelecek. Bu denklik iligkisinin her denklik simfi agagidaki
resimdeki gibi capraz dogrularin iistiindeki noktalardan olusur.

(0, 6)’ya denk elemanlar
N (0, 1)’e denk elemanlar

L (0, 0)’a denk elemanlar
(2, 0)’a denk elemanlar

(0, 6)
(5, 0)’a denk elemanlar

(5,0)

Simdi artik Z’yi en azindan kiime olarak tanimlayabiliriz. Z’'nin toplama,
cgikarma, carpma gibi iglemleri ve siralamasi birazdan tanimlanacak.

13.3 Kiume Olarak 7Z

Z kiimesini N x N/ = kiimesi olarak tanmimliyoruz. Yani,
Z = {[a,b] : (a,b) € N x N}.

Z’nin elemanlarina tamsay: adi verilir.



13.4. Toplama 151

Z’nin her elemani, yani her tamsay1 demek ki N x N kiimesinin bir altkii-
mesi. Bu, beklenmedik bir gey, ¢iinkii N beklenildigi gibi Z’nin bir altkiimesi
olmadi. Ama ileride her gey yoluna girecek ve N’yi Z’nin bir altkiimesi olarak
gorecegiz, biraz sabir. Sezdigimiz ya da ilkokulda 6grendigimiz Z’yi nasil bu-
lacagimizi merak eden sabirsiz okura asagidaki sekli sunalim, belki bir upucu
olur:

Bu Z kiimesinde toplama, carpma, ¢ikarma iglemlerini ve siralama iligkisini
tanimlayacagiz. Her seyi tanimladiktan ve en temel 6zelliklerini ortaya serdik-
ten sonra Z’nin elemanlarinin yazim bigimini degistirip yillardan beri asgina
oldugumuz N’yi iceren Z’yi bulacagiz.

Aligtirmalar
13.1. a, z € Nise [a + z,a] = [z,0] ve [a,a + z] = [0, 2] esitlizliklerini kamtlayin.

13.2. Eger a > b iki dogal sayiysa, bir = dogal sayisi i¢in [a,b] = [z,0] esitliginin dogru
oldugunu kanitlayin.

13.3. Her tamsaywsinin bir z dogal sayisi i¢in ya [z, 0] ya da [0, z] bigiminde yazilabilecegini
kanitlayin.

13.4. z ve y dogal sayilarsa ve [z,0] = [0,y] ise z = y = 0 esitligini kanitlayin.

13.4 Toplama

13.4.1 Toplamanin Tanim

Z’den « ve 8 elemanlar: alalim. Z’'nin tanimina gore, a, b, ¢, d € N igin,
a = [a,b] ve B = [c,d]

esitlikleri gegerlidir. « ile f'nin, yani [a,b] ile [¢, d]’nin toplamini tanimlamak
istiyoruz. Gelecekte, [a,b]’nin a — b ve [c,d]'nin ¢ — d anlamina gelecegini de-
falarca sdylemistik. Demek ki [a, b] ile [¢, d]'nin toplami Z’nin,

(a—b)+ (c—d),
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sayisi ya da ona egit olan
(a+c)—(b+d)

sayisi anlamina gelecek eleman olmali, yani Z’nin,
[a+c,b+d]
elemani olmali. Dolayisiyla, planlarimiza gore,
a = [a,b] ve B = [c,d]
ise,
a+pB=la+cb+d

elemani olarak tanmimlanmali.

Miikemmel bir plan. Ancak bu planda soyle bir sorun olabilir. Diyelim
Ayse’yle Biilent’e yukaridaki plana gore « ve [ tamsayilarin toplama gorevi
verildi. Ayse, evinde

a = [a,b] ve B = [c,d]

olacak bicimde a, b, ¢ ve d dogal sayilarim1 buldu ve toplami
[a+ ¢, b+ d]

olarak sundu. Tanmimi en az Ayse kadar iyi bilen Biilent de ayni geyi yapti ama
Biilent, Ayse’nin buldugu a, b, ¢ ve d dogal sayilarindan baska dogal sayilar
buldu. Diyelim Biilent,

o= [CL,, bl] ve = [Clv dl]
olacak bicimde d’, ¥, ¢ ve d’ dogal sayilarim buldu ve toplami
[+, b + d']

olarak sundu. Elbette Ayse’nin sundugu « + § toplamiyla Biilent’in sundugu
«a + B toplami egit olmali, yoksa tamimimizda bir sorun var demektir, yani
planimizin bagariya ulagmas: icin

l[a+c,b+d =[d+ b +d]

esitligi gecerli olmali.

Planimizin gercekten mitkemmel oldugunu ve basgariya ulasacagini kanit-
layalim.

Bu arada, biraz felsefi diigtiniirsek, planimizin bagariya ulagmasinin kacinil-
maz oldugunu anlariz, ¢linkii tamimlar ¢ok dogal yaptik, tamsayilar kiimesini
de, tamsayilar1 toplamay1 da tam tamimlanmas: gerektigi gibi tanimladik.
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Onsav 13.2. a, b, ¢, d ve d', V/, ¢, d dojal sayilar olsun. Ejer
[a,b] = [, b] ve [c,d] = [c,d]

1se, 0 zaman,
[a+c,b+d =[d+V+d]

olur.
Kanit: Varsayimlara gore,
a+b=d+bvec+d = +d
esitlikleri dogru. [a + ¢, b+ d] = [0’ + ¢, b’ + d'] esitligini, yani
(at+c)+ W +d)=(d +)+ (b+d)
esitligini kanitlamaliyiz. Eger varsayilan iki esitligi altalta yazip toplarsak
(a+0)+ (c+d)=(d +b)+ (d+d),

yani

(a+c)+ (' +d)=(d+)+(b+d),
elde ederiz. Onsav kamtlanmistir. O

Artik toplamay: hi¢ ¢cekinmeden yukarida onerildigi gibi tanimlayabiliriz:

[a,b] + [c,d] = [a+ ¢,b+d].

Alistirmalar
13.5. [3,5] + [4,2] = [0, 0] esitligini gosterin.
13.6. [7,5] + x = [0, 0] denklemini ¢bziin.
13.7. [7,5] + = = [1, 3] denklemini ¢oziin.
]

13.8. [7,5] 4+ (x + x) = [1, 3] denklemini ¢bzebilir misiniz?

13.9. a, b € N olsun. [a, ] + [a, b] = [2a, 2b] esitligini kanitlayin.

13.10. «, B € Z olsun. a + B = « ise B = [0, 0] esitligini kanitlayin.

13.11. a, b € N olsun. [a, b] + [b,a] = [0, 0] esitligini kamtlayin.

13.12. Her z,y € N igin [z, y] + [y, 0] = [z, 0] esitligini kanitlaym.

13.13. Z'de a + a = [1,0] denkleminin géziilemeyecegini kanitlaym. (o + a = 2« esitliginin
simdilik bir anlam olmadigini belirtirim. Ileride bir anlami olacak ama. Once [2, 0]a’nin,
sonra da 2a’nin tanimini yapacagiz.) Hangi a ve b dogal sayilar igin Z’'de o + o = [a, b]
denklemi ¢oziilebilir?
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13.4.2 Toplamanin Ozellikleri
Toplamanin temel 6zelliklerini irdeleyelim.

Onsav 13.3. i. [Birlesme Ozelligi] Her «, 3, v € Z igin,

(@+B)+v=a+(B+7)

olur.

ii. [Etkisiz Elemanin Varlgi] [0,0] toplamanin etkisiz elemanadur,
yani her a € Z igin, o +[0,0] = [0,0] + a = « olur.

iii. [Ters Elemanin Varligi] Her a € Z igin, o + o' = o/ + a = [0,0]
esitligini saglayan bir o € Z vardur; nitekim o = [a,b] ise o/ = [b, a] alinabilir.

Kanit: i. Once
a=[a,b], B=[c,d], y= e, f]

olacak bigimde a, b, ¢, d, e, f dogal sayilarim1 bulalim ve kanitlamak istedigimiz
esitligin solunu ve sagimi bu dogal sayilar cinsinden yazalim:

(@ +B) +v=(la,0] + [¢, d]) + [e, ]

=la+c,b+d + e, f]
=[a+c)+e, (b+d)+ f]

@+(5+7):[aab]+([Cvd]+[evf])
=a,b] + [c+ e,d + f]
=[a+ (c+e€),b+ (d+ f)]
Demek ki

[(a4+c)+e,(b+d)+ fl=[a+ (ct+e),b+ (d+ [)]

egitligini kamitlamaliyiz. Ama esitlik sadece simiflar diizeyinde degil, elemanlar
diizeyinde de gecerli:

(a+c)+e=a+ (c+e),
(b+d)+ f=b+(d+ f);
¢inkii a, b, ¢, d, e, f dogal sayilar ve dogal sayilarda birlesme 6zelligini biliyo-

ruz.)
ii. a = [a, b] olacak bi¢imde a ve b dogal sayilarini secelim ve hesaplayalim.

a+10,0] =a,b] +[0,0] = [a+0,b+ 0] = [a,b] = «.
[0,0] + a=[0,0] + [a,b] = [0+ a,0+ b] = [a,b] = a.
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iii. a ve b dogal sayilar igin, o = [a, b] olsun.
a+ad =d +a=][0,0]

esitligini saglayan bir o/ € Z bulacagiz. «, a — b anlamina geleceginden, o’ ele-
maniin b—a anlamina gelecek olan [b, a] olmas1 gerektigini seziyoruz. Nitekim,
o/ = [b,a] olsun ve hesaplayalim:

a+a' =[a,b]+ [b,a] = [a+b,b+a] =[a+ba+b],
o +a=[bal+[a,b] = [b+a,a+b] =[a+ba+b],

Demek ki, her ¢ € N i¢in, [c, c] = [0, 0] esitligini kanitlamaliyiz ama bu
c+0=0+c=c

esitliginden hemen cikar. O

Onsavdaki li¢ 6zelligi saglayan (Z, +, [0, 0]) tiiriinden bir yapiya grup de-
nir. Demek ki Onsav X3, (Z, +, [0, 0]) yapisinin bir grup oldugunu soyliiyor.

Onsav 13.4. Bir grupta (dolaysiyla Z'de de)

i. [Sadelesme] a + 5 = a + 7 ise, B =~ olur.

ii. [Etkisiz Elemanin Biricikligi] Eger bir o ve (3 i¢in o + 8 = « ise
B =10,0] olur.

iii. [Ters Elemann Biricikligi] Verilmis bir « i¢in, o, Onsav [ILZ3.4ii 'te-
ki esitligi saglyorsa, yani o+ o' =[0,0] ise ve a4+ B = [0,0] ise, § = ' olur.

Kanit: i. o/, o tamsayis: i¢in Onsav [333.iii’1 saglasin, yani o/ + a = [0, 0]
olsun. O zaman ayni onsava gore,

B=[0,0]+8=(a"+a)+B=0a +(a+p)
=o' +(a+7y)=(+a)+7=1[0,00+~=1

olur.
ii. Bir 6ncekinden ¢ikar: o+ = a = a + [0,0].
iii. (i)’den ¢ikar: a + 8 =[0,0] = a + /.
O
Onsav [C33.ii ve [3A.ii’"den dolayz, [0, 0] elemanina toplamanin etkisiz ele-
mana adim verme hakkima sahibiz. Onsav [33.iii ve [3A.iii’ten dolay1, o € Z

elemaninin tersini —a olarak yazip bu elemana o’nin toplamsal tersi adim
verebiliriz. Onsav [33.iii"ten dolay1 [a, b] elemaninin tersi [b, a] elemamdir, yani

—[a, ] = [b, d]

olur. Buradan,
_[a7 a] = [a7 a]
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ve

—(-a) =«
esitlikleri ¢ikar, ama son esitlik Onsav [33.iii’ten de ¢ikar: «, o/ elemaninin
tersiyse, o elemani da a’nin tersidir!

Grubumuzun igleminin (toplamanm yani) degigmeli oldugunu da kanitla-
yalim.

Omnsav 13.5. Her a, B € Z i¢in, a+ B = B + «a olur.

Kanit: o = [a,b], B = [c, d] olacak bi¢imde a, b, ¢ ve d dogal sayilar1 bulalim
ve hesaplayalim:

a+ B =la,bl+[c,d] =[a+c,b+d]=[c+a,d+ b =]c,d+ [a,b] =5+ .

Kanit bitmistir. O

Onsav 33 teki esitligi saglayan bir gruba dedigmeli ya da abelyen grup
ya da Abel grubu denir.
Z’de ¢ikarma iglemini tanimlayalim: Her a, b, ¢, d dogal sayilari i¢in,

[a’ab] - [C’d] = [a’ab] + [d’C] = [a+d,b+c]
olsun. Ya da gruplarin diliyle, her «, § tamsayilari igin,
a—fB=a+(=p)

olsun. Buradaki —f, 8 tamsayisinin toplamsal tersidir. Boylece Z’de ¢ikarma
iglemini tamimlamig olduk.
Benzer sekilde,
—at+f=(-a)+p

ve
0= f=(~a) +(-H)
elemanlar: da tammlanir.

Alistirmalar

13.14. Her «, 8 € Z igin, —(a + ) = —f — « esitligini kanitlayin.

13.15. Her a, b € N igin [a, 0] + [b,0] = [a + b, 0] esitligini kamtlayin.

13.16. Hangi a € N igin, a + a = [a, 0] denklem Z’de ¢oziilebilir?

13.17. Hangi [a,b] i¢in a + a = [a, b] denklemi Z’de ¢6ziilebilir?

13.18. Her o, B € Z igin, —(a+ ) = (—B) + (—a) = —a— B = —f — « egitliklerini kanitlayin.

13.19. Eger (a,a’) ve (8,8") tamsay: ikilileri Onsav [ZR.iii’i sagliyorsa, yani mesela a +
o’ = [0,0] oluyorsa, (o, a) ve (a+ B8, a’ + ') ikililerinin de Onsav [33.iii’{i sagladigini
kanitlayin.
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13.5 Carpma

13.5.1 Carpmanin Tanimi

Tamsayilarda toplama diginda bir de c¢arpma islemi var tabii. Bu bdliimde
carpmay1 tanimlayacagiz. Toplama igin yaptigimiz akil yliriitmeyi ¢arpma igin
de yapalim.

Z’den iki a ve 8 elemani alalim. Z’nin tamimina gore, a, b, ¢, d € N dogal
sayilar: icin,

a = [a,b] ve B = [c,d]

esitlikleri gegerlidir. « ile f’nin, yani [a, b] ile [¢, d]nin ¢arpimini tanimlamak
istiyoruz. Gelecekte, [a,b]’'nin @ — b ve [¢,d]'nin ¢ — d anlamina gelecegini
soylemistik. Demek ki [a, b] ile [c, d]’nin ¢arpimi Z’nin,

(a —b)(c—d)

ya da
(ac+ bd) — (ad + bc)

anlamina gelecek elemani olmali, yani Z’nin,
[ac + bd, ad + bc]
elemani olmali. Demek ki, planlarimiza goére,
a =[a,b] ve B = [c,d]

ise,

aff = [ac + bd, ad + bc]

elemani olarak tanimlanmali.

Miikemmel bir plan daha... Ancak bu planda soyle bir sorun olabilir. Di-
yelim Ayse’yle Biilent’e yukaridaki plana gore o ve [ tamsayilarini ¢arpma
gbrevini verdim. Ayse, evinde

a = [a,b] ve B = [c,d]
olacak bigimde a, b, ¢ ve d dogal sayilarini buldu ve ¢arpimi
[ac + bd, ad + bc]

olarak sundu. Tanimi en az Ayse kadar iyi bilen Biilent de ayni seyi yapti ama
Biilent, Ayse’nin buldugu a, b, ¢ ve d dogal sayilarindan baska dogal sayilar
buldu. Diyelim Biilent,

a=ldb]veB=]|cd
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olacak bigimde a’, V', ¢’ ve d’ dogal sayilarim buldu ve ¢arpimi
[d'd +Vd dd + b

olarak sundu. Elbette Ayse’nin sundugu «af ¢arpimiyla Biilent’in sundugu «f
¢arpimi birbirine egit olmali, yoksa tanimimizda bir sorun var demektir, yani,

[ac + bd,ad + be] = [a'd +b'd',d'd + V]

olmali.
Dolayisiyla sundugumuz toplama taniminin gegerli olmas: icin asagidaki
sonu¢ dogru olmali.

Onsav 13.6. a, b, ¢, dve d', V/, ¢, d dojal sayilar olsun. Ejer
[a,b] = [d,b] ve [e,d] = [c,d]
1se, 0 zaman,
[ac + bd, ad + bc] = [a'c + b d',d'd + b ]
olur.

Kanit: Varsayimlara gore,
1 a+b =d+bvect+d =+d
(
esitlikleri dogru.
[ac + bd,ad + be] = [d'd +b'd',d'd + V]
esitligini, yani
(2) ac+bd+dd +bd =dd +bd +ad+be

esitligini kanitlamaliyiz. Unutmayalim ki yukaridaki esitlik N'de gecerli ve N'de
¢gikarma ve bolme iglemleri yok. Dolayisiyla bu esitligi ¢ikarma ve bolmeye
bagvurmadan kanitlamaliyiz.

Cikarma islemini kullanmadan bu esitligi kanitlamak hig de kolay degil.
Okurun verecegimiz kanit1 okumadan kanitlamaya ¢aligmasini 6neririm. Plan-
s1z programsiz yola koyulursa bagarma olasilig1 cok diisiik olacaktir.

Su kanit planin yapalim: (1)’deki esitlikleri kullanarak, (2) esitliginde bu-
lunan a’lar1 ve c’leri yok edelim. Bunun i¢in her iki tarafa da ne kadar terim
eklemek gerekirse ekleyelim. Her iki taraftan da a’y1 ve ¢’yi yok edersek, esitlik
dogruysa karsimiza 6zdes bir esitlik ¢ikmali.

a ve c’'nin bulundugu terimleri siralayalim:

ac, ad, be
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Once, a’ya ve ¢'ye gore ”ikinci dereceden” bir terim olan en soldaki ac’yi yok
etmeye calisalim.

ac+ (ad +bc+b0'd) = (a+V)(c+d) = (d +b)( +d)
esitligini g6z ontine alarak, kanitlamak istedigimiz egitligin her iki tarafina da
ad +Vc+b'd

terimini ekleyelim. Boylece esitligin solundaki ac kaybolacak; ancak esitligin
sag tarafinda icinde a ve ¢ barmndiran ad’ ve b'c terimleri belirecek. Ama bunlar
a ve c’ye gore birinci dereceden terimler olduklarindan, bunlardan kurtulmak,
ac’den kurtulmaktan daha da kolay olacak. Bu eklemeyi yaptigimizda, icinde
a ve ¢ barindiran

ad, be,ad’ | b'c
terimleri kalacak. Ornegin birincisinden kurtulmak icin her iki tarafa da b'd
eklemek yeterli, ¢iinkii boylece ad’nin oldugu tarafta,
ad+Vd=(a+b)d=(a+b)d
esitligini kullanabilecegiz. i(;inde a ve ¢ barindiran yukarida siralanan terimle-
rin her biri i¢in, sirasiyla,
b'd,bd  b'd V' d
(iki kez b'd’) ekleyelim. Daha 6nceki ad’ +b'c+b'd’ terimini de hesaba katalim.
Boylece, her iki tarafa da,
ad +bc+bd +Vd+bd +vd +v'd
terimini, yani
ad +b'c+30'd +b'd+ bd
terimini eklememiz gerektigini goriiriiz. Bu terimi ekleyelim, a’y1 ve ¢’yi yok
eden hesaplar1 yapalm ve bakalim iki tarafta da aym seyi elde ediyor muyuz.
Once sol tarafi hesaplayalim.
(ac+bd+d'd + V) + (ad +bc+30'd +b'd+bd)
=(ac+ad +bc+b'd)+20'd +bd+bd +bd+add+bc
=(a+V)(c+d)+2bd +Vd+bd +bd+ad'd + V<
=(a' +b)( +d)+2bd +Vd+bd +bd+d'd + V<.
Goriildiiga gibi hi¢ a ve ¢ kalmadi. Benzer iglemi sag taraf i¢in de yapalim.
(a'd +V'd + ad + be) + (ad +V'c+3Vd +b'd+bd)
=d'd +Vd + (ad+bd)+ (be +bd) + (ad +V'd) + Vec+bd)+b'd
=dd +Vd +(a+b)d+blc+d)+(a+b)d +V(c+d)+Vd
=d'd +bd + (d +b)d+b(d +d)+ (a +b)d +V(d +d)+Vd
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Sag tarafta da hi¢ a ve ¢ kalmadi. Simdi bu a’s1z ve ¢’siz terimler birbirine esit,
hatta 6zdes olmali. Nitekim kolayca goriilecegi {izere Gyleler. Dogal sayilarda
sadelegtirmeyi bildigimizden, ekledigimiz

ad +b'c+3b'd +b'd+ bd
terimlerini sadelestirip istedigimiz
ac+bd+dd +Vcd =dcd +bd +ad+be

egitligine kavusuruz. Nihayet! O

Onsav sayesinde,
[a,b][c,d] = [ac + bd, ad + be]

islemini (¢arpimini) vicdanimiz rahat tanimlayabiliriz. Artik Z’de sadece top-
lama degil, bir de ¢arpma iglemimiz var. Carpma iglemi a3 olarak gosterildigi
gibi, kimileyin o x § ya da « - 8 olarak da gosterilir.

Aligtirmalar

13.20. [3,5][5, 3] = [0, 4] esitligini gosterin.

13.21. [3,4][2, 3] hangi tamsay1ya egittir?

13.22. [3,4][1,3] = @ + « denkleminin tamsayilarda ¢éziimii var mdir?

13.23. Her « € Z i¢in, a[1,0] = « esitligini kanitlaymn.

13.24. Her [a,b] € Z igin, [a,b][0, 1] = [b, a] esitligini kamtlaymn.

13.25. Her « € Z i¢in, a + «[0,1] = [0, 0] esitligini kamtlayin.

13.26. Her « € Z igin, a[0,0] = [0, 0] esitligini kamtlaymn.

13.27. Her o € Z igin, a + o = [2, 0]«v esitligini kamtlayin.

13.28. [a,b][c,d] = a + a denkleminin tamsayilarda ¢éziimi olmasi i¢in [a,b] = a + « ya da
[¢,d] = a + a denkleminin ¢6zlimii olmasinin yeter ve gerek kosul oldugunu kanitlayimn.
(Yani iki tamsayinin garpiminin ¢ift olmasi igin iki tamsayidan birinin ¢ift olmasinin
yeter ve gerek kosul oldugunu kanitlayin.)

13.5.2 Carpmanin Ozellikleri

Onsav 13.7. i. Her o, 3, v € Z i¢in, (af)y = a(By) olur.
ii. [1,0] ¢arpmanin etkisiz elemanadir, yani her o € Z igin,

a[l,0] =[1,0la =«

olur.
iii. Her o, B € Z icin, a8 = Ba olur.

Kamnit: Birincisi biraz uzun olabilecekse de kamtlar son derece basit. Ay-
nen Onsav [33'in kanitindaki gibi her gey, Z kiimesinin ve Z’de ¢arpmanin
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tanimlarindan ve dogal sayilarin daha 6nceki boliimlerde kanitlanan 6zellikle-
rinden ¢ikar. (Eger dogal sayilarin kanitlamay1 unuttugumuz bir 6zelligi varsa,
okur toplamanin tanimina bagvurarak bu 6zelligi kolaylikla kanitlayabilecegini
umuyoruz. ) O

13.5.3 Toplama ve Carpmayla Ilgili Ozellik

Toplamayla carpmay1 harmanlayan tek bir 6zellik vardir: Simdi kanitlayacagi-
miz dagilma 6zelligi. (Bir de toplamayla ¢arpmay ilgilendiren [0, 0] # [1, 0]
ozelligi vardir ama bu digerinin yaninda pek soniik kaliyor.)

Onsav 13.8. [1,0] # [0,0] ve her «, B, v € Z igin,

a(B+7) = af +ay ve (B+7)a = Ba+ya
olur.

Kanit: [1,0] # [0,0], yani (1,0) # (0,0) 6nermesini kanitlamak ¢ok kolay,
tanimdan hemen gikar. Esitliklere gecelim. Carpma degismeli oldugundan iki
esitlikten birini kanitlamak yeterli; birincisine odaklanalim.

a = |a,b], B =c,d] ve y=e, f]

olacak bigimde a, b, ¢, d, e, f dogal sayilarini secelim ve kanitlamak istedigimiz
esitligin solunu ve sagini bu dogal sayilar cinsinden yazalim:

a(B+ ) =la,b]([c.d] + [e, f]) = [a,b][c +e,d + f]
=la(c+e)+b(d+ f),a(d+ f)+ blc+e)]

ve
aff + ay =la, bllc, d] + [a, b]fe, f]
= [ac + bd,ad + bc] + [ae + bf,af + be]
=lac+bd+ ae+ bf,ad + bc + af + be].
Demek ki

l[a(c+e)+b(d+ f),a(d+ f) +b(c+e)] = [ac+bd+ae+bf,ad + bc+ af + be]

esitligi kanitlanmali, ki eger dogal sayilarin 6zelliklerini bildigimizi varsayarsak
bu ¢ok bariz bir sey. O
Her o, 3, v € Z icin, ge¢miste agina oldugumuz,
(—a)(B—7) =y —ap,
(—a)(=B) = aB,
(—)B = (=) = —(ap)

gibi esitliklerin kanitin1 okura birakiyoruz.
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Alistirmalar

13.29. Eger o, 8 € Z igin af = [0, 0] ise, 0 zaman « = [0,0] ve 8 = [0, 0] esitliklerinden en az
birinin dogru olmas: gerektigini kanitlayin.

13.30. Her «, 8 € Z igin, aff = [1,0] ise

a=p=][10yadaa=p=][0,1]

esitliklerinden birinin dogrulugunu kanitlayin.

13.31. Z’de aff = [2,0] denkleminin ¢6ziimlerini bulun.

13.32. Z’de aa = [1,0] denkleminin ¢éztimlerini bulun.

13.33. Z’de aa = [0, 1] denkleminin ¢dziimiiniin olmadigini kanitlayin.

13.34. Z’de aa = [2,0] denkleminin ¢oziimiiniin olmadigin kanitlaym.

13.35. Z’de aa = [4,0] denkleminin ¢éztimlerini bulun.

13.36. Z’de aa + a+ [1,0] = [0, 0] denkleminin ¢éziimiiniin olmadigim kanitlayn.

13.37. Z’de aa + a+ [0, 6] = [0,0] denkleminin tiim ¢6ziimlerini bulun.

Onsav =333, ii, iii, 34, I3 ve 3X¥'de kanitladiklarimizi 6zetleyelim:

Teorem 13.9 (Ozet). (Z,+, X, [0,0],[1,0]) yapuse su ozellikleri saglar: Her c,
B, v € Z igin,

T1. (a+B)+v=a+ (B +7).

T2. a+[0,0] =[0,0] + a = a.

T3. a+d =d +a=]0,0] esitligini saglayan bir o € Z wvardur.

T4. o+ =0+ «a.

C1. (af)y = a(5)

C2. o[1,0] = [1,0]a = a.

C4. af = pa.

TC1. [1,0] # [0,0].

TC2. a(f+7) = af + ay. O

Teoremdeki Ozellikleri saglayan bir yapiya degismeli halka denir. Demek

ki (Z,+, x,[0,0], [1,0]) degismeli bir halkadur.

T2

Bu béliimiin sonunda [0, 0] yerine 0, [1,0] yerine 1 yazacagiz ve o zaman
ve (2 daha dogal goziikecek.
(Z,+, x,[0,0],[1,0]) halkasimin her halkada bulunmayan bir 6zelligi vardr:

[0,0]’a esit olmayan iki elemanin garpimu [0, 0] olamaz. (Bkz. Alistirma [3.29)

Bu

tiir halkalara bélge (Ingilizcesi domain) adi verilir.

Notlar

13.38.

Once 6zelliklerin adlarindan sézedelim:

T : Toplamayla ilgili,
C : Carpmayla ilgili

demektir. TC, toplama ve ¢arpmayla ilgili 6zellik anlamina gelir.
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13.39. T1 ve C1 ozellikleri toplamanin ve carpmanin birlegmeli bir islem oldugunu soyliiyor.
Acgik acik yazilmamig ama teoremden toplamanin ve garpmanin birer iglem oldugu
anlagiliyor, yani o, 8 € Z ise, Z’de o + 8 ve af olarak yazilan elemanlar vardir.

13.40. T2, [0,0] elemaninin toplamanin, [1,0] elemamnin da ¢arpmanin etkisiz elemans ol-
dugunu soyliiyor. Acik agik yazilmamig ama teorem aslinda [0, 0] ve [1, 0] elemanlarimin
Z’de oldugunu da ima ediyor.

13.41. T4 ve ¢4, toplamayla ¢carpmanin degismeli iglemler oldugunu soyliiyor.

13.42. T3teki o/, a’ya gore degisir ama verilmisg bir « icin bu 6zelligi saglayan bir tane o
vardir. o’ eleman1 —« olarak yazilir.

13.43. C3 unutulmamigtir! Tam 3 olmasa da C3’lin ¢cok benzeri bir 6zellik ileride tanimlaya-
cagimiz kesirli sayilar i¢cin dogru olacaktir.

13.44. T1, T2 ve T3 o6nermelerini saglayan bir (Z,+,[0,0]) yapisina grup denir. Bu yapi
bir de T4’1 saglarsa yapiya degismeli ya da abelyen grup denir. Teoremi saglayan
bir (Z,4+, x,[0,0],[1,0]) yapisina degigsmeli ya da komditatif halka denir. Aligtirma
[3.2Fdaki 6zelligi saglayan degismeli halkalara bélge denir. Demek ki

(z,+, x,[0,0],[1,0])

yapis1 bir bolgedir.

13.6 Siralama

13.6.1 Siralamanin Tanimi

Tamsayilarda toplama ve ¢arpma diginda bir de bir tamsiralama vardir. Bu
altboliimde Z’deki tamsiralamay1 tanimlamayacagiz.
[a,b] < [e,d] siralamasinin, ¢ocuklugumuzdan beri agina oldugumuz tam-
sayilarda
a—b<c—d

anlamina gelecegini defalarca séyledik. Ama siralamanin tanimini
[a,b] < [c,d] a—-b<c—d

olarak veremeyiz ciinkii a —b < c¢—d siralamasi dogal sayilarla ilgili bir 6nerme
ve dogal sayilarda ¢ikarma igslemimiz yok. Buna benzer bir sorunla daha 6nce
kargilagmistik. @ — b < ¢ — d siralamasinin a + d < ¢ + b siralamasina denk
oldugunu lise yillarindan biliyoruz. Bu son siralamada sadece dogal sayilar ve
toplama var. Simdi Z’de siralamanin tanimim 6nerebiliriz:

[a,b] < [c,d] & a+d<c+b.

Ama daha Once iki kez yaptigimiz gibi, bu tanimin gegerli bir tanim oldugunu
kanitlamaliy1z. Nitekim gene gdyle bir sorun olabilir: Ayse’yle Biilent’e « ve
B tamsayilarim verip bunlardan hangisinin digerinden daha biiyiik oldugunu
sorabiliriz. Bu sorunun yanitini bulmak icin Ayse,

a = [a,b] ve B = [c,d]
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olacak bicimde a, b, ¢, d dogal sayilarini bulur ve
a+dilec+b

dogal sayilarini kargilagtirir. Biilent de ayni yonteme bagvurur (zaten bagka
yontem de yok.) Ama Biilent, Ayse’'nin segtigi a, b, ¢, d dogal sayilarini segmek
zorunda degil, Biilent
a=l[db]veB=]|cd

olacak bicimde a’, V', ¢, d’ dogal sayilarim secip ve

a +diled +¥
dogal sayilarini karsilagtirabilir. Tanimin gegerli olmasi i¢in Ayse’yle Biilent’in
kargilagtirmalart uyumlu olmak zorundadir, yani Ayse, 6rnegin,

a+d<c+b

sonucunu bulmugsa, Biilent de

a+d<d+V
sonucunu bulmalidir. Simdi bunu kanitlayalim.
Onsav 13.10. Her a, b, ¢, d, , V, ¢, d € N icin, ejer [a,b] = [a/,1] ve

[e,d] = [¢,d] ise,
a+d<c+bed+d<d+V.

Kanit: Durum simetrik oldugundan sadece = istikametini kanitlamak yeterli.
Demek ki,

a+b=d +b
c+d = +d
at+d<c+b

onermelerini kabul edip a’4+d’ < ¢+ 6nermesini kanitlamahyiz. Kanitlanacak
onermenin sagina ve soluna b + ¢ eklersek diledigimizi elde edecegiz:

(d+d)+(b+c)=(a"+b)+ (c+d)=(a+V)+ ( +d)
=(a+d)+ U +)<(c+b)+ ¥ +)

="' +)+ (b+ec).

Simdi b + c¢’leri sadelestirip (dogal sayilarla bunu yapabilecegimizi biliyoruz)
istenen a’ + d’' < ¢ + b esitligini elde ederiz. O

Ancak bu énsavdan sonra goniil rahathigiyla
[a,b] < c,d] a+d<c+b

taniminm verebiliriz.
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Alistirmalar
13.45. [0,3] < [0,2] < [0,1] < [0,0] < [1,0] < [2,0] < [3,0] siralamalarim kamtlayn. (Burada,
a < B ifadesi, a < 8 ve a # 8 anlamina gelmektedir.)

[0,2] [0,1] [0,0] [1,0] [2,0] -
13.46. Her n dogal sayisi igin,
(n,0] < a < [0+ 1,0]
siralamasini saglayan bir a tamsayisinin olmadigini kanitlayin.

13.47. Her n dogal sayis1 i¢in, [0,n + 1] < a < [0, n] siralamalarin saglayan bir o tamsayisinin
olmadigini kanitlayin.

13.6.2 Siralamanin Ozellikleri

Hemen yukarida tanimladigimizin gercekten bir siralama oldugunu, hatta bir
tamsiralama oldugunu gosterelim.

Onsav 13.11. Her a, 83, v € Z igin,

i.a<a.

ii.a<puvepf <aisea=/}.

ili. a < B ve B <visea <.

iv. Yaa<pByaf<a.
Kanit: Tahmin edildigi tizere her gsey tanimlardan ve dogal sayilarin bilinen
ozelliklerinden c¢ikacak.

o= [a,b], B:[Qd]v Y= [eaf]

olacak bicimde a, b, ¢, d, e, f dogal sayilarim1 bulalim.
i. Bu, a + b = a + b egitliginden ¢ikiyor!
ii. Varsayimlara gore

a+d<c+bvec+b<a+d.
Demek ki a +d = ¢+ b. Yani [a,b] = [, d].
iii. Varsayimlara gore
at+d<c+bvec+ f<e+d.
Bu iki siralamay1 taraf tarafa toplarsak,
(a+d)+ (c+ f) < (c+b) + (e +d),
yani
(at+f)+(d+c)<(b+e)+(d+c)

elde ederiz. Simdi soldaki d + c’leri sadelestirebilmemiz gerekiyor. Bunu da

Teorem EZI'de yaptik, daha dogrusu okura ahgtirma olarak biraktik.
iv.a+d < c+bve c+b < a+dsiralamalarindan birinin dogru oldugunu

kanitlamamiz gerekiyor ki dogal sayilarla ilgili olan bu énermeyi biliyoruz. O
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Tamsayilarin tamsiralanmasi sayesinde tamsayilar: soldan saga dogru si-
ralanmig bigimde temsil edebiliriz. Sagdaki tamsayilarin soldakilerden daha
biiyiik olduklar1 varsayilir. Tamsayilardaki siralama “ayrik” bir siralamadir.
Her tamsayidan hemen sonra gelen bir tamsayi ve hemen once gelen bir tam-
say1 vardir. Nitekim eger a € Z ise, o + [1,0], o’dan daha biiytiktiir ve bu iki
tamsay1 arasinda bir bagka tamsay1 yoktur ve « + [0, 1], o’dan daha kiigiktiir
ve bu iki tamsay1 arasinda bir bagka tamsay1 yoktur. (Bunu Onsav E2Mii ile
karsilagtirm.) Bu oo+ [1, 0] ve a+ [0, 1] sayilar ileride sirasiyla o+ 1 ve o — 1
anlamina gelecekler. Agagidaki alistirmalarda okurdan bunu kanmitlamasini is-
tiyoruz.

Aligtirmalar

13.48. Eger o € Z ise, a + [1,0] tamsayisinin «’dan daha biiyiik oldugunu ve bu iki tamsay1
arasinda bir bagka tamsay1 olmadigini kanitlayin.

13.49. Eger a € Z ise, a + [0, 1] tamsayisinin o’dan daha kii¢iik oldugunu ve bu iki tamsay1
arasinda bir bagka tamsay1 olmadigini kanitlayin.

13.50. Z’de en biiyiik ve en kiigiik elemanlarin olmadigini kanitlayin.
13.51. Her o € Z i¢in, ax > [0, 0] siralamasin kanitlayin.

13.52. Her a € Z i¢in, aa > « siralamasimi kanitlayin.

13.6.3 Siralamayla i§lemlerin ili§kisi

Simdi herhangi bir sayiyla toplamanin ve [0,0]’dan biiyiik (yani pozitif) bir
saylyla garpmanin siralamaya saygir duydugunu (yani iglem uygulanan eleman-
larin siralamasini bozmayacagini) kanitlayalim.

Omnsav 13.12. o < B wve v tg¢ tamsayr olsun.
Lat+ty<B+ry.
ii. Eger v >10,0] ise, ay < Br.

Kanit: a = [a,b], 8 = [c,d], v = [e, f] olacak bigimde a, b, ¢, d, e, f dogal
sayilar1 bulalim. Varsayima gore a +d < ¢+ b.
i. @ + v ve B+ v tamsayillarim a, b, ¢, d, e, f dogal sayilari cinsinden
yazalim.
a+y=[a,b]+ e, f]=[a+e b+ f],
Btvy=led+e fl=c+ed+ f].

Istedigimiz a + v < B + « siralamasinin dogru olmasi igin,
(at+e)+(d+f)<(ct+e)+(b+f),

yani
(a+d)+(e+ f) <(c+Db)+ (e+ f),

siralamasinin dogru olmasi gerekiyor. Varsayima gore a + d < ¢+ b siralamast
dogru oldugundan, bu son siralama da dogrudur (Teorem HZT).
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ii. Varsayimdaki v > [0,0] swralamasi e > f demektir; a +d < ¢+ b
siralamasi diginda bir de bunu aklimizda tutalim, her ikisini de kullanacagiz.
a—+y ve B+ tamsayilarini a, b, ¢, d, e, f dogal sayilar1 cinsinden yazalim.

ay = [a,b]le, f] = [ae + bf,af + be],
By =le,d][e, f] = [ce + df, cf + de].

istedigimiz ay < By siralamasiin dogru olmasi igin,

(ae +bf) + (c¢f +de) < (ce+df) + (af + be),

yani
(a+de+(b+c)f <(b+cle+ (a+d)f

siralamasinin dogru olmasi gerekiyor. e > f oldugundan, bir g dogal sayisi
icin,
e=f+yg

esitligi dogrudur. Bunu kullanarak kanitlamak istedigimiz siralamadaki e’yi
yok edelim:

(a+d)(f+9)+@+c)f <(O+c)(f+g)+(atd)f,
siralamasini kanitlamaliyiz. Siralamanin saginda ve solunda

(a+b+c+d)f

terimleri var. Demek ki,

(a+d)g<(b+c)g

siralamasin kanitlamaliyiz. Ama a+d < c4b siralamasim biliyoruz... Istedigimiz
kanitlanmigtar. O

Teorem 13.13 (Ozet). (Z,+, x, <, [0,0],[1,0]) yapis: Teorem IZQ’daki 5zel-
liklerden baska su ozellikleri de saglar: Her «, B,y € Z i¢in,

S1. a <.

S2. a< B vef <aisea=}.

S3. a< B ve < vyisea<ny.

S4. Yo a < B ya B < a.

TS. Eger a < fise a+v < [+ 7.

CS. Eger a < B ve y >[0,0] ise, ay < (.

Notlar
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13.53. Once dzelliklerin adlar::
T: Toplamayla ilgili,
C: Carpmayla ilgili,
S: Siralamayla ilgili
demektir. Ornegin TS, toplama ve siralamayla ilgili 6zellik anlamina, gelir.

13.54. T1, T2, T3, T4, S1, S2, S3, TS’yi saglayan bir (Z,+, <,[0,0]) yapisina swralt abelyen
grup adi verilir. Teorem 39 ve 33’1 saglayan bir (Z,+, x, <,[0,0],[1,0]) yapisina
da swrale halka denir. Sirall halkalar bolge olmak zorundadirlar (Neden?)

13.7 Dogal Sayilar1 Tamsayilara Gommek

Ilkokuldan beri bize her dogal saymmn bir tamsay1 oldugu 6gretilmistir: Her
dogal say1 bir tamsayidir; dogal sayilar, tam tamina 0’dan biiylikesit tam-
sayilardir... demigtir 6gretmen. Ama burada yaptigimiz ingada hi¢ de oOyle
degil, hicbir dogal say1 bir tamsay1 degil, ¢iinkii her tamsayr N x N kiime-
sinin bir altkiimesi (bkz. agagidaki sekil) ve higbiri N'nin bir elemani degil.
Yani N C 7Z iligkisi dogru olmadig: gibi, tam tersine, NN Z = () iligkisi dogru.
Agagidaki gekilde goriildiigii tizere...

N [0,6]eZ [0,1]eZ
L) [0,0] € Z
[ ]

[2,0]e Z
(0, 6)
[5,0]e Z
[ ]
o o
N
(5,0)
01234567
N

Bu sorunu ileride ¢ozecegiz ve N kiimesi gercekten Z'nin altkiimesi ola-
cak; ama tabii bunun igin Z’yi ya da N’yi (ikisinden birini) degistirmemiz
gerekecek. Simdilik sorunu ¢ézme yolunda bir adim atalim ve Z’nin iginde
N’ye ¢ok benzeyen bir altkiime bulalim. Sadece kiime olarak degil, toplama ve
carpma iglemleri ve siralamalariyla birlikte, Z’'nin buldugumuz bu altkiimesiyle
N birbirine ¢ok benzeyecekler.
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[0,6]e Z [0,1]e Z

[0,0] e Z

[2,0]e Z

IS, 0] e Z

L >N

(3, 0)

01234567
—o o oo 0000000 — »N

x € N igin, Z’nin [z, 0] elemaninn ileride = — 0, yani « anlamina gelecegini
sOylemigtik. Demek ki aslinda Z’nin hangi altkiimesinin N’ye benzeyecegini de
soylemisiz: Z'nin yukarida tiggensel gri alan olarak gosterilen {[x,0] : z € N}
altkiimesi N’ye ¢ok benzeyecek.

N’den Z’ye giden ve

i(x) = [x,0]
kuraliyla tanimlanan ¢ fonksiyonu ele alalim. Bu ¢ fonksiyonunun bir “gémme”
oldugunu, yani toplamaya, carpmaya ve siralamaya saygi duyan birebir bir
fonksiyon oldugunu kanitlayacagiz birazdan.

Once sezgi kazanmak amaciyla fonksiyonu resmedelim.

N 4
S i(0)=[0,0]ei(N)cZ
(2)=[2,0le i(N)cZ

™~ .
1

(5)=1[5,0le iN)cZ

T ST ST ST & 6T 66000 >

i
01234567

Onsav 13.14. 1, N’den Z’ye giden, toplamaya, ¢arpmaya ve siralamaya saygr
duyan birebir bir fonksiyondur; yani her x, y € N i¢in,

iz +y) =i(z) +i(y),
i(zy) = i(x)i(y),
x<y<ilr) <i(y)

olur. Ayrica i(N) ={z € Z:z> 0} olur.
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Onsavin ilk ctimlesinin resmi agagida:

0 2 5 < 7 5+7=12 5X7 =35

o

\ 4 \ 4 v v

i5) < {7) i) +iT)=i12)  i(5) X iT) = i(35)

[+

Kamt: Once i'nin birebir oldugunu kamtlayalim. z, y € N icin, i(z) = i(y)
olsun. Demek ki [z,0] = [y,0], yani © + 0 = y + 0, yani z = y. Boylece i’'nin
birebir oldugu kanitlanmig oldu. Esitliklerin kaniti da oldukca bicimsel:

i(z+y) = [z +y,0] ve i(z) +i(y) = [z,0] + [y,0] = [z + y,0].

Demek ki i(z 4+ y) = i(x) +i(y). Diger 6nermeler de benzer gekilde kanitlanir.
g

Onsav, (N, +, x, <) yapisiyla (i(N), +, x, <) yapisinmn birbirine ¢ok ben-
zedigini, aralarindaki tek farkin elemanlarinin adlar: oldugunu soyliiyor. N’de
x dedigimize ¢(N)’de i(z) diyoruz. Bu, Ali’ye Veli, Ayse’ye Fatma demek gibi
bir sey... Ya da beg yerine five, art1 yerine plus demek gibi bir sey. Tesbihte
hata olmazmig. Bu benzerlik yiiziinden i’'ye gomme adi verilir. Gercekten
de i fonksiyonu (N, +, x, <) yapisi1 bir anlamda (Z, 4, x, <) yapisinn igine
gomiiyor.

Z'nin i(N) altkiimesi toplama ve ¢arpma iglemleri altinda kapahdir elbet
ama Z'nin bu ozellige sahip bagka altkiimeleri de vardir. Ornegin Z’nin kendisi,
ama bunun diginda

{[22,0] : € N} ve {[z,0] : x € N ve x > 5}

altkiimeleri de toplama ve ¢garpma altinda kapalidir. Ama i(N) altkiimesi gene
de Z’nin belli bir 6zellige sahip biricik altkiimesidir. Ornegin, i(N), Z’nin, [0, 0]
ve [1,0] elemanlarim igeren ve toplama altinda kapali en kiiciik altkiimesidir.
Bunun kanit1 kolaydir ve okura birakilmisgtir.

1 fonksiyonunun dogalligina ikna etmek amaciyla okura su sonucu sunalim:

Onsav 13.15. Eger ¢, N’den Z’ye giden ve toplamaya ve carpmaya saygi
duyan bir fonksiyonsa, o zaman ya her x € N i¢in i(x) = [0,0] olur ya da her
z € N igin i(z) = [z,0] olur. O

Konumuzun candamarini teskil etmediginden bu onsavi kanitlamayip oku-
ra birakiyoruz. Daha canalici sonuclarimiz var. Bir sonraki onsav, ileride,
Z’nin, dogal sayilarla dogal sayilarn eksilerinden olugtugunu soyleyecek. On-
savin kanitina gegmeden once agagidaki resmi incelemenizi 6zellikle 6neririz.
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™ i(0) = [0, 0] € i(N)

i(2) = [2, 0] € i(N)

I~

i(5) = [, 0] € i(N)

T & T & T T &6 600§ >

i

01234567

Onsav 13.16. Asaqrdaki esitlikler gecerlidir.

Z = i(N) U —i(N),

i(N) N —i(N) = [0, 0],

i(N) = {[a,b] € Z : a > b},
—i(N) ={la,b] € Z : a < b}.

Iste 6nsavin resmi:

—i(N) [0, O] i(N)
Z

Kamt: Ik esitlikle baglayalim. Elbette i(N) U —i(N) C Z. Diger yonii kanit-
layalim. [a,b] € Z olsun. Eger a > b ise bir « € N i¢in a = b+ x olur, buradan
da

[a,b] = [z,0] =i(z) € i(N)

cikar. Eger a < b ise, yukarida yaptiklarimizdan,
[a7b] = _[b7 a] S _Z(N)

gikar.

Ikincisi ¢ok kolay: Eger z, y € N i¢in i(x) = —i(y) ise, [z,0] = [0,y] olur,
yvani ¢ +y = 04 0 = 0 olur. Bu da z = y = 0 demektir.

Son iki esitlik bu agsamada ¢ok kolay olmali O

Demek ki Z'nin N’ye ¢ok benzeyen ¢(N) kiimesinin elemanlarindan ve bu
kiimenin elemanlarinin eksilerinden olustugunu kanitladik. Simdilik

Z=NU-Nve NN —N = {0}
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esitliklerimiz yok ama bunun yerine bu esitliklere ¢ok benzeyen
Z =i(N) U —i(N) ve i(N) N —i(N) = {[0,0]}

esitliklerimiz var.
Bir sonraki altboliimde, goziimiizii karartip ¢(N) ile N'yi “6zdeslestirece-
giz”. Simdilik genel resim soyle:

13.8 Kesip Yapistirma ya da ézde§le§tirme

Bu ve bundan sonraki altboliimlerde N ile Z’nin ayrik kiimeler olma soru-
nunu cozecegiz. N'yi aslinda Z’nin icinde altkiime olarak bulmak istiyoruz
ama simdiye kadar yaptiklarimzdan, tam tersine, N ile Z’nin ayrik kiimeler
olduklar ¢ikiyor. Bu {iziicii duruma son verecegiz.

Bunu “kesip yapistirma” yontemiyle yapacagiz. Matematikte ¢ok sik kul-
lanilan ve adina “Gzdeglestirme” denilen “kesip yapigtirma” yontemini agikla-
yalim simdi. Daha sonra esas konumuza geri donecegiz.

A ve B iki kiime olsun. B’de A’ya “gok benzeyen” bir A’ altkiimesi olsun.
“Cok benzemek”ten tam kastimizi agiklamayacagiz, ama bu en azindan A ile
A’ arasinda bir egleme var anlamina gelir.

Duruma gore, A ve A’ kiimeleri arasinda bir eglemenin varhgindan daha faz-
lasin1 da isteyebiliriz, ama aralarinda en az bir esglemenin olmas: sart. Bu
eslemeye ¢ adim verelim. Bu ¢ eglemesini kullanarak, A kiimesini B kiime-
sinin A" altkiimesi olarak gormek istiyoruz, daha dogru bir deyigle, her a € A
icin, B’nin i(a) elemani yerine a yazmak istiyoruz. Matematikte bu “A ile A’
kiimelerini ¢ ile 6zdeglestirmek” olarak ifade edilir. Bu béliimde bunun tam
ne anlama geldigini ve nasil yapilacagim aciklayacagiz. Ozdeslestirme aga@
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yukar: goyle yapilir: A’ kiimesi B kiimesinden ¢ikarilir ve yerine kendisine ¢ok
benzeyen A kiimesi yapistirihir ya da asagidaki sekildeki gibi dikilir. Boylece B
kiimesinden A’ kaybolur ve yerine A gelir. Bunu matematiksel olarak yapmak
oldukca kolay: B kiimesi yerine,

B'=(B\A)UA

kiimesi almak yeterli.

B’

Okurun agina oldugunu diigiindiigimiiz bir 6rnek verelim. Bir polinom
ro X 4 X7

bigiminde bir ifadedir. Diyelim r; katsayilarini reellerden, yani R kiimesin-
den aldik. Burada n, herhangi bir dogal say1 olabilir. Eger r, # 0 ise n’ye
polinomun derecesi ad1 verilir. Derecesi 0 olan polinomlar

To

biciminde yazilirlar. Bunlar reel say1 olarak gormek adettendir, ama tabii
aslinda reel say1 degildirler, polinomdurlar, derecesi 0 olan polinomdurlar. De-
recesi 0 olan polinomlar: reel say1 olarak goérmenin higbir sakincasi yoktur
ve hatta hayat1 kolaylagtirdig: i¢in faydas: bile vardir. Dolayisiyla reel sayilar
derecesi 0 olan polinomlarla 6zdeglestirilirler.

Aslinda 6zdesglestirme ¢ok basit bir konudur, anlagilacak bir yani yoktur
(ve bu ylizden anlagilmayabilir!) ama igte bazen boyle en basit konular zihinde
soru igaretleri uyandirabilirler. Sinek kii¢liktiir ama mide bulandirir misali.

A ile B’nin A’ kiimesi ¢ vasitasiyla 6zdeslestirildikten sonra A’ kiimesinin
i(a) elemani yerine a yazlir.

Bir 6nceki bolimdeki ¢ : N — Z fonksiyonu da aynen boyle bir fonksi-
yon: Birebir, toplamaya ve carpmaya ve siralamaya saygi duyuyor. Birazdan
yukaridaki “kes yapigtir” yontemiyle N ile i(N)’yi 6zdeslestirecegiz.

13.9 Nihayet Yillarin Z’si

i gommesini kullanarak N ile Z’nin i(N) altkiimesini 6zdeglestirecegiz ve in-
sanligin ytzyillardir bildigi, hissettigi, kullandigi Z’ye kavusacagiz.
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Bundan boyle her x € N i¢in, Z'nin i(z) = [z,0] elemanim x olarak ya-
zacagiz. Boylece N'yi Z’'nin i¢inde bulacagiz. Yapay bir bicimde olsa da...

Boyle yapmakla N’deki toplamayi, carpmay1 ve siralamay1 degistirmemis
olacagiz, ornegin 5 + 7 toplami eski N yapisinda 12 yapiyorsa, Z’de de 12
yapacak, clinkli ¢ toplamaya saygi duyuyor. Eski seklimizi bellek tazelemek
i¢in yeniden gosterelim:

5<7 5+7=12 5x7=35

® O
@ —
3]

1 v v v
z

1(5) < i(7) i(5)+i(7)=i(12) i(5)xi(7)=i(35)

Demek ki artik [0,0] = i(0) eleman: yerine 0, [1,0] = i(1) elemam yerine 1,
[2,0] = i(2) elemam yerine 2, [0,1] = —i(1) elemam yerine —1, [0,2] = —i(2)
elemani yerine —2 yazacagiz.

Onsav XI0'da kamtladigimiz

Z = i(N) U —i(N) ve i(N) N —i(N) = {[0,0]}
esitlikleri simdi artik
Z=NU-Nve NN —-N= {0}

esitlikleri halini almig oldu.
Teorem LI TI’te
(Za +7 X7 S? [07 0]7 [17 0])

yapisinin sirali bir halka oldugunu kanitlamigtik. Artik, dogal sayilar: da iceren
(Z7 +7 ><7 S?()? 1)

sirali halkasindan sozedecegiz.

7 Halka Yapisimin Karakteristik ézelliéi. Ne dedigi anlagildiginda aga-
gidaki teoremin kanmit1 ¢ok kolaydir. Kanitlamadan ve anlamini anlatmadan
geciyoruz ama buraya kadar dikkatle okuyan okurun anlayacagini timit ediyo-
ruz.

Teorem 13.17. Pozitif elemanlar dogal saylar yapisina esyapisal olan her
swraly halka Z’ye esyapisaldar. O

Teorem 3 TAnin Onermesine Z’'nin karakteristik ozelligi diyebiliriz.
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Giris. Bir 6nceki uzun boliimde tamsayilar halkas1 Z’yi matematiksel olarak
tanimlayip var etmistik.

Tamsayilarda, dogal sayilarda tanimlanan toplama ve ¢arpma iglemlerine
ek olarak bir de ¢ikarma islemi yapilabilir. Bunu biliyoruz. Zaten tamsayilar
sadece ¢ikarma yapabilelim diye 6zellikle yaratmigtik /icat etmigtik /kesfetmis-
tik/tammlamigtik.

Tamsayilarda toplama, ¢ikarma ve garpma islemleri yapilabilir ama bolme
islemi yapilamaz, Oornegin tamsayilarda 2, 3’e boliinmez, bolme yapabilmek
icin kesirli sayilara gecmek zorundayiz.

Bu boliimde kesirli sayilar1 matematiksel anlamda var edecegiz. Bunu tam-
sayilar1 kabullenerek yapacagiz. Yani tamsayilar: ve tamsayilarda tanimlanmis
olan toplama, c¢ikarma ve carpmanin temel 6zelliklerini bildigimizi varsayip,
ki biliyoruz, kesirli sayilar kiimesini tamimlayacagiz. Ardindan kesirli sayilar
kiimesi tlizerine, adina toplama, ¢ikarma, carpma ve bolme diyecegimiz dort
islem tanimlayacagiz. Bunlara ek olarak bir de kesirli sayilar tizerinde bir si-
ralama tanimlayacagiz.

Yontemimiz ve kanitlarimiz bir 6nceki boliimdeki yontem ve kanitlara
¢ok benzediginden, bu boliimde o kadar ayrintiya girmeyecegiz, kanitlarin bir
cogunu okura aligtirma olarak birakacagiz.

Kullanacagimiz yontem sadece tamsayilara degil, bagka halkalara da uygu-
lanabileceginden, kitabin sonundaki Ek Ba’de ¢cok daha genel bir yontem goste-
recegiz. O bolimde sadece tamsayilarla degil, bircok bakimdan tamsayilar
andiran genel baz1 matematiksel yapilarla ugrasacagiz.

14.1 Kesirli Sayilar Kiimesi

Bir an igin kesirli sayilar1 bildigimizi varsayalim. Zaten sezgisel olarak ke-
sirli sayilar1 biliyoruz. Bunlar, 2/3 gibi, —9/6 gibi ya da 5/1 gibi sayilardir.
Ilkokuldan beri bildigimiz iizere, her kesirli say1, a ve b tamsayilar: icin a/b
bi¢iminde yazilir.

a ve b tamsayilar var elimizde ama a/b diye bir say1 yok heniiz. a ve b
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tamsayilarindan yola ¢ikarak, matematiksel yontemlerle a/b diye matematiksel
bir nesne yaratacagiz. Tamsayilarda “a bolii b” diye bir kavram olmadigindan,
tanimi “a/b, a boli b olsun” seklinde veremeyiz. Biraz daha 6zen gostermeliyiz.
Bir an i¢in, a/b’yi (a,b) ikilisi olarak tanimlayalim. Ama o zaman, 2/3 =
4/6 esitliginden dolayn,
(2,3) = (4,6)

esitligi dogru olmali, ki bu son esitligin dogru olmadigini biliyoruz.
Madem ki (2, 3) ikilisinin (4, 6) ikilisine esit olmasini istiyoruz ama maalesef
degil, o zaman biz de “esit olmali” yerine “denk olsunlar” deriz... Birazdan

(2,3),(4,6),(6,9),(—2,-3)

gibi tamsay1 ikililerinin “birbirine denk” olduklarini sdyleyecegiz.
_ Asagidaki gekilde her dogrunun iistiindeki noktalar birbirlerine “denk”tir.
Ornegin, birazdan tanimi verdigimizde,

(1,2),(2,4),(3,6),(—1,-2),(—2,—4)

ikililerinden her biri digerlerine denk olacaklar. Ileride, asagida gordiigiiniiz
dogrularin (listiindeki noktalardan olugan kiimelerin) her biri bir kesirli bir
say1 olacak, daha dogrusu bir kesirli bir say1 olarak tanimlanacak.

1/3

oy 0 12

1

e o e o o [ ] e o

e e o \o o o e /e/ 0 @ [ ]
312

e o o o\ o o [ ] [ ] ° P

e o o o L] L] e e

e o o o o o e o

e o o o o o e e o o

°
e \®oe\o o
e o o o o o
e e o o o o
e o o o o

]
e o o o o o

Yalniz bir seye dikkat etmek gerekiyor: a/b kesirli sayisinda, b # 0 oldugundan,
b'nin 0’a egit olmadig1 (a, b) ikilileriyle ¢alismaliyiz.
Matematiksel tanima giden siirece girelim. Ikinci koordinati 0 olmayan

(a,b) = (¢,d) & a/b=c/d.
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Ama sag taraftaki esitlik, “a bolii b” gibi kesirli sayilarin varligini varsayiyor.
Hentiz varolmayan bir seyden sozedemeyiz. Buna da bir ¢oziim bulmaliyiz.
“a/b = c/d” esitligini kesirli sayilardan sozetmeden ifade etmeliyiz, ama bu
¢ok kolay, ilkokuldan beri bildigimiz iizere,

a/b=c/d < ad = be.

Demek ki ikinci koordinati 0 olmayan tamsay: ikilileri arasinda, = simgesiyle
gosterecegimiz ikili iligkiyi,

(a,b) = (¢,d) < ad = be

olarak tanimlayabiliriz.

Tanim. X =Z x (Z\ {0}) olsun. X dzerine = ikili iliskisini, X ’in her (a,b),
(c,d) € X ikilisi i¢in,

(a,b) = (¢,d) & ad = be
olarak tanimlayalim.

Ornegin, verilmis bir b # 0 icin,

(0,0)=(¢,d) & c=0,
(b,b) =(c,d) & c=d.

(Ve tabii bir de d’nin 0 olmamas: gerekir.) Ayrica her z € Z \ {0} igin,
(a,b) = (ax,bx) ve (0,1) = (0, ).

Onsav 14.1. = ikili iliskisi X = Z x (Z \ {0}) kiimesi iizerine bir denklik
iliskisidir. Yani, her (a,b), (c,d), (e, f) € X igin,

i. (a,b) = (a,b)

ii. (a,b) = (¢, d) ise (¢, d)
iii. (a,b) = (¢,d) ve (¢,d)
olur.

Kanit: Bu ifadeleri kanitlamak igin, = iligkisinin tanimina ve tamsayilarin
kamtladigimiz (ya da bildigimiz ya da kolaylikla kanitlayabilecegimiz) ézellik-
lerine bagvurmak gerekiyor.

i. Tamima bakilirsa, (a,b) = (a,b) ifadesi tam tamina, ab = ba anlamina geli-
yor. Tamsayilar arasindaki bu egitligi de Teorem I3J’dan biliyoruz. (Bundan
sonra tamsayilarla ilgili 6nermeler icin referans vermeyecegiz. Bunlar ya 6nceki
sayfalarda kanitlanmiglardir ya da kolaylikla kanitlanabilirler.)

ii. Cok kolay.

iii. (a,b) = (¢, d) ve (¢,d) = (e, f) denklikleri

ad = be
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ve
cf =de

anlamina gelir. Bu esitlikleri kullanarak, (a,b) = (e, f) denkligini, yani
af = be
esitligini kanitlamamiz gerekiyor. Bildigimiz iki esitligi altalta yazip carpalim:
adcf = bede

elde ederiz. Ciftlerin ikinci koordinatlar: 0 olmadigindan, d # 0. Dolayisiyla her
iki taraftan da d’leri sadelestirip acf = bce esitligini elde ederiz. Simdi c’leri
sadelegtirmek kaldi. Eger ¢ # 0 ise sorun yok, bu sadelegtirmeyi yapabiliriz
ve istedigimiz af = be esitligini elde ederiz. Bundan béyle ¢ = 0 esitligini
varsayalim. Bu durumda, ad = bc ve cf = de egitliklerinden ad = 0 = de elde
ederiz. d # 0 oldugundan, bu esitliklerden, a = 0 = e elde ederiz. Demek ki
hem af = 0 hem de be = 0, yani af = be. istedigimizi kanitladik. O

Bu 6nsavdan sonra denklik simiflarmdan ve X/ = boéliim kiimesinden soze-
debiliriz. Bunlarin ne olduklarini animsatalim. (a,b) € X icin, (a,b) nin denk-
lik sinifimi [(a, b)] olarak degil, daha basit bir yazilimla [a, b] olarak gosterecegiz:

[a,b] = {(z,y) € X : ay = ba}.
Bu arada, sik sik kullanilacak olan,
[a,b] = [c,d] < ad = bc

esitligi de unutulmamahdir. Dikkat ederseniz, her = € X igin, [z], X’in bir
altkiimesidir. Boliim kiimesini de animsatalim:

X/=={lz] .z € X}.
Simdi kesirli sayilar kiimesinin tanimini verebiliriz.
Tanim. Q = X/=.

Bundan béyle, her a € Z ve her b € Z \ {0} i¢in, [a,b] denklik simfina
kesirli sayr diyecegiz. Q da elbette kesirli sayilar kiimesi olacak.

Ileride, heniiz degil ama, [a, b] smifini, aligik oldugumuz iizere, a/b olarak
yazacaglz.

Kesirli sayilar kiimesini tanimladiktan sonra, sira, kesirli sayilarla toplama,
¢ikarma, carpma ve bolme iglemlerini tanimlamaya geldi. Bunlara ek olarak
bir de siralamay1 tanimlamaliyiz.

Kanitlarin bir¢gogunu okura birakacagiz. Okur (Z, 4+, x, <) matematiksel
yapisiyla ilgili temel her geyi bildigini varsayabilir.

Toplamayla c¢ikarmadan baslayalim.
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14.2 Toplama ve Cikarma

[a,b] ve [c,d] kesirli sayilarimi ele alalm. Bu iki kesirli sayiy1 toplayacagiz.
[a, b]'nin a /b, [c,d]’'nin ¢/d anlamina geldigini biliyoruz. Ilkokulda 6grendigimiz
kesirli say1 toplamasina gore,

a ¢ ad+bc

b+d_ bd

olmali. Demek ki, [a, b] ve [c, d] kesirli sayilarimin toplamini [ad + be, bd] olarak

tanimlamaliyiz:
[a,b] + [c,d] = [ad + be, bd).

Tabii daha 6nce bu tanimin gegerli bir tanim oldugunu kanitlamaliyiz. Bundan
da once, eger (a,b) ve (¢,d) € X ise,

(ad + be,bd) € X

olmali; yani eger b ve d, 0’a esit degillerse, bd de (’a esit olmamali; ama bunu
Aligtirma [3.29dan biliyoruz.
Tanimin gegerli olmasi igin, bunun diginda bir de su kanitlanmal: Eger

[a,b] = [d,b] ve [c,d] = [¢,d]
ise, yani ab’ = ba’ ve cd' = dc’ ise,

[a,b] + [c,d] = [a',b'] + [/, d]
esitligi gecerli olmali, yani,

[ad + be, bd] = [a'd + b’ b'd]

olmali, yani,

(ad + be,bd) = (a'd + ', V' d')

olmali, yani,

(ad + be)t'd' = bd(a'd + b'c)
olmali, ki birbirine egit kesirli sayilarin toplami birbirine esit olsun... Demek
ki kanitlamamiz gereken onsav su:

Onsav 14.2. Hera, ¢, d/, ¢ € Z veb, d, v/, d € Z\ {0} igin,
ab' = ba' ve cd = dc

1se,
(ad + be)t'd' = bd(a'd + b'c)
olur.

Kanit: Son derece basit olan bu énsavin kanitin1 okura birakiyoruz. g
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Bu 6nsav sayesinde toplamayn,
[a,b] + [c,d] = [ad + be, bd]

olarak tanimlayabiliriz. Simdi toplamanin en temel 6zelliklerini kanitlamaliyiz.
Ornegin, ileride 0 olarak yazacagimiz [0, 1] kesirli sayisi toplamanin etkisiz
elemani olmali, yani, her o € Q igin,

a+[0,1]=0,1]+a=«

olmali. Tleride a/b anlamma gelecek olan [a,b] elemamnin toplamsal tersi,
ileride —a/b anlamima gelecek olan [—a, b] eleman1 olmali, yani

[CL, b] + [_a7 b] = [Oa 1]
olmali. Her sey yolunda gidecek.

Onsav 14.3. i. Her a, 8, v € Q i¢in, (a+B)+~v=a+ (8+7).
ii. [0, 1] toplamamin etkisiz elemanidir, yani her a € Q igin,

a+1[0,1]=[0,1] + a = «a.

iii. Her a € Q i¢in, a + o = o + «a = [0,1] esitligini saglayan bir o € Q
vardwr. Eger o = [a,b] ise o/ = [—a,b] olmak zorundadur.
iv. Her a, € Q i¢in, a + 5 = B + a.

Kolay kanit1 okura birakiyoruz.
a € Q verildiginde, Onsav [@33.iii’teki o’ elemamni biriciktir, nitekim,

a+ad =d" +a=10,1]
ise, Onsav [@3.i ve ii’den dolay1,
o =0,1]+d=0C"+a)+d =d"+(a+d)=a"+1[0,1] ="

olur.

Onsav [@3R.iii’te varh§ sdylenen ve biraz énce biricik oldugunu kanitladi-
gimmiz eleman o olarak degil de —a olarak yazilir ve adina o’'nin toplamsal
tersi denir. Onsav [@3.iii’e bakinca, o/, o’nin toplamsal tersiyse, o’nimn da o/
elemaninin toplamsal tersi oldugu goriiliir, ¢iinkii

atad =d +a=10,1]

esitligi o ve o/ elemanlarina gore simetrik. Demek ki o’'nin toplamsal tersinin
toplamsal tersi a’dir, bir bagka deyisle,

—(—a) =«
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olur. Bunu séyle de gérebiliriz: Onsav [3.iii’e gére a = [a, ] ise
- = [—(Z, b]

olur ve gene ayni nedenden,

olur. —[0,1] = [0, 1] esitligi de kolay.
Kesirli sayilarda cikarmayi tamimlayabiliriz: Her o, 5 € Q i¢in,

a—B=a+(-B)

tanmimini yapalim. —a &+ 5 eleman(lar)in1 da (—a) 4 (£0) olarak tanimlayabi-
liriz. Bu tamimdan sonra,

~(~a+B)=a-A

gibi egitlikleri kanitlamak igten bile degildir.

14.3 Carpma ve Bolme

Toplamadan sonra carpmay1 tanimlamaliyiz. Bunun da nasil yapilmasi ge-
rektigi belli olmali:

[a,b] ve [c,d] kesirli sayilarini ele alalim. Bu iki kesirli sayiy1 carpacagiz.
[a,b]'nin a/b ve [¢,d]'nin ¢/d anlamma geldigini biliyoruz. Ilkokulda 6grendi-
gimiz kesirli say1 carpmasina gore,

a/bx c/d = ac/bd

olmali. Demek ki, [a,b] ve [c,d] kesirli sayilarimin ¢arpimim [ac, bd] olarak
tanimlamaliyiz:

[a, b][c, d] = [ac, bd].

bd # 0 olmadigindan, ikinci koordinatta sorun yagamiyoruz.
Gene her zamanki gibi bu tanimin gercek bir tanim oldugu kanitlanmall.
Yani su 6nerme kanitlanmali:

(a,b) = (a', V) ve (¢,d) = (¢, d) ise o zaman (ac,bd) = (a'd,t'd) olur.

Bunun kaniti ¢cok basittir ve okura birakilmistir. Boylece kesirli sayilar1 ¢ar-
pabiliriz. Tanimin hemen ardindan ¢arpmanin tahmin edilen 6zellikleri kanit-
lanmali. Kanitlar: yine okura birakiyoruz.
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Onsav 14.4. i. Her a, 3, v € Q i¢in, (af)y = a(By).
ii. [1,1] ¢arpmanin etkisiz elemanadur, yani her a € Q igin,
all,1] =[1,1]a = a.
iii. [1,1] # [0, 1].
iv. Her a, 8 € Q i¢in, af = Pa. O

Bu 6zelliklerin aynilarinin Z ve carpma igin de gegerli olduklarini gordiik.
Ama carpmanin kesirli sayilara 6zgii 6zel bir 6zelligi var: [0,1] diginda her
kesirli sayinin carpimsal tersi vardir:

Onsav 14.5. Her o € Q\ {[0,1]} i¢in, ao/ = o’a = [1,1] esitligini saglayan
bir o/ € Q vardur. Ejer a = [a,b] ise o/ = [b,a] olmak zorundadur. O

(:?nsav 234 ve [IA'i kanitlamay1 okura birakiyoruz.
Onsav M@ F'in ikinci kismu ileride, a/b’nin ¢arpimsal tersinin b/a anlamia
geldigini s6yleyecek. Laf agilmigken,

la,b] = [a, 1][1, b]

esitliginin ileride 6nem kazanacagini, [a, b] kesirli sayisini a/b olarak yazmamizi
saglayacagini sOyleyelim.
a € Q verildiginde, Onsav [ZA'teki o/ elemam biriciktir, nitekim,

ad =ad"a=1,1]
ise, Onsav @i ve ii’"den dolayn,
o =[1,1]d = ("a)d = " (ad) = "[1,1] = "

olur. Bu eleman o olarak degil de ! olarak yazilir ve adina o’nin ¢arpimsal
tersi denir. Onsav [Z3.ii’ye bakinca, o/, a’nin ¢arpimsal tersiyse, a’nin da o/
elemaninin ¢arpimsal tersi oldugu goriiliir, ¢linkii

ad' =d'a=11,1]

esitligi o ve o/ elemanlarina gore simetriktir. Demek ki a’nin ¢arpimsal tersinin
carpimsal tersi o’dir, bir bagka deyisle,

(aHl=a
olur. Bu esitligi Onsav IZ3'in ikinci yarisina bakinca da goriiriiz:
([a,t]™)~" = [b,a] ™" = [a,0].
Bu agsamada kolaylikla bolmeyi tamimlayabiliriz. Eger o, 5 € Q ise ve
B #10,1]

ise, “a bolii 7y1 af~! olarak tanimlayalim.
Bir de ¢arpmanin toplamaya gore dagildigini kanitlamak gerekiyor.
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Onsav 14.6. Her o, 3, v € Q icin, a(f+7)=ab +ay. O

Bunun da kanitini okura birakiyoruz. Her zaman oldugu gibi Q’da topla-
ma ve ¢arpmanin tanimlarina ve bu islemlerin Z’de bilinen 6zelliklerine inmek
gerekir.

Onsav @3, 23, 23, A daki 6zellikleri saglayan bir yapiya cisém denir.
Demek ki (Q, +, x, [0, 1],[1,1]) yapist bir cisimdir.

Alistirmalar

14.1. «a, B € Q igin, af = [0, 1] ise, ya a = [0, 1] ya da 8 = [0, 1] esitliklerinden birinin dogru
olmasi gerektigini kanitlayin.

14.2. Her a € Q i¢in, a + o = [2, 1]« esitligini kanitlayimn.

14.3. Her a € Q igin, —a = [—1, 1]« esitligini kanitlayin.

14.4 Siralama

Sira siralamaya geldi... Bilindigi gibi,
a/b<c/d < ad < bc

onermesi dogru degildir, bunun dogru olmasi icin b ve d’nin pozitif olmalar:
gerekir. Eger dogru olsayd: kesirli sayilarda siralamay1

[a,b] < [c,d] & ad < bc
olarak tanimlardik. Bu sorunu ¢ézmek kolay:
[a’v b] = [_av _b]

esitligi dogru oldugundan, bir [a, b] kesirli saymin b “koordinatini” (ya da pay-
dasim!) her zaman pozitif segebiliriz. Soyle bir yontem izleyelim: b € Z igin,
€p, b’'nin isareti olsun, yani,

1 eger b>0ise
€p = 0 eger b=0ise
—1 eger b <0 ise

olsun. Her u, v € Z igin, ey, = €,&, esitligine dikkatinizi gekeriz. Ayrica her
la,b] € Z igin,
[a,b] = [epa, epb]

ve gpb > 0 olur. Demek ki siralamanin tanimi goyle verilmeli:

[a,b] < [c,d] & epeqad < epegbe.
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Daha tanim tamamlanmadi ama. Tanimin gegerli olmasi i¢in kanitlanmasi
gereken bir sey daha var. Onerilen tanimin gecerli bir tamm olmas icin, sag
taraftaki kogulun a, b, ¢ ve d’ye gore degil, [a,b] ve [c,d]’ye gore degismesi
gerekir. Yani su 6nsav kanitlanmali.

Onsav 14.7. Hera, ¢, a/, ¢ € Z ve b, d, V', d € Z\ {0} i¢in, eger
[a,b] = [, V] ve [c,d] = [c,d]
1se, 0 zaman,
epegad < epegbe < eyegpad'd < eyegb'd

olur.

Kanit: Onermedeki simetriden dolayi, epeqad < gpegbe siralamasini varsayip
eyega'd < eyeqb'd siralamasim kamitlamak yeterli. e4d yerine d yazarsak
ve benzer degisimi e,b, egd ve eyb’ icin yaparsak, e, = €4 = e = ey = 1
esitliklerini ve b, d, b ve d’ tamsayilarimin pozitif olduklarini varsayabiliriz.
Boylece varsayimlarimiz

abl = bd, cd = d, ad < be
seklini alir. Son siralamanin her iki tarafin1 da o'd’ ile carparsak,
adb'd < beb'd
elde ederiz. Soldaki ab’ ve sagdaki cd’ yerine sirasiyla ba’ ve ¢’d koyarsak is-

tedigimizi elde ederiz. O

Yukaridaki 6nsav, QQ kiimesi tlizerine, < ikili iligkisinin

[a,b] < [c,d] & eqad < pbe.

siralama oldugunu kanitlamak gerekiyor.

Onsav 14.8. Her a, B, v € Q ic¢in,

i.a<a.

ii.a<puvefB<aisea=p.

fli. a<Bovef <vyisea=r.

iv. Yo a < 8 ya da 5 < a.

v. Eger a < B ise a < § < B swralamalarine saglayan bir 6 € Q vardwr. Eger
a = [a,b] ve B =c,d] ise, § = [ad + bc, 2bd] alinabilir.
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Bu 6nsavin kanit1 da ¢ok kolaydir ve okura aligtirma olarak birakilmigtir.
v’teki “a < B7 6nermesi a < 8 ve a #  anlamina gelmektedir elbette. Ayrica
gene v'teki 0 = [ad + be, 2bd] esitligi daha sonra 0 = (o + ()/2 anlamina
gelecektir. v ozelligini saglayan bir tamsiralamaya yogun tamsiralama adi
verilir.

Toplamanm ve [0, 1]’den biiyiik her sayiyla carpmanin siralamay: korudu-
gunu kolaylikla kanitlayabiliriz.

Onsav 14.9. Her a, 8, v € Q i¢in,
LLa<pisca+y<pB+7.
il. o < B ve [0,1] <7 ise ay < fBy. O

Onsav IR, ii, iii, iv ve ZA.i ve ii’yi saglayan bir cisme swrals cisim adi
verilir.

Alistirmalar
14.4. (Q, <) swralamasinin ilk ve son eleman olmadiginm kamitlayin.
14.5. Her « € Q igin, o > [0, 1] siralamasini kanitlayim.
14.6. Her a, B € Q kesirli sayis: igin, eger a < [0,1] ve 8 < [0,1] ise a8 > [0,1] oldugunu
kanitlayin.

14.7. Her « € Q igin,
0,1]<a<[,1]ea’<a

Onermesini kanitlayin.

14.5 Tamsayilar:1 Kesirli Sayilara Gomme

Ilkokuldan beri bildigimiz gibi her tamsay1 bir kesirli sayidir, yani Z C Q
iligkisi gegerlidir. Oysa bu boliimde verdigimiz tanimda Z ve Q arasinda boyle
bir iligki yok. Hatta tam tersine bu iki kiime kesigmiyor bile. Her kesirli sayiy1

X =Zx (Z\ {0})

kiimesinin bir altkiimesi olarak tanimladik ve bunlarin hicbiri Z’nin bir ele-
mani degil. Eski aligkanliklarimiza dénebilmemiz icin, Z’yi Q’niin bir altkiimesi
olmasini saglamaliyiz. Bunun igin Q'niin tanimini hafifce degistirecegiz.

Lise yillarindan, her a tamsayisiin a/1’e esit olmasi gerektigini bildigi-
mizden, her a tamsayisini [a, 1] kesirli sayisi olarak gérmenin bir yolunu bul-
maliy1z. Bunu daha 6nce de kullandigimiz kesip yapistirma ya da bagka adiyla
ozdeslegtirme yontemiyle (bkz. Altboliim [3R) yapacagiz.

Onsav 14.10. Her a € Z i¢in, Q 'niin i(a) elemana,

i(a) =[a,1] € Q
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olarak tanymlanmas olsun. O zaman i, Z’den Q’ye giden birebir bir fonksiyon-
dur ve toplamaya, carpmaya ve siralamaya saygr duyar, yani her a, b € Z
1¢IM,

i.i(a+0b) =i(a) +
ii. i(ab) = i(a)i(b)
iii. a < b isei(a) <
Ayrica, her [a,b] €

i(b)

i(b) olur.
Q igin, [a,b] = i(a)i(b)~" esitligi gecerlidir. O

Onsava gore, (Z,+, x, <) matematiksel yapisiyla, (i(Z), +, x, <) matema-
tiksel yapisi arasinda, elemanlarin adlar1 diginda hicbir fark yok. Birinde olan
biten, ¢ fonksiyonu sayesinde digerine tagimabilir.

Bundan boyle, Q'niin i(Z) altkiimesinin i(a) elemani yerine sadece a ya-
zacagiz. Bir baska deyisle, i(Z) ile Z’yi 6zdeslestirecegiz. Boylece, yukarida
kanitlanan

[a,b] = i(a)i(b)!
esitligi
[a,b] = ab™?

seklini alir. Boylece, ta ilkokuldan beri bildigimiz,
Q={ab ':a,beZ,b+#0}

esitligi gecerli olur. Bundan boyle her kesirli sayiy1 a € Z ve b € Z \ {0}
icin, ab~! olarak ya da a/b olarak yazabiliriz, aynen ilkokul 6gretmenimizin
ogrettigi gibi...

Teorem 14.11. Q, bir Arsimet cismidir, yani Q’niin her 3 ve her pozitif o
sayist igin, na > [ siralamasing saglayan bir n dogal sayist vardar.

Kanit: Eger § < 0 ise, n = 1 almak yeter. Bundan boyle § > 0 olsun. «
yerine «/f alarak, f'min 1’e esit oldugunu varsayabiliriz. (Yani kanitanacak
siralamanin her iki tarafini da $’ya bolelim.) m, n € N\ {0} i¢in, « = m/n
yazalim. O zaman,

noa=nxm/n=m> 1.
Dolayisiyla (n +1l)a=na+a>1+a> 1. O

Kitabin sonundaki Ek BQ'te Argimet Ozelligini saglamayan sirali cisimler
gorecegiz.
Bundan béyle kesirli sayilarla ilgili basit tiim 6zellikleri bildigimizi varsa-
yacagiz. Ornegin,
|z| = max{z, —z}
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formiiliiyle tanimlanan mutlak deger fonksiyonunu ve kanitlamasi kolay su

bagat ozelliklerini bildigimizi varsayacagiz: Her x, y € Q igin

(1) |z[ =0,

(2) |z|=0&2=0,
3) |z[=]—=l,

(4) |yl = [=]ly]

ve meshur ti¢gen esitsizligi olarak bilinen
(5) |z +yl < lz|+yl
siralamasi. Bunun diginda, kanitlamasi gene kolay olan

(6) |z| =yl & z=+y,
(1) z<|yle -yl <z <yl
) z<|yle (—z < |yl vex <yl

ozellikleri onemlidir. Gelecekte su sonuca ihtiyacimiz olacak:
Onsav 14.12. Her z,y € Q icin, ||z| — |y|| < |z — y| olur.
Kanit: Ucgen esitsizliginden,

|z =[(z —y) +yl < [z —y[ +[y]

ve dolayisiyla
|z = |yl < |z —yl

elde ederiz. z ile y’nin yerlerini degistirerek benzer sekilde,
lyl = lz| <y — [ = [z -y

elde ederiz. Bu ikisinden ve (8)’den istedigimiz sonug gikar.

14.6 Kesirli Sayilarda Us Alma

Kitabimizin konusu aritmetik ya da sayilar kurami olmadig icin kesirli sayilar-
la yapilan diger iglemleri uzun uzun anlatmayacagiz, hatta iis almadan bagka
bir konuya deginmeyecegiz, ona da kisaca deginecegiz, ¢iinkli bir sonraki alt-

boliimde gerekecek.

q bir kesirli say1 olsun. Bir n dogal sayis1 i¢in ¢" ifadesi tiimevarimla soyle

tanmimlanir:
=1
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ve
n

" =q"q.
Sayfa [82'da ¢~ '’i, ¢ sayisinin carpmmsal tersi olarak tanimlamistik. Simdi bu
tanimi genellestirecegiz. Eger n < 0 bir tamsayiysa

qn _ (qfn)fl
olarak tanimlanir. Tanimdaki esitligin sagindaki (¢")~!, ¢" sayismin carpimsal
tersidir.

Bu tanim biraz tuhaf, ciinkii n = —1 alirsak, ¢! say1sinin yeni bir tanimini
vermis oluyoruz, ama sorun olmayacak, nitekim eger tamimda n = —1 alirsak,
tanimin solunda yeni bir ¢! belirir; neyse ki soldaki ve sagdaki ¢~ ler esittir.

Bu arada 0° sayisini 1 olarak tanmimladigimiza dikkatinizi cekerim. Analiz
kitaplarinda 0° hakli gerekcelerle tanimsiz birakilir.

Aligtirmalar
14.8. ¢ = q esitligini kamtlaym.
14.9. ¢* = q x q esitligini kanitlayin.
14.10. ¢® = ¢ x g x q esitligini kanitlaym.
14.11. ¢ 2 = ¢! x ¢! esitligini kamtlaym.
14.12. Her n tamsayisi ve her g1, g2 € Q igin (q1g2)" = qTq5 esitligini kanitlayin.
14.13. Her n ve m tamsayisi ve her ¢ € Q icin ¢"¢™ = ¢"™™ esitligini kamitlayin. (Once méeN
iken kanitlayin.)
14.14. Her n ve m tamsayist ve her ¢ € Q icin (¢™)™ = ¢"™ esitligini kanitlayin.

14.15. Eger ¢, n € N ise burada tamimlanan ¢" ile sayfa [I&de tamimlanan ¢" kavram-
larinin uyum iginde oldugunu kanitlayin, yani her iki tanimin da ayni sonucu verdigini
kanitlayin.

14.16. q € Q ve n > 0 bir dogal say1 olsun. ¢" € Z ise q € Z oldugunu gosterin.

14.7 On Tabaninda Kesirli Sayilar

Altbolim E@¥de dogal sayilar1 onluk tabanda yazmasini gérmiigtiik. Simdi
kesirli sayilar1 onluk tabanda yazmay1 gorecegiz. Bu béliimde degil ama bu
kitapta 0,99999... ifadesine anlam verecegiz. Bircok kisi bu ifadeyi, anlamin
bilmeden yazar ve kullanir. Anlamim 6grendigimizde, cok sagirtan ve merak
edilen ve sorgulanan 0,99999 ... = 1 esitligini matematiksel olarak kanitlayabi-
lecegiz. Sadece 0,99999 . .. ifadesini degil, ileride 0,172172172172 . .. ifadesini de
anlamlandiracagiz. Bu da bir kesirli say1 olacak. Gergel sayilar: 6grendigimizde,

0,12345678910111213141516171819. ...

gibi ifadeleri de anlamlandiracagiz. Tahmin edilecegi lizere bir gercel say1 ola-
cak bu son ifade. Ama gercel sayilar: heniiz tanimlamadigimizdan, birakin bu
ifadenin bir gercel say1 oldugunu kanitlamayi, “bu bir gergel sayidir” diyemeyiz
bile, anlamsiz bir ifade olur.
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14.7.1 Ozel Kesirli Sayilar

Teorem dogal sayilar i¢indi. Bilindigi gibi birgok kesirli say1 da benzer bir
gosterimle, ama bir virgiil ilave edilerek ifade edilebilir. Ornegin,

1/2 =05 7/2 =35
1/4 =025 7/4 = 1,75
1/5=0,2 7/5=14

1/8=0,125  7/8 =0,875
1/10 = 0,1 7/10 = 0,7
1/16 = 0,0625 7/16 = 0,4375
1/20 =0,05  7/20 =0,35

Bu sayilar1 10’un sonlu sayida kuvvetlerinin toplami olarak ifade edebiliriz.
Iste birkagu:

1/2=5x 107"
1/4=2x10""4+5x1072
73/2=3x 10" +6 x 10° + 5 x 107*
7/8=8x10"1 +7x107245%x1073

Dikkat ederseniz yukaridaki sayilarin paydalarinda sadece 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20
gibi 2 ve 5’in kuvvetlerinin ¢arpimlar: var. Eger paydada 6rnegin sadelesmeyen
bir 3 ya da 7 varsa o zaman kesirli sayiin agilimi sonlu olamaz. Sozgelimi,

1/3=10,333333333333333333.... .,
1/7=0,142857142857142857 . ..

ve bu sayilar, yukaridakilerinin aksine, 10’un sonlu sayida kuvvetleri cinsinden
yvazilamaz. Zaten egitliklerin sagindaki virgiilden sonra sonsuz rakaml ifade-
ler (simdilik) anlamsiz ifadelerdir, ¢iinkii bu ifadeler aslinda sonsuz sayida
saymin toplamini simgelemektedir ve sonsuz sayida sayiyr toplamanin ne de-
mek oldugunu (hentiz) bilmiyoruz.
Simdilik
a
2n5m

biciminde yazilan sayilarin sonlu bir ondalik a¢ilimi oldugunu kanitlayalim.
Digerlerini daha ileriki boliimlerde ele alacagiz.

Teorem 14.13. u ve v ki pozitif dogal sayr olsun. v’nin 2 ve b’ten baska asal
boleni olmasin. O zaman,

Y 10" - ap10™
v
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esitliginin gegerli oldugu n > m tamsayilary ve ay,...,an € {0,1,...,9} ra-
kamlar vardir. Ayrica eder a, # 0 ve an, # 0 varsayimlaring yaparsak o zaman
Gy -« -y Q. katsayilary biriciktir.

Bunun tersi de dogrudur: Eger n > m tamsayilarsa ve an, ..., ap rokam-
lary verilmisse, an10™ 4 - -+ + @, 10™ sayse, bir u dogal sayist ve 2 ve b’ten
baska asal boleni olmayan bir v dogal sayist i¢in /v biciminde yazilor.

Kanit: Teoremdeki n ve m sayilarimin negatif olabileceklerine dikkatinizi
gekerim. (Hatta, eger u < v ise, n, ve elbette m de, negatif olmak zorundadir
ve eger u/v bir dogal say1 degilse, m negatif olmak zorundadir.)

Ikinci paragrafin kamiti son derece basit:

a,10™ + -+ - + a,,, 10™

ifadesinin paydalar1 esitleyip u/v bi¢iminde yazalim. Eger m > 0 ise v = 1
alabiliriz. Ama eger m < n ise paydada ancak 10’un bir kuvveti olabilir. Demek
ki paydanin 2 ve 5’ten gayri asal boleni olamaz.

Simdi teoremin birinci kisminmi kanitlayalim. u ve v’yi uygun bir dogal sa-
yiyla carparak v’'nin 10* biciminde yazilmig bir dogal say1 oldugunu varsaya-
biliriz. Simdi Teorem EZ%'u kullanarak «’yu 10’luk tabanda yazarsak, u/v’yi
teoremde istenen sekilde ifade edebiliriz.

Katsayilarin biricikligini gostermek kaldi.

anl0™ + - + @ 10™ = b,y 10" + - - + by, 10"

esitligini varsayalim. 10’un yeterince bilyiik bir kuvvetiyle ¢arparsak m ve m’
sayilarinin (yani beliren tiim kuvvetlerin) dogal say1 olduklarini varsayabiliriz.
Simdi sonug Teorem E2Z¥’dan cikar. g

14.7.2 Genel Durum

Ilkokulda ve lisede 1871 nasil 7'ye boldiigiimiizii ammsayalim. Bolmeye soyle

baglariz:
18 }77

Ik is olarak 18’de en fazla kag¢ tane 7 olduguna bakariz. 2 tane vardir.
Sonra 2’yle 7’yi ¢arpip 18’den ¢ikaririz. Kalan 4’tiir:

187
_14]2
4
Bu aynen Teorem BZ8'de yapilan bolmedir. Bolme iglemine devam edelim.

Bu agamada 4’in sagina bir 0 ve 2’nin sagina bir virgiil konulur ve ayni
islem devam ettirilir:
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18 |7
_14 |25
40
=35

5

Yukarida aslinda 180’i 7’ye boliip ¢ikan sonucu 10°a boldiik. Islem, (virgtl
koyma diginda) dilendigi kadar tekrarlanabilir.

18 |7

14 [2,571

40
_ 35

50
_ 49

Yaptigimiz su: Teorem B2¥'de kanitladigimiz kalanh bélmeyi sirasiyla 18’e,
180’e, 1800’¢, 18.000’e uygulayip ¢ikan sonucu 1’e, 10’a, 100’e, 1000’e boliiyoruz
ve bunu boylece (sonsuza kadar!) devam ediyoruz.

En sondaki kalan hep 7’den kii¢iik oldugu igin (0,1,2,3,4,5 ya da 6) en
fazla 7 adimda kalan, daha 6nce bulunan kalanlardan biri olacak ve o zaman
bir dongiiye girilecektir. Ama 0 belirir belirmez daha sonra kalanlar hep 0
olacagindan, kalan sayilar en fazla 6 adimda tekrarlanmak zorundadir.

Bu islemler matematiksel olarak su iglemlere tekabiil ederler:

18=2x7+14

180=25 x7+5
1800 =257 x 7+ 1
18000 =2571 x 743

ya da

18=2x7+4
18=2,5x 7+5/10
18=2,57 x 7+ 1/100
18 =2,571 x 7+ 3/1000

Devam edersek,
18 = 2,571428 x 7 + 4/1.000.000

buluruz. Bu asamada, virgiilden sonraki 571428 sayilar1 tekrarlanir. Ornegin,
13incii adimda
18 = 2,571428571428 x 7 + 4/1012
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bulunur. Bu esitlik,
18/7 ~ 2,571428571428

agagiyukariligi olarak da yazilabilir. Tekrarlanan 571428 dizisini ne kadar gok
yazarsak, agagiyukarilik o kadar esitlige yaklagir. Okullarda bu, “sonsuzda
esitlik olur” diigtincesiyle,

18/7 = 2,571428571428571 . ...

olarak yazilir. Gergekten de “sonsuzda esitlik olur”. Bunu ileride anlamlandirip
kanitlayacagiz.

Bu yontemle, her a/b > 0 kesirli sayisi virgiilden bir zaman sonra en fazla
b — 1 basamakta tekrarlanan sayilar olarak yazlabilir. Ornegin,

71,932525252525 . ..

kesirli bir sayidir. Ileride bu saymn a/b biciminde nasil yazilacagini gérecegiz.
Yanit,
71,932525252525 ... = 712132/9900

olur. Ote yandan virgiilden bir zaman sonra tekrarlanmayan sayilar kesirli say1
olamazlar. Bunu da ileride kanitlayacagiz.



15. Halkalar ve Cisimler

Gegmisgte halkalardan biraz sozettik. Mesela tamsayilar ve kesirli sayilar kiime-
leri Z ve Q, toplama ve ¢arpma iglemleriyle birer halkadir. Bu ciltte ileride inga
edecegimiz R de bir halka olacak. Bu yiizden bu ara boliimde halka kavramina
yogunlagacagiz.

Bu boliimde bazi 6rneklerde okurun R’yi bildigini varsayabiliriz. Ama tabii
ki R sadece 6rnek vermek amaciyla ve matematige halel getirmeyecek bicimde
kullanilacak. Okur, birazdan tanimlayacagimiz “halka” kavramini okurken, Z,
Q, R gibi say1 kiimelerini, lise yillarindan agina oldugunu sandigimiz Z[X],
Q[X], R[X] gibi polinom kiimelerini ve Z/nZ modiiler say1 kiimelerini aklinda
tutmalidir. Bu kiimelerin herbiri, bildigimiz 4, x, 0, 1 aksesuvarlariyla birlikte
birer halka ¢rnegidir. Bu yapilar1 bilmek bu boliimii anlamak igin teorik olarak
zorunlu degildir ama pratikte 6yle olmuyor tabii...

Okurun karsilagacagi icinde toplama ve carpma diye adlandirilan iglemlerin
oldugu hemen her yapinin bir halka oldugunu soylemek c¢ok cok yanlsg ol-
mayacaktir, sadece biraz yanhg olacaktir. Mesela N kiimesi 6nceki sayfalarda
tanimladigimiz toplama ve ¢arpmayla bir halka olmaz; tek bir kusuru vardir:
Elemanlarin toplamsal tersi yoktur.

Bir halka her seyden 6nce bir kiimedir, ama bir halka sadece bir kiimeden
ibaret degildir elbet, yoksa kiime kavramindan gayri bir kavram elde etmezdik.
Bir halkada, ayrica, 0 (szfir) ve 1 (bir ya da ¢arpmanin etkisiz elemana)
adi verilen iki 6zel eleman vardir. Dikkat: Halkanin bu 0 ve 1 elemanlar: bizim
bildigimiz 0 ve 1 tamsayilar: olmayabilirler. Hatta halkanin hi¢bir elemani say1
olmayabilir. Eger halkamiza R adini verirsek, bu elemanlara belki de 0 ve 1
yerine Op ve 1p adimi vermek daha dogru olurdu, ki bazen Gyle yapacagiz,
¢linkii bunlar sayilarin degil, R’nin “sifir”1 ve “bir”idir.

Bir halkada ayrica toplama ve ¢arpma adi verilen, ama cocuklugumuz-
dan beri aligik oldugumuz toplama ve carpmayla hicbir ilgisi olmayabilecek
iki de iglem vardir. Bu iglemler de 4+ ve x olarak gosterilirler. Toplama ve
garpma R x R kiimesinden R kiimesine giden birer fonksiyondur. Eger (x,y) €
R x R ise, toplama ve ¢arpma iglemlerinin (fonksiyonlarinin) bu elemanlardaki
sonucu sirasiyla 4+ vy ve x X y olarak yazilirlar. Hemen hemen her zaman = X y
yerine xy yazacagiz. Ama 1 x 1 yerine 11 yazmamaya Ozen gosterecegiz! Bu
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tiir karigikliklar engellemek amaciyla bazen xy yerine x - y yazacagiz.

Cogu kez bu hataya diigiildiigiinden yinelemekte yarar var: Adina toplama
ve ¢garpma dedigimiz bu iglemler (fonksiyonlar) bizim asina oldugumuz toplama
ve carpmayla ilgisi olmayabilir. Sézgelimi bir halkada z¥ yada z/y yadaxz <y
gibi ifadeler anlamlh olmayabilir. Bu yiizden bu toplama ve ¢arpma iglemlerine
+ ve x olarak yazmak yerine belki de +g ve X g olarak yazmay: yeglemeliydik
belki ama oOyle yapmayacagiz, yazilimi hantallagtirmak istemiyoruz, okurun
dikkatli oldugunu varsayacagiz.

Demek ki bir halka, bir R kiimesinden, bu kiimenin 0 ve 1 adi verilen
iki elemanindan ve R x R kartezyen carpimindan R kiimesine giden ve adina
toplama (+) ve carpma (x) denilen iki fonksiyondan (iglemden) olugan bir
(R,+, %,0,1) beslisidir. Tamim bu kadarla kalmiyor tabii. Bu (R, +, x,0,1)
beglisinin halka adina hak kazanmasi icin birtakim ozelliklere sahip olmasi
gerekmektedir. Bir halkanin sahip olmasi gereken bu 6zellikleri ii¢ grupta top-
layacagiz:

Toplama ve 0’la ilgili 6zellikler: T1, T2, T3, T4.

Carpma ve 1’le ilgili 6zellikler: C1, C2, C4.

Hem toplama hem de ¢arpmayla ilgili iki 6zellik: D ve E.

Bir gey daha ekleyelim: Bu boliimde degigmeli halkalar (yani xy = yx
esitliginin saglandigi halkalari) tanitacagiz ama genellikle halkalar degismeli
olmak zorunda degildir.

Tanim biraz zaman alacak.

15.1 Toplamanin Ozellikleri

(R, 4, X, 0, 1) beslisinin bir halka olmasi i¢in (R, +, 0) ficliisiintin su 6zellikleri
saglamasi gerekir (ama yetmez!)

T1 [Birlesme Ozelligi]. Her z, y, z € R i¢in, 2+ (y + 2) = (z + y) + 2.
T2 [Etkisiz Eleman]|. Her x € R i¢in, 0+ x =2+ 0 = x.

T3 [Ters Elemanin Varligi]. Her x € R i¢in, v +y = y+x = 0 egitliklerini
saglayan bir y € R vardar.

T4 [Degisme Ozelligi]. Her z ve y € R i¢in, t+y =y + .

T1, T2, T3 ozelliklerini saglayan bir (R, +,0) yapisina grup denir. Eger
ayrica T4 saglaniyorsa, yapiya degismeli ya da abelyen grup ya da Abel
grubu denir.

T1, bir halkanin elemanlar: toplanirken paranteze gerek olmadigini soy-
liiyor. [j(; eleman igin gecerli olan bu 6zellik dort eleman icin de gegerlidir.
Ornegin z, y, z, t elemanlar1 bu sirayla toplanirken islemlerin hangi sirayla
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yapildiklar: 6nemli degildir. S6zgelimi,

(z+y)+z+t)=(@+@Wy+2)+t=((x+y)+2) +t
=(z+y)+GE+t)=z+((y+2)+1)
=z+ (y+(z+1)).

Bu esitliklerin herbiri T1 6zelligi birkac kez kullanilarak kanitlanabilir. Do-
laywisiyla x, y, z, t elemanlarin toplamimi parantezsiz olarak = + y + z + ¢
biciminde yazabiliriz, parantezlerin iglevi kalmamistir. Biz de bundan boyle
¢ok 6zel bir neden olmadikca elemanlari1 toplarken parantez kullanmayacagiz,
dogrudan z + y + z + t yazacagiz.

T4 o6zelligini kullanarak, toplarken z, y, z ve t’nin yerlerinin de 6nemli
olmadigini anlariz. Ornegin, c+y+z+t=z4+a+t+y.

Onsav 15.1 (Sadelestirme). Eger bir grubun x, a ve b elemanlar:
r+a=z+b

egitligini saglhwyorsa a = b olur.

Kanit: y elemani, x igin T3 ozelligini saglayan bir eleman olsun. Demek ki

y + x = 0. Simdi hesaplayalim:

a=0+a=(y+z)+a=y+(x+a)=y+(x+b)=(y+z)+b=0+b=0b.

istedigimiz kanitlanmigtir. O

0 elemam T2 o6zelligini saglayan yegane elemandir, nitekim eger grubun
her z elemani igin z + 0’ = x oluyorsa, bu esitlikte z yerine 0 koyarak,

0=0+0=0

elde ederiz. Biricik oldugunu kamitladigimiz bu 0 elemanina sifir ya da top-
lamanin etkisiz elemant denir.

Onsav MET’den, bir grupta, her z i¢in T3 ozelligini saglayan tek bir y
elemaninin oldugu anlagilir, nitekim eger

z+y=0=x+=z2

ise, Onsav e gore y = z olur. Madem ki, 2 4+ y = 0 esitligini saglayan tek
bir y var, (z’e bagimh olan, yani x degistikge degigen) bu y elemanina bir ad
verebiliriz. Bundan boyle x + y = 0 ozelligini saglayan y elemanini —z olarak
gosterelim. —x elemanina x’in toplamsal tersi denir, “eksi ” olarak okunur.

0’1n toplamsal tersi 0’dir elbette, ne de olsa T2’den dolay1 0+ 0 = 0 esitligi
gecerli. Demek ki —0 = 0.



196 15. Halkalar ve Cisimler

Bundan boyle

x4 (—y) yerine x — v,
Y yerine —z+vy
(—y) yerine —z—y

yazacaglz.

Bir halkada bir de ayrica 1 diye bir eleman oldugundan, —1 diye de bir
eleman vardir. Ama bazen —1 eleman 1’e esit olabilir, mesela Z /27 halkasinda
(ya da grubunda). Ama Z/47Z halkasinda —1 = 3 olur.

Onsav 15.2. i. —(z +y) = —y—ax = —x —y.
ii. —(r—y)=y—ax=—-z+y.
iii. —(—z) =z.

Kanit: T3 onermesi x ve y’'ye gore simetrik oldugundan, z, y’nin tersiyse,
y de z’in tersidir. Bundan (iii) ¢ikar. Bunu goyle de gosterebiliriz: —z, z’in
tersi oldugundan ve —(—z), —z’in tersi oldugundan, hem z hem de —(—z)
elemanlar1 —z’in tersidir. Demek ki x = —(—z) olur.
(i) i¢in
(z—y)+ @+ (-2)=0

esitligini kanitlamaliyiz ki, bu da toplamanin birlesme 6zelliginden hemen
cikiyor. Ikinci esitlik sadece degisme dzelligi tabii.

(1) i¢in (x +y) + ((—y) + (—z)) = 0 esitligini kamtlamak yeterli. Bu da
gayet basit. O

Bu agamada, n € N ve z € R igin, nz ifadesini “n tane z’in toplami” olarak
tanimlamaya caligabiliriz. Elbette tanim icin tiimevarima basvuracagiz:

0z =0ve (n+ 1)z =nx + x.

Ayrica

esitligiyle bu tanimi negatif tamsayilara genigletebiliriz. Bu tamimlar1 kabul
ederek
n(x £y) =nztnm

gibi egitlikler kanitlanabilir (kanmitlar1 okura birakiyoruz). Ama tiim bunlar
biraz daha ileride yapacagiz.
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15.2 Carpmanin Ozellikleri ve Halka Kavrami

Halkalarda toplama diginda bir de ¢arpma iglemi vardir. Bir (R, +, x,0,1)
beglisinin bir halka olmasi i¢in (R, x, 1) ti¢liisiiniin saglamasi gereken 6zellikleri
hemen agagida C1, C2, (4 olarak siralayacagiz..

Aligageldigi iizere, carpma iglemini yazarken x simgesini kullanmayacagiz,
a X b yerine ab, bazen de a - b yazacagiz.

C1 [Birlesme Ozelligi]. Her z, y, z € R i¢in, x(yz) = (xy)z.
C2 [Etkisiz Eleman]. Her x € R i¢in, lx = 21 = x.
C4 [Degisme Ozelligi]. Her x ve y € R i¢in, xy = yz.

C1 ozelligine gore, bir halkanin bircok elemani garpildiginda parantezler
gereksizdir. Bundan boyle biz de ¢ok gerekmedikge parantez kullanmayacagiz.
(4 ozelligine gore de halkanin elemanlarinin hangi sirayla ¢arpildigi 6nemsiz-
dir. Mesela (zy)((zt)u) yerine zyztu ya da utxzy yazabiliriz.

C2 ozelligini saglayan tek bir 1 elemam vardir: Nitekim eger 1’ bu ozelligi
saglayan bir bagka eleman olsaydi, 1 = 1x1’ = 1’ olurdu. 1’e halkanin (¢arpma
icin) etkisiz elemana ya da bir’i denir.

Genellikle halkalarda C4 6zelligi aranmaz ve C4 6zelligini saglayan halka-
lara degismeli halka denir. Biz bu kitapta “halka” ifadesini hep degismeli
halka anlaminda kullanacagiz®.

Toplamayla Carpmay1 Harmanlayan Ozellik. Yukarida sadece topla-
mayla ya da sadece carpmayla ilgili ozellikleri gordiik. Simdi, toplamayla
carpma arasindaki iligkiyi ortaya koyan ozellikleri aciklayalim:

D [Dagilma Ozelligi]. Her z, y, z € R icin, (y + z) = zy + 2.
E.1+#0.

Halkanin Tanimi. Artik (degismeli) halka kavramin tanimlayabiliriz. Bir
R kiimesinde, yukaridaki T1, T2, T3, T4, C1, C2, C4, D ve E o6zelliklerini
saglayan iki iglem (ki bu islemler genellikle + ve x olarak yazilirlar) ve iki
eleman (ki bu elemanlar genellikle 0 ve 1 olarak yazilirlar) tanimlanmigsa, o
zaman R kiimesine halka adi verilir. Daha matematiksel bir deyisle: R bir
kiime olsun. Ayrica R’de adina 0 ve 1 diyecegimiz iki eleman olsun. Ve ayrica
+ ve X, R x R’den R’ye giden iki fonksiyon olsun. Eger (R, +, x,0,1) beslisi
yukarida zikrettigimiz T1, T2, T3, T4, C1, C2, C4 ve D ozelliklerini sagliyorsa,
o zaman (R, +, x,0,1) besglisine kisaca halka denir. Okura rahathk saglamas:
agindan bir (R, +, x,0, 1) beglisinin halka olmas: igin saglamasi gereken ozel-
likleri asagida siraliyoruz:

'Bazen (2’den de vazgecilir; hatta C1’den de vazgecildigi ve yerine C1’i andiran bir bagka
esitlik kabul edildigi bile olur, érnegin “Lie” ya da “Jordan” halkalarinda.
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T1 [Birlesme Ozelligi]. Her z, y, z € R i¢in, 2+ (y+ 2) = (x + y) + 2.
T2 [Etkisiz Eleman]|. Her x € R i¢in, 0+x =2+ 0 = x.

T3 [Ters Elemanin Varlhigi]. Her x € R i¢in, v +y =y +x = 0 egitliklerini
saglayan bir y € R vardar.

T4 [Degisme (")zelligi]. Her x vey € Ri¢in, x+y=y+ x.

C1 [Birlesme Ozelligi]. Her z, y, z € R i¢in, z(yz) = (zy)z.

C2 [Etkisiz Eleman]. Her x € R i¢in, lx = 21 = x.

C4 [Degisme (")zelligi]. Her x ve y € R igin, xy = yzx.

D [Dagilma Ozelligi]. Her z,y, z € R icin, x(y + 2) = zy + z2.

E.1£0.

Notlar ve Ornekler

15.1. Genel kabul goren tanimda bir halkada carpma degismeli olmak zorunda degildir. Biz
aslinda “degigmeli halka” tanimin verdik.

15.2. Literatiirde birgok farkli halka kavrami vardir. Mesela bazilar1 halkada ¢arpma igleminin
birlesme 6zelliginin dogru olmasini sart kogsmaz. Kimileri de ¢arpmanin etkisiz elemani
olmasi kogulundan vazgeger. Genel olarak, iistiinde toplama ve ¢arpmaya “benzeyen”
islemlerin oldugu bir yapiya halka adi verilir. Bir halkadan neler istendigi matema-
tik¢inin ilgi alanina gore degisir. Hatta ayni matematikgi farkli makale ve kitaplarinda
farkl halka kavramlarini kullanabilir, yeter ki ta en bagta “halka”dan ne kastettigini
acgiklasin. (Ote yandan grup kavrami matematikciden matematikciye degismez, orada
bir konsensiis saglanmigtir.) Bizim halkalarimiz hep degismeli olacak ve garpmanin hep
etkisiz elemani olacak.

15.3. Elemanlarimin toplamsal tersi olmadigindan (asina oldugumuz toplama ve garpmayla),
N bir halka degildir.

15.4. CGarpma isleminin etkisiz elemani olmadigindan (asina oldugumuz toplama ve garpmayla
ve bizim halka tamimimiza gore), 2Z bir halka degildir.

15.5. Rahatsiz Edici Bir Ornek. 2Z/6Z = {0, 2, 4} kiimesi modiiler (modiilo 6) sayilardaki
toplama ve garpma iglemleri altinda bir halkadir. Bu halkanin etkisiz elemani 4’tiir.
3Z/6Z de bir halkadir. Bu ¢ok daha genel bir olgudur: Eger iki pozitif dogal say1 ise,
nZ/nmZ kiimesi, modiilo nm toplama ve ¢arpma iglemleri altinda bir halkadir®. Eger
n ve m aralarinda asalsa ve k sayisi, m sayis1 nk — 1 sayisin1 bolecek bicimde segilmigse
(Bézout Onsavi’na gore Gyle bir k vardir), o zaman nk eleman bu halkanin (garpma
icin) etkisiz elemanidir. Bu olguyu okura aligtirma olarak birakiyoruz.

15.6. Bir halkanin elemanlarinin her zaman say1 olmadigini gosteren bir 6rnek verelim. A, bog
olmayan herhangi bir kiime olsun. R = p(A), A'nin altkiimeleri kiimesi olsun. Eger z,
y € R ise, yani x ve y, R’nin birer altkiimesiyse,

r+y=(xUy)\(zNy)

rXy=xzNy
0=0
1=X

olsun. (R, +, X, 0, 1) bir halkadir (ayrintilar1 okura birakiyoruz.) Bu halkada, her z igin,

2? = x ve £ 4+ x = 0 egitlikleri gecerlidir. Gériildiigii gibi, bu halkanin elemanlar1 say1

degil, A’'nin altkiimeleri.

2Soyut cebir bilenler icin dipnot: Eger n ve m aralarinda asalsa Z/mZ halkasina izomorf-
tur.
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15.7. Fonksiyonlardan olusan bir halka 6rnegi verelim. X herhangi bir kiime olsun. R de
herhangi bir halka olsun, mesela R = Z olabilir. O zaman X’ten R’ye giden fonk-
siyonlar kiimesi Fonk(X, R) (fonksiyonlarin “deger deger” toplanmasi ve carpilmasi
iglemleri altinda) bir halka olur. Mesela Fonk(R,R) bir halkadir; bu halkanin tiirevi
olan (ya da siirekli olan) fonksiyonlari da bir halka olusturur. Fonk(R,R) kiimesinin
0’da 0 degerini alan fonksiyonlar kiimesi (toplama ve ¢arpma altinda kapalidir ama) bir
halka olugturmaz. Neden?

15.8. Bir halkada zy = 0 ise illa « ya da y elemanlarindan biri 0 olmak zorunda degil, mesela
7./6Z halkasinda 2 x 3 = 0 olur. Aym sekilde, z # 0 ve zy = xz ise illa y = 2 olmak
zorunda degil, mesela yine Z/6Z halkasinda 2 x 0 = 2 X 3 olur ama 0 = 3 esitligi dogru
degildir.

15.9. Bir halkada toplama degismeli olmak zorundadir, yani istersek T'4’ii halkanin tanimin-
dan atabiliriz. Bunu kamitlayalim. x, y bir halkanin iki elemani olsun. Su iglemleri ya-
palim:

(+y)(1+1)=(x+y) 1+ (@z+y) l=z+y+z+y

ve
z4+y)(1+1)=z(0+1)+yQ+1l)=z-1+z-1+y-14+y-l=z4+2x+y+y.
Demek ki
r+yt+rty=r+r+y+y.

Onsav IETi kullanarak bastaki #’leri ve sondaki y’leri sadelestirerek® y + 2 = = +
y egitligini elde ederiz. Kamit dikkatle incelenirse su sonucu elde ettigimiz goriiliir:
(R, +, X) ikt adet ikili igslemli bir yapr olsun. Eder toplamanin birlesme ve soldan ve
sagdan sadelesme ozellikleri varsa ve ¢carpmamin etkisiz elemani varsa ve ¢arpma topla-
maya sagdan ve soldan dagilwyorsa, o zaman toplama degismeli olmak zorundadar.

Dagilma 6zelliginin sonuglarini irdeleyelim.

Onsav 15.3. R bir halka olsun. z, y € R i¢cin asagidaki onermeler dogrudur:
i. 20 =0.

il (—2)y = —(2y) = z(—y) ve (—z)(—y) = zy.

iii. (—1)y = —vy.

iv. (=1)2 = 1. (Burada (—1)2, tahmin edilecegi tizere (—1)(—1) anlamina
gelmektedir.)

Kanit: i. 204+ 0=20=2(0+0) = 20+ 20 esitliginden ve Onsav [ED’den
20 = 0 ¢ikar.

ii. zy + (—(2y)) = 0 = 0y = (z + (—2))y = zy + (—z)y. Dolayisiyla,
Onsay Ed’den (—z)y = —(zy) cikar. Ikinci esitlik birincisinden ve degisme
ozelliginden cikar. Son esitlik bunlardan gikar.

iii. Yukarida x yerine 1 koyarsak sonug gikar.

iv. Yukarida y yerine —1 koyarsak sonuc, Onsav [E.iii’ten cikar. g

(E) kogulu aslinda halkanin tek bir elemandan ibaret olmadigim soyliiyor.
Nitekim halkanin tek bir elemani varsa elbette 0 = 1 olmali. Ve 0 = 1 ise,
Onsav [A3.i’e gore, her r € R i¢in r = r1 = r0 = 0 olur.

3Onsav [ETin kamtinda T4’ (ve hatta ¢4’i) kullanmadik.
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Bazi Incelikler. R bir halka ve z € R olsun. Her n dogal say1st i¢in, 2’1 kendi-
siyle n kez toplayabiliriz. Bu toplami nx olarak gosterelim. Daha matematiksel
olarak, n € N ve x € R i¢in, R’nin nz elemanini n iizerine tiimevarimla goyle
tanimlayalim:

0z =0ve (n+ 1)z = nx + .

Bu paragrafta halkanin etkisiz elemanini 1 yerine 15 simgesiyle gosterelim,
yoksa 1’ler karigabilir. n herhangi bir dogal say1 olsun. Bir iistteki paragrafta
x yerine 1g alacak olursak, R’nin nlg elemanini buluruz: nlg, halkanin 1
elemani kendisiyle n kez toplanarak bulunmustur. Bu elemana np diyelim:
ng = nlr. Ama dikkat bir halkada ng = Og esitligi gecerli olabilir, mesela
Z/nZ halkasinda.

Halkanin ng elemanina, n dogal sayisinin “halkadaki imgesi” adini verebi-
liriz, ama bir karigikligin olmayacagini varsayarak buna gerek gérmeyecegiz.

Simdi soru gu: Her # € R igin acaba R halkasinin nrx elemani nz’e esit
mi? Dagilma 6zelligi sayesinde bu soruya olumlu yanit verebiliyoruz:

nt=x+---+x=1gr+---+1lgx=(lg+ -+ 1p)xr = ngrx.

(Bu esitligi aslinda n {izerinden tiimevarimla kanitlamak daha dogru olurdu.)

Demek ki nx ile nrpx arasinda bir ayrim gozetmeye gerek yok. Bundan
sonra np yerine (sanki bir dogal sayiymig gibi) n yazacagiz.

Bir halkada nx diye bir elemanin varligin1 yukarida gordiik: «’in kendisiyle
n kez toplanmasiyla elde edilen eleman. Demek ki —(nz) diye de bir eleman
var: nz’in toplama igin tersi. Ayrica n(—x) diye de bir eleman var: —z’in ken-
disiyle n kez toplanmasiyla elde edilen eleman. Acaba bu iki eleman birbirine
esit mi? Evet:

nx +n(—z) =n(z+ (—z)) =n0 =0,

dolayisiyla n(—z) = —(nz).

Bundan boyle (—n)x elemanini n(—z) ya da —(nx) olarak tanimlayacagiz
ve bu elemani —nx olarak yazacagiz.

Demek ki her n € Z ve her x € R igin bir nx € R elemani tanmimladik.
Su ozellikleri kanitlamak, bazen mesakkatli olsa da, oldukca kolaydir: Her n,
m € 7 ve her x, y € R icin,

n(x +y) = nx + ny,
(n £ m)x = nx £ mz,
n(mx) = (nm)x = m(nx),

(nx)(my) = (nm)(zy).
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Birkag Esitlik. Bir halkada bir elemanin dogal say1 kuvvetlerini alabiliriz:

Genel olarak ve daha matematiksel olarak, kuvvet alma, n iizerine tiimeva-
rimla

0

20 =1 ve 2"t

=z xuzx
olarak tanimlanir.
Eger = ve y bir halkanin birer elemaniysa ve n > 0 bir tamsay1iysa,

xn_yn:(x_y)(xn—l+xn—2y+n_+xyn—2+yn—1)

esitligi herhalde en ¢ok bilinen ve kanit1 oldukga kolay egitliklerdendir. Eger n
bir tek sayiysa, y yerine —y alip,

" + yn —_ ({E + y)(xnfl o xnf2y 4= wyan + ynfl)
esitligini buluruz.
Bir halkanin her x ve y elemani icin ve her n > 0 dogal sayis1 icin,

(z+y)" = Zn: <7Z> Y

i=0
esitliginin gecerli oldugunu kanitlamak zor degildir®.

Tersinir Elemanlar. Bir halkada, verilmis bir a elemani icin, ab = 1 esitligini
saglayan bir b elemani varsa a’ya tersinir eleman ya da birim eleman
denir. Verilmig bir a icin, bu esgitligi saglayan en fazla bir b elemani olabilir
(hi¢ olmayabilir de). Nitekim ab = ac = 1 ise, o zaman ¢ = ¢l = c(ab) =
b(ac) = bl = b. Dolayisiyla tersinir bir a elemani i¢in ab = 1 esitligini saglayan
b elemanini o' olarak gosterebiliriz. ¢~ elemanina a'nin ¢arprmsal tersi
yva da kisaca terst denir. Elbette eger a tersinirse ve b, a’nin tersiyse, b de
tersinirdir ve b'nin tersi a’dir, yani (a=')~' = a olur (bkz. Onsav I[53.ii).
1 x 1 =1 oldugundan, 1 tersinirdir ve tersi gene 1’dir: 17! = 1.
Tersinir elemanlar kiimesi R* olarak gosterilir:

R*={x € R: biry € R i¢in xzy = 1}.

4Yalniz burada kiiciik bir uyar1 yapmak zorundayiz: (7;) sayis1 once dogal sayilarda (aligsik
oldugumuz gibi) hesaplanmalidir, ardindan ¢ikan dogal sayinin halkadaki imgesini almaliy1z,
¢linkii halkada 1/7! ya da 1/(n —4)! gibi elemanlar olmayabilir, yani i! ve (n — i)! elemanlar1
halkada tersinir olmayabilir.
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Ornegin Z halkasimn tersinir elemanlar1 1 ve —1'dir ve bagka da yoktur. Ote
yandan, Z halkasinda tersinir olmayan 2 sayisi, Q halkasinda tersinirdir. R[X]
polinom halkasinin tersinir elemanlari, 0 olmayan sabit polinomlardir (okura
aligtirma). 0 eleman hicbir halkada tersinir degildir. Ote yandan 1 ve —1 her
halkada tersinirdir; her ikisi de kendi kendilerinin tersidir (Onsav [E3.iv).

Kolayca konbtrol edilecegi iizere, bir R halkasinin tersinir elemanlar kiimesi
R* carpma islemi altinda bir gruptur.

Onsav 15.4. i. z € R* ise ve xy = 0 ise 0 zaman y = 0 olur.
ii. z € R* ise ve xy = xz ise 0 zaman y = z olur.

Kanit: (i), Onsav 3.i’den ¢ikar: y = 1y = (¢ 'z)y = 2~ (zy) = 2710 = 0.
(ii) de su kolay hesaptan cikar: y = 1y = (zo~ Yy = 27 Y(ay) = 271 (22) =
(rz Dz =1z =z O

Onsav 15.5. R bir halka olsun.
i.z,y€ R isexy € R* ve (xy) ' =y o~
ii. r€ R*isex™t € R* ve (x71)~1 =z olur.

1 1 1

=2y olur.

Kanit: i. Hemen hesaplayalim:

(xy)(y_lx_l) = x(yy_l)l'_l —zlz =gzt = 1.

—1271 olur. Ikinci esitlik sadece degisme

Demek ki xy tersinirdir ve (zy)~! =y

ozelligi tabii.

ii. 712 = 1 oldugundan, ! eleman da tersinirdir ve (z71)~! =z olur. O
Eger bir halkanin bir x elemani tersinirse o zaman z’in negatif kuvvet-

leri de 7™ = (271)" olarak tammlanir. Asagidaki énermelerin kanitini okura

birakiyoruz.

Onsav 15.6. z ve y bir halkanin elemanlary olsun.

i. Her n ve m dogal sayisi i¢in (x™)™ = ™™ olur. Eger x tersinirse egitlik her
n ve m tamsayist i¢in de gecerli.

iii. Her n dogal saysi icin (zy)™ = 2™y™ olu®. Ejer x ve y tersinirse esitlik
her n tamsayist icin de gecerli. O

Notlar ve Ornekler

15.10. Z* = {1,-1}.

15.11. Q* =Q)\ {0}.

15.12. R* =R\ {0}.

15.13. R[X]* =R\ {0} = sifir olmayan sabit polinomlar kiimesi.
15.14. Z[X)* = {1, -1}

5Sadece degismeli halkalarda gecerli bu esitlik, ama bizim halkalarimiz degismeli.
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15.15. Eger R = 7Z/4Z ise, R[X] polinom halkasinda (1 — 2X)(1 + 2X) = 1 oldugundan,
1 —2X € R[X]" olur. Genel olarak, eger I = {r € R : 3n € N r" = 0} ise, R[X|" =
R* + I[X] olur (ama bunu kanitlamak ¢ok ¢ok kolay degildir).

Alistirmalar

15.16. R = Z/4Z olsun. R[X]* kiimesini bulun. (Ipucu: (1 + 2f(X))(1 — 2f(X)) = 1.)

15.17. Eger R bir bélgeyse, yani 0’a esit olmayan iki elemanin ¢arpimi higbir zaman 0 olmu-
yorsa, R[X]* = R* esitligini kanitlayin.

15.18. R =Z/6Z olsun. R[X]* kiimesini bulun.

15.19. p herhangi bir asal say1 olsun. Q(,), paydasi p’ye bolinmeyen kesirli sayilar kiimesi
olsun. Yani,
Qpy ={a/b:a,b e Z ve p, byi bolmez}
olsun. Kolayca goriilecegi iizere, Qpy (kesirli sayilarin bildigimiz toplamas: ve ¢arpmasi
altinda) bir halkadir. Q7,, kiimesini bulun.

15.20. R herhangi bir halka olsun. z, y € R igin ~ ikili iligkisini g0yle tanimlayalim: z ~ y <
x € R"y. Bu iligkinin bir denklik iligkisi oldugunu gosterin. Bu anlamda birbirine denk
olan elemanlarin béliinebilirlik acisindan birbirinden fark: yoktur: Eger ikisinden biri bir
z elemanina boliiniiyorsa digeri de boliiniir ve eger ikisinden biri bir elemani béliiyorsa
digeri de boler.

Boliinebilme. R bir halka ve a, b € R olsun. Eger ax = b esitligini saglayan
bir x € R varsa, o zaman a, b’yi béler denir ve bu alb olarak yazilir. Tamimdan
da anlagilacagi tizere her halkada 0, 0’1 boler!
Eger halkada ax = b esitligini saglayan tek bir x elemani varsa, o zaman
bu eleman
x="b/a

yazilir. Eger bu denklemi saglayan birden fazla = varsa, b/a diye bir eleman-
dan s6zetmeyiz. Demek ki tanima gore bir halkada 0/0 diye bir elemandan
sozedemeyiz ciinkii 1 x 0 = 0 x 0 = 0 egitlikleri gecerlidir.

Kolayca goriilecegi tizere 1/a diye bir elemanin olmasi demek tam tamina
a € R* demektir. Ama halkada b/a diye bir elemanin olmasi a’min tersinir
olmasimi gerektirmez, nitekim Z halkasinda 15/3 diye bir eleman vardir ama
1/3 diye bir eleman yoktur.

Tanimlar goz ontine alindiginda asagidaki 6énsavin kanit1 kolaydir ve okura
birakilmigtir.

Onsav 15.7. R bir halka olsun.

i. Her eleman 0% boler.

ii. R* kiimesinin her elemants R’nin her elemaniny béler. Demek ki 1 her ele-
many béler ve tabii her r € R igin, r/1 = r olur.

iii. Eger u € R* ise, her x i¢in zulx olur. Dolayiswyla her x € R igin, x|z
olur.

iv. Her x, y, z € R i¢in, x|y ve y|z ise x|z olur.
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v.x,y € R icin, ‘¢ ~y” cimlesi x € yR* anlamina gelsin. ~ iligkisi bir
denklik iliskisidir. Bu durumda x ve y elemanlarina baglantily elemanlar denir.
Baglantily elemanlarin bolinebilirlik agisindan birbirlerinden farks yoktur:
Eger x ~y ve x|z ise y|z olur.
Eger x ~ y ve z|x ise z|y olur. O

Eger bir halkada  ~ y ise & ve y’ye ortak adi verilir®. Onsavin son madde-
sine gore, ortak elemanlarin ayni boliinebilme 6zellikleri vardir, yani boltine-
bilme agisindan iki ortak eleman arasinda bir fark yoktur. “Ortak olmak”
mutlak bir kavram degildir, halkaya gore degisir, bu ylizden x ~ y yerine
x ~gr y yazmak tercih edilebilir. Meselaa Z’de 3 ve 5 ortak degildir ama Q
halkasinda bu iki say1 ortaktir. Aslinda QQ halkasinda 0’dan farkli herhangi iki
say1 ortaktir.

Notlar ve Ornekler
15.21. Bir halkada “x, y’yi boler” iligkisi neredeyse bir yarisiralamadir:

x|z
x|y ve y|z ise x|z

olur. Ancak z|y ve y|z ise x = y olmak zorunda degildir.

15.22. Z/12Z halkasinda,

2x3=6=2x9

oldugundan, bu halkada 6/2 diye bir elemandan sozetmeyiz, hatta 2/2 diye bir ele-
mandan da sézetmeyiz. Ote yandan, Z/117Z’de 6/2 diye bir elemandan sdzedebiliriz,
¢linkii Z/11Z halkasinda sadece z = 3 eleman1 2z = 6 esitligini saglar.

15.23. R sonlu bir halka olsun. Diyelim a,b € R igin b/a diye bir eleman oldugunu, yani ax = b
denkleminin halkada tek bir ¢6ztimii oldugunu kabul edelim; bu ¢éziime de x diyelim.
Bu durumda a € R* olur. Bunu kanitlayalim. Bunun i¢in

o(r) =ar

kuraliyla tanimlanmig ¢ : R — R fonksiyonuna bakalim. Eger bu fonksiyon birebirse,
orten olmak zorundadir, dolayisiyla bu durumda bir » € R i¢in ar = ¢(r) = 1, yani
a € R* olur. Simdi bu fonksiyonun birebir oldugunu kamitlayalim. Diyelim r, s € R i¢in
ar = as, yani a(r —s) = 0. Ama o zaman hem x ve = + (r — s) elemanlar1 ax = b
denkleminin ¢oziimleri olur. Varsayimimiza gore r — s = 0, yani » = s olmali.

Sonsuz halkalarda, érnegin Z’de bu yanligtir.

15.3 Tamlik Bolgeleri ve Cisimler

Bir halkada zy = 0 esitligi ancak x ya da y = 0 iken gegerli olabiliyorsa,
o halkaya tamlik bélgesi ya da kisaca bolge adi verilir. Ornegin Z/6Z bir
tamlik bolgesi degildir, ciinkii

[\]]
X
wl
Il
=]
Il
ol

SIngilizcesi “associate”.
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olur ve ne 2 ne de 3 elemani1 Z/6Z’de 0’dir. Bu 6rnekten de kolayca anlagilacag
tizere Z/nZ halkasimin bir tamlik bolgesi olmasi igin gerek ve yeter kosul n
dogal sayisinin asal olmasidir.

Z, Q ve R birer tamlik bolgesidir. Eger R bir tamlik bolgesiyse, R[X] ve
R[X,Y] gibi polinom halkalar1 da tamlik bolgeleridir.

Tamlik bolgelerinde sadelestirme yapilabilir, yani bir tamlik bolgesinde

a# 0 ve ab=ac

ise b = ¢ olur, ¢iinkii ab = ac ise (D)’den dolay1 a(b— c) = 0 olur ve bir tamhk
bolgesinde oldugumuzdan b — ¢ = 0, yani b = ¢ buluruz.

0 disinda her elemani tersinir olan halkalara cisiém denir. Yani bir R hal-
kasmin cisim olmasi i¢in R* = R\ {0} esitligi gerekir. Q ve R birer cisimdir,
ama Z ve polinom halkalarinm hicbiri bir cisim degildir. Onsav [E3.v’e gore
her cisim bir tamlik bolgesidir.

Alistirmalar

15.24. Z/nZ halkasinin bir cisim olmasi igin n’nin asal olmasinin yeter ve gerek kogul oldugunu
kanitlayin.

15.25. d € N bir tamkare olmasin, 6rnegin d = 2 olabilir.

Qlvd ={z+yvd:z,ycQ}

olsun. Bu aligstirmada ileride insa edecegimiz gercel sayilar: okurun bildigini varsayiyoruz.
Bildigimiz toplama ve ¢arpma altinda Q[,/d] bir halkadir. Bunun kanmitlanmasi oldukga
kolaydir. Q[/d] halkasinin ayrica bir cisim oldugunu kanitlaymn.

15.26. Sonlu bir tamlik bolgesinin bir cisim oldugunu kanitlayin.

15.27. Bir tamlik bolgesinde eger x|y ve y|z ise 2 ~ y oldugunu kamtlaymn. (Bkz. Onsav [E.v)

15.4 Kartezyen Carpim ve Althalka

Kartezyen Carpim. R ve S birer halka olsun. R x S kartezyen carpimini ele
alalim:
RxS={(r,s):reR,se S}

Bu kiime iistiinde su islemleri tanimlayalim:

(Tv 3) + (T/7 SI) = (T‘ + T/7 s+ 3/)

(r,s)(r',s") = (r', s5).

Bu islemlere terim terim (ya da taraf tarafa) toplama ve ¢arpma adi
verilir. Bu iki iglem altinda R x .S bir halkadir. Bu R x S halkasinin toplama ve
carpma islemlerinin etkisiz elemanlar: sirasiyla (0,0) ve (1,1) elemanlaridir.
Iki halkamn kartezyen carpim yerine istedigimiz kadar halkann kartez-
yen carpimini alabiliriz. I bir kiime olsun. I'y1 bir gostergec kiimesi olarak
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gorelim. Her ¢ € I i¢in R; bir halka olsun. Her R; halkasinin kendine 6zgii top-
lama ve carpma iglemleri ve her iki iglemin de etkisiz elemanlar1 elemanlar:
var. Bunlarim hepsini kolaylik olsun (sanki ayni seylermis gibi) ayni simgelerle
gosterelim. Kartezyen - carpimin tanimi goyle:

HRi:{r:I%URi: heriGIiginr(i)GRi}.
ji I

[I; R; kiimesi, fonksiyonlarin noktasal toplamasi ve ¢arpmasi altinda bir halka
olur (bkz. [SKK]). Toplamanin etkisiz elemani r(i) = Op, formiiliyle tanimlan-
mig fonksiyon, carpmanin etkisiz elemani (i) = 1p, formiiliyle tamimlanmig
fonksiyondur. Burada biitiin R;’ler birbirine esit de olabilir.

Althalka. R bir halka ve S, R'nin bir altkiimesi olsun. Eger
S+SCS SSCSveleS

ise, S’nin R’nin bir althalkas: oldugunu séyleriz ve bunu S < R olarak goste-
ririz. Bu durumda S gergekten, R’in toplama ve carpma iglemleriyle birlikte
(daha dogrusu o iglemlerin S x S’ye kisitlaniglariyla) bir halka olur. Bu arada
1 € S kosulu 6nemlidir, es ge¢meyelim; mesela R x {0} kiimesi toplama ve
carpma altinda kapalidir ve bu iglemlerle bir halkadir ama etkisiz elemanlar:
ayni olmadigindan (R x {0} halkasmnin etkisiz eleman: (1,0), R x R halkasinin
etkisiz eleman: (1, 1)’dir), R x R halkasinin bir althalkas: degildir.

Ornegin Z, Z[\/5]'in bir althalkasidir: Z < Z[,/5]. Kolayca kamtlanacag
tizere, eger R < S ise, Ogp = Og olur. Elbette Z < Q < R ve her R halkas1 i¢in
R < R[X] < R[X,Y]. Ama Z/nZ, Z’nin bir althalkas: degildir. Eger n # m
ise Z/nZ, Z/mZ’nin higbir zaman bir althalkas: olamaz, hatta bu iki kiimenin
ortak elemanlar:1 bile yoktur!

R < Sver, v € Rolsun. r elemam r’ elemanmm R’de bolmeyebilir, ama,
S’de bolebilir. ()rneé;in 2 sayist 5’1 Z’de bolmez ama Q’de boler. Ya da R’de
tersinir olmayan bir eleman S’de tersinir olabilir. Ornegin 2 sayis1 Z'de ter-
sinir degildir ama Q’de tersinirdir. Bir bagka deyisle tersinir olmak, bélmek
gibi kavramlar ve tanimlayacagimiz daha bircok kavram mutlak kavramlar
degildir, icinde bulundugumuz halkaya gore degisirler. Bu ylizden hangi hal-
kada diiglindiigiimiizii belirtmek icin, karigiklik olmasin diye, “R’de boler”,
“R’de tersinirdir” denir.

Sifirb6lenler. Bir halkada, bir y # 0 igin zy = 0 esitligi saglanabiliyorsa, o
zaman halkanin z elemanina sifirbélen adi verilir. 0 her zaman sifirbolendir.
Tersinir bir eleman sifirbélen olamaz. Sifir disinda sifirbéleni olmayan halkalara
tamlik bélgesi adi vermistik. Eger R < S ise R’de sifirbélen bir eleman S’de
de sifirbolendir elbette.
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7./127 halkasiin sifirbolenleri 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10 elemanlaridir. Genel

olarak, Z/nZ halkasmin sifirbolenleri n’yle ortak boéleni olan elemanlardir
(digerleri de tersinir elemanlardir.)

Sifirbélenlerin toplami sifirbdlen olmak zorunda degildir. Ornegin 2 ve 3

elemanlar1 Z/127’de sifir bolendir, ama toplami olan 2 + 3, yani 5 bu halkada
bir sifirbélen degildir, hatta tersinirdir.

Sifirbolen olmayan bir eleman sadelestirmeye izin verir: Eger a sifirbolen

degilse (yani ax = 0 oldugunda x = 0 oluyorsa) ve eger ab = ac ise, 0 zaman
b = ¢ olur. Nitekim,

alb—c)=ab—ac=0

esitliginden, b — ¢ = 0 ve b = c elde edilir.

Aligtirmalar

15.28.

15.29.
15.30.

(RxS)* = R* x S* eitligini kamtlaym. Iki halkanmn kartezyen carpiminn hicbir zaman
bir tamlik bolgesi olamayacagini kanitlayin.

<H Ri> = H R}
1 I
esitligini kanitlayin. Eger I sonsuzsa,

@ R; = {T c H R; : sadece sonlu sayida ¢ € I i¢in r(i) # 0}
T 1

kiimesi, toplama ve carpma altinda kapali olmasina ragmen higbir zaman []; R; hal-
kasinin bir althalkasi olamaz, neden?

Z x Z halkasinda ne zaman bir (a,b) eleman bir (¢, d) elemanimi boler?
R ve S birer halka olsun. (R x S)[X] polinom halkasinin elemanlar:
D (ris) X
bigiminde yazilirlar. (Toplam sonlu olmak zorunda tabii ki, yoksa yazdigimiz bir polinom
olmaz.) R[X] x S[X] halkasinin elemanlar1 da

<Z riX°, ZSX)

bigiminde yazilir.
¢: (R x8)[X] — R[X] x S[X]
fonksiyonu,
o(Ses) = (S sax)
kuraliyla tanimlanmig fonksiyon olsun. ¢’nin birebir ve o6rten oldugunu, etkisiz elemani
etkisiz elemana gotiirdiigiinii ve toplama ve carpmaya saygi duydugunu, yani her p,
q € (R x S)[X] igin,
e(p+q)=9(P) +¢(q)
¢(pg) = »(p)e(q)

egitliklerini kanitlayin.
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15.31. R bir halka olsun. e € R, €® = e esitligini saglasin. Bu tiir elemanlara idempotent adi
verilir.

Re ={re:r € R}
kiimesinin toplama, ¢ikarma ve ¢arpma altinda kapali oldugunu kanitlayin. Re’nin bir
halka oldugunu kanitlayin (e, bu halkanin etkisiz elemanidir.)

f=1—e

olsun. f2 = f esitligini kanitlayin. R = Re+Rf ve Re NRf = {0} esitliklerini kanitlaymn.
Simdi
p:R— Rex Rf

fonksiyonu ¢(r) = (re,rf) olarak tammlansm. ¢’nin birebir ve Orten oldugunu, et-
kisiz elemani etkisiz elemana gotiirdiigiinii ve toplama ve ¢arpmaya saygi duydugunu
kanitlaymn®.

15.32. Z/6Z halkasinin idempotent elemanlarini, yani 2> =  egitligini saglayan elemanlarim
bulun. Aym seyi Z/127Z igin yapin. Bulduklarinizi Z/nZ halkasina genellegtirmeye gali-
gin.

15.33. Z/nZ halkasinin sifirbolenlerinin n’yle ortak béleni olan elemanlarin siniflar: oldugunu
kanitlayin.

15.34. (Z/67)|X] ve (2/8Z)[X] polinom halkalarinin sifirblenlerini bulun.

15.35. Bir R halkasinda, belli bir n dogal sayist i¢in, 2" = 0 esitligini saglayan elemanlara
sifirkuvvetli ya da nilpotent eleman denir. Sifirkuvvetli elemanlar sifirbélendir el-
bet. Sifirkuvvetli elemanlarin toplamlarinin da sifirkuvvetli oldugunu kanitlayin. Z/nZ
halkasinin sifirkuvvetli elemanlarini bulun.

15.36. R ve S birer halka olsun. R x S halkasmin sifirbélen ve sifirkuvvetlilerini bulun.

15.37. (Z/47)|X] polinom halkasinin tersinir elemanlarim bulun. (Cok kolay olmayabilir...)

15.5 Siralh Halkalar ve Cisimler

Gegen boliimlerde Z ve Q halkalarinda toplama ve carpmayla uyumlu bir
siralama tanimlamigtik. Z ve Q halkalarina bu yiizden serale halka denir.
Bir halkanin siralanabilir olmas: demek, o halka tizerinde TO ve CO’yu
saglayan (bkz. agagidaki gema) bir tamsiralamanin olmasi demektir. Bir son-
raki sayfadaki sekildeki listedeki ozelliklerin C4 diginda hepsini saglayan bir

(R7+7 X,S,O, 1)

yapisina swralt halka adi verilir. Eger ayrica C4 de saglaniyorsa, yapiya sirale
cisim denir. Ileride R’yi sirali bir cisim olarak inga edecegiz. Ilging bir siral
halka o6rnegi icin Ek 3’ii bog zamaninizda okuyabilirsiniz.

Hangi halkalarin siralanabilir oldugu ve bir halkanin tstiinde kag¢ farklh
tamsiralamanin oldugu énemli bir sorudur. Z ve Q’'niin iistiinde tek bir tam-
siralama oldugunu oldukga cabuk kanitlayacagiz.

"Bilenler icin bir not: R iki halkanin kartezyen carpimma “izomorftur”: R ~ Re x Rf.
Eger R degismeli degilse, e’yi R'nin merkezinde almak gerekir. Halkanin bu tiir elemanlarina
tekkuvetli ya da idempotent adi verilir.
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(K\ {0}, %, 1) degismeli bir gruptur

Sirah Cizimler

T1.Hera, b,ce Kigin, (a+b) +c=a+ (b + ¢).

T2. K’da 0 diye yazilan oyle bir eleman vardir ki,

hera e Kigin,a + 0 = 0 + a = a esitligi saglanir.

(Bu 6zellik ancak tek bir eleman tarafindan saglanabilir.)
T3.Herae Kicin,a + b = b + a = 0 esitliklerini
saglayan bir b € K vardir. (a verilmisse, bu 6zelligi
saglayan bir tek b vardir ve bu b, —a olarak yazilir.)

C1. Her a, b, c € K igin, (ab)c = a(bc).

C2. K’da 1 diye yazilan 6yle bir eleman vardir ki,
herae Kigin,ax 1 =1 X a = a esitligi saglanir.

(Bu ozelligi saglayan 1’den bagka bir eleman olamaz.)

C4. Her a € K\ {0} icin, ab = ba = 1 esitligini
saglayan bir b € K\ {0} vardir. (a verilmisse, bu 6zelligi
saglayan bir tek b vardir ve bu b, a~! olarak yazilir.)

S1.Hera e K igin, a < a.
S2.Hera,be Kiginya<bveb<aisea=b.
S3.Hera, b,ce Kigin,a<bveb<cisea<c.

TS.Hera, b,ce Kigin,egera<bisea+c<b +c.
CS. Her a, b € K igin, eger 0< a ve 0< b ise 0< ab.

Notlar ve Ornekler
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(K, +, 0) bir gruptur

(K, +, 0) degismeli bir gruptur

(K, +, %, 0, 1) bir halkadir

(K, +, %X, 0, 1) degismeli bir halkadir

(K, +, %, 0, 1) bir cisimdir

(K, <) bir yarisiralamadir

(K, <) bir tamsiralamadir

(K, +, %, <, 0, 1) sirali bir cisimdir

15.38. Teoriye ge¢gmeden Once birkag sirali halka 6rnegi verelim. Her seyden Once sirali bir

15.39.

R halkasinin her althalkasi, R'nin siralamasiyla birlikte sirali bir halkadir. (Ornegin,
Z, Qniin bir althalkasidir. @ de R’nin bir althalkasidir.) Biiyiik halkanin siralamasi,
bedavadan kiigiik halkanin bir siralamasini verir.
Eger R sirali bir halkaysa, R[X] polinom kiimesini gok farkli bicimlerde kolaylikla
siralanabilir; bunun igin R’nin hangi elemanlarinin X ten kii¢iik (ya da biiyiik) olduguna
karar vermek yeterlidir; hatta dilenirse X, R’nin biitlin elemanlarindan daha biiyiik ola-
bilir (sonsuz biiyiik), ya da R’nin her pozitif sayisindan kiigiik olabilir (sonsuz kiigiik).
Bu fikri Boliim BB’de sémiirecegiz.

15.40. Sirali cisim tanimindan C3’i kaldirirsak sesraly halka kavramini elde ederiz.

Sirali bir R halkasinda bir ¢ > 0 elemani alalim. ¢ elemanini kiigiik bir

eleman olarak diiginiin. €, 2¢, 3¢, 4¢, ... elemanlar1 bir zaman sonra biitiin

elemanlar1 agar mi1? Yani her A € R igin, ne > A siralamasim saglayan bir n
dogal sayis1 var mudir? Z, Q ve R halkalarinda bu sorunun yaniti olumludur.
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Ama her halkada bu boyle degildir. Sorunun yanitinin olumlu oldugu halkalara
Arsimet halkast denir.

Onsav 15.8. (R, +, x,<,0,1) swrale bir halka olsun. Her a, b, ¢ € R igin,
i.a<bise —b< —avel<aise—a<0.

ill.a<biseat+c<b+ec.

iii. a < b ve 0 < ¢ 1se ac < be.

iv. =1 <0.

v. 0 < 1.

vi. a2 > 0.

vii. Karelerin toplams negatif olamaz.

viii. —1, karelerin toplams olarak yazilamaz.

ix. ab=0 ise ya a =0 ya da b =0 olur. Yani R bir bolgedir.

x. Karelerin toplaminan 0 etmesi i¢in, karesi alinip toplanan her elemanin O
olmasu gerekir. Yanir? 4 --- 412 =0 ise, her i icin r; = 0 olmal.

xi. a’mn carpimsal tersi a= varsa ve a > 0 ise, a=! > 0’dor.

xii. Sonlu sayrda 1’in toplams pozitiftir ve toplam 0 edemez, dolaysiyla siral
bir halka sonsuz olmak zorundadar.

Kanit: i. ¢ < b siralamasinin her iki tarafina —a eklersek, TO’dan, 0 < b—a
elde ederiz. Simdi bu siralamanm her iki tarafina —b ekleyelim. Ik énerme
kamtland. Ikinci énerme bundan ¢ikar.

ii. Eger a + ¢ > b+ ¢ olsaydi c'leri sadelegtirerek (yani her iki tarafa —c
ekleyerek) a > b elde ederdik.

iii. Eger a < b siralamasinin her iki tarafina —a eklersek, TO’dan, 0 < b —a
elde ederiz. Simdi CO’dan, 0 < ¢(b—a) = cb— ca elde ederiz. Bu elde ettigimiz
0 < ¢b — ca siralamasinin her iki tarafina ca eklersek ca < ¢b elde ederiz, yani
ac < be.

iv. Eger 0 < —1 olsaydi, her iki tarafa da 1 ekleyerek, 1 < 0 elde ederdik.
Ote yandan, 0 < —1 siralamasmin CO’dan dolay1 0 = 0(—=1) < (=1)(=1) =1
siralamasini verir, celigki.

v. Yukarida kanitlanan —1 < 0 siralamasinin her iki tarafina da 1 ekleyelim.
vi. Eger a <0 ise, 0 < —a. Buradan ve CO’dan,

0<(—a)(—a)= a’

cikar. Eger a > 0 ise, dogrudan CO’dan a? > 0 elde ederiz.

vii ve viii maddeleri vi, iv’ten ve TO’dan ¢ikar.

ix. a ve b'nin 0 olmadiklarimi varsayalim. i’e gore, ya a ya da —a pozitiftir. Ve
ayni gey b i¢in de gegerlidir. Dolaysiyla (£a)(%b), yani +ab sayilarindan biri
pozitif olmak zorundadir. Demek ki ab # 0.

x. n, r; # 0 olmak iizere, r? + --- 4+ r2 = 0 esitliginin saglandig1 en kiiciik
pozitif dogal say1 olsun. Her 4 igin r; # 0 olmali. Basit bir hesap yapalim:

2 2 2
741+”'+rn71:_Tn'
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i, vi ve vii’den dolay1, 2 = 0 olmali. ix’dan dolay1 7, = 0. Bu bir celigkidir.
xi. a~! < 0 ise o zaman —a~! > 0 ve iii’ten dolay1,

~1=(-aHa>0

ve bu da iv’le celigir.

xii. Halkada n tane 1’in toplamina (sanki tamsayiymig gibi) n diyelim. ii ve
v sayesinde, tiimevarimla, 0 < n < n + 1 siralamasi kanitlanabilir. Geri kalan
her sey bundan c¢ikar. O

Sonug 15.9. Z ve Q halkalar: tizerine tek bir siralama vardar.

Kanit: Z iizerine tek bir siralama oldugu Onsav IE8.v’ten hemen ¢ikar. Z'nin
siralamasi Q’'niin siralamasini belirlediginden, Q’niin siralamasi da biriciktir.
Nitekim Q tizerine verilmis bir < halka siralamasi, bir onceki sonuctan do-
lay1 Z tizerine bildigimiz siralamay1 verir ve Q'niin her elemanini a ve b > 0
tamsayilar1 i¢in a/b biciminde yazabiliriz. Elbette, a, b, ¢, d € Z ve b, d > 0
icin

a/b<c/d< ad < be

olur. Istedigimizi kanitladik. O

Sonug 15.10. Swraly her halka Z’nin bir kopyasine icerir. Swraly bir cisim ise
Q’niin bir kopyasin icerir.
Kamit: i(0) = 0 = 0 ve n € N\ {0} ise, i(n), R'nin 1 elemannin kendisiyle
n kez toplami olsun. Yani i(n) = ng olsun. Onsav [ER.xii'nin kanitina gore,
n € N icin,

i(n) <i(n+1)

olur.
Eger n € Z \ N ise,
i(n) = —i(—n)
olsun. ¢, Z’den R’ye giden ve toplamaya ve carpmaya saygl duyan birebir bir
fonksiyondur. (Neden?) Sonu¢ Ix@a gore, i, siralamaya da saygr duyar. i(Z),
R’de Z’nin bir kopyasidir.
Ikinci 6nerme birincisinden ¢ikar. O

Bu sonucu saglayan (yani Z’nin bir kopyasini iceren) halkalara karakte-
ristigi 0 olan halkalar denir. Demek ki sirali bir halkanin karakteristigi 0’dir.

Sirali halkalarin en bagat Ozelliklerini kanmitladik. Simdi hangi halkalarin
siralanabilecegi sorusuna egilelim.

Onsav [58.x’a gore, karelerin toplami —1 olabilen halkalar siralanamaz.
Ve Onsav ER.ix’a gore siralanabilen halkalar bolgedirler. Peki, karelerin top-
lam1 —1 olmayan bolgeler siralanabilir mi? Evet ve bunu birazdan (neredeyse)
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kamtlayacagiz. (Bu tiir halkalara bi¢imsel gercel ya da siralanabilir halka
denir.)

Pozitif Koni. R, sirali bir halka olsun. P de R’nin pozitif elemanlarinin kii-
mesi olsun:
P={reR:r>0}

P’ye pozitif koni adi verilir. Pozitif koni siralamay1 tamamiyla belirler, ¢iin-
kii, elbette,
a<bsb—acP

onermesi dogrudur. P’nin cok bariz bigimde su 6zellikleri vardir:

e 0¢ P,

e P toplama ve ¢arpma altinda altinda kapalidir,

e P, 0 disinda tiim elemanlarin karelerini igerir.

Ustelik P, R’nin toplama altinda kapali olan ve 0’1 icermeyen en biiyiik
altkiimelerinden biridir, ¢iinkii eger P’den daha biiyiik bir @ altkiimesi bu g
ozelligi saglasaydi, o zaman (Q’de P’de olmayan bir a elemani olurdu. a # 0
ve hatta a ¢ P oldugundan a < 0 olmahdir. O zaman —a > 0 ve dolayisiyla
—a € PCQveld=—a+a € Q olur, celigki.

Simdi, eger R bir bolgeyse, yukaridaki ii¢ 6zelligi saglayan en biiylik bir P
altkiimesinin olmasinin R’nin siralanacagl anlamina geldigini gosterecegiz.

Teorem 15.11. R, —1’n karelerin toplam: olarak yazilamadigs bir bélge ol-
sun. P, R’nin toplama ve ¢arpma altinda kapal, 0”1 (eleman olarak) igcerme-
yen ama R’nin 0 disindaki tim karelerini iceren bir altkiimesi olsun. Ayrica
P, R’nin bu kosullar: saglayan en buyik altkiimesi olsun. O zaman,

a<bsb—a€ePyadaa=hb
olarak tanimlanan < ikili iliskisi R’yi swralar.

Kanit: O1’in dogru oldugu ¢ok belli. O2’yi kanitlayalim. ¢ < b ve b < a olsun
ama a # b olsun. O zaman, < iligkisinin tanimina gore, b—a ve a—b elemanlar
P’dedir. Demek ki toplamlar: olan 0 da P’dedir. Celigki. O3’iin dogrulugu
P’nin toplama altinda kapali olmasindan c¢ikar: ¢ = b ya da b = ¢ ise, sorun
yok. Aksi taktirde, b — a ve ¢ — b elemanlar1 P’dedir. Bu iki eleman1 toplarsak
c—a elemaninin P’de oldugu, yani a < ¢ oldugu ¢ikar. TO’nun kaniti ¢cok kolay.
CO’ya gelelim: Eger ab = 0 ise sorun yok. Aksi taktirde a ve b elemanlar1 P’de
oldugundan, ab de P’dedir. §imdi son olarak O4’i kanitlayalim. Aslinda, O4,

R=PU{0}U(-P)
diyor. Bunu kanitlamaliyiz. Yani her a € R elemani,

aeP,a=0, —a€P
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kosullarindan birini saglamahidir. Bir a elemaninin bu kosullardan higbirini
saglamadigini varsayalim.
P' = PuU{0}

Q= (P'+ P'a)\ {0} = {po + pra: po, p1 € PU{0}} \ {0}

kiimesini ele alalim. P’ toplama altinda kapali oldugundan @) de toplama
altinda kapalidir. Ayrica, pi’i 0’a egit alarak, P’nin @’niin altkiimesi oldugu
anlagilir. Dahasi, pg = 0 ve p; = 1 = 12 olarak alirsak, P’de olmayan a’nin @
de oldugunu goériiriiz. Demek ki @, P’den daha biiyiik bir kiime.

Q'niin carpma altinda da kapali oldugunu iddia edip kanmithyorum. P’
kiimesinin ¢arpma altinda kapali olduguna dikkatinizi ¢cekerim. )’den herhangi
iki eleman alalim: pg + p1a ve ps + psa. Buradaki tiim p;’ler P’ kiimesindeler.
Simdi,

(po + pra)(pa + p3a) = (pop2 + p1p3a®) + (pops + p1p2)a

carpimina goz atalim. Bir bolgede oldugumuzdan ¢arpim 0 olamaz. Ayrica,
varsayima gore, a®> € P C P’ oldugundan,

pop2 + p1psa®, pops + pip2 € P’

olmali. Demek ki (pg + p1a)(p2 + psa) € Q.
Ama hani P, R’nin teoremde verilen kogullar saglayan en biiyiik altkiime-
siydi? Bir celigki. Teoremimiz kanmitlanmistir. g

Asagidaki sonug, [[Nel] kitabinda gorecegimiz Zorn Onsavi (va da Se¢im
Aksiyomu) kullanilarak kanmitlanabilir. Bilgi olarak sunuyoruz. Kanitin nasil
olabilecegi bir 6nceki teoremden anlagilmasi lazim.

Olgu. Bir bolgenin siralanabilir olmasi icin —17in karelerin toplams olmamast
gerek ve yeter kosuldur. O

Asgagidaki aligtirmalarda sirali bir halkada calisiyoruz.

Alistirmalar

15.41. Her a, b, c ig¢in, a < b ve 0 > c ise ac > bc olacaginmi kanitlayin.

15.42. Eger a > 0 ise, |a|] = a olsun ve eger a < 0 ise, |a| = —a olsun. |a| elemanma a’nin
mutlak degert ad: verilir. Her a ve b igin

lal - [b] = |abl,
la+ 0| < |a| + [b]

ve

la —b] = [|a] — [b]]

onermelerini kanitlayin.
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15.43.

15.44.

15.45.

d(z, y) = |z — y| olsun. Her z, y, z i¢in agagidaki onermeleri kanitlayin:

d(m7 y):0©x:y,
d(z, y) =d(y, ),
d(z, y) <d(z, z) + d(z, x).

a,r € R olsun.
B(a,r)={z € R:d(a,z) <r}

olsun. Bu tiir kiimelere acik top diyelim. Acik toplarin bilegimlerine de agik kiime diye-
lim. R’nin ayrica su 6zelligi olsun: Her 0 < r € R i¢in 0 < = < r siralamalarini saglayan
bir £ € R vardir. Iki acik kiimenin kesigiminin de bir acik kiime oldugunu kamtlaymn.
Acgik kiimelerin bilesimi (bariz bigimde) bir acik kiime oldugundan, bu agik kiimeler R
iizerine bir topoloji tanimlarlar.

opoloji bilenlere] Sirali bir alkasinda, yukaridaki metrikle, R X R’den R’ye giden
Topoloji bilenl Sirali bir R halkasind karidaki ikle, R x R'den R’ id,
(a,b) — a —b ve (a,b) — ab

fonksiyonlarimin siirekli oldugunu kanitlayin. Demek ki R, topolojik bir halkadir. To-
polojik bir halkada topolojinin verdigi yakinsaklik kavrami vardir. Kesirli sayilarda ve
(gelecekte inga edecegimiz) R’de tanimlanan (ve tamimlayacagimiz) yakisaklik kavrama,
aynen topolojik uzaylarda tanimlanan yakinsakliktir. Bir cismin Argimet cismi olmasi
i¢in yeter ve gerek kosul, (1/n), dizisinin limitinin olmasidir (o zaman bu limit zorunlu
olarak 0 olur.) Biitiin bunlar1 kanitlayin.



16. Gergel Sayilar Konusuna
Girmeden Once

16.1 Sayilar1 Yaratmaya Devam Ediyoruz

16.1.1 Yaptiklarimiz ve Yapacaklarimiz

Kitabin ilk kisminda 0, 1, 2, 3 gibi dogal sayilar1 ve bu dogal sayilarin kiimesi
olan N’yi yarattik. Sadece N’yi yaratmakla kalmadik, ayrica N'de toplamay1,
carpmay1 ve siralamay1 tanimladik. Biitiin bunlar1 yapmak igin kiimeler ku-
ramindan yararlandik; daha agikgasi en temel kiimeler kuramim bu sayilar
yaratmak i¢in ozellikle kurduk.

Dogal sayilarin 6nemli bir kusuru bir sayidan bir bagka sayinin her zaman
¢ikarilamamasidir. (")rnegin, dogal sayilarda 3’ten 5’i cikaramazsiniz. Dogal
sayillarin bu zaafim1 gidermek icin, gecen kisimda, N’den hareket ederek ve
cebir maharetiyle Z tamsayilar kiimesini yaratmisgtik. Ayrica Z’de toplama,
¢ikarma ve ¢arpma iglemlerini ve siralamay1 tanimlamigik.

Tamsayilarin da bir kusuru var. Tamsayilarda bélme yapilamaz, 6érnegin
3’ii 5’e bolemeyiz. Tamsayilarin bu zaafini gidermek icin, gene gegen kisimda,
3/5, —2/7 gibi kesirli sayilar1 ve bu sayilarin kiimesi olan Q kiimesini ya-
rattik. Sadece Q kiimesini yaratmakla kalmadik, bu kiime {izerinde toplama,
gikarma, garpma ve bolme iglemlerini ve siralamay1 da tamimladik. (0’a bolmeyi
tanimlayamadik elbet!) Kesirli sayilar1 yaratmak i¢in tamsayilardan yola giktik
ve cebirsel yontemler kullandik.

Ancak kesirli sayilarin da énemli bir kusuru var. Ornegin, 22 = 2 denkle-
minin kesirli sayilarda ¢oziimii yoktur. Bunun kanit1 [SKK]’da bulunabilir®.

'Bu 6nermenin iki az bilinen kanitim verelim. Su kanit1 Roman Kossak’tan 6grendim:
Diyelim a, b € Z icin a® = 2b*. Simdi a ve b sayilarim1 3 tabaninda yazalm. Bu a ve b
sayillarimin 0 olmayan son rakami (yani 0’a esit olmayan en sagdaki rakam) ya 1 ya da 2
olmal. Kareler alindiginda a® ve b* sayilarinin 0 olmayan son rakaminin 1 olur. Demek ki
a?’nin 0 olmayan son rakami 1, te yandan 2b%'ninki 2’dir, dolayisiyla a? sayis1 2b% sayisma
esit olamaz.

Bu kamttan esinlenerek goyle de bir kanit yapilabilir: a® = 2b? esitligini modiilo 3 sayilarda

ele alalim. Kareler modiilo 3 sadece 0 ya da 1 olabilir. a® = 2b? esitliginden de a? ve b*'nin
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Bir sonraki kisimda gergel sayilar yaratacagiz, hepsini birden ve tek bir
hamlede. Bu arada tabii ki gercel sayilar1 yaratirken v/2 de otomatik olarak ya-
ratilmig olacak. Bir sonraki altboliimde, tiim reel sayilar: yaratmadan, sadece
cebirsel yontemler kullanarak ,/2’yi yaratacagiz. +/2’yi yaratmakla kalmaya-
cagiz, \/2’yi iceren bir sistemde toplama, ¢arpma ve hatta bolme yapacagiz.

Asagidaki semada say1 yaratmanin kronolojisini bulacaksiniz.

Sayilarin Yaratilig Siireci

Kumeler kurami (KK)

%)
. KK l o
Ordinaller «———N (dogal sayilar)
KK l Cebir l
Kardinaller Z (tamsayilar)
Cebi \
ebir l Cebir Z[N2]
Q@ (kesirli sayilar) Cebirl
Analiz \
l Cebir Q2]
R (gercel sayilar)
Cebir l
C (karmagik sayilar)
Cebir l

H (kuaternionlar)

Kardinaller diginda asag1 dogru indikce say1 kiimeleri biiyiir.
[AKK] da gorecegimiz her kardinal bir ordinaldir.
Kuaternionlardan daha biiyiik oktonionlar vardir.

16.1.2 Q[/2)’yi Yaratmak

v/2'nin kesirli bir say1 olmamasimin dogurdugu tekil sorunu gidermek o kadar
zor degildir ve bu kisa altbéliimde +/2’yi igeren Q[v/2] sirali halkasini matema-
tiksel olarak yaratarak bu sorunu giderecegiz. Ama sorun sadece /2'nin Q’de
yoklugu degil, kesirli olmayan o kadar ¢ok gercel say1 var ki... Bu sorunu ileri
bir tarihe atip simdilik sadece 1/2’yi var edelim.

Elimizde sadece Q halkasi var. Sadece Q halkasini ve en temel kiimeler
kuramini kullanarak Q[/2] halkasim var edecegiz... Yaratmadan 6nce bu hal-

0 modiilo 3 oldugu anlagilir. Demek ki a ve b sayilar1 3’e boliiniiyor. Tiimevarimla kanit
biter. Bu son kanit 3k + 2 tiiriinden yazilan dogal sayilarin da N’de karekokiiniin olmadigini
kanitlar.
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kanin sonunda nasil bir sey olacagini, sanki 1/2'nin ne oldugunu biliyormusga-
sina, onceden soyleyelim,

Q2] ={a+by2:a,beQ}

olacak. Heniiz yaratmadigimiz R kiimesinin bir altkiimesi olan bu kiime, top-
lama, carpma ve gikarma altinda kapalidir. Hatta eger 0 # a € Q[/2] ise 1/«
sayist da Q[y/2] kiimesindedir. Nitekim, kolayca kontrol edilebilecegi iizere,
eger a ve b’den en az biri 0’dan farkliysa,

a b
(a+bv2) <a2+b2 - a2+b2\/2> =1

olur, yani
1 a

b
- — 2
a+by2 a?+b? a2+bz\/

olur. Bu egitligin ¢ikig noktasi, kanitlamas: kolay olan, her ikisi de 0 olmayan
a, b € Q sayilar igin,

(a+by/2)(a —by/2) = a® — 2V £ 0

Onermeleridir.
/2 sayisimi yaratmaya bagliyoruz.

Ik Yéntem. Bu yontem kitabin 6nceki sayfalarinda tamsayilar: ve kesirli
sayilar1 yaratmak icin kullandigimiz yontemlerin ¢ok benzeri olacak.

Q[v2], Q x Q kiimesine esit olsun... Amacimiz, sezgisel olarak bildigimiz
ama heniiz matematiksel olarak var olmayan a + by/2 sayisim (a, b) ikilisi
olarak gérmek. Ornegin /2 sayis1 (0, 1) elemanina esit olacak. Her a kesirli
sayisin1 da (a, 0) olarak gorecegiz. Simdi Q x Q kiimesi iizerinde toplama ve
carpma iglemlerini tanimlayalim:

(a, b) + (¢, d) = (a+c, b+ d),
(a, b)(c, d) = (ac + 2bd, ad + be).

Bu tanmimlari, lise yillarindan bildigimiz,

(a+b2)+ (c+dy2)=(a+c)+ (b+d)y2,
(a+ by/2)(c+ dy/2) = (ac+ 2bd) + (ad + bc)+/2

esitliklerinden esinlenerek yaptik. Ornegin,

(0, 1)*= (2, 0).
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(“Kare almak” demek bir sayiy1 kendisiyle carpmak demektir elbet.) Bir de su
esitlige bakalim:

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1).

Eger Q x Q kiimesinin (x, 0) tiirtinden yazilan elemanlarimi i(x) olarak kisal-
tirsak, (0, 1) elemanim da /2 olarak yazarsak (1/2’yi yarattik!), yukaridaki

(a, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1)
esitligi,
(a, b) =i(a) +i(b)\/2

halini alir. Daha bitmedi... Bir de i(x) elemanini x olarak kisaltirsak, bu en
son esitlik,
(a, b) = a+by/2

halini alir ve boylece, tiim a, b € Q igin, a + by/2 sayilarini yaratmig oluruz...
Hangi hakla i(z) yerine x yaziyoruz diye sorabilir okur hakli olarak. Ko-
layca goriilecegi iizere, her a, b € Q igin

i(a) +i(b) = i(a+b),
i(a)i(b) = i(ab)

esitlikleri gegerli ve ayrica i(a) = (a,0) kuraliyla verilmis
1:Q—=-0QxQ

fonksiyonu birebir. Biitlin bunlar, a ve b kesirli sayilarini toplayip ¢arpmayla,
yeni yarattigimiz i(a) ve i(b) elemanlarmi toplayip ¢arpmak arasinda pek bir
ayrim olmadigin gosterir. Dolayisiyla Q ile i(Q) kiimelerini “6zdeslestirebili-
riz”. (Bkz. Bolim [33.)

Toplama ve ¢arpma verildiginden, artik Q[,/2] kiimesinde (yani aslinda
Q x Q kiimesinde) ¢ikarma ve bolmeyi de tammlayabiliriz. Bu tanimlar1 okura
birakiyoruz. Ama siralamay: tanmimlayalim:

a+by2 < c+dy?2

onermesi, elbette,
0<(c—a)+(d—0)\/2

onermesi dogruysa dogru olmali. Demek ki

0<z+yy2
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onermesini tanimlamak yeterli. Bunu da goyle tanimlayalim (biraz megakkatli,
biliyorum):

x>0vey >0 iseyada
0<z+y/2¢& x>0,y <0ve2y? <2?yada
xﬁO,yZOvex2§2y2 ise
Bu siralama aslinda (heniiz varhigini bilmedigimiz) R’nin standart siralamasi-
nin Q[/2] althalkasma kisitlamgidir.

Artik Q[y/2] kiimesini, bu kiime iistiindeki dort iglemi ve siralamay1 bili-
yoruz. Bu tamimlarla, ortaokul bilgilerinizle dogru olacagini tahmin ettiginiz
her tiirlii ifadeyi kanitlayabilirsiniz.

Dileyen okur bu tanimla Q[y/2] kiimesinin sirali bir cisim oldugunu kanit-
layabilir.

Tuhaf ama gercek: Q[/2] kiimesini yukarida tanimlanan toplama ve ¢arp-

mayla sirali bir cisim yapan bir bagka siralama daha vardir. Bu yeni siralamada
V2 < 0 olur! Agiklayalim: Q[y/2]’den Q[/2]’ye giden su fonksiyona bakalim:

v : Qlv2] = Qv2]

fonksiyonu her a, b € Q icin,
w(a+by/2) =a — by/2

formiiliiyle tanimlansin. ¢ fonksiyonu bir eglesmedir ve Q[1/2] halkasinin top-
lamasini ve garpmasini ve ¢arpmanin etkisiz elemanini (1’1 yani) etkilemez,
yani, her

a, B € Qy2]
icin,
pla+ B) =pla) + ¢(B),
p(aB) = p(a)e(B),
p(1)=1

olur. Simdi ¢’yi kullanarak Q[,/2] tizerine (gergel sayilardan bulagan) “dogal”
siralamay1 degistirebiliriz: Her o, 8 € Q[/2] igin,

a < e pla) <pla)
olarak tanimlayalim. (Q[/2], +, X, <) yapist da swrali bir cisim olur ve /2 bu
siralamada negatif olur.

v/2’yi Yaratmanin Modern Yoéntemi. Katsayilar1 kesirli say1 olan poli-
nomlardan olugan Q[X] halkasim ele alalim. Yalmz polinomlarda X?’yi her
gordiigiimiizde 2 yazalim, yani X?'nin 2’ye esit oldugunu varsayalim. Mesela,

X3 = X2X =2X
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olur. Benzer sekilde,
3/2+4X +3X2 —(7/2)X3 + X1 =3/24+4X +6 —7X +4=23/2 - 3X

olur. Kolayca anlasilacag: iizere, eger X2'nin 2’ye esit olduguna karar verirsek
(ve bu kararimizin sonuglarina katlanirsak), her “polinom” (polinom degiller
ashinda, polinomlarda X? hicbir sayiya esit olmaz) bir ve bir tek a ve b kesirli
say1 ¢ifti i¢in

a+bX

biciminde yazilir. Bu yeni varliklar: toplayip ¢arpmak kolaydir:
(a+bX)+ (c+dX)=(a+c)+ (b+d)X
ve
(a+bX)(c+dX) = ac+ (ad + be) X + bdX? = (ac + 2bd) + (ad + be) X.

Okurun tahmin etmis olacagi gibi X’e \/2’ye egitmis gibi davraniyoruz. Aslinda
burada X’e —/2’ye esitmis gibi de davraniyoruz®.

X?'nin 2’ye esit oldugu (polinomlar demeye dilim varmiyor), polinomsu
seylerin kiimesi bir halkadir. Bu halka Q[X]/(X?) olarak gosterilir. Bu hal-
kanin Q[y/2] halkasindan (elemanlarimin adlari diginda) higbir fark: yoktur.
Bu tiir halkalara izomorf halkalar denir.

16.1.3 Ya Diger Eksik Sayilar?

v/2'nin kesirli say1 olmama sorununu ve benzer sorunlar1 ¢6zmek i¢in, kesirli
sayilar kiimesi Q’den ¢ok ¢ok daha biiyiik bir kiime olan gergel sayilar kiimesi
R’yi yaratacagiz.

Sorun sadece 2’nin karekokiinii yaratmak olsaydi, R’den ¢ok daha kiiciik
olan

Q2] ={a+by2:a,beQ}

cismi igimizi goriirdii ve R’yi yaratmak yerine, yaratmasi ¢cok daha kolay olan
ve cebirsel yontemlerle yaratilabilen Q[/2] cismini yaratmamiz yeterli olurdu.
Sadece 1/2’yi degil, \/3, \/2++/3, 5'/3 gibi sayilar1, hem de dérdiinii birden
cebirsel yontemlerle yaratmak da oldukca kolaydir.
Hatta m sayisini ve, n herhangi bir tamsayi olmak tizere, 7™ sayilarinin
hepsini de cebirsel yontemlerle kolaylikla yaratabiliriz. n bir kesirli say1 olmak
iizere 7" sayilarinin hepsini birden yaratmak biraz daha fazla ugras gerektirir

2Q[y/2] halkasinda toplama ve garpma iglemleriyle /2 ile —/2 elemanlarini ayirdedeme-
yiz, yani toplama ve carpma islemleriyle ifade edilen her 6zellik biri i¢in dogruysa digeri i¢in
de dogrudur (¢linkii /2’yi —/2’ye gotiiren bir halka otomorfisi vardir).
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ve bu yontem daha az bilinir ama bu da cebirsel yontemlerle miimkiindiir.
(Toplama ve carpma iglemlerini tanimlamak oldukca kolaydir ama bu sayi
cisimlerini siralamak ¢ok daha zordur. Ayrica hemen hemen her zaman bu
say1 cisimleri tizerine birden fazla siralama vardir.)

Demek istedigimiz su: Kesirli sayilarin en biiytik kusuru /2 gibi bir sayinin
olmamas: degildir. Kesirli sayilarin ¢ok daha biiyiik bir kusuru vardir. Eger
v/2'nin olmamasi, komgunun bahgesinden elma calmaksa, Q'niin asil biiytik
sucu banka soymaktir! Gergel sayilar1 yaratarak bu kusuru gidermeye caliga-
cagiz.

Bu biiyiik kusur Oylesine ciddi bir kusurdur ki, telafi etmek igin cebir yet-
mez, analize bagvurmak gerekir.

16.2 /2’ye Yakinsamak isteyen Bir Dizi

v/2'nin kesirli bir say1 olmadigim biliyoruz. /2, kesirli bir say1 degildir ama
kesirli sayilarla /2’ye diledigimiz kadar yaklagabiliriz. Ornegin /2’yle

1,41421356237

kesirli sayis1 arasindaki fark 0,0000000001’den kiigiiktir. Dilersek, 1/2’ye uzak-
l1ig1 en fazla 0,00000000000000000000001 olan kesirli bir say1 bulabiliriz. Bula-
cagiz da.

Bu boliimde, gittikge /2’ye daha fazla yaklagan ve “sonsuzda /2 olmaya
meyilli” olan bir kesirli say1 dizisini ele alacagiz. Hemen bu diziyi tanimlayalim.

(2 )n dizisinin terimlerini ttimevarimla goyle tanimlayalim:

(*) Tn+1 =

Eger uygun bir z( verilmigse, bu tamm sayesinde tiim xy,’leri hesaplayabiliriz.
Ornegin eger xg = 1 ise,

17
=—=141
T3 15 ,41666

buluruz ki, bu, Mezopotamyalilarin, daha iyisini bilmediklerinden, /2 yerine
kullandiklar: degerdir. Pek de fena bir deger degildir aslinda:

17\ 2
—° ) =2,00694444 . . .
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Eger zg = 0 alirsak,
zg=0
r1=2/1=2
x9=4/3 =1,3333333...
x3=10/7 = 1,4285714285714. ..
x4 =24/17=1,4117647058823 . ..
x5 = 58/41 = 1,4146341463414 . ..
xe = 140/99 = 1,4141414141414 . ...

buluruz. Bu dizinin giderek /2’ye daha g¢ok yaklastigini, hi¢bir zaman tam
olarak 1/2’ye esit olmasa da dizinin terimleriyle 1/2’ye istedigimiz kadar yak-
lagabilecegimizi gosterecegiz. ()rneé;in, belli bir agamadan sonra tiim x,’ler
V/2’ye en fazla milyarda 1 uzaklktadirlar; bunun igin n’yi 18 ya da daha
biiyiik se¢gmenin yeterli oldugunu gorecegiz. Segtigimiz ¢ > 0 sayisi ne ka-
dar kiigiik olursa olsun, bir zaman sonra - yani belli gostergegten sonra- tiim
xy’ler \/2’ye en fazla bu ¢ mesafesi kadar uzaklikta olurlar. Matematikte bu
olgu “(zy), dizisi \/2’ye yakinsar” olarak ifade edilir. Ders notlarimin son
kisminda yakinsama kavramina 6zel yer ayiracagiz. Bu boliimi isinma hare-
ketleri olarak telakki edebilirsiniz.

Eger diziyi hesaplamaya xo = —1 ile baglamaya kalkisirsak, bir sonraki
terimi hesaplamak icin xg + 1’e yani 0’a bolmek zorunda oldugumuzdan, di-
ziyi devam ettiremeyiz. Aym sekilde, eger xop = —3/2 ise x; = —1 olur ve
bu sefer de x5’yi hesaplayamayiz. Ama eger zg > 0 ise, tiimevarimla kolayca
goriilecegi tizere, her x,, > 0 olur ve dizinin her terimini hesaplayabiliriz. Bu
dizinin, segilmis her z¢ > 0 (kesirli) sayisi i¢in /2’ye yaklagtigini gosterecegiz.
Daha dogrusu, heniiz /2 diye bir sayiy1 icat etmedigimizden, x,,’lerin kareleri-
nin giderek 2’ye yakinsadigini gosterecegiz. Yakinsamanin ne demek oldugunu
heniiz bilmedigimizden, tam matematiksel olamayacagiz ama gene de okur
gercegi hissedecek diye umuyoruz.

|2 — 22| sayilarma bakalhm. Once,

9 _ Ty + 2 2
Ty, +1
esitliginin farkina varalim. Eger 1 < x,, 6nermesini kanitlayabilirsek, o zaman
(x,, + 1) > 4 olur ve yukaridaki siralamalardan,
2 — 23|
4
cikar ve bdylece 2'yle 2 arasindaki farkin her adimda, bir énceki farkin 4’te

1’inden daha kiiciik olacagi anlagilmig olur. Tabii bu da aradaki farkin n
biiyiidiikge 0’a yaklagacagl anlamina gelir.

:‘2_30721—1—43:”4—4 |2 -2

9 _ g2 — —
‘ $n+1‘ 2 + 2z, +1 (T +1)2

2 — $721+1| <
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Simdi x,,’nin 1’den biiyiik oldugunu kanitlayalim diyecegim ama bu dedi-
gim, eger xg < 1 secilirse, en azindan n = 0 icin dogru olmaz. Ote yandan, eger
xo > —1 ise, 0 zaman g+ 1 > 0 olur ve (*) tanimindan kolayca kamtlanacag:
tizere, n > 1 i¢in tiim x,,’ler 1’den biiyiik olurlar. (Ciinkii paydaki x,, 4+ 2 sayisi
her zaman paydadaki z, + 1’den daha biytiktiir.) Boylece

2
2 2 — a7
2l < B
siralamasi kanitlanmig olur. Demek ki,

-2 _R-2d,l_  _[2-a}
ol (Bt o P

2 — | <
yani
2 — af|
4n

siralamasini buluruz. Ornegin, xy = 1 alirsak,

2 —ap] <

2— a2 < /47

buluruz, ki fena bir agagiyukarilik degil. Buradan, eger bir an igin /2 sayisinin
varhigim bildigimizi varsayarsak,

V2 = 2| < V2 = 2nllV2 + 20| = ]2 - 23] < 1/47,

yani
V2 — x,| < 1/4"

buluruz. Eger n = 2m alacak olursak,
I\V/2 — Tom| < 1/4°™ =1/16™ < 1/10™

buluruz. Ornegin, eger /2’ye kesirli bir sayiyla milyarda 1’den daha az bir
yanligla yaklagmak istiyorsak, xo = 1 ve m = 9 segip x15’i hesaplayabiliriz:

9369319
6625109

Aslinda /2’ye 18’inci terimden ¢ok daha gabuk milyarda 1 kadar yaklagiriz,
yukaridaki siralamalarda oldukca hoyrat davrandik, daha ince bir yaklagim
daha dogru sonuclar verir.

Burada 6nemli olan nokta su: Eger x¢’1 kesirli bir say1 segersek, hesaplana-
bilen her x,, elbette kesirli bir say1 olur. z,, kesirli sayisinin payini ve paydasini
hesaplamanin kolay bir yolu var:

18 =1,414213562 . ..

Pn+1=DPn + 2qn
Gn+1 =DPn + Gn
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olarak tamimlarsak,

In = pn/QTL
formiiliiyle tamimlanan dizi (*) esitligini saglar (aligtirma). Yukarida buldugu-
muz

9369319

6625109
icin pg = qo = 1 aldik ve p,, ve ¢,’leri n = 18’e kadar teker teker hesapladik.

T18

Limit Kavramim Bilenlere Not: Yukaridaki tamimla verilen (z,,), dizisi
eger bir sayiya yakinsiyorsa, bu say1 £4/2 olmak zorundadir. Nitekim, eger
limite = dersek ve (*) tamiminda, x,4; ve x, yerine x koyarsak,
T+ 2
xTr =
z+1

elde ederiz ve buradan da 6nce,
r(z+1)=x+2

ve sadelestirdikten sonra da,
z? =2

gikar. Demek ki x ya /2 ya da —4/2 olabilir.

Aslinda, zp = —/2 disinda, dizinin hesaplanabildigi tiim xo degerleri i¢in
limit ancak /2 olabilir. Bunun pek o kadar kolay oldugunu sanmadigimiz
kanitini okura birakiyoruz. Bir bagka ilging aligtirma da dizinin hesaplanama-
yacagl tim xg degerlerini bulmak. Sonug ¢ok hog cikiyor.

Aligtirmalar
16.1. Ayni seyi /2 yerine /3 igin yapmaya caligin, érnegin |z — /3| < 107° siralamasin
saglayan bir x kesirli sayis1 bulun. Cok var tabii, ama siz birini bulun.

Notlar

16.2. Karekdk i§areti. \/ isaretinin tarihi 1525’¢ uzamr. Bu simgeye benzer bir simge,
kokli sayilar igin Alman matematikgi Christoff Rudolff (1499-1545) tarafindan Coss
adli kitabinda kullanilmigtir.

Coss, Almanca dilinde yayimlanmig ilk cebir kitabidir.

Coss, cosa’dan gelir. Cosa da, “bilinmeyen” anlamina kullanilan “gey”in Latincesidir.
Cebircilere uzunca bir zaman bu ylizden “kosistler” denirdi. Cebire de “kosik sanat”
denmigtir.

16.3. /2'nin Oykiisii. Yunanl filozof Aristo’ya (MO 384-322) gore, /2'nin kesirli olmadigin
ilk kez MO 430 yillarinda Pisagor anlamistir. Pisagor olmasa da, bu bulusun bir fel-
sefe ekolii olan Pisagorcular tarafindan bulundugu kesin. Bu bulus Pisagorcularin fel-
sefesinin ve inancinin temelini yikiyordu. Pisagorculara gbre var olan her seyin temeli
dogal sayilardi ve her sey (6rnegin her uzunluk) dogal sayilar ya da dogal sayilarin
dogal sayilara boliinmesiyle (yani kesirli sayilarla) ifade edilebilirdi. Ama iki kenar1 1
uzunlugunda olan bir dikii¢genin hipoteniisiiniin uzunlugu +/2’ydi ve /2 kesirli bir say1
degildi. Bu ylizden Pisagorcular uzunca bir siire 4/2'nin kesirli olmadigini bir sir olarak
saklamiglardir... diye bir soylenti vardir.
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16.3 Kesirli Sayilar Kiimesinin Kusurlari

Bir onceki altboliimde, kesirli bir say1 olmayan /2’ye ¢ok ¢ok yaklagan bir
kesirli sayilar dizisi bulmustuk. Bu kesirli say1 dizisi, 1/2’ye erigmek i¢in elinden
geleni yapiyordu. Hatta “sonsuzda” /2 olmak i¢in yamp tutusuyordu ama
/2 orada olmadigr i¢in (glinkii /2 kesirli bir say1 degil) sonsuzda bile /2
olamiyordu...

Sadece /2’ye degil, herhangi bir gercel sayiya yakinsamaya caligan bir,
hatta birden cok kesirli say1 dizisi bulabiliriz. Ornegin,

To = 3

1 = 3,1

ro = 3,14

r3 = 3,141
xy = 3,1415
rs = 3,14159

dizisi belli ki 7 sayisina yakinsamak tizere yola ¢ikmigtir ama hicbir zaman w
sayisina esit olamayacaktir, “sonsuzda” bile, ¢iinkii 7 kesirli bir say1 degildir®
ve orada yoktur! Bu dizi siirekli olarak artiyor ve giderek daha fazla w’ye
yaklagiyor ve sonsuzda olmak istedigi yere yeterince yaklaginca, bir de bakiyor
ki o say1 orada yok! Ciinkii diinyas1 Q’den ibaret! Hicran!

3,141 314159
3 3,1
| | L Q
I T TTIRA

3,14\

3,1415 mnin yeri, ama 1 orada yok!

Kesirli sayilarin yukaridaki gibi bir resmini yaparsak, 7’nin olmasi gerektigi
yerde bir delik goriiriz. 1/2'nin yerinde de yeller esiyordur. Kesirli sayilarda
daha bircok delik vardir. Hatta kesirli sayilarda kesirli sayidan ¢ok daha fazla
delik vardir!

Iste kesirli sayilar kiimesinin en ciddi kusuru bu deliklerin varligi ve ¢ok-
lugudur, yaratilmasi icin cebirin yeterli olamayacag1 kadar ¢cokturlar. Notlarin
geri kalan boliimiinde kesirli sayilarin deliklerini doldurarak gergel sayilari elde
edecegiz.

Daha kolay anlagilan bir 6rnek verelim:

1111
a§7§71757
S7'nin kesirli say1 olmadigim kamtlamak +/2'nin kesirli say1 olmadigimi kanitlamaktan
daha zordur.
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dizisi 0’a giderek daha ¢ok yaklagir, yaklagmaktan da 6te, 0’'in burnunun di-
bine girer (ama mesela —1’e de yaklagir ama —1’in burnunun dibine girmez)
ve ileride tanmimlayacagimiz anlamda Q’da 0’a yakinsar. Ama Q yerine 0’1 atip
Q\ {0} kiimesinde ya da (0, 1] arahiginda gahgirsak, bu dizi 0’a yakinsamak
i¢in elinden gelen her geyi yapar ama, 0 orada olmadigindan, Q \ {0} ya da
(0,1] kiimesinde 0’a yakinsayamaz... Burada sorun dizide degildir, dizi bir
sayiya “yakinsamak” icgin elinden geleni yapiyordur, sorun ele alinan kiimede-
dir, kiimede 0’1n olmas1 gereken yerde bir delik vardir.

Kesirli sayilarin bir bagka kusurunu da bulalim. Su kesirli say1 kiimesini

ele alalim: L2345
A= 077777777>77"' .
2°3°'4°5°6

Bu kiimede, n € N i¢in, n/(n + 1) bi¢iminde yazlan kesirli sayilar bulunuyor.
A’nin her sayis1 1’den kiiciikesit elbet; 2’den de kiigiikler. Bu yiizden 1 ve 2’nin
A’nin distswnere olduklar sdylenir. A’nin katrilyonlarca, hatta daha da fazla,
sonsuz tane iistsinirt vardir: 1’den biiyiikesit her say1 A’nin bir tistsiniridir.
Ama 1’in bu istsinirlar arasinda bir ayricaligi vardir: 1, A’nin istsinirlarinin
en kiigiigudiir.

3/4 45 5/6

Bir A say1 kiimesinin tistsinirlariin en kiigtigiine en kti¢tik tistsinar denir ve
bu say1 sup A ya da ekiis A olarak yazilir (biz birinci yazilhimi tercih edecegiz).
Yukaridaki 6rnekte, sup A = 1. Bunun matematiksel kanitin1 okura aligtirma
olarak birakiyoruz.

Simdi, by = 0 olmak tizere,

3b, +4
2b, + 3

bn+1 =

iligkisiyle tanimlanmig (by,), kesirli say1 dizisini ele alalim. Dizinin ilk dort
terimini yazalim:

by =0
by =4/3

by = 24/17
bs = 140/99

Dikkat ettiyseniz (etmediyseniz de kolayca kamitlayabilirsiniz) b,, gegen alt-
boliimde tanimlanan wo,’ye esit. Dolayisiyla (by,), dizisi de (x,), dizisi gibi
(heniiz olmayan!) /2’ye yakisamaya galigir.
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b, = 24/17
0 1 l \/2

A

4
b, =4/3

Ayrica (by,), dizisi siirekli artan bir dizidir. (Ahstirma. Once tiimevarimla
b2 < 2 siralamasini kanitlayin, ardindan, b, < b,y siralamasini.) Simdj,

B = {b05b17b23b37b47 .. }

olsun. B’deki her eleman /2’den kiigiiktiir, dolaysiyla /2, B’nin bir iistsini-
ridir. 4/2’nin B’nin en kiigiik istsmirt oldugu da kolaylikla kanitlanir:

sup B = /2.

Kamtin tek zorlugu /2'nin heniiz var olmayigidir! Bu zorluktan kaginmak
istiyorsanz, gegen boliimde yaptigimiz gibi, (by,), dizisinin karesinin 2’ye ya-
kinsadigimi kanitlayabilirsiniz.

Ama /2 yoksa, B’nin en kii¢iik tistsinirinin /2 oldugunu soyleyebilir mi-
yiz?

En kiiciik tistsimr tammimizda bir sorun var. “Ustsmir” ve “en kiiciik
iistsinir” kavramlart mutlak kavramlar degildir, goreceli kavramlardir. Q’de
tstsinirla (heniiz tanimlamadigimiz) R’de istsimir ayni sey demek degildir.
sup B yazmak yerine kavramin goreceligini gosteren supg B ve supg B yazmak
gerekirdi.

B’nin R’de en kiigiik iistsinir: 1/2’dir. Ama B’nin Q’de en kiigiik tistsinir
yoktur. Yani supg B = /2'dir ama supg B yoktur! Ciinkii /2 kesirli bir say1
degildir.

Ustsiir ve en kiigiik tistsmir tammlarimizi gézden gegirelim:

A C Qves e Qolsun. Eger her a € A igin, a < s siralamasi dogruysa,
s'ye A'nin (Q’de) distsinary denir. Eger s, A'nin bir iistsiniriysa, s’den biiyiik
her ¢t kesirli sayis1 da A’nin bir iistsinmiridir elbette.

A’nin en kiiciik tistsinirt (varsa)

A\_v/ii . 0
77

A’nin iistsinirlar

Ornegin, 1 ve 1’den biiyiik her say1 hem (0,1) hem de [0,1] arahgmnm iists:-
niridir. Ote yandan Z'nin ne Z'de ne de Q’de tistsmir1 vardir. Her kesirli say
bosgkiimenin bir istsiniridir. (Neden?) Ustsiurlarn en kiiciigiine, eger varsa,
olmayabilir ¢iinkii, (Q’de) en kictk tistsinar adi verilir.

Yani s € Q sayisinin A'nin en kiigiik istsinir: olmasi igin, énce A’nin bir
iistsinir: olmasi, sonra bu en kiiciik tistsinirin A’nin her iistsinirindan kiiciikesit
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olmasi gerekir. Eger bir kiimenin en kiictik tistsinir: varsa, bu en kiiciik tistsinir
ancak bir tane olabilir: Nitekim eger s ve t birer en kiiciik listsinirsa, s en kiigiik
iistsinir, ¢ de bir iistsinir oldugundan, s < ¢ olmak zorundadir; ayni1 nedenden
t < s olmak zorunda; demek ki s = ¢ olmak zorundadir. Oet olarak: Bir
kiimenin en kiigiik tistsinir1 varsa biricik olmak zorundadir.

Bir A € Q kiimesinin Q’deki en kiiciik iistsinir1 supg A olarak gosterilir.
Ama dikkat! supg A olmayabilir; oldugunda da A'min bir eleman: olabilir de
olmayabilir de. Ornegin

sup(0,1) =1 ¢ (0,1)
Q
ama
sup(0,1] =1 € (0, 1].
Q

Yukaridaki paragraflarda QQ’leri silip yerine R yazarsaniz, R’de tistsinir ve R’de
en kiiciik tistsinir kavramlarini elde edersiniz. (Tabii R'nin ne demek oldugunu
sezgisel olarak bildiginizi varsayiyoruz burada, matematiksel olarak R heniiz
tanimlanmad.)

Bir altkiimenin en kiiciik tistsinir1 olmasi i¢in, her seyden 6nce altkiimenin
{istsiir1 olmalidir. Ustsimir olmayan bir kiimenin en kiigiik tistsinir1 da olamaz.

Simdi canalic1 soruyu soralim: Ustsimirin olmasi en kiiciik tistsmir olmasi
i¢in yeterli midir? Yamt olumsuz: Mesela bogkiimenin iistsiniri vardir ama en
kiiclik tistsir: yoktur! Peki ayni soru bos olmayan kiimeler igin dogru mu?
Belli ki Q halkasinda bu dogru degil. Yukaridaki B kiimesinin istsinir1 var,
ornegin 2, B’nin bir tistsiniridir, ama B’nin Q halkasinda en kiigiik tistsinir
yok.

Yani Q’de tistten sinirli ama en kiiciik tistsinir1 olmayan altkiimeler vardir.
Bu, Q'nilin biiytik kusurlarindan biridir ve tahmin edilecegi gibi bir 6nceki
biiyiik kusura egdegerdir. Bu iki kusurdan biri diizeltilirse, digeri de kendili-
ginden diizelir.

Ote yandan bos olmayan bir altkiimenin R’de fistsimirmin olmas, en kiiciik
ustsimirinin da olmasi anlamina gelir. Yani R’de tistten sinirh olan ve bogkiime
olmayan her altkiimenin en kiiciik iistsinir1 vardir. Tabii R’yi hentiz tanimla-
madigimizdan bunu su an kamitlayamayiz. R’yi tanimladigimizda ilk igimiz bu
onemli olguyu kanitlamak olacak.

Son olarak, eger A C Q ise, kesirli bir saymin supg A olmasi icin gerek ve
yeter kogullar1 gorelim.

Onsav 16.1. A C Q ve s € Q ise s 'nin A’'mn en kiicik tstsiniry olmasy icin,
1. Hera € A icin, a < s,

2. Her ¢ > 0 kesirli sayst i¢in, s — e < a swalamasine saglayan bir a € A
vardyr

kosullary gerek ve yeter kosullardsr.



16.3. Kesirli Sayilar Kimesinin Kusurlar

229

Kamit: Birinci kogul s’'nin A’nin bir iistsinir1 oldugunu séyliiyor. Ikinci kosul
da s’den kii¢iik higbir sayimin A’'min bir tistsinir: olmadiginm séyliiyor. Demek
ki iki kogul birden s'nin A’nin en kiiciik iistsinir1 oldugunu soyliiyor. g

(K\ {0}, %, 1) degismeli bir gruptur

Sirali Cizimler

T1.Hera, b,ce Kigin, (a+b) +c=a + (b + ¢).

T2. K’da 0 diye yazilan dyle bir eleman vardir ki,

hera e Kigin,a + 0 = 0 + a = a esitligi saglanir.

(Bu 6zellik ancak tek bir eleman tarafindan saglanabilir.)
T3.Hera e Kigin,a + b = b + a = 0 esitliklerini
saglayan bir b € K vardir. (a verilmisse, bu 6zelligi
saglayan bir tek b vardir ve bu b, —a olarak yazilir.)

T4.Hera,be Kicinya+b=>b +a.

C1.Her a, b, c € K igin, (ab)c = a(bc).

C2. K’da 1 diye yazilan 6yle bir eleman vardir ki,
hera e Kigin,ax 1 =1 X a = a esitligi saglanir.

(Bu 6zelligi saglayan 1°den bagka bir eleman olamaz.)

C4. Her a € K\ {0} icin, ab = ba = 1 esitligini
saglayan bir b € K\ {0} vardir. (a verilmigse, bu 6zelligi
saglayan bir tek b vardir ve bu b, a! olarak yazlir.)

S$1. Hera € K igin, a < a.
S2.Hera,be Kicin,a<bveb<aisea=b.
S3.Hera, b,ce Kigcin,a<bveb<cisea<c.

S4.Hera, b e Kigin,yaa<byadab<a.

TS. Her a, b, ce Kigin,egera<bisea +c<b +c.
CS.Hera, b e Kigin, eger 0 <ave 0 < b ise 0 < ab.

(K, +, 0) bir gruptur

(K, +, 0) degismeli bir gruptur

(K, +, %, 0, 1) bir halkadir

(K, +, %, 0, 1) degismeli bir halkadir

(K, +, %, 0, 1) bir cisimdir

(K, <) bir yarisiralamadir

(K, <) bir tamsiralamadir

(K, +, %, <, 0, 1) sirali bir cisimdir

Gergel Sayilar: Belirleyen Ozellikler. Kesirli sayilarin iki 6nemli kusurunu
ortaya koyduk. Kitabin bundan sonrasinda bu iki kusuru diizelterek gercel
sayilar1 yaratacagiz.

Kesirli sayilarin birinci kusuru /2, 7 gibi sayilarin olmamasiydi. Bu say1-

larin yerleri bos, oralarda delikler var... Gene de bu olmayan sayilara kesirli
sayilarla istedigimiz kadar yaklagabiliriz, o olmayan sayiya ulagmak ic¢in can
atan kesirli say1 dizileri bulabiliriz. Bunu gordiik.

Kesirli sayilarin ikinci kusuru ise tistten siirh ve bog olmayan her kesirli

say1 kiimesinin bir en kii¢iik iistsinirinin olmamasiydi. Bazi kesirli say1 kiimele-
rinin en kiigiik tistsinirlar1 vardir, ama hepsinin yoktur. Gegen boliimde bunlara
ornekler gordiik.
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Bu iki kusurdan birini giderirsek, digeri de kendiliginden giderilmig olur.

Birinci kusuru gidermek igin bir yere yakinsamaya can atan diziler kul-
lanilir. Bu tiir dizilere temel diziler adi verilir. Matematiksel tanimlar1 daha
sonraki boltimlerde gorecegiz.

Ikinci kusuru gidermek icin de Dedekind kesitleri denilen kesirli say1
kiimeleri kullanilir.

Iki yontem de birbirine matematiksel anlamda esdegerdir. Bir yontemle
kurulan gergel sayilar kiimesiyle diger yontemle kurulan gercel sayilar kiimesi
arasinda matematiksel olarak hicbir ayrim yoktur. Bunu da daha sonraki bo-
liimlerden birinde kanitlayacagiz.

Dedekind kesitleri yontemi temel dizileri kullanan yoéntemden ¢ok daha sa-
dedir. Ama temel diziler yontemi de ¢ok 6greticidir. Biz temel dizileri kullanan
yontemi sececegiz. Dedekind kesitlerinden bir bagka boliimde s6zedecegiz.

(Q, +, x, <, 0, 1) yapisi sirali bir cisimdir. (R, +, x, <, 0, 1) yapis: da siral
bir cisim olacak, ancak Q'niin yukarida sozettigimiz kusurlari olmayacak. Bu
kusurlari olmayan sirali cisim, “6z itibariyla biriciktir”. Bu da kamtlanacak.



17. Kesirli Say1 Dizileri

17.1 Diziler

Eger X bir kiimeyse, bir X-dizisi, dogal sayilar kiimesi N’den X’e giden bir
fonksiyondur ya da - ayni sey - [ [y X kartezyen ¢arpiminin bir elemanidir. Ama
biz bu kadar bicimsel diigiinmeyip, diziyi her matematik¢i nasil algiliyorsa oyle
algilayacagiz:

Ty L1, L2, L3y « ..

tirtinden dogal sayilarla endislenmis (ya da kodlanmis) bir listeye dizé denir.
xg, 1, T2 elemanlarina dizinin terimler: adi verilir. Terimler belli bir X
kiimesinden secilirler. Belli bir asamada biten dizilere sonlu dizi denir ama
bizim dizilerimiz higbir zaman sonlu olmayacaklar, yani bizim dizilerimizde
her n dogal sayisi icin bir x, terimi verilmis olacak. Ama dikkat, gene de
{zy, : n € N} kiimesi sonlu olabilir. Bir dizinin terimleri kesirli sayiysa, diziye
kesirli sayilar dizisi denir. Bu boliimde sadece kesirli sayilar dizilerinden
sozedecegimizden, “kesirli sayilar” ibaresini kaldirip sadece “dizi” demekle ye-
tinecegiz.
Diziler, xg, x1, z9, ... biciminde gosterildigi gibi daha tikiz bir yazilimla,

(#n)n

olarak da gosterilirler. Ornegin, ( dizisi,

’

1

),
1
3

1
) ’47"'

N

dizisini ifade eder. Aym diziyi,

(%)
N/ neN\{o}

olarak da gosterebilirdik. Hatta anlagilmasi daha kolay olsun diye,

1 1
() e ()
N/ n=123,. N/ 0
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olarak da gosterebiliriz. Kimileyin kendimizi yazinin heyecanina kaptirip yu-
karidaki diziyi
(5)
n n

olarak gosterirsek okur bizi bagislasin lutfen.
Degigik dizi yazilimlar1 matematikte sik sik kullanilir. Ornegin,

(3)
D/ p asal

yazilimi,

dizisi anlamina gelir.
Kolaylik olsun diye bir (z,,), dizisini hemen hemen her zaman x olarak
kisaltacagiz:
x = (Tp)n.
Bunun gibi y = (yn)n ve a = (ay,)y, yazacagiz. Bir z dizisinden sozettigimizde
de, x’in terimlerini x,, olarak yazmaya 0zen gostermeye calisacagiz.
Tiim terimleri esit olan bir diziye sabit dizi ad1 verilir. Boyle bir dizi, bir
a € Q sabiti i¢in (a),, olarak yazlabilir. Bu diziye sabit a dizisi denir. Sabit
a dizisini s(a) olarak gosterecegiz. Demek ki s(a) dizisinin her terimi a’ya esit,
yani her n dogal sayisi igin,
s(a), =a
esitligi gegerlidir. Sabit 0 ve sabit 1 dizileri 6zellikle ve genel olarak sabit diziler
0zel onem arzedecek ileride.
T, (Tn)n dizisinin n’inci terimidir. Ama 1, (1/n), dizisinin sifirme te-
rimidir! (1/p),, a5q) dizisinin tiglincii terimi 1/7’dir; ne 1/3’tiir ne de 1/5...
n, T, teriminin gostergect, belirteci ya da endisidir.
Kesirli sayilar dizilerinden olugsan kiimeye D adini verelim. Demek ki

D =Fonk(N,Q) = [[ @
N

17.2 Dizilerle Islemler
Iki diziyi terim terim toplayabiliriz: & = (2 )n ve ¥ = (Yn)n ise, z + y dizisini,
Tty = ($n+yn)n

olarak tammlayabiliriz. Ornegin,

1 1
() )
"/ nen\{0} P/ p asal
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dizisini toplamak i¢in, bu iki dizinin terimlerini,

ve

olarak sirayla yazip aym sirayla toplariz ve

35 8 11 16
276715728755
dizisini elde ederiz.

Sadece toplama degil, dizilerle ¢ikarma ve carpma da yapabiliriz. Tim
islemler terim terim yapilir. Terim terim bélme yapabilmek icin, bolen dizinin
tiim terimleri 0’dan farkli olmali. Ayrica sabit 0 dizisi s(0), dizileri toplamanin,
sabit 1 dizisi s(1) de dizileri carpmanin etkisiz elemanidir.

Kisacasi dizi toplama ve carpmasi, aynen N’den Q’ya giden fonksiyonlarin
noktasal toplama ve garpmasidir. Bkz. [SKK].

D kiimesi toplama ve garpma iglemleri altinda ve s(0) ve s(1) sabit dizile-
riyle birlikte degismeli bir halkadir. Yani

(D, +, x,5(0),s(1))

yapist degismeli bir halkadir, bir bagka deyisle asagidaki teorem dogrudur.
(Kargilagtirmak icin bkz. Teorem [3.)

Teorem 17.1. (D, +, %, s(0),s(1)) yapusi su ozellikleri saglar: Her a, b, ¢ € D
i¢in asagidaki onermeler dogrudur.

T1. (a+b)+c=a+ (b+c).

T2. a+s(0) =s(0) +a=a.

T3. a+d =d + a = s(0) esitligini saglayan bir a’ € D vardur.
T4.a+b=>b+a.

C1. (ab)e = a(be).

C2. as(l) = s(1)a = a.

C4. ab = ba.

TC1. s(1) # s(0).

TC2. a(b+ ¢) = ab+ ac.

Kamt: Eger a = (ay), ise T3 maddesindeki ' = (—ay,),, olmak zorundadir el-
bette. Bu eleman1 —a olarak gosterecegiz (dogal olarak). s(1) dizisi bu halkanin
(garpma igleminin) etkisiz elemanidir. Bunun ve teoremin diger maddelerinin
kanit1 son derece kolaydir ve okura birakilmigtir. Ornek olarak carpmanin top-
lamaya gore dagildigini, yani her a, b, ¢ € D i¢in,

a(b+c) =ab+ ac
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esitligini kamitlayalim. a = (an)pn, b = (by)n ve ¢ = (¢)n olsun. O zaman,

a(b—l—c) (an)n(( ) (Cn)n) ( ) (b +Cn)n
(@n(bp + cn))n = (anbn + ancn)n 2 (anbn)n + (@ncn)n

(an)n(bn)n + (an)n(cn)n z ab + ac.

o lles [1=

Burada birinci ve yedinci esitliklerde a, b ve ¢ dizilerinin tanimim yazdik. Ikinci
ve besinci esitliklerde dizilerde toplamanm tammum kullandik. Ugiincii ve
altinci esitliklerde dizileri carpmanin tanimini kullandik. Dordiincii esitlikte
kesirli sayilarda carpmanin toplamaya gore dagilimini kanitladik.

Istenen her esitlik, Q’deki benzer esitlige indirgenerek yukaridaki érnekte
oldugu gibi kolaylikla kanitlanabilir. O

Her halkanin oldugu gibi D halkasinin da tersinir elemanlarini tanimlaya-
biliriz: Bir y € D dizisi igin zy = s(1) esitliginin saglandigi D’nin x dizilerine
D’nin tersinir elemanlar: denir. D’nin tersinir elemanlar: kiimesi D* olarak
yazilir. Belli ki eger bir x = (x,,),, dizisi tersinirse, x,, terimlerinin her biri 0’dan
farkli olmalhdir ve bu dizinin tersi (1/x,), dizisidir. Bu durumda tahmin
edilecegi iizere, x = (z,,), dizisinin tersi =! olarak yazihr: 7' = (1/2,),.
Sonug olarak,

={x € D: bir y € D dizisi i¢in 2y = s(1)}
={x € D: hern e N igin z, # 0}.

Dizilerle ilgili bir gseye dikkat etmek gerekir: x ve y dizileri sabit 0 dizisi olma-
salar da carpimlar: sabit 0 dizisi olabilir. Ornegin,

0,1,0,1,0, ... ile 1,0,1,0,1, ...

dizisinin ¢arpimi sabit 0 dizisi s(0)’dur.

17.3 Sinirhh Diziler

Baz diziler tistten sinirhdir. érnegin,
0,-1,—-2,-3,—4,...

dizisi tistten simirhdir, terimleri belli bir sayiy1, 6érnegin 0’1 ya da 1’i asamaz.
Ama bu dizi alttan smrl degildir. Baz1 diziler hem iistten hem de alttan
sinirhdir. Hem alttan hem de iistten sinirli dizilere kisaca sinarly diziler di-
yecegiz. Sabit dizilerin hepsi siirli dizilerdir elbet. Dolayisiyla s(0) ve s(1)
dizileri de smurh dizilerdir. (1/n),-o dizisi de smirhdir. Eger o € [1,2] ise,
Altbolim MBEXde tamimlanan (zy,), dizisinin terimleri de bu araliktadir (gok
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kolay aligtirma), dolayisiyla dizi simirhidir. Bir 2 = (), dizisinin simirli olmasi
icin (|zp|)y dizisinin tstten smirh olmas: yeter ve gerek koguldur.

Sinirh diziler kiimesini B olarak gosterecegiz. B kiimesi toplama, ¢gikarma
ve carpma altinda kapalidir ve bunun kanit1 oldukca kolaydir.

Onsav 17.2. B, D’nin bir althalkasidir, yani toplama, ¢ikarma ve carpma
altinda kapalidir ve s(0) ve s(1) sabit dizileri B dedir.

Kamt: z = (z,), ve y = (x,), iki simirh dizi olsun. a ve b kesirli sayilari
sirastyla {|zy,| : n € N} ve {|y,| : n € N} kiimelerinin birer iistsinir1 olsun,
yani her n € N icin,

|[zn| <avelya| <b

olsun. O zaman, her n € N igin,

|20 + ynl <] + lyn| < a+0,
20 = ynl <@l + lyn| < a+0,
‘xnyn| = ‘anyn’ < ab

siralamalar: gecerlidir. Demek ki x + y, x — y ve xy dizileri simirhdir. O

Bir y € B dizisi igin zy = s(1) esitliginin saglandig1 = € B dizilerine B’nin
tersinir elemanlar: denir ve bu elemanlardan olugan kiime B* olarak yazilir.
Dikkat: B’'nin bir elemaninin tersinir olmasi i¢in bu elemanin D’de tersinir
olmasi1 yetmez, ayrica elemanin tersinin de B’de olmasi gerekir. Yani B’nin bir
x = (zp)n elemaninn tersinir olmasi i¢gin, elbette her z, # 0 olmalidir, ama
bu yeterli degildir, ayrica bir de (1/zy,),, dizisi stirl olmalidir. Ornegin (1/n),,
dizisi hem B halkasinda hem de D* kiimesindedir ama B* kiimesinde degildir,
¢linkii bu dizinin (D* halkasinda) tersi olan (n), dizisi sinirh degildir. Yani

B* C BND*

olur ama egitlik dogru degildir.

2

o(n), D

]

RB*

o(1/n),

(1/xy)n dizisinin smirh olmast igin (z,), dizisinin 0’a belli bir uzaklhikta dur-
masi, ¢ok yaklagsamamas: gerekmektedir. Ornegin,

, 9, =, 0 5, =, 5, =, 95, ...

Ot =
| =

1
747

Lo =
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dizisinin 0’a ¢ok yaklagtig1 anlar olmaktadir. Bu simirh dizi D’de tersinirdir
ama B’de tersinir degildir, ¢iinkii D’deki tersi olan

1
6,—, ...
i 757

dizisi siirh degildir.
B halkasinin tersinir elemanlarini belirlemek giizel bir aligtirmadir. Ya-
palim:

Onsav 17.3. Bir x = (z,,), € B dizisinin B’de tersinir olmas igin,
“oyle bir pozitif § kesirli sayist vardwr ki, her n igin |x,| > §”
kosulu yeter ve gerektir.

Kanit: Dizi B*'daysa, (1/z)y dizisi simirhidir. Demek ki bir B > 0 sayist igin
ve her n i¢in |1/z,| < B kosulu saglanir ve |z,| > 1/B olur. Diger yandan:
|zn| > § > 0 ise, her n i¢in x,, # 0 olur ve 1/x, diye bir kesirli say1 vardir.
Koguldan dolay1

1 1 1
| = — S —
T |zn| — 0
olur. Demek ki (1/zy,), dizisi smurl. O

Bu 6nsavdaki kogulu saglayan dizilere 0’dan uzak duran diziler diyelim.
Yani B’nin tersinir elemanlari, B’nin 0’dan uzak duran elemanlaridir.

17.4 Zamanla Sabitlegsen Diziler

Sabit diziler toplama, ¢ikarma ve ¢arpma altinda kapalidirlar elbet: Iki sabit
dizinin toplami, farki ve carpimi da sabit dizidir, ayrica carpmanin etkisiz
eleman olan sabit 1 dizisi s(1) de sabit bir dizidir, matematiksel soylemle
sabit diziler kiimesi D halkasinin bir “althalkasi”dir, hatta sabit diziler halkas:
Q’ya ¢ok ¢ok benzeyen bir halkadir, hem kiime olarak hem de iglemleriyle.
Ornegin sabit a dizisiyle sabit b dizisinin toplami sabit a + b dizisidir, yani

s(a) + s(b) = s(a+b)

olur. Benzer esitlikler ¢cikarma ve carpma icin de gecerlidir. Buna matematikte,
Q halkasiyla sabit diziler halkasi esyapisal halkalardir denir. Eger sabit
diziler halkasini S olarak gosterirsek,

s:Q—S8

fonksiyonu iki halka arasinda bir “egyapi eslemesi” ya da “izomorfi”dir, yani
toplamaya ve carpmaya saygi duyan bir eglemedir ve birinin etkisiz elemanini
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digerinin etkisiz elemanima gotiiriir. (Bu fonksiyon bir a sayisini sabit a dizisi
olan s(a)’ya gonderir ve bu iki halka arasindaki yegéne egyap: eslemesidir.
Neden?)

Bir de zamanla sabitlesen diziler vardir. Bu diziler ilk trilyon terimde
sabit olmayabilirler ama bir zaman sonra sabitlesip tiim terimleri birbirine esit
olurlar. Yani bir (x,), dizisinin zamanla sabitlegen dizi olmasi i¢in, dyle bir N
olmali ki, her n, m > N icin, x,, = x,, olmalidir.

Her sabit dizi zamanla sabitlegen dizidir elbette. Zamanla sabitlegen diziler
de toplama, ¢ikarma ve carpma altinda kapalidir. Bunu okura alistirma olarak
birakiyoruz.

Alistirmalar

17.1. 2 = (Tn)n ve Yy = (Yn)n iki dizi olsun. Eger belli N, M € N ve her k£ € N igin,

TN+k = YM+k
oluyorsa, 0 zaman z ve y’nin ortak kuyruklar: olduklarim sdyleyelim. Ornegin,

11 111
=, =, =, ... dizisiyl N
73747 ? d1Z181ye77574?5767

dizisinin ortak kuyruklar: vardir (6rnegin 1/4, 1/5, 1/6, 1/7, 1/8, ... kuyrugu).

3,

N =
ot =

T =y < x ve y'nin ortak kuyruklar: var.
Bunun bir denklik iligkisi oldugu bariz olmali. [z], z dizisinin denklik simfin1 simgelesin.
[#] £ [y] = [z £ y] ve [z][y] = [zy]
formiillerinin D/ = kiimesi tizerine +, — ve X iglemlerini tanimladigin kanitlayimn, yani,
ornegin, [z] = [2] ve [y] = [y] ise, [z £ y] = [2’ £ ¢] esitligini kamtlaym. Ayrica

[s(1)] carpmanin etkisiz elemanidir. Yani D/ = kiimesi tanimlanan toplama ve ¢arpma
islemleriyle bir halkadir.

17.2. {z, : n € N} kiimesinin sonlu oldugu (z), dizilerinden olusan kiimenin B’nin bir
althalkasi oldugunu kanitlayin.

17.5 Yakinsak Diziler

17.5.1 Yakinsakhk

Gegmiste (n/(n+ 1)), dizisinin 1’e yakisadigin fisildadik ama kanitlamadik.
Kanitlayamazdik da, ¢iinkii yakinsamak kavramini heniiz tamimlamamistik.
Bu boliimde matematikte ¢ok 6nemli olan yakinsamak kavramini son derece
dikkatli tanimlayacagiz, en azindan kesirli sayilardaki yakinsaklik kavramini.

Bir dizinin bir sayiya yakinsamasi demek, dizinin terimlerinin belli bir gos-
tergecten, yani bir zaman sonra, yani belli bir terimden sonra o sayiya ¢ok
¢ok ama ¢ok c¢ok yakin olmasi demektir. Dizinin terimleri higbir zaman o
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sayiya esit olmayabilir, ama o sayiya dizinin terimleriyle diledigimiz kadar
yaklagabilmeliyiz ve bu yakinlik belli bir gosterge¢ten sonra hep, yani belli bir
sayidan biiyiik her gostergeg icin gegerli olmali...

Notlar ve Ornekler

17.3.

(n/(n + 1)), dizisinin 1’e yakinsamasi gerektigini ok biiyiik bir n sayis1 alarak tahmin
edebiliriz. Ornegin, n = 999 alirsak,

= 0,999
n+1
buluruz; n = 99.999 alirsak,
"~ 0,99999
n+1

buluruz; n bityiidiikge dizinin terimleri daha ¢ok 1’e yaklagirlar. Aslinda bu dizinin terim-
leri 2’ye de yaklagiyorlar, ama 1’e yaklagmaktan da 6te, 1’e yaslaniyorlar, sokuluyorlar,
neredeyse 1’in icine girecekler.

Matematiksel tanimi daha sonraya birakarak, sanki tanim biliyormus gibi (n/(n+1))»
dizisinin 1’e yakinsadigini gosterelim.

Herhangi bir pozitif kesirli say1 alalim. ¢ (epsilon) diyelim bu sayiya. ¢’u ¢ok kiigiik bir
say1 olarak diigliniin. Zaten matematikte e, genellikle, cok ¢ok kiiciik ama gene de pozitif
bir say1 anlamina gelir; aynen z’in bilinmeyen, n’'nin tamsayi, p'nin asal say1 anlamina
kullanildig: gibi.

Evet... Cok ¢ok kiigiik bir € pozitif kesirli sayisi1 verilmis. Oyle bir N dogal sayis1 bulacagiz
ki, eger n > N ise, o zaman dizinin n/(n + 1) teriminin 1’e olan uzaklhg en fazla bu e
kadar olacak, yani her n > N dogal sayis: icin,

:l_l—l‘<5
n
ya da

n

T €e(l—gl+¢)

olacak. (Iki kogul birbirine denktir elbette.)
5 56
/ S

l+e

"A/-Jk
»—\ uv\ -Jk

O

12 2/3

Demek ki rasgele bir € > 0 kesirli sayis1 verilmig ve biz yukaridaki kogulu saglayan bir
N dogal sayis1 ariyoruz.

n
n+1
kosulunun dogru olmasi i¢in n’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bulmaya calisaca-
g1z.

Ornegin & = 0,01 ise ve n'yi 3 alirsak yukaridaki siralama saglanmaz. n’yi 4, 5, 6 alirsak
da saglanmaz. n = 99’da tam esgitlik bulunur. Ama n > 99 ise siralama saglanir.

Eger |n/(n+ 1) — 1| < € siralamasinin sol tarafinda paydalar esitleyip sadelestirirsek,
kosul,

—1li<e

-1
n+1

<

haline ya da
1<e(n+1).
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héline gelir. Simdi N’yi,

1<eN.
siralamasini saglayan herhangi bir N dogal sayis1 olarak secelim. Q, Argimet 6zelligini
sagladigindan (Teorem IZT) 1 < eN siralamasini saglayan bir N dogal sayisi vardir.

N’yi bulduk. Son bir kez kontrol edelim: Eger n > N ise, o zaman
n 1 1

—1]| = <= <e
n+1 n+1 - N <e

Demek ki bu N gergekten istedigimizi veriyor.

Simdi bir dizinin bir sayiya yakinsamasinin ne demek oldugunu matema-
tiksel olarak tanimlayalim.

Tanim 17.4. (xy,), bir kesirli say dizisi olsun. a € Q olsun. Eger her pozitif
€ kesirli sayist i¢in,

(%) n>N=|z,—a|<e

onermesini saglayan bir N dogal sayist varsa, o zaman, (), dizisi (n sonsuza
giderken) a’ya yakwnsar ya da a, (), dizisinin limitidir denir. Limiti olan
dizilere yakwnsak dizi denir. Yakinsak olmayan dizilere de wraksak denir.

Ashinda z,, ve a, kesirli sayilar olduklarindan sadece “yakinsar” yerine “ke-
sirli sayilarda yakinsar” dememiz gerekirdi, ama bu sayimizda hep bu kavrami
kullanacagimizdan bu nitelemeye ihtiyacimiz olmayacak.

Tamima gore, (), dizisinin a’ya yakinsamasi igin, her € > 0 kesirli sayisi
i¢in 6yle bir N bulmaliyiz ki, her n > N dogal sayisi igin

|z, —al <€

6nermesi dogru olsun. Bir baska deyisle, (zy,), dizisinin a’ya yakimsamasi igin,
her € > 0 i¢in,

{n:|z, —al >e}
kiimesi sonlu olmali (ki bir zaman sonra hep |z, — a| < € olsun).

ilk terimlerin nerede olduklar1 hi¢ 6nemli degil

oo f *~—o
Xo X XN+1 XN+2 XN+3 X3 Xy

™

ama belli bir N gostergecinden sonra
(ya da belli bir zamandan sonra),
terimler a’nin en fazla € uzakhiginda olmalilar.

|z, — a| < & Onermesiyle z,, € (a — €,a + ¢) kogulunun ayn1 anlama geldigini
okura animsatirim.

Orneklere gecmeden 6nce bu 6nemli tanim iizerine biraz kafa yoralim. Bu
tanimi 6ziimsemek ¢ok 6nemlidir. Okur, tanimin, sezgileriyle algiladig1 “yakin-
sama”’nin anlamini matematiksel olarak anladigina ikna olmalidir, dolayisiyla
asagida yazilanlari laf ebeligi olarak nitelemeyip dikkatle okumalidir.
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17.5.2 Tanimin Tartigmasi

Eger belli bir g9 > 0 i¢in () 6nermesini dogrulayan bir N sayis1 bulmugsak,
bu g¢’dan biiyiik €’lar igin de (%) onermesi aynm1 N ile dogrudur. Ornegin,
go = 0,001 igin N = 10.000 yetiyorsa, €p’dan daha biiyiik olan ¢ = 0,003
icin de N = 10.000 yeter. Dolayisiyla marifet () 6nermesini kiigiik ¢’lar igin
dogrulamaktir.

. S L

= LR T/ e
Xo X1 s AN+l *N#2FNs3 gte X3 Xy

Eger €, igin N yetiyorsa, €,’dan biiyiik bir € igin de N yeter.

Yani buradaki £ ¢ok ¢ok kiigiikk (ama gene de pozitif) bir kesirli say1 olarak
algilanmalidir.

Tamimdaki N sayisi, €’a gore degisir: ¢ kiigiildiitkce N’yi daha biiyiik almak
zorunda kalabiliriz. Yani € ne kadar kiiglikse, z,, terimlerinin (a — ¢,a + ¢)
aralifima diismesi zorlagir ve gecikebilir. Ornegin, g9 = 0,001 icin N = 10.000
yetiyorsa, €1 = 0,00001 icin artik N = 10.000 yetmeyebilir, N’yi daha biiyiik,
ornegin 100.000 almak gerekebilir.

N’nin €’a bagimh oldugunu gorsel olarak gdstermek igin, kimileyin IV ye-
rine N; yazilir.

Eger bir € i¢in, (*) onermesini saglayan bir N. dogal sayis1 bulunmussa,
tabii ki bu N. sayisindan biiyiik N’ler de (*) 6nermesini saglarlar.

Bir dizinin yakinsak olmasi dizinin ilk terimlerinden bagimsiz bir 6zelliktir,
ornegin ilk 1 milyar terimin kac oldugu dizinin yakinsakligini zerre kadar ilgi-
lendirmez. Dizinin yakinsakligi, dizinin sadece kuyruguyla ilgili bir 6zelliktir.

Dikkat: Bir dizinin a’ya yakinsamasi i¢in, amag, verilmig her € > 0 icin
(*) 6nermesini saglayan en kii¢iik N dogal sayisin1 bulmak degildir. Boyle bir
en kiiciik NV dogal sayis1 vardir elbette ama cogunlukla bulmasi ya da ifade
etmesi ¢ok zordur. Amag sadece (*) 6nermesini saglayan bir N’nin oldugunu
bulmaktir. Bu onemli. Bir dizinin bir sayiya yakinsadigini kanitlamak iste
bu yiizden zordur. € verildiginde, (*) 6nermesini dogrulayan tek bir N dogal
sayist olsaydi (riiyada meselal!), eminim kanitlar ¢ok daha kolay olurdu. Ama
maalesef N’yi secmekte bayagi bir ézgiirliigiimiiz var. Iste bu dzgiirlitktiir cogu
zaman matematigi zorlagtiran, yaraticilik gerektiren ve heyecanh kilan.

Onemli bir nokta daha: Tamimda n > N yerine n > N ve |z, —a| < &
yerine |z, — a| < € veya |z, — a| < /2 de yazabilirdik, kavram degismezdi.
Bu, belki kiiciik bir ayrintidir, ama okurun neden boyle oldugunu anlamasinda
cok yarar vardir. Gerekirse saatlerini versin bu ince noktaya, deger ¢linkii.

Bircok yakinsama Ornegi verecegiz birazdan. Ama simdi bir yakinsama
kanitinin nasil yapilacagini gorelim.

Diyelim (), kesirli say1 dizisinin a kesirli sayisina yakinsadigini goster-
mek istiyorsunuz. Demek ki her € > 0 kesirli sayis1 icin bir gey kanitlamaniz
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gerekiyor. O zaman hemen rastgele bir £ > 0 kesirli sayisi segin. Yani kanitiniz,
€ > 0 herhangi bir kesirli sayr olsun
ciimlesiyle baglamalidir. Simdi, her n > N dogal sayisi icin,
|xn —al <€

kogulunun saglandigi bir N dogal sayisi bulmaya c¢alisacaksimiz. N’yi kafadan
atarak hemen bulmaya caligmayin, genellikle bagaramazsiniz.

|z, —al <e

kogulunun dogru olmasi i¢in n'nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bulmak
i¢in |z, — al ifadesiyle oynamalisiniz. Orneklerle her sey daha acik olacak.

17.5.3 Limitin Biricikligi
Eger bir (x,), dizisi a’ya yakinsiyorsa, o zaman

lim z, =a
n—oo

yazilir. Ince bir ayrinti: Buradaki oo simgesinin tek bagina anlami yoktur.
Burada anlami olan ve bir anlam verilen,

lim z, = a

n—oo
ifadesinin tiimi birdendir ve bu, “n sonsuza giderken x,’nin limiti vardir ve
bu limit a¢’dir” ya da “n sonsuza giderken x,, dizisi a’ya gider” diye okunur.
Bir de “lim,,—o x;,” ifadesine bir anlam verdik, bu “(z;,), dizisinin limiti”
anlamina gelir. Ancak lim,,_,, x,, ifadesini goniil rahatligiyla kullanabilmemiz
icin bir dizinin en fazla bir sayiya yakinsadigini kanitlamamiz gerekmektedir:

Onsav 17.5. Bir dizi en fazla bir saypya yakinsayabilir.

Kanit: Hem a hem de b kesirli sayilarina yakinsayan bir (z,,), dizisi ele alalim.
a = b egitligini kamtlayacagiz. Bunun igin, eger a # b ise, () dizisinin
terimlerinin hem a’ya hem de b’ye ayni zamanda ¢ok ¢ok yakin olamayacagini
kullanacagiz elbette.

Agagidaki resimden izleyelim. a # b egitsizligini varsayalim.

|a — b
2
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n> N, i¢in x ’ler bu aralikta

j\ ‘n/><:[2 i¢in x,ler bu aralikta
(Y .\

v AT

-€ a T b b+e

a+e=b-¢

a

Ve can alicr soru: # > max{N,, N,} i¢in x, nerede?

olsun. (x,), dizisi a’ya yakinsadigindan, 6yle bir Ny vardir ki, her n > N;
dogal sayisi icin,

|zy, —a| <e
siralamasi dogrudur. Aym nedenden, Oyle bir No vardir ki, her n > Ny dogal
sayi1s1 icin,

|zy, — b <€
siralamasi dogrudur. Simdi n hem Nj’den hem de No’den biiyiik herhangi bir

dogal sayis1 olsun, mesela N1 + Ny + 1 olsun, ya da max{Ni, No} + 1 olsun.
Su hesabi yapalim:

la—bl=|(a—zn) + (zn = b)| < [a — zp| + [z, — D]
=la—xp|+|b—zp| <e+e=2c=]a—b|,
yani |a — b| < |a — b|. Bu da bariz bir celigkidir, bir say1 kendinden kiigiik
olamaz! O
Yukaridaki 6nsavin izniyle, eger bir (), dizisi a’ya yakinsiyorsa, o zaman

a’ya (xy)y dizisinin limiti ad1 verilir ve daha 6nce dedigimiz gibi bu,

lim z, = a
n—oo

olarak gosterilir.

Onsav 17.6. Sabit a dizisi a’ya yakinsar. Daha genel olarak, zamanla sa-
bitlesen bir dizi zamanla sabitlestigi sayya yakinsar.

Kamit: (z,), dizisi zamanla sabitlesen bir dizi olsun. Yani belli bir goster-
gecten sonra, diyelim M gostergecinden sonra hep a olsun: Eger n > M ise
Tn = a. Bu dizinin a’ya yakinsadigini gosterecegiz. Rastgele bir € > 0 kesirli
sayist secelim. Jimdi, her n > N dogal sayis i¢gin,

|z, —al <€

siralamasinin saglandigi bir N dogal sayis1 bulmaya ¢alisacagiz. Ama N’yi M
almak yeterli. Nitekim, eger n > M olursa,

|zp, —a|=]a—a|=0<c¢
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olur. O

Argimet Ozelligi,
lim 1/n=0
n—oo
esitliginin kanitinin 6ziinii olugturur. Nitekim, eger € > 0 rasgele bir kesirli
saylysa, N dogal sayis1 1 < Ne kosulunu saglayacak bicimde secilsin. Simdi,
her n > N gostergeci igin,
1/n<1/N <e

olur.
Neredeyse ayni kanit lim,, o, 1/n2 = 0 esitligini de kanitlar: Verilmig bir
€ > 0 igin, aynen yukaridaki N’yi secelim:

1/n*<1/n<1/N<e
olur. Benzer gekilde lim,,_,o, 1/2n = 0 esitligi de kanitlanir.

Notlar ve Ornekler

17.4. Biraz daha zor bir limit aligtirmasi olarak,

. n—3
nh—>Hgon2—|—n—5 =0

esitligini gosterelim. Esitligin dogrulugunu kanitlamadan once, esitligin neden olmasi
gerektigini anlayahm. Pay, n — 3’e esit. Ama n ¢ok biiyiik oldugunda, sondaki —3’iin
esamesi bile okunmaz. Bir trilyonerin servetinden 3 lira eksilse ne gikar ki!.. Bu ylizden
n — 3 yerine n yazabiliriz. Paydaya bakalim simdi. Payda, n? +n — 5’e esit. Ama n ¢ok
biiyiik oldugunda, n?, n’den o kadar biiyiiktiir ki, n — 5 onun yaninda ¢ok kiiciik kalr.
Dolayisiyla, n ¢ok biiyiik oldugunda n? +n — 5 yerine n? alabiliriz. Boylece paya n,
paydaya n? yazarsak,

n-3 _n 1

n2+n—-5 n2 n
elde ederiz. Bir Excel tablosu yaparak bu iki sayinin birbirine ne kadar yakin olduklarini
gorebilirsiniz.

17.5. Yukarida yaptigimiz tam bir matematiksel kanit degil. Simdilik en azindan. Ama daha
sonra bu akil yiirtitmeyi matematiksel bir kanit haline doniistiirecegiz. Limitin 0 oldu-
gunu goyle de tahmin edebilirdik.

n—3
n2+n-—>5

ifadesinin her terimini n?’ye bélelim.

n—-3  1/n-3/n°
n24+n—-5 1+1/n—5/n2

elde ederiz. n ¢ok biiyiik oldugunda, sag taraftaki 3/n?, 1/n ve 5/n” terimleri o kadar
kiiglik sayilardir ki (bunu biraz 6nce kanitlamigtik), bu sayilar yerine 0 yazarsak fazla
hata yapmamig oluruz! Boylece,

n—-3  1/n=3/* _ 0-0

= ~ =0
n24+n—-5 1+1/n—-5/n2 140-0




244 17. Kesirli Sayi Dizileri

elde ederiz.
Bu da simdilik pek matematiksel degil. (Ileride olacak ama.)
n—3

esitligini tamma bagvurarak kamtlayalm: Her zamanki gibi pozitif bir € > 0 saysi
secerek bagliyoruz. Oyle bir N bulacagiz ki, her n > N icin,

_n=3 _
n2+n->5

O’<;—:

olacak. Yani yukaridaki onermenin dogru olmasi i¢in n’nin ne kadar biiyliik olmasi
gerektigini bulacagiz. Soldaki ifadeyle oynayacagiz. Soldaki ifadeyi biiylitecegiz ama
bunu yaparken, n’yi biiyiiterek elde edecegimiz yeni ifadeyi diledigimiz kadar kiigiiltebi-
lecegimize emin olacagiz. (Bu son ciimle 6nemli!) Hesaplara basliyoruz. Once n’yi 3’'ten
biiyiik alirsak hem pay hem de payda pozitif olur ve mutlak deger isaretinden kurtuluruz:

n—3 ol n—3
n2+n->5 T n24n-5

Eger paydaki n — 3 yerine n yazarsak daha biiyiik bir ifade buluruz elbet:

n—3 < n
n2+n—-5 n2+n-5

Simdi sagdaki ifadenin €’dan kiiclik olmas: i¢in n’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini
bulacagiz. Sagdaki ifadeyi biiylitmeye devam ediyoruz, ama ¢ok az biiyiitecegiz.
Eger n’yi 5’ten biiyiik alirsak, paydadaki n — 5 pozitif olur ve o n — 51 silersek payda

kiigiileceginden ifade biiytir:
n n

n2+n-—>5 <nz
En sagdaki ifade 1/n’ye esit. Demek ki n’yi, 1/n sayis1 ¢’dan kiigiikk olacak bicimde
secmek yeterli. Bunun da Arsimet Ozelligi sayesinde miimkiin oldugunu biliyoruz (Te-
orem [ZT). Simdi dort satirlik kanitimizi yazabiliriz:
€ > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. N > 5 sayis1 1 < Ne kogulunu saglasin. Simdi, her
n > N igin,

n-3 - <n_ 1.1,
n24+n—-5 n2+n—-5 n2 n N '
Kanitimiz tamamlanmistir. O

Alistirmalar
17.6. x, = (—1)" formiiliiyle tamimlanan (x,)n dizisinin limitinin olamayacagim kanitlayin.
17.7. Eger bir dizi yakinsaksa, bu diziyle ayni kuyruga (bkz. Altbolim CZA Aligtirmalar)
sahip dizilerin de yakinsak oldugunu ve limitlerinin hep ayni oldugunu kanitlayin.
17.8. limy,—oo(—1)"/n = 0 esitligini kanitlayin.
17.9. lim,bﬁw(%)" = 0 egitligini kanitlayn.
17.10. bp =1 ve
b _ 3bp +4
" 20, + 3
formiiliiyle tanimlanmisg (bn). dizisinin karesinin 2’ye yakinsadigini kanitlayn. (Bkz.
Altbolim IE3.)
17.11. limp oo AnZ2n-3 _ % esitligini tanima bagvurarak kanitlayin.

3n242n—52
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17.6 Yakinsak Dizilerle Dort Islem ve Siralama

Yakinsak diziler kiimesini ) ile gosterelim. Bu béliimde ) kiimesinde top-
lama, ¢ikarma, garpma ve kimi zaman da bolme iglemlerini yapabilecegimizi
gosterecegiz. Once toplamadan baglayalim. Dizilerimiz hep kesirli say1 dizileri
olacak.

17.6.1 Yakinsak Diziler ve Toplama

Ik teoremimiz, limit alma isleminin dizileri toplama islemine dagildigin soyle-
yecek: limy, o0 (Ty, + ypn) = limy, 00 2y + liMy 00 Yn-

Teorem 17.7. Y kiimesi toplama altinda kapalidir, yani iki yakinsak dizinin
toplama da yakinsaktir. Dahasi, eger (zy)n ve (Yn)n dizileri siraswyla a ve b
saylarina yakinswyorsa, (Tn + yn)n dizisi a + b saysina yakinsar, yani,

lim (z, +y,) = lim z, + lim y,

olur.

Kanit: Once kanitin felsefesinden sozedelim, bu onemli. Yani tam matema-
tiksel kamit yapmadan kamitin anafikrini anlatmaya calisalim.

Kanitin uzunluguna aldanmasin okur, kanit kisaciktir. Ama uzun uzun
anlatiyoruz...

Varsayima gore (x,), dizisini a’ya diledigimiz kadar yaklagtirabiliyoruz.
Gene varsayima gore, (yy, )y dizisini b’ye diledigimiz kadar yaklagtirabiliyoruz.
Dolaysiyla (z,, + yn)n dizisini a + b’ye diledigimiz kadar yaklagtirabilmemiz
gerekir...

a b a+b
——HHeH+—HHeHH H-ie >
xn yn x?l yﬂ

Bir daha deneyelim: Varsayima gore, yeterince biiyiik n’ler icin, z,, terimi a’ya
cok yakin olabiliyor. Gene varsayima gore, yeterince biiyiik n’ler i¢in, y, terimi
b’ye ¢ok yakin olabiliyor. Dolayisiyla, yeterince biiytik n’ler igin, z, +y, terimi
a + b’ye cok yakin olabilmeli...

Yukarida soylenenlerin okuru aydinlattigini umarak matematiksel kanita
gecelim. Kanitimiz her zamanki gibi baglayacak: € > 0, herhangi bir kesirli
say1 olsun...

(24 Yn)n dizisinin a+b sayisina yakinsadigini gostermek istedigimize gore,
Oyle bir N sayis1 bulmaliyiz ki, her n > N igin,

|(Zn +yn) — (a+b)| <€
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olsun. Eger n’yi yeterince biiyiik segersek, |z, — a| ve |y, — b| sayilarim istedi-
gimiz kadar kiiciiltebilecegimizi biliyoruz. Dolayisiyla, kanitlamak istedigimiz
yukaridaki 6nermeye bir bicimde

|20 — al ve |yn — |

sayilarini sokusturmaliyiz, bu sayilar devreye girmeli ki varsayimlar: kullana-
bilelim.
Tekrar:

|(zp, +yn) — (a+b)| <€

onermesinin saglanmasi i¢in n’nin ne kadar biiylik secilmesi gerektigini bu-
lacagiz. Her zaman oldugu gibi sol taraftaki ifadeyle oynayacagiz. O ifadeden
birazcik daha biiyiik bir ifade bulacagiz. Buldugumuz bu biiyiik ifadeyi (1)
Varsayimlarimizi kullanacagimiz bigimde, (2) n’yi yeterince biiyiik segerek di-
ledigimiz kadar kiiciiltecegimizden emin olacagimiz bigimde secgecegiz. Basla-
yalim:

[(@n +yn) = (a+b)| = [(zn — a) + (yn — b)| < |20 — af + |yn — b].
Simdi, |(z,, + yn) — (a + b)| ifadesi yerine,
|z — af + |yn — b
ifadesini £’dan kii¢iik yapmaya c¢aligabiliriz. Eger,
|zy, — al ve |y, — b

ifadelerinin her birini £/2’den kiigiik yaparsak, toplamlari e’dan kiigiik olur.
Ama bunu yapmasim zaten biliyoruz, ¢linkii (z,), dizisinin limiti a, (yn)n
dizisinin limiti b...

(5 )n dizisinin limiti @ oldugundan, &yle bir Ny vardir ki, her n > Nj igin,

|zy, —al <e/2
olur. Benzer nedenden, Oyle bir Ny dogal sayis1 vardir ki, her n > Ns igin,
[yn — ] < /2

olur. Biz her iki 6nermenin birden dogru olmasimi istedigimizden, n’yi hem
Ni’den hem de Ny’den biiyiik almaliyiz. Dolayisiyla, eger N = max{Ny, Na}
ise, n > N oldugunda, n, hem N;’den hem de Ny’den biiyiik olur ve yukaridaki
iki 6nermenin ikisi birden dogru olur. Simdi Teorem I7"@’'nin birkag satirhk
kanit1 yazabiliriz:
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Teorem IZ7’nin Kaniti: € > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. (z,),, dizisi-
nin limiti @ oldugundan, 6yle bir N; vardir ki, her n > Nj igin,

|zy, —al <eg/2
olur. Benzer nedenden, 6yle bir Ny vardir ki, her n > N icin,
[yn —b| < /2

olur. Simdi N = max{Ny, Na} olsun. Eger n > N ise, hem n > N; hem de
n > Ny oldugundan,

[(@n +yn) — (a+b)[=[(zn —a) + (yn — )|
<lzn —al + |yn — b|
<e/2+¢e/2=¢
olur. Kanit tamamlanmigtir. O

Ayni kanit yontemini toplama yerine ¢ikarma islemine de uygulayabiliriz.

17.6.2 Yakinsak Diziler ve Cikarma

Teorem 17.8. YV kumesi ¢ikarma altinda kapalidir, yani iki yakinsak dizi-
nin farky da yakinsaktir. Dahasi, eger (zy)n ve (Yn)n dizileri siraswyla a ve b
sayilarina yakinswyorsa, (T, — Yn)n dizisi a — b saypsina yakinsar, yani,

lim (z, — yp) = lim x, — lim y,
n—oo n—oo n—o0

olur.

Kanit: € > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. (z,,), dizisinin limiti a oldugun-
dan, 6yle bir Ny vardir ki, her n > N icin,

|zy, —al <e/2
olur. Benzer nedenden, 6yle bir Ny vardir ki, her n > N icin,
’yn - bl < 5/2
olur. Simdi N = max{Ny, N} olsun. Eger n > N ise, hem n > Nj hem de
n > No oldugundan,
[(@n —yn) — (@ = b)[=[(zn — a) + (b — yn)| < |zn — a| +[b — ya
2o —al +lyo — bl S /2 +e/2=¢
olur. Kanit tamamlanmigtir. O

Ayni 6nerme, ama bu sefer degisik bir kanitlama yontemiyle carpma igin
de gecerli.
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17.6.3 Yakinsak Diziler ve Carpma

Teorem 17.9. Y kiimesi ¢carpma altinda kapaldir, yani iki yakinsak dizinin
carpimy da yakwnsaktir. Dahasi, eger (xn)n ve (Yn)n dizileri siraswyla a ve b
saylarina yakinswyorsa, (Tpyn)n dizisi ab sayisina yakinsar, yant,

lim x,y, = (lim :cn> ( im yn)
n—o0 n—oo n—oo
olur.

Kanit: (z,y,), dizisinin ab sayisina yakinsadigini gostermek istedigimize go-
re, herhangi bir € > 0 kesirli sayis1 secildiginde, 6yle bir N sayisi bulmaliyiz
ki, her n > N igin,

|znyn — ab] < e

olsun. Bir bagka deyisle, |z, y, — ab| < € 6nermesinin gegerli olmasi i¢in n’nin
ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bulmaya caligmaliyiz. Eger n’yi yeterince
biiyiik secersek,

|z —al ve [yn — D]

sayilarin istedigimiz kadar kiigiiltebilecegimizi biliyoruz. Dolayisiyla, kanitla-
mak istedigimiz yukaridaki 6nermeye bir bi¢imde |z, — a| ve |y, — b| sayilarin
sokusturmaliyiz, bu sayilar devreye girmeli ki varsayimlar1 kullanabilelim.
Her zamanki gibi sol taraftaki |z, y, —ab| ifadesiyle oynamaliyiz. Bu ifadeyi
hafifce biiyiiterek, isin ic¢ine
|z — al

ve |y, — b| ifadelerini sokmaliyiz. Bunu yapmak i¢in matematikte sik sik kul-
lanilan ufak bir hile vardir. Iste o hile:
|Tnyn — ab| = |Tnyn — xnb + 2,0 — ab|
<|zpyn — pb| + |znb — ab
= [zn[lyn — bl + |2n — al[b].

Simdi en sagdaki |z, ||y, — b| + |z, — a||b| toplamini e’dan kii¢iik yapmaliyiz.
Ama bu miimkiin miidiir? Her iki

|Znlyn — 0] ve |zn — allb]

terimini de £/2’den kiiglik yapabilirsek, o zaman bunlarin toplamlar da e
sayisindan kiiciik olur ve kanitimizi bagariyla tamamlamig oluruz.

Once gorece kolay olan |z, — a||b| terimini (n’yi yeterince biiyiik yaparak)
£/2’den kiigiik yapalim. Bunun i¢in, |x,, — a| terimini €/2|b|’den kii¢iik yapmak
yeterli. Ama dikkat, eger |b] = 0 ise, |b|’ye bolemeyiz... Hi¢ 6nemli degil! Bu
sorunun ¢oziimii gayet basit:

|20 = al|b] < |zn —al(1 4 [b])
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oldugundan, |z, — a| terimini

3
2(1 + |o])

den kii¢lik yapmak yeterli! Bunu yapabilir miyiz? Evet! Bu say1 0’dan biiyiik
kesirli bir say1 oldugundan, 6yle bir N; sayis1 vardir ki, her n > Nj i¢in,

€
Tp —a| < ———
oo =S S )
onermesi dogrudur.
Simdi |z, ||y, — b| terimini de £/2’den kii¢iik yapmaya ¢aligmaliyiz.

|yn - b|

terimini istedigimiz kadar kiigiiltebilecegimizi biliyoruz. Ama bu yetmez. Ciin-
kii bu terimin yanina yapigmig bir de |x,| terimi var. Eger |z, | ¢ok artarsa,
o zaman bu terimi, kiigiildiigiinii bildigimiz |y, — b| terimiyle garptigimizda,
carpimin cok kiigiileceginden emin olamayiz. Ornegin, |y, — b| terimi 1/n gibi
kiigiilebilir ama |z,,| terimi n gibi artabilir. O zaman da ¢arpimlar1 olan

|Zn||yn — 0

terimi n bityiikkken 1 civarinda dolanir durur ve hicbir zaman /2 kadar kiigiile-
mez. (¢'un kiigiik bir say1 oldugunu unutmayin.)

Neyse ki boyle bir sorunla karsilagmayiz, ¢iinkii birazdan kanitlayacagimiz
tizere, (zp), dizisi yakinsak oldugundan simirlidir (Teorem IZ10) ve dizinin
her |x,| terimi belli bir B kesirli sayisindan kiigiiktiir. (Bu B sayis1 elbette
0’dan biiyiik olmalidir.) Demek ki (eger Teorem IZI0'u dogru kabul edersek),

|Znl|yn — bl < Blyn — 0|

onermesi gecerlidir. Simdi en sagdaki B|yy, —b| ifadesini £ /2’dan kiigiik yapmak
yeterlidir. Bly, —b| ifadesini €/2’den kiigiik yapmak i¢in ise de, |y, —b| ifadesini
€
2B
den kiiciik yapmak yeterlidir. Bunu bagarabiliriz! Ne de olsa bu say1 pozitif
bir kesirli sayidir ve |y, — b| sayis1 yeterince biiytik n’ler igin bu saymn altina
iner: Oyle bir Ny sayist vardir ki, her n > Ny igin,

g
bl < =
lvn = bl < 55

onermesi dogrudur. Demek ki,

9 9

|Zn]-[yn — b] < Blyn —b| < Byz=5
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onermesi gegerlidir.
Simdi N = max{Ny, No} olsun. Eger n > N ise, hem n > Nj hem de
n > Ns oldugundan,

|Tnyn — abl = |TpYn — Tnb + zpb — ab| < |Tpyn — zpb| + |x,b — ab
= |2n|lyn — bl + |20 — al|b] < Blyn — b| + |z, — a||b|

9 9
Bly, —b n—a|l(l+|b B—+4+_——-(1+1b
S22 7

Asgagida tamamlayacagimiz ufak bir eksiklik diginda kanmitimiz bitmistir. [

Teorem 17.10. Yakwnsak bir dizi stnirlider. Yani Y C B olur.

Kanit: Kanitin anafikri ¢ok basit: Eger bir dizi a’ya yakinsiyorsa, bu dizinin
terimleri a’dan pek uzakta olamazlar... Simdi teoremi matematiksel olarak
kanitlayalim.

Bir a sayisina yakinsayan bir (z,,), dizisi ele alalm. Yakinsamanin tanimin-
da €’u 1’e esit alalim. 1, 0’dan biiyiik bir kesirli say1 oldugundan buna hakkimiz
var. O zaman dizinin terimleri belli bir NV géstergecinden sonra (a — 1,a + 1)
araligina diiger, yani her n > N i¢in, z, € (a — 1,a + 1) olur. Geriye sonlu
sayida xg, x1, ..., ¢ terimi kalir. Bunlar da sinirli bir araliga sigarlar elbette.

XN+l XN:3 ENs2

a-1 a a+1
Daha bigimsel olalim ve
A=min{xg,x1,...,xN,a} — 1,
B =max{zg,x1,...,zN,a} + 1

tanimlarin yapalim. O zaman her z,, terimi (A, B) araligima diiger. Demek ki
dizi sinirhidir. O

Boylece Teorem ICZX’in de kaniti tamamlandi.

Ik ii¢ teorem, s(1) € ) olgusuyla birlikte (s(1), sabit 1 dizisidir ve }’nin
garpma igleminin etkisiz elemamdir), yakinsak diziler kiimesi )’nin bir halka
oldugunu soyliiyor, hatta bu ii¢ teorem Y’nin, tiim diziler halkasi D’nin bir
althalkasi oldugunu soyliiyor. Teorem 710 da, ayrica, )’nin sinirh diziler hal-
kas1 B’nin bir althalkasi oldugunu séyliiyor. Althalkalik < igaretiyle gosterilir.
Demek ki,

Y<B<D

iligkilerini kanitladik.
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17.6.4 Yakinsak Diziler ve Mutlak Deger

Onsav 17.11. Ejer x = (xn)n yakmsak bir diziyse, (|xn|)n dizisi de yakin-
saktir ve

lim |x,|= ‘ lim xn)
olur.
Kanit: lim,,_, z, = a olsun. lim,_,~ |z,| = |a| esitligini kamtlayacagiz. Her

zaman oldugu gibi bir € > 0 kesirli sayisi segelim. Her n > N igin,
|lzn| = lall <e

onermesinin gegerli oldugu bir N dogal sayisi (gostergeci) bulacagiz. Bunun
i¢in Onsav IIA’yi kullanacagiz:

[|zn| = lall < |2n — al,
Demek ki ||zy| — |a|| < € 6nermesini elde etmek igin,
|z, —al <€
onermesini elde etmek yeterli. Nitekim,

lim z, = a
n—oo

oldugundan, &yle bir N dogal sayis1 vardir ki, her n > N igin,
|zy, —a| <e
onermesi gecerlidir. Demek ki, n > N icin (Onsav [ZI2),
2] = lal| < |2 — a] < e.
Onsav kanitlanmigtir. O

Alistirmalar

17.12. Su 6nermeyi kamitlayin: (z,,), dizisi yakinsaksa ve a € Q ise (axn)n dizisi de yakinsaktir
ve

lim azx, =a lim z,
n— oo n—r oo

olur.
17.13. Eger (|zn|)» dizisi 0’a yakinsiyorsa (), dizisinin de 0’a yakinsadigini kanitlayin.
17.14. (zn)n dizisi yakinsaksa ve k € N ise (z%),, dizisinin de yakimsak oldugunu ve
. k . k
lim z, = ( lim mn)
n—oo n—o0
egitligini kanitlayin.
17.15. f(X), katsayilar1 kesirli say1 olan bir polinom olsun. (zn), dizisi yakinsaksa f(zn))n
dizisinin de yakinsak oldugunu ve lim, oo f(2n) = f (limp— oo ) esitligini kanitlayin.
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17.6.5 Yakinsak Diziler ve Siralama

Yakinsak dizilerle bolme arasindaki iligkiyi irdelemeden 6nce yakinsak dizilerle
siralama arasindaki iligkiyi irdeleyelim.

Onsav 17.12. (z,)n ve (yn)n dizileri siraswla a ve b'ye yakinsasinlar. Eger
belli bir gostergecten sonra x, > y, siralamast hep saglanmiyorsa, o zaman
a>b olur.

Kamt: Eger z, = x, — y, tammin yaparsak, Teorem I7®'e gore, “(zn)n
dizisi c’'ye yakinsasin. Eger belli bir gostergecten sonra hep z, > 0 siralamas:
saglanwyorsa, o zaman ¢ > 0 olur” onermesini kanitlamanin yeterli oldugunu
goriiriiz. Tam tersine, ¢’nin negatif oldugunu varsayalim. Demek ki ¢ = —|c|.

2

n

o)
o]

—~
l«X ]

«— >
leli2 12

Varsayima gore Oyle bir Vg vardir ki her n > Ny icin,
zZn >0

olur. Ayrica, (z,), dizisi ¢’ye yakinsadigindan, 6yle bir Ny vardir ki her n > Ny

|z — ] < Il
-2
olur. Bunu gormek i¢in, yakinsamanin taniminda € = |¢[/2 > 0 almak yeterli.

Demek ki,

icin,

—_‘c’<z —c<H
2 — " -2

Dolayisiyla z, < ¢+ |c|/2. Simdi n, hem Ny’dan hem de N;’den biiyiik bir

gostergeg olsun. O zaman,

z <0+H——]c\+
n = 2_

geligki. O

lc| _ —d]
e P!
2 2 ’

Alistirmalar

17.16. (xn)n ve (yn)n dizileri sirasiyla a ve b’ye yakinsasinlar. Eger sonsuz sayida n gostergeci
i¢in x, > y, siralamasi saglaniyorsa, o zaman a > b oldugunu kanitlayin.

17.17. (n)n ve (yn)n dizileri a’ya yakinsasmlar. Eger belli bir N’den biiyiik n gostergegleri
i¢in z, < 2z, > yn siralamasi saglaniyorsa, o zaman (zp), dizisinin yakinsadigim ve
limitinin a oldugunu kanmtlaymn. (Sandvig Teoremi)
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17.6.6 Sifira Yakinsayan Diziler

Bolmeye gegmeden 6nce bir de 0’a yakinsayan dizilere bakalim. Bu dizile-
rin kiimesine )y diyelim. ) kiimesi de toplama, ¢gikarma ve ¢arpma iglemleri
ginden (bizim bu terime verdigimiz anlamda) halka degildir. Bu dezavantajina
kargin ) kiimesinin bir tstiinliigii vardir: ) kiimesi B kiimesini carpmayla
yutar!

Onsav 17.13. 0’a yakwinsayan bir diziyle sinwrly bir dizinin ¢carpima 0°a yakin-
sar. Yani BYy C V. (Aslinda esitlik gegerli tabii.)

Kamt: (z,,),, 0’a yakmsayan, (yy), de smurh bir dizi olsun. (z,yy), dizisinin
de 0’a yakinsadigini1 kanitlayacagiz. Kanitimiza, artik aligik oldugumuz sozlerle
basglayalm: & > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. Oyle bir N bulmaliy1z ki,
her n > N igin,

[Znyn| <€

olsun, yani
|Zn|lyn| <€

olsun. (x,), dizisi 0’a yakinsadigindan, yeterince biiyiik n gostergecleri i¢in
|z, | sayisin gok kiigiilecegini biliyoruz. Ama araya bir de |y,| girmis. Eger
|yn| gok biiytirse, |z,||yn| sayisini kiigiltmekte zorlanabiliriz. Neyse ki |y, |’ler
¢ok biiyiiyemezler, ¢iinkii varsayima gore (yn), dizisi siirh. Bu olguyu kul-
lanmaliy1z kanitimizda.

B, |yn/|’lerin bir tistsinir: olsun: Her n igin,

[yn| < B.
B’nin 0 olamayacagina dikkatinizi ¢cekerim. Simdi, her n icin,
|| lyn| < Blan|.

Dolayisiyla, B|z,|'yi €’dan kiiciik yapmak yeterli, o zaman |x,||y,| otomatik
olarak e’dan kiiglik olur; bunun i¢in de |z,|’yi /B sayisindan kiiciik yap-
mak yeterli ve bunu da bagarabiliriz: (x,), dizisi 0’a yakinsayan bir dizi
oldugundan, &yle bir N vardir ki, eger n > N ise, |z,| < ¢/B dir. Dolayisiyla,

her n > N igin,

Be

Istedigimiz kamtlanmigtir. O

Bir R halkasinin, ¢ikarma altinda kapali, bog olmayan ve RI C I ve IR C 1
icindeliklerini saglayan I altkiimelerine R’nin tdeali adi verilir ve bu durum
I < R olarak gosterilir. Demek ki Jy <1 B.
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17.6.7 Bolme

Simdi Y’nin tersinir elemanlarii bulalim. Yani Oyle yakinsak dizileri bulalim
ki, belki bir bagka yakinsak diziyle ¢arpinca sonug sabit 1 dizisi, yani s(1)
olabilsin. Demek ki belli bir (y,), yakmsak dizisi igin,

(@n)n(Yn)n = s(1)

esitligini saglayan (x,), yakinsak dizilerini ariyoruz. Boyle bir (y,), dizisi
varsa Tpy, = 1 olmali, yani her n i¢in x,, # 0 ve y,, = 1/x,, olmali. Sonug: Her
terimi 0’dan farkli olan hangi (x,), yakmsak dizileri igin, (1/x,), dizisinin
yakinsak oldugunu bulmaliyiz. Cevap agagida:

Teorem 17.14. Eger (zy,), yakinsak dizisinin her terimi 0’dan farklhysa ve
dizi 0’a yakinsamayorsa, o zaman (1/xzy )y dizisi de yakinsaktir ve
: 1 1
lim —=———
n—00 T, limy, 00 Tp
olur. Ayrica eger (xy)n dizisi 0’a yakinswyorsa (1/xy,), dizisi wraksaktir. Daha
simgesel bir ifadeyle

YV ={zx=(zpn)n €Y: herniginz, #0vex ¢ Yo} =(Y\I)ND*
olur.

Kamt: Eger z = (z,), € Y* ise, her n igin z, # 0 olmasi gerektigi bariz.
Yy = (Yn)n € V*, 2'in tersi olsun. Eger a ve b sirasiyla = ve y dizilerinin limitiyse,
o zaman Teorem ITJ’e gore,

1 =1lims(1) = limz,y, = limz, limy, = ab,

dolayisiyla b # 0.

Simdi x € Y\ Mo, “her n i¢in z, # 0”7 kosulunu saglasin. z’in tersinir
oldugunu, yani (1/z,), dizisinin yakinsak oldugunu gosterelim. Eger a # 0
sayist (&, ), dizisinin limitiyse, 1/a sayisiun (1/zy,), dizisinin limiti oldugunu
gosterecegiz.

e > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. Oyle bir N bulmak istiyoruz ki, her
n > N icin,
1 1

T, a

<e€

olsun. |1/x, — 1/a| ifadesiyle oynayarak, bu ifadenin £’dan kii¢iik olmas: igin
n’nin ne kadar biiyiik olmas:1 gerektigini bulacagiz. Oynamaya baslayalim:

1 1

Tn Q

o — x|

 lallza] |
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Sagdaki ifadenin payimi diledigim kadar kiigiik yapabilirim, ¢linkii (zy,), dizisi
a’ya yakinsiyor, burada bir sorun yok. Paydadaki a sabit bir say1, bu da sorun
yaratmaz. Ama x, sorun yaratabilir, ¢linkii eger z, c¢ok kiigiiliirse, o zaman
ifade ¢ok biuytiyebilir ve ifadenin e’dan kiigiik oldugunu kanitlayamayiz. Te-
oremin dogru olmast igin |z, |’ler belli bir pozitif sayidan kiigik olmamali. Bu
dogrudur ve (zy,)y, dizisinin limitinin 0 olmamasindan kaynaklanir ama gene
de bir kanita ihtiyaci vardir. Bir sonraki énsavda bunu kanitlayacagiz.

Bir sonraki énsava gore, 6yle bir § > 0 var ki, her n igin, |z,| > ¢ olur.
Simdi yukaridaki hesabi bir adim daha devam ettirebiliriz:

1 1

Tn Q

e — x| la — x|

 alfay) |ald

Simdi en sagdaki ifadenin £’dan kiigiik olmasi i¢in n’nin ne kadar biiyiik olmasi

gerektigini bulalim. Bu ifadenin ¢’dan kiigiikk olmas igin, |a — |, €|a|0’dan

kiigiik olmali ve €|a|d > 0 oldugundan bunu yapabiliriz: N, her n > N igin,
la — x| < elald

Onermesini saglayan bir say1 olsun. Simdi N’den biiytlik her n igin,

1 1

la—z,|  la—x,]  elald

oo al  lallzl a6 jald

Bir sonraki 6nsavi da kanitlarsak kanitimiz tamamen tamamlanmig olacak. [
Onsav 17.15. i. Eger (xy,)n yakinsak dizisi 0’a yakinsamuyorsa, her n > N
icin, |x,| > 9§ onermesinin saglandigr bir N dogal sayisy ve bir § > 0 vardar.

ii. Eger (z,,)n yakinsak dizisi 0°a yakinsamayorsa ve her terimi 0’dan farkhysa,
her n igin, |x,| > 0 onermesinin saglandige bir 6 > 0 vardur.

Kamit: Onsav [ZIe gore, (2,), yerine (|z,|), dizisini alip 2, > 0 siralama-
s varsayabiliriz. (z,,), dizisi a’ya yakinsasin. Onsav [ZT2'ye ve varsayima
gore a > 0 olmali. Eger ¢ = a/2 alirsak, her n > N igin,

|zn —al < a/2

onermesini, yani
—a/2<zp—a<a/2

siralamasini saglayan bir N’nin oldugunu goriiriiz. Demek ki, n > N igin,
a—a/2 <z,

siralamasi saglanir. §imdi § = a/2 alirsak, birinci kismi kanitlamig oluruz.
Tkinci kisma gegelim. Yukaridaki § yerine,

5 — mi |zo| |71] lzn| a
=ming —,—,...,—, =
29 2’9
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alalim. Varsayimdan dolay1 6 > 0 ve a’nin, N'nin ve d’nin tanimlarindan
dolayi, her n i¢in, |z, | > 0. O

17.6.8 Siralama

Teorem 17.16 (Sandvi¢ Teoremi). (zp)n, (Yn)n ve (2n)n U¢ dizi olsun. x, <
Yn < zn, stralamalariman belli bir M géstergecinden sonra dogruysa ve (y, )y, ve
(zn)n dizileri ayna elemana yakinsiyorsa, (yn)n dizisi de bu elemana yakinsar.

Kanit: (z,), ve (z,), dizileri a’ya yakinsasinlar. (y,), dizisinin de a’ya ya-
kinsadigin1 kanitlayacagiz, yani € > 0, herhangi bir pozitif sayiysa, her n > N
icin,

|yn —al < ¢

onermesinin dogru oldugu bir N sayis1 bulacagiz. € > 0 verilmis olsun.
[yn —al < e

onermesinin dogru olmasi igin n’nin ne kadar biiylik olmas1 gerektigini bu-
lacagiz. Bunun igin |y, — a| ifadesiyle oynayacagiz. Hesaplarda rahat etmek
igin n > M alalim. Bu kisitlama yetmeyecek ama bu sayede, hi¢ olmazsa,

‘yn_a‘:‘a_l’n‘f’xn_yn‘S’a_xn‘+’mn_yn|
=la — zp| + (Yn — Tn) < |a — 2| + (20 — 70)

<l|a—xp| + |20 — a|l + |a — x| = 2|a — zp| + |2 — a

siralamasini elde ederiz. Demek ki en sondaki ifadeyi €’dan kiigiik yapmak
yeterli. (x,), dizisi a’ya yakinsadigindan, &yle bir Ny vardir ki, her n > Ny
icin

|zn, —al =la—x,| <e/3

olur. Ayni nedenden, 6yle bir Ny vardir ki, her n > N i¢in
la —zp| <€/3
olur. Simdi N = max{M, N1, Na} olsun. Eger n > N ise,
lyn —al =2|la — xp| + |2 —a| < 2e/3+¢/3=¢

elde ederiz.

Ikinci Kamit: Bir ¢ > 0 verilmis olsun. a, (n)n ve (zn)pn dizilerinin limiti
olsun. O zaman biiyiik n’ler i¢in, hem a — e < x,
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a—€ a a+€

Eger n yeterince buiyiikse, hem
x, <y, <z,olur hem de
bu ii¢ say1 bu aralikta olurlar.

hem de z, < a + € olur. Demek ki belki biraz daha biiyiik n’ler igin
a—e<zp <y < zp<a+e

olur. Bu biiyiik n’ler igin a — & < y, < a + &, yani |y, — a| < £ olur. Teorem
kanitlanmigtar. O

17.7 Yakinsaklk/Iraksaklik Ornekleri

Bu altboliimde bircok yakinsak ve iraksak dizi 6rnegi verecegiz. En kolay 1rak-
sak dizilerden baglayalim.
0,1,2,3,4,...

dizisi elbette wraksaktir, yani hicbir kesirli sayiya yakinsamaz, ¢iinkii dizi sinirh
degildir (Teorem 7). Ama bunu tamimi kullanarak kanitlayalim, faydasin
gorecegiz.

Once yakmsakhigim tanimmi animsayalim: ()n dizisinin bir a (kesirli)
sayisina yakinsamasi icin, her € > 0 icin,

{n:|zy,—al >¢e}

kiimesinin sonlu olmasi gerekir. Demek ki dizinin iraksak olmasi igin yukaridaki
ozelligin her a € Q icin yanlig olmasi gerekir, yani her a € Q icin, 6yle bir
€ > 0 olmal ki,

{n:|z, —al >e}

kiimesi sonsuz olsun.

Iraksakligin tanimini boylece daha matematiksellestirdikten sonra, 0, 1, 2,
3, ... dogal say1 dizisinin 1raksak oldugunu matematiksel olarak kanitlayalim.
Burada, xz,, = n olarak almaliyiz elbette. Herhangi bir a ve € > 0 alalim.
Aslinda e rastgele olmak zorunda degil ama bu 6rnekte rastgele bir € igimizi
gortir. Dileyen okur € = 1 alabilir. Bir IV dogal sayis1 icin N > a+ ¢ siralamasi
dogrudur (Arsimet (")zelligi, Teorem [ATT). Demek ki, her n > N igin,

Tp=n>N>a+c¢,

yani
Ty —a>€>0.
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Dolayisiyla,
N.N+1,N+2 N+3,...

sayilarinin hepsi {n : |z, —a| > €} kiimesindedir ve bu kiime sonsuzdur. Dogal
say1 dizisinin raksak oldugu kanitlanmigtir.
Simdi de
1L,—1,1,-1,1,—1,...

dizisinin 1raksak oldugunu kanitlayalim. Bu dizi, x,, = (—1)" formiiliiyle ta-
nimlanabilir. Herhangi bir a alalim. Eger a = 1 ise ¢ = 1 alalim, o zaman
biitiin tek sayilarm {n : |z, —a| > £} kiimesinde oldugu goriiliir. Eger a = —1
ise gene € = 1 alalim, bu kez biitiin ¢ift sayilar {n : |z, —a| > ¢} kiimesindedir.
Eger a # £1 ise, o zaman ¢, |a+1|/2 ve |a — 1|/2 sayilarinin en kii¢iigii olsun.
Bu sefer her dogal say1 {n : |z, — a| > ¢} kiimesindedir.

Alistirmalar

17.18. A C Q sonlu bir kiime olsun. Her n € N igin, z, € A olsun. (z,), dizisinin yakinsak
olmasi i¢in dizinin zamanla sabitlesmesi gerektigini kanitlayin.

17.19. Her n € N igin, z, € Z olsun. (zn), dizisinin yakinsak olmasi i¢in dizinin zamanla
sabitlesmesi gerektigini kanitlayin.

Simdi verilmis bir zq igin,

Tp4+1 =

formiiliiyle tanimlanan dizinin kesirli sayilarda yakinsak olamayacagin kanit-
layalim. Diyelim dizi a kesirli sayisina yakinsiyor. Dizinin karesinin 2’ye ya-
kinsadigini Boliim I6E2'de gérmiigtiik. Demek ki,

a® = (limz,)? = limz2 = 2.
Ama karesi 2 olan bir kesirli say1 yoktur. Celigski. Demek ki bu dizi kesirli
sayilarda yakinsamaz.

Dikkat ederseniz, bu 6rnekte dizinin yakinsak olmadigimi daha 6nceki Or-
neklerdeki gibi gostermedik, Teorem 79 gibi gii¢lii bir sonug kullandik. Ciin-
kii bu dizi yakinsak dizilere ¢ok benzer ve dizinin iraksakliginin daha onceki
gibi dogrudan bir kanit1 yoktur.

Yakinsak dizi 6rneklerine gecelim.

Gegmiste (1/n),, dizisinin limitinin 0 oldugunu kanitlamigtik. (Ama dikkat!
(1/n),, dizisinin Q’de limiti 0’dir. Q\ {0} kiimesinde bu dizinin limiti yoktur!)
Cok daha genel bir sonug gegerlidir:

Teorem 17.17. p(X), ¢(X) € Q[X] iki polinom olsun. q(X) # 0 olsun. Eger
degp < degq ise (p(n)/q(n)), dizisi yakinsaktir. Eger degp < degq ise

Tim p(n)/g(n) = 0
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olur. Eger degp = deg q ise ve a ve b siraswyla p ve q polinomlarimin baskatsa-
Y181YSa,

lim p(n)/q(n) = a/b
olur. Eger degp > degq ise dizi wraksaktur.

Kanit: degp = d, deg g = e olsun. p ve ¢ polinomlarini,

p(X)=po+ p1X + p2 X+ -+ + pa X,
((X)=qo+ @ X +eX>+ -+ X
olarak yazalim. Burada pg = a # 0 ve ¢, = b # 0’dur.
d < e varsaymm altinda p(n)/q(n) ifadesinin paym ve paydasin n¢’ye
bolelim:
p(n) _potpint--- + pan*
a(n)  qo+@n+- -+ gen
_ po/nC4p1/nh 4 4 pg/ned
Q/n°+q/ne"t - ge1/n+ g

Eger e > d ise paymn tiim p;/n®? terimlerinin limiti 0’dir; paydanin limiti ise
g dir; dolayisiyla limit 0/g. = 0’dur.
Eger e = d ise payin limiti pg = a’dir; paydanin limiti ise gene g, = b’dir;
dolayisiyla limit a/b’dir.
Eger e < d ise, o zaman yukarida goriildiigii gibi,
lim @ =0
n—oo p(n)
olmali. ((¢(n)/p(n))y dizisini p(n)'nin artik 0 olamayacagi n’den baslatalim,
acik agik séylemedik ama (p(n)/q(n)), dizisi de g(n)nin 0 olamayacag: n’den
basliyor.) Eger (p(n)/q(n)), dizisinin limiti olsaydi, 0’la bu dizinin ¢arpim 1
olmak zorunda olurdu! Demek ki (p(n)/q(n)), dizisinin limiti olamaz. O

(r™)y, bigiminde yazilan bir diziye geometrik dizi denir. Geometrik dizi-
lerin yakinsakligina karar vermek oldukga kolay:

Teorem 17.18. r bir kesirli saywysa (r"), dizisi ancak r € (—1,1] iken
yakinsak olabilir. Eger r =1 ise limit 1’dir. Eger r € (—1,1) ise limit 0’dar.

Kamit: Eger limit varsa, limitin 0 ya da 1 olmasi1 gerektigi soyle anlagilir:
Oncelikle ("), ve (r"*1), dizilerinin kuyruklar1 aym oldugundan, ikisinin de
limiti aynidir, dolayisiyla limite a dersek,

a= lim " = lim "' =7 lim ™ = ra.

olur. Demek ki a = ra ve eger a # 0 ise r = 1. Ama bu akil yiiriitme limitin
oldugunu gostermez.
Teoremin kanitinda su 6nsava gereksinim duyacagiz:
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Onsav 17.19 (Bernoulli Esitsizligi). Eger s > —1 ise, her n dogal sayist igin,
(14+s)" > 14 ns olur.

Onsavin Kanit: Eger n = 0 ise bir esitlik sézkonusu. Simdi énermeyi n igin
varsaylp n + 1 i¢in kamtlayalim. Asagidaki hesapta 1 + s > 0 siralamasim
kullandigimiza dikkat etmelisiniz:

(1+8)" ™ =1+s8)"(1+s) > (1+ns)(1+s)
=14+ (n+Ds+ns?>1+(n+1)s.

Onsav kamtlanmistir. O

Eger s > 0 ise ayni olguyu binom agilimini kullanarak, cok daha basit bir
bigimde tek satirda da kanitlayabilirdik:

n

(1+$)"=1+ns+<2

>32+---+8"21+n8.

Teoremin kamtina devam edelim. r € (—1,1) olsun.

lim " =0

n—oo
egitligini kanitlayacagiz. Eger r = 0 ise, kanitlayacak fazla bir gey kalmiyor,
bundan bdyle r’nin 0 olmadigim varsayalim. € > 0 olsun. s = —1+1/|r| olsun.
Tabii ki s > —1. (Hatta s > 0.) Buradan

1

=17
S

akar. N dogal sayisi, 1/s < Ne bicimde secilmis olsun (Arsimet Ozelligi).
Simdi, her n > N igin,

1 \" 1 1 1 1
| = Ir* = = < <—<-—<e¢
1+s (1+s)» " 14+ns ns Ns

olur. limy, o0 ™ = 0 esitligi kanitlanmigtir.
Simdi 7’nin 1’den biiyiik oldugunu varsayalim. s = r —1 > 0 olsun. O
zaman Onsav 719 ve Argimet Ozelligi'ne gore

(") = (1+9)")n

dizisi sinirh degildir, dolayisiyla yakinsak olamaz (Teorem [Z10).

Eger r < —1 ise, n = 2m cift oldugunda, 7" = r?™ = (r?)™ sayilar1 bir
onceki paragrafa gore tistten siirh degildirler. Dolayisiyla (r™),, dizisi sinirh
degildir ve yakinsak olamaz. O
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Eger (heniiz inga etmedigimiz) R elimizde olsaydi, Teorem IZI8'i ¢ok daha

basit bicimde kanitlayabilirdik.
Simdi de geometrik dizinin elemanlar1 toplayarak elde ettigimiz,

so = 1,

s1=14r,

So = 1+r—|—r2,
so=1+r+r2+1?

Sp=14r+r24+r3 4+ 4,

dizisine bakalim. Bu dizinin limiti analizde ¢ok ¢ok temeldir.

Teorem 17.20. r bir kesirli sayr olsun. Yukarida tanimlanan (sp)n

ancak ve ancak v € (—1,1) iken yakinsak olabilir ve bu durumda limit
1
1—7r

olur.

Kanit: Eger r # 1 ise,
1 — pntl

Sp =
1—17r

dizist

esitligini ge¢miste kamtlamigtik. Dolayisiyla eger r € (—1,1) ise sonug bir
onceki teoremden cikar. Eger » = 1 ise, s, = n oldugundan, dizi sinirh
degildir ve raksar. Eger r = —1 ise s, kah 0, kdh 1 olur ve yakinsamaz. Yu-
karidaki formiil, eger r, [—1, 1] araliginda degilse dizinin simirli olamayacagmu,

dolayisiyla yakinsak da olamayacagini gosteriyor.

Notlar ve Ornekler

17.20. Son olarak, her r € Q igin,

lim r"/n!=0
n—oo

H

esitligini kanitlayalm. Aligtirma CA.M3e gore, r yerine |r| alarak r > 0 varsayimini
yapabiliriz. £, = r™/n! > 0 olsun. ¢ > 0, herhangi bir kesirli say1 say1 olsun. L, r’den

biiyiik herhangi bir dogal say1 olsun. Her k dogal sayisi igin,

k
r
< .
J3L+k_$L(L+1>

Onermesini k tizerine tiimevarimla kanitlayalim. k = 0 ise esitlik sézkonusu. Simdi 6ner-

meyi k icin varsayip k + 1 ic¢in kanitlayalim:

T’L+k+1 L+k

T T

L+k+1)! (L+k)!L+k+1

TL4k+1 = (

—Epag—— <=z R N
T T R+ 1 P\ L r1) Lkt

k k+1
<zr _r r =z _r
- L+1 L+1 L+1 )
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Onermeyi kanitladik. Ote yandan 0 < r/(L + 1) < 1 ve Teorem LZIX'e gbre Gnermenin
en sagindaki teriminin k sonsuza giderken limiti 0’dir. Demek ki oyle bir K vardir ki,

her £ > K igin,
r k<i
L+1 TL

esitsizligi gegerlidir. §imdi N = K + L olsun. Her n > N i¢in, kK = n— L > K tanimiyla,

Tp =T <z _r ' <x £ €
n — LL+k > LL L ¥ 1 L.ZEL -
elde ederiz. Istedigimizi kanitladik. |

Pek kolay olmadi degil mi? Evet, limit bulmak her zaman kolay degildir, hatta bazen
cok ¢ok zor olabilir. Ozellikle eger elimizde R gibi giiclii bir cisim yoksa.

Okur, hakl olarak yukaridaki kaniti nasil diiglindiigiimiizii sorabilir. Yillarin deneyimi
elbette...

Kanit1 nasil yaptigimizi anlatmaya caligalim.

ZTn+1 ile x,, arasinda cok basit bir iligki var:

n+1 n

T o T T T

n+1)  n+1n! ntylm

Tn+1 = (

Bunu bir adim daha gotiirtirsek,

T T T

e T T el

elde ederiz. Ama buradan da,

PP S (S
7L+2—n+2n+1n n+1 n

elde ederiz. Bu agsamada,
k
r
< n
Tn+k S (n + 1) a

onermesini tahmin edip kanitlamak zor degil. Eger n’yi yeterince biiyiik secersek,

r
n+1

sayist 1'den kiigiikk olur ve Teorem ITT:’e gore Onermenin sag tarafi k biiytidiikce
kiictliliir. Bizim istedigimiz de buydu zaten. Gerisi, okurun ustalagmas: gerektigi tek-
nik ayrinti.

17.8 Yakinsaklik Ahgtirmalar:

Aligtirmalar

17.21. Su limitleri bulun:

limy, o (1 + r2 + .+ ,,.2"),

. 2
lim,, 00 7" /0!
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17.22.

17.23.
17.24.

17.25.

17.26.

17.27.

17.28.

17.29.

17.30.

17.31.

17.32.

17.33.

17.34.

17.35.

17.36.

17.37.

lim,,—, 00 nr™ limiti hangi r’ler i¢in vardir ve kagtir? ipucu: Teorem CZIR’de kullanilan
yontemi deneyin, yalniz oradaki olgu yerine, her s > 0 igin,

(1+35)">14ns+n(n—1)s>/2

olgusunu kullanin.
Sabit bir k dogal sayisi icin aymi soruyu (n*r™), dizisi icin yanitlaym.
limpsoo(l+1/24+1/44---+1/2") =1 ve

lim (1/2-1/4+ -+ (=)™t /2™ =1/3)

esitliklerini kanitlayn.

1+1/2+1/3 + -+ 4+ 1/n dizisinin smirsiz oldugunu, dolayisiyla raksak oldugunu
kanitlayin.

Her n icin, 1/1% +1/2% 4 -+ 4 1/n® < 2 6nermesini kanitlayin.

ipucu: Toplamin 2 yerine 2 — 1/n’den kiiciik oldugunu kanitlayin!

Her n igin, (14 1/n)"™ < 3 6nermesini kamtlaym. ((1 + 1/n)"), dizisinin artan bir dizi
oldugunu kanitlayin.

Her n igin z, # 0 ve sabit bir r € (0,1) i¢in, |Tn+1/zn| < r olsun. limp_yeo n, = 0
egitligini kanitlayin.

(an)n herhangi bir dizi olsun. s, = ag+a1+---+ax, olsun. Eger (s,), dizisi yakinsaksa,
(an)n dizisinin 0’a yakimsadigim kanitlayin.

Bir n > 0 dogal say1s1 igin,),

v(n) = max{m : 2™ <n}

tanimini yapalim. lim,, o v(n)/n= 0 6nermesini kanitlaymn.

(xn)n dizisi a’ya yakinsasm. p(X) € Q[X] bir polinom olsun. (p(zn))n dizisinin p(a)’ya
yakinsadigini gosterin.

(xn)n dizisi a’ya yakmsasm. p(X), ¢(X) € Q[X] iki polinom olsun. g(a) # 0 olsun.
(p(zn)/q(xn))n dizisinin p(a)/q(a)’ya yakinsadigim gosterin.

Not: ¢(z,) = 0 oldugunda bdlmede sorun olacaktir ama bu bag edemeyecegimiz bir
sorun degildir: g(a) # 0 oldugundan, ¢(z,)’nin 0 oldugu n gostergeglerinin sayis1 sonlu
olmalidir. Dizi, ¢(z») nin 0 oldugu gostergeglerden sonra baglasin.

Eger (x,)n dizisi yakinsaksa ve her n igin x,, # 0 ise, (n/Znt1)n dizisi 1’e yakinsamak
zorunda midir? Kanitlayin ya da karsiéornek bulun.

(n)n ve (yn)n iki ayri limite yakinsayan iki dizi olsun. {z, : n € N} N {y, : n € N}
kiimesinin sonlu oldugunu kanitlayin.

Zn,m = n/(n+m) olsun.

lim (lim xmm) ve lim ( lim xn,m)
m—r 00 n—oo n— oo m—r o0
limitlerini hesaplayin.

(zn)n ve (yn)n iki dizi olsun.

- T2 eger n ciftse
n Ym—1)72  eger n tekse

olarak tamimlansin. (zn)n dizisinin yakinsak olmasi igin, (n)n ve (yn)n dizilerinin
yakinsak olmasi ve ayni sayiya yakinsamalarinin gerek ve yeter oldugunu kanitlayin.

limn o0 a2 = 0 ise, (an)n dizisinin limiti mutlaka olmali midir?



264 17. Kesirli Sayi Dizileri

17.38. Eger an >0, a > 0 ve lim, 00 a2 = a? ise, lim,— 00 an = a esitligini kanitlayin.
17.39. (a2n)n, (a2n+1)n ve (a7n+1)n dizileri yakinsak ise (an)n dizisi de yakinsak midir?
17.40. ¢q € Q olsun. limy, o an/n = g esitligini saglayan a, dogal sayilar: var midir?



18. Kesirli Temel Diziler

Kesirli say1 dizileriyle galigmaya devam ediyoruz. Geg¢miste (heniiz var olma-
yan) 1/2’ye yakinsamak isteyen bir kesirli say1 dizisi 6rnegi verdik. Eger /2
orada olsaydi, bu dizi kesirli sayilar kiimesinde /2’ye yakinsayacakti, ama
/2 kesirli say1 olmadigindan bu dizinin kesirli sayilar kiimesinde ,/2’ye
yakinsadigini soyleyemeyiz.

Tleride, gercel sayilar1 yarattigimiz zaman, V/2’yi de yaratmig olacagiz ve
o zaman bu dizi gergel sayilar kiimesinde gercekten /2’ye yakinsayacak.
Ama gimdilik bunu séylemek icin ¢ok erken.

Dizinin 1/2’ye yakinsamamasinin sugu dizide degil. Dizi, \/2’ye yakinsamak
i¢in elinden gelen her seyi yapiyor ama /2 olmadigindan hiisrana ugruyor ve
V/2’ye yakisamiyor.

Daha dramatik bir 6rnek verelim. (1/n), dizisinin 0’a yakisadigini bili-
yoruz. Bu yakinsama kesirli sayilar cismi Q’de gergeklegiyor, yani evrenimiz
Q. Simdi evreni degistirelim, Q cisminden 0’1 atip Q\ {0} evreninde ¢aligalim.
Dizimizin terimleri bu yeni evrende tabii ki. Dizi bu yeni evrende yakinsamak
icin elinden geleni ardina koymuyor, gereken her seyi yapiyor, saflar1 giderek
siklastiriyor, ancak yeni evrende 0 olmadigl icin yakinsayamiyor, yeni evreni-
mizde (1/n) dizisi wraksaktir!

Yukaridaki 6rneklerde oldugu gibi, bir sayiya yakinsamak icin elinden gelen
her seyi yapan kesirli sayilar dizisine temel dizi denir. Matematiksel tanimi
birazdan verecegiz.

Yakinsak bir (zy,), dizisi alalim. Diyelim bu dizi a (kesirli) sayisina yakin-
siyor. Demek ki x, terimlerini istedigimiz kadar a’ya yaklagtirabiliriz. Do-
laywsiyla giderek daha fazla a’ya yaklagan bu terimler giderek birbirlerine
yaklagirlar, saflar1 siklagtirirlar, birbirlerine daha daha sokulurlar...

Bu fikri daha matematiksel olarak ifade edelim. € > 0, herhangi bir (kesirli)
say1 olsun. O zaman, belli bir N gostergecinden sonra, x, terimlerinin a’ya
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uzakligi en fazla /2 olur. Dolayisiyla bu gostergegten sonra terimlerin birbir-
lerine uzakligi en fazla € olur. Nitekim, eger n, m > N ise,

|Tn — | = [(2n — @) + (@ — zm)| < |2y — al + |a — 2y

=|xp —a|l+ |zm —a|<e/2+e/2=c¢.

Bu 6zelligi saglayan bir diziye temel dizi denir. Tam tanimi matematiksel
olarak ifade edelim: (xy,), bir kesirli sayilar dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in,
her n, m > N ig¢in,

|xy — x| < €
esitsizliginin saglandigi bir N géstergeci varsa, o zaman (), dizisine temel
dizi denir. Yani (x,), dizisinin temel dizi olmas i¢in, her £ > 0 igin, dizinin
terimleri arasindaki mesafenin bir zaman sonra (yani belli bir gdstergecten

sonra) hep e’dan kiigiik olmas: gerekir.
Biraz iistte su teoremi kanitladik:

Teorem 18.1. Yakinsak diziler temel dizidirler. O

Ama her temel dizi yakmsak degildir. Ornegin, “y/2’ye Yakinsamak Isteyen
Bir Dizi” altboliimiinde (Altboliim [B4) tiimevarimla tanimladigimiz

Ty + 2
Ty + 1

Tn4+1 =

dizisi (zg > —1 ise Ornegin) birazdan kamtlayacagimiz iizere temeldir ama
bildigimiz gibi higbir (kesirli) sayiya yakinsamaz.

Bu dizinin temel dizi oldugunu kanitlayalim. Eger —1 < z¢ ise, tanimdan,
her n igin 1 < z,, ¢ikar. Simdi bunu ve Altboliim IGE2A’de kanitladigimiz

|22 — 2| < 1/4"
esitsizligini kullanacagiz. Eger n > m ise,

| — | < 2|2 — | = (L4 1) |2 — 2y
<(Tp + Tm)|Tn — Tm| = |93$Z — 2
=|(z, = 2) + (2 — 23,)| < |ap — 2| + |2, — 2|

<1/4" 4 1/4™ = 2/4™ = 1/2%m~1,
Eger 1/2?™~! sayisi diledigimiz kadar kiigiiltebilirsek, yukaridaki hesap,
|Zn — Tm|

saysini da ¢ok kiiciiltebilecegimizi gosteriyor. Herhangi bir € > 0 verilmig ol-
sun. m’yi 1/2?m~1 < ¢ olacak bicimde secebilirsek, o zaman dizinin temel
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dizi oldugu kanitlanmig olacak. Bunu da yapabiliriz, ¢linkii Teorem [ZT8’de
gordiigiimiiz iizere, 1/2% = (1/2)* sayilarmin limiti k& sonsuza giderken 0’dr,
yani k’yi yeterince biiyilk secersek 1/2F sayilar1 e’dan daha kiiciik yapabili-
riz. N dogal sayis1, 1/2V < ¢ esitsizligini saglayacak kadar biiyiik secilsin. O
zaman, n > m > N icin,

|2p — x| < 1/22m7 L <1/2m < 1/2N <&

esitsizligini elde ederiz ve boylece (zy,)y dizisinin temel bir dizi oldugu kanit-
lanmig olur.
Bu boliimde igte bu temel dizileri irdeleyecegiz.

Not: Gergel sayilar: var etmis olsaydik ve temel dizinin tanimindaki ’u gercel
say1 alabilseydik, temel diziye Cauchy dizisi adini verecektik. Temel dizilerle
Cauchy dizileri arasinda bu ¢ok ince ama 6énemli bir ayrim vardir.

Karekok Almak. (), dizisi zg = 1 ve n < 0 i¢in

2

Tp+1 = 9

olarak tanimlansin. (z,),, temel bir dizidir. (Aligtirma.) Aslinda bu dizinin ka-
resi 2’ye yakinsar, yani (zp)n dizisi heniiz icat etmedigimiz /2’ye yakinsamak
icin can atar. Iste kesirli bir say1 olmayan

V2 =1,4142135623730. . .
sayisinin bu dizi sayesinde elde edilen yaklagik kesirli degerleri:

ro=1

r1=3/2=15

x9=17/12 = 1,41666. . .
x3=>577/408 = 1,41421568627451 . ..
xq =1,41421356237469 . ..

x5 =1,41421356237309 . ..

Goriildigii gibi dizi 1/2’ye olduk¢a ¢abuk yakinsiyor.

\/S’ye her seferinde en az iki ondalik basamak yaklagan bir dizi bulmak
i¢in, xo’1 herhangi pozitif bir say1 alin. (o1 1/S’ye yakin oldugunu tahmin
ettiginiz bir say1 almanin bir sakincasi yoktur!) ve

Ty + S/y,

Tp4+1 = B

olarak tanimlayin.
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Temel diziler kiimesine C adini verelim. (Cauchy’nin C’si.) Teorem [X e
gore,

ycc.

Simdi her temel dizinin sinirh oldugunu kanitlayalim. Nitekim temel dizilerin
terimleri bir zaman sonra birbirlerine ¢ok yakin olduklarindan, temel dizilerin
siirli olmasi akla yatkindir.

Teorem 18.2. Her temel dizi stmarldir, yani C C B.

Kanit: (z,), bir temel dizi olsun. Tanimdaki e'u, 6rnegin, 1 secelim. Demek
ki, 6yle bir IV gostergeci var ki, her n, m > N igin,

|y, — x| < 1.
Demek ki, her n > N icin,
|xn — zni1] < 1;
bir bagka deyisle,
TNyl — 1 <zxp <znyg1+ 1.
Simdi
b= max{:co,acl, ., TN, TN4+1 T 1}

ve
a = min{zg, z1,..., TN, TN4+1 — 1}

olsun. O zaman, her n icin,
a<z,<b

olur. O

Bu béliimiin bundan sonrasinda, temel diziler kiimesi C’nin toplama, ¢ikar-
ma ve ¢arpma altinda kapali oldugunu, yani bir halka oldugunu kanitlayacagiz
ve bu halkanin birkac temel 6zelligini ortaya koyacagiz.

Teorem 18.3. C ¢itkarma altinda kapalidur.

Kanit: (z,), ve (yn)n iki temel dizi olsun. € > 0 olsun. (z), temel dizi
oldugundan, 6yle bir Ny vardir ki, her n, m > N igin,

[Ty — Tm| < /2
olur. Benzer nedenden, 6yle bir Ny vardir ki, her n > Nj i¢in,

’yn _ym| <5/2
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olur. Simdi N = max{Nj, Na} olsun. Eger n, m > N ise, hem n, m > N; hem
de n, m > Ny oldugundan,

|(Tn = Yn) = (@m — Ym)| = [(Tn — Tm) + (Ym — Yn)|
S |=7;n - $m| + |ym _yn’
= |xn - xm| + |yn _ym’

<e/2+¢e/2=¢

olur. Kanmit tamamlanmaistir. O

Sonug 18.4. C toplama altinda kapalidar.

Kanit: Bir 6nceki teorem gibi kanitlayabiliriz. Ama cok daha genel bir sonug

vardir: Bir halkanin ¢ikarma altinda kapali olan her altkiimesi toplama altinda
da kapalidir:

r+y=z—((z—-2)—y).
Kanit bitmistir. O

Teorem 18.5. C carpma altinda kapalidir.

Kanit: (z)n ve (yn)n iki temel dizi olsun. (znyn ), dizisinin temel dizi oldugu-
nu kanitlayacagiz. € > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. Oyle bir N gostergeci
bulmaliyiz ki, her n, m > N igin,

|xnyn - xmym‘ <e¢

olsun. Her zamanki gibi |z, yn — Tmym| ifadesiyle oynayip, bu ifadenin e’dan
kiigiik olmasi i¢in n ve m sayilarinin ne kadar biiyiik olmalar1 gerektigini bu-
lacagiz. Elbette biiyiik n ve m’ler icin,

|xn - 55m| ve ’yn - ym|
ifadelerinin kiiciik olduklarim kullanacagiz. Bu ylizden,
|5L‘nyn - 1’mym|

ifadesinde bir bicimde |z, — Zm| Ve |yn — Ym| ifadelerini bulmaliyiz. Iste o
hesap:

|TnYn — TmYm| = [(TnYn — TnYm) + (TnYm — TmlYm)|
< |1'nyn - JUnym’ + ’xnym - xmym|

= |Zallyn — Ym| + |20 — T |[ym]-
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Dolaywsiyla, |2,y — Tmym| ifadesini e’dan kiiglik yapmak yerine,
[ZnllYn — Ym| + [T — Tm|[Ym|

ifadesini ¢’dan kiigiik yapmaya c¢aligabiliriz. Bunun igin,
|Zn|[Yn — Yml| Ve |20 — 2m|[ym]

ifadelerinin her birini £/2’den kiigiik yapmaya ¢aligacagiz. n ve m gostergeg-
lerini yeterince biiyiik secerek |y, — ym| ve |zn — Xy, terimlerini diledigimiz
kadar kiiciiltebilecegimizi biliyoruz. Ama bu ifadelere, tehlikeli olabilecek |z |
ve |ym| ifadeleri yapigmig. Eger bu ifadeler ¢ok biiytirse, £/2’den kiigiikk yap-
maya caligtigimiz
|Znl|Yn — Ym| Ve |Tn — Tm!|Yym]
ifadeleri kiiciilemeyebilir. Ama neyse ki Teorem IZ2’de temel dizilerin sinirl
olduklarini kanitlamigtik. Demek ki, 6yle A ve B sayilar1 vardir ki, her n igin,
|zn| < A ve |yn| < B
esitsizlikleri gecerlidir. Boylece,

|Zn|[Yn — Ym| < Alyn — ym|

ve
[T — Zm||ym| < BlTn — T

esitsizliklerini buluruz. Simdi
Alyn — Ym| ve |z — | B
ifadelerini €/2’den kiiglik yapmaliyiz, yani

|yn - ym‘ ve |xn - xm|

ifadelerini sirasiyla €/2A ve £/2B sayillarindan kii¢iik yapmaliyiz, ki bu da
o kadar zor degil. (x,)n ve (yn)n temel dizi olduklarindan, 6yle N; ve Ny
gostergecleri vardir ki, her n, m > Nj igin,

£
ve her n, m > Ns icin,
€
— < _
olur. Béylece N = max{Ny, Ny} alirsak kanit biter ama yaptiklarimizi topar-
lamakta yarar var:
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Kisa Kamit: € > 0 olsun. (z,), temel dizi oldugundan, Teorem IX2'ye gore
simirhdir, yani Oyle bir A sayisi1 vardir ki, her n igin,

lzn| < A

esitsizligi gecerlidir. Ayni nedenden, 6yle bir B sayisi vardir ki, her n icin,
lyn| < B

esitsizligi gegerlidir. (), temel dizi oldugundan, 6yle bir Ny gostergeci vardir

ki, her n, m > Nj igin,

3

olur. Aym nedenden, Gyle bir Ny gostergeci vardir ki, her
n,m > No

icin,
€

—_ < PR
‘yn ym| A

olur. N = max{Ny, Na} olsun. §imdi, her n, m > N i¢in,

|TnYn — TmYm| = [(TnYn — TnYm) + (ZnYm — Tmlm)|
< |$nyn - fEnym’ + |$nym - xmym|
= |-Tn||yn - ym| + ‘xn - xm‘|ym|

<A|yn - ym| + B’xn - xm’

ca(S) ()=

g
2A 9oB) T2 727 °

olur. Kanitimiz bitmigtir. O
Sonug 18.6. C bir halkadar. O

Sonug 18.7. Yy, C’nin bir idealidir. Yani
i. 0# Y CC,
ii. Yo — o C Mo,
iii. CYy C M.

Kanit: (i) bariz. (ii), Teorem IZ8’den ¢ikar. (iii), Teorem CZI0’dan gikar:
W CYCB.

Demek ki, Onsav IZI3’ye gore, CVo € BYo C V. O

Durumu bir semayla 6zetleyelim:
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%

&5

U< ULCSBLYD

&: Tiim diziler halkasi

#: Smurh diziler halkasi

¢: Temel diziler halkas:

2 Yakinsak diziler halkasi

y: 0’a yakinsayan diziler (3’nin ideali)

Temel Dizilerde Boélme. C halkasinin bolme altinda “olabildigince” kapal
oldugunu kanitlayalim son olarak. Once ti¢ hazirlik sonucuna ihtiyacimiz ola-
cak.

Onsav 18.8. Eger (z,), € C ise (|z,]), € C.
Kanit: € > 0 herhangi eleman olsun.
Hxn| - |xm|‘ <eg
esitsizliginin her n, m > N icin dogru oldugu bir N ariyoruz. Varsayima gore,
|xy — x| < €

esitsizliginin her n, m > N icin dogru oldugu bir N dogal sayis1 var. Boyle bir
N dogal sayist alalim. Simdi ‘|m| — ]yH < |z — y| esitsizliginden, her n, m > N
icin

[[@n| = |Zm|| < |zn —2m| <e
¢ikar ve onsav kanitlanir. O

Simdi biraz tuhaf bir 6nerme sunalim:

Onsav 18.9. (z,), bir temel dizi ve a € Q olsun. Ejer
{neN:z, <a}ve{neN:z, >a}
kiimeleri sonsuzsa, o zaman (xy,), dizisi a’ya yakinsar.

Kanit: ¢ > 0 olsun. Eger {n € N : z,, < a — ¢} kiimesi sonsuzsa, o zaman
(2n)n dizisinin terimlerinin arasi higbir zaman stirekli ¢’dan kiigiik olamaz ve
bu da dizinin temelligiyle celigir. Demek ki, belli bir N; gostergeci icin, eger
n > Np ise, x, > a — . Benzer nedenden, belli bir Ny gostergeci igin, eger
n > Ny ise, z, < a + ¢. Demek ki n > max{Ni, Nao} icin, |z, — a|] < e. O
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Sonug 18.10. i. Eger (z,)y, bir temel diziyse ve 0’a yakinsamiyorsa, dyle bir
N dogal sayisi ve 6 > 0 vardwr ki, her n > N igin, |x,| > § olur.

ii. Eger (xy), temel dizisi 0’a yakinsamayorsa ve her terimi 0’dan degisikse,
oyle bir 61 > 0 vardwr ki, her n igin, |x,| > 61 olur.

Kanit: Onsav [E®'e gore, (), dizisi yerine (|z,|), dizisini alarak, her n
belirteci i¢in x, > 0 varsayimini yapabiliriz.
Dizi 0’a yakinsamadigindan, 6yle bir € > 0 vardir ki,

{neN:z, >¢}
kiimesi sonsuzdur. Eger sonucumuz yanlig olsaydi,
{neN:z, <e}

kiimesi de sonsuz olurdu; ama bir onceki onsava gore, o zaman dizinin limiti
¢ olmak zorundadir ve bu durumda § = £/2 elemamn ilk 6nermeyi dogrular.
(Neden?) Ikinci kisim igin

81 = min{|zo|/2,. .., |tn_1]/2,6} > 0

alalim. n

Alistirmalar

18.1. Artan ve iistten sinirli bir dizinin temel oldugunu kanitlayin.

18.2. Kamitlayin: Eger (2, ), bir temel diziyse ve 0’a yakinsamiyorsa, dyle bir N dogal sayis1
ve 0 > 0 vardir ki, her n > N icin, |z,| > 6 olur.

18.3. C halkasinin tersinir elemanlarimi bulun.
18.4. Kamtlaymn: Eger (zn)n € C ise (|zn|)n € C.

Simdi C’de ne zaman bdlme yapilabilecegini, yani (x,,), € C ise, (1/xy)n
dizisinin ne zaman C’de oldugunu bulabiliriz. Her seyden 6nce hicbir x,, terimi-
nin 0 olmamas: gerekiyor, ki bu terimlerin tersini alabilelim. Ama bu yetmez,
ayrica bir de (z,)y, dizisinin limitinin 0 olmamas: gerekir.

Teorem 18.11. (), € C ise ve her x,, terimi 0’dan farkl ise ve (zy,), dizisi
0’a yakinsamuyorsa, o zaman (1/xy,), dizisi de C’dedir. Bir baska deyisle, C 'nin
tersinir elemanlary kiimesi,

C* ={(xzn)n € C\ Wy : her n igin x, # 0}
olur.
Kanit: € > 0 verilmis bir eleman olsun. Oyle bir N bulacagiz ki, her n,m > N
icin,
1 1

— - —|<e
Tn  Tm
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olacak. |1/x, — 1/x,,| ifadesiyle oynayalim:

1 1 ‘ |Tn — T

Tn Tm

Sagdaki ifadeyi ¢ok kiiglik (yani £’dan kiigiik) yapmak istiyoruz. Payda bulu-
nan |z, — o, | ifadesini diledigimiz kadar kii¢iik yapabilecegimizi biliyoruz. Bu
iyiye igaret. Ancak eger paydada bulunan |z,||z,,| ifadesi de ¢ok kiigiiliirse, o

zaman
1 1

Tn Tm

o |xn_xm| |-Tn—xm|

B | T[T | 62

ifadesini gok kiiglik yapamayiz. Demek ki |z,| elemanlarinin gok kiiglileme-
yecegini gostermeliyiz. Ama bu tam tamina Sonug PZ2... Bu sonuca gore dyle
bir 6 > 0 elemam vardir ki, her n i¢in |z,| > ¢’dir. O zaman,

= < <
ENEN 52 ©

1 1T [Tn = Tm| _ |Tp — 2
Tn  Tm
elde ederiz. En sagdaki terimi ¢’dan kiigiik yapmak istiyoruz. Bundan daha

kolay bir sey yok: Eger n, m’yi yeterince biiyiik alirsak, diyelim N’den biiyiik,
0 zaman, |z, — | < €62 olur ve bdylece n, m > N icin, buluruz. O

Aligtirmalar
18.5. Eger (zn)n dizisi temel bir diziyse, (|zx|)n dizisinin de temel bir dizi oldugunu kamtlayin.
18.6. Temel dizilerin altdizilerinin de temel dizi oldugunu kanitlayin.
18.7. ©p, =141/2+---4+ 1/n olsun. (x?n), dizisinin temel bir dizi olmadigini kanitlaymn.
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Herhangi bir kesirli say1 dizisi ele alalim:
L0y XL1,L2,T3y...

ve bu dizinin i¢inden gostergeci ¢ift olan terimleri secelim:
TOy L2, L4y Ly«

Bu ikinci dizi, birincisinin altdizisidir. Bir basgka altdizi, gostergeci asal olan
terimlerden secilebilir:
L2, X3, L5, L7y L11, - - -

Ya da dizinin ilk birkac¢ terimini silip ilk dizinin bir bagka altdizisini elde ede-
biliriz:
L3, L4y L5, L6y - -+
Ote yandan,
L3, X2, L5, L7, L11, - - -

dizisi yukaridaki ilk dizinin bir altdizisi olmayabilir, ¢iinkii géstergecler artan
bir bigimde se¢ilmemis, ilk iki terimde terslik var.

T3,T3,T5,L7,T11,- - -

de bir altdizi olmayabilir.

Tanim hissettirdikten sonra matematikselleselim. Bir (zy,), dizisi ve sii-
rekli artan, yani her k ic¢in ny < ngiq esitsizligini saglayan bir (ny); dogal
say1 dizisi verilmig olsun. O zaman, (z,, ), dizisine (x,), dizisinin altdizisi
adi verilir. Tanimi s6yle de verebiliriz: f : N — N mutlak artan bir fonksiyon
olsun. (2 f(n))n dizisi (z,)n dizisinin bir altdizisidir.

Eger y, = xy, tammim yaparsak, (zp,)r = (yx)r olur ve boylece algik
oldugumuz (yx)x yazilimina kavusuruz.

Bir bagka deyisle, bir altdizi, bir

To,T1,T2, X3, T4, L5, -
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dizisinden baz terimlerin atilmasiyla elde edilen bir dizidir. Ornegin, yukari-
daki diziden bazi terimleri silerek

Lo, L1, T2, L3, L4, L5, L6y - - -

altdizisini, yani x1, x2, x4, Tg, - . . altdizisini elde ederiz.
Eger sansimiz yaver gider de, x3 = zg ya da 3 = x1 olursa, o zaman,

xv?)? ‘/1:2’ "175’ x?? x].].? A

dizisi (z,,)y dizisinin bir altdizisi olur, yoksa olmaz.
Altdizilerde sik sik kaniti ¢ok basit olan (k tizerine tiimevarim) su olgu

mizde bunu kullanacagz.
Teorem 19.1. Temel bir dizinin her altdizisi temeldir.

Kamt: (), bir temel dizi, (zn,) dizisi de bu dizinin bir altdizisi olsun.
€ > 0 herhangi bir (kesirli) say1 olsun. Oyle bir N var ki, her n, m > N i¢in,

|zy, — x| < e.
Simdi eger k, £ > N ise N < k < nj ve N < { < ny oldugundan,
|y, —xn,| <€

olur. Bu da kanitlamak istedigimizdi. O

Teorem 19.2. Yakinsak bir dizinin altdizisi de yakinsaktir ve iki dizi aym
limite yakwnsarlar.

Kamt: (z,),, bir a sayisina yakimsayan bir dizi olsun, (x,, ); dizisi de bu
dizinin bir altdizisi olsun. & > 0 herhangi bir (kesirli) say1 olsun. Oyle bir N
var ki, her n > N icin,

|zy, —al < e.

Simdi eger k > N ise N < k < nj oldugundan,
|z, —al <e

olur. Bu da kanitlamak istedigimizdi. ([

Teorem 19.3. Temel bir dizinin bir altdizisi yakinsaksa dizinin kendisi de
yakinsaktir ve her iki dizi de ayne limite yakinsarlar. Dolaysiyla 0’a yakinsa-
mayan bir dizinin ancak sonlu sayrda terimi O olabilir.
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Kanit: Bunun kanit1 biraz daha zor.
(@ )n, bir temel dizi, (2, )y dizisi de bu dizinin yakinsak bir altdizisi olsun,
diyelim a’ya yakinsasin. (z,,), dizisinin de a’ya yakinsadigimi kanitlayacagiz.
€ > 0 herhangi bir (kesirli) say1 olsun. |z, — a| sayismin bir zaman sonra,
yani belli bir gostergegten sonra e’dan kiigiik oldugunu kanitlayacagiz. Her
zaman yaptigimiz gibi,
|zn, —al <e.

esitsizliginin dogru olmasi i¢in n’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bu-
lacagiz. Bunun igin, bir defa daha soldaki |z, —a| ifadesiyle oynayip, bu ifadeyi
bildigimiz kii¢iik ifadeler cinsinden tistten sinirlayacagiz. k herhangi bir dogal
say1 olsun. Ucgen esitsizliginden,

|20 — a| = |(zy _wnk) + (Tny, — a)| < |xn — Ty | + [Ty, — al

elde ederiz. En alttaki
|y, — xp, | Ve |2, — al

ifadelerinin her birini kii¢iiltmeye ¢alismaliyiz. Birinci ifade (x,), bir temel
dizi oldugundan, ikinci ifade ise (xy, ) dizisi a’ya yakinsadigindan kiigiiliir.
Ayrmtilar 6énemli, ayrintilar1 yazalim. Her iki ifadeyi de €/2’den kiigiik ya-
pacagiz.

Birinci ifadeden baglayalim. (x,), bir temel dizi oldugundan, 6yle bir N
vardir ki, her n, m > N i¢in, |z, — x| < £/2 olur. Demek ki eger k > N ise,
ng > k > N olur ve

|zy, — 2p, | <e/2

esitsizligi elde edilir.
Ikinci ifadeye gelelim. (2, )k dizisi a’ya yakinsadigindan, 6yle bir Ny vardir
ki, her £ > Nj icin,
|y, —al <e/2

olur. Simdi &, hem N’den hem de Nj’den biiylik herhangi bir sabit gostergeg
olsun. Her n > N igin,

‘an_a‘:‘(xn_xnk)"‘(wmc_a)’ < |xn_xnk‘+‘$m_a‘ <g/2+¢e/2=¢

elde ederiz. O

Aligtirmalar

19.1. Her altdizisinin dizinin kendisine esit oldugu diziler hangi dizilerdir?
19.2. Sadece iki altdizisi olan tiim dizileri bulun.

19.3. Tiim kesirli sayilar igeren bir dizi var midir?

19.4. Her diziyi altdizi olarak barmndiran bir dizi var midir?
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19.5. (zn)n ve (yn)n dizileri sirasiyla a ve b sayilarina yakinsasin. Bu iki diziyi su yontemle
karalim: A ve B, N'nin N = AU B esitligini saglayan iki ayrik ve sonsuz altkiimesi olsun.

f:A—>Nveg: B—>N
iki artan esleme olsun. (f ve g biriciktirler.)

R RO eger n € A ise
| Ygn) eBern € Bise

olsun. Boylece (zn)n dizisini elde ederiz. ('jrnegin7
Lo, Yo, T1,Y1,T2,Y2,T3,Y3, T4, Y4,. ..
bu yontemle elde edilmis bir dizidir ve burada
A=2N,B=2N+1

almmistir. (z,)n dizisinin yakinsak olmasi i¢in a = b esitliginin gerek ve yeter oldugunu

kanitlayin.

Monoton Diziler ve Altdiziler. X siral bir kiime olsun. (z,), bir dizi
olsun. Eger her n < m i¢in z, < z,, oluyorsa, diziye artan adi verilir. Eger
her n < m i¢in x, < x,, oluyorsa, diziye mutlak artan adi verilir. Azalan ve
mutlak azalan diziler benzer bigimde tanimlanir. Sabit diziler hem artan hem
de azalan dizilerdir ve sadece sabit diziler hem artan hem de azalandir.

Artan ya da azalan dizilere monoton dizi denir.

Teorem 19.4. Tamsiralr bir kiimenin her dizisinin monoton bir altdizisi var-
dar.

Kanit: (ap),, terimleri herhangi olan bir tamsirali kiimede herhangi bir dizi
olsun. Eger bir n gostergeci i¢in, a,, < a,, esitsizligi n’den biiyiik her m goster-
geci ic¢in saglaniyorsa, n’ye, bu kanithik, “iyi gosterge¢” diyelim. Eger sonsuz
tane iyi gostergeg varsa azalmayan bir altdizi segmek kolaydir: (ax) kiyi artan
bir altdizidir. Eger sonlu tane iyi gostergeg varsa ve IN bu gostergeclerin sonun-
cusuysa, her n > N igin, a, > a,, esitsizliginin saglandigi bir m > n vardir.
Bu durumda da azalan (dolayisiyla artmayan) bir altdizi kolaylikla bulunur.
O



20. Onluk Tabanda Kesirli
Sayilar (2)

Bu béliimde 0,99999... ifadesinin matematiksel olarak ne demek oldugunu
gorecegiz. Ifadenin anlamim 6grendigimizde, genellikle saskinlikla karsilanan

ve kusku duyulan
0,99999... =1

esitligini matematiksel olarak kanitlayabilecegiz.
0,99999. .. yerine daha tuhaf bir ifade ele alalim. Diyelim,

0,864269623810856 . . .

ifadesini ele aldik. Rakamlarin virgiilden sonra nasil devam ettiklerini bilmiyo-
ruz. Ama bir bigimde devam ediyorlar. Bunun yerine, rakamlarin nasil devam
ettigi bilinen

0,1234567891011121314.. ..
ifadesini de ele alabilirdik. Bu ifadeler ne demek olabilir? Iste bu konuyu irde-
leyecegiz bu boliimde.

Eger birinci ifadeyi belli bir basamaktan sonra kesersek, elde edilen sonlu
ifadenin ne demek oldugunu biliyoruz:

0,8 =8x10"
0,86 = 8 x 1071 +6 x 1072
0,864 = 8x 107  +6x 1072 +4x 1073
0,8642 = 8 x 107  +6x 1072 +4x 102 +2x 1074

Ama sonsuza dek uzanan 0,864269623810856 . .. ifadesinin ne anlama gel-
digini heniiz bilmiyoruz.
Elimizde bir (ay)n>0 rakam dizisi olsun. Yani her n > 0 igin, bir

an€{0,1, ..., 9}
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rakami olsun.

r1 = a110*1,
o = a110*1 + a210*2,
T3 = aq 1071 + CL21072 + CL31073,

Tp = a1107 + 21072+ - 4+ 4,107,

tanimlarini yapalim. Daha ekonomik bir yazilimla:

n

Ty = Z ailo_i.

=1

Boylece bir (xy,)n>0 kesirli say1 dizisi elde ederiz. Bu dizinin bir temel dizi
oldugunu kanmitlayalim hemen.

kesirly say dizist temel bir dizidir.

Kanit: € > 0, herhangi bir say1 olsun. ()yle bir N bulacagiz ki, her n, m > N
icin, |z, — xm| < € olacak. Her zamanki gibi |x,, — x,,| ifadesinin ¢’dan kiigiik
olmasi i¢in n ve m’nin ne kadar biiylik olmalar gerektigini bulacagiz.
|Ty, — Tm| = |2m — x| oldugundan, n > m esitsizligini varsayabiliriz.
Bundan boyle bu esitsizligi varsayacagiz. |x,, — z,,| ifadesiyle oynayalm:

n m n
|2 — | =D @107 = " a 107 = | Y ;107
=1 =1

i=m-+1
n n n
= Z a;107% < Z 9.107" = 0. Z 107"
i=m-+1 i=m-+1 i=m-+1
n n—m-—1
=9.10"™"! Z 10t =g 10-m ! Z 1077
i=m+1 j=0
n—m-—1 _
_ —m—1 Ji_ —m-11—(1/10)"7™
9.10 ]Z::o (1/10)7 = 9.10 0
—m—1 1- 1/10)n—m —-m n—m -m
=9.10 0710 =10""(1 — (1/10)"™) < 10™™.

Doérdiincii satirdan besinci satira gecerken

j=1—m-—1
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degigikligini yaptik. Altinci satirdan yedinci satira gegerken, xxxxxxx Bolim
??’de gri alanda kanitlanan esitligi « = 1/10 i¢in kullandik. (Hesaptaki egitsizliklerin
her biri son derece ekonomiktir: Uciincii satirdaki esitsizlik zorunlu bir esitsizliktir,
clinkil @;’lerin her biri bal gibi de 9 olabilirler. Ikinci ve sonuncu esitsizlik de
zorunlu, ¢linkii m sabit kalip n ¢ok biiyiidiigiinde (sonsuza gittiginde),

1—(1/10)"™

say1sit 1’e kadar dayanir.)
Simdi 10~™’yi e’dan kiiciik yapmamiz gerektigini anliyoruz.

—-1<107t <1
oldugundan, Teorem IZT&e gore, 6yle bir N vardir ki, her m > N igin,
107" <e

olur. Asagidaki gri karede ayn geyi xxxxx Teorem [IZT&yi kullanmadan kanithiyoruz.
O

Not: Yukaridaki teoremde ve kanitinda 10’un hi¢bir 6nemi yok, sabit herhangi
bir b > 1 (kesirli ya da dogal) sayis1 da alimabilirdi. Ayrica a;’ler de smirh her-
hangi bir say1 kiimesinden secilebilirdi. b’yi 10 almak gelenekten de Gte bir
aligkanlik héline gelmistir,iki elimizde on parmagimizin olmasindan kaynak-
lanir ve artik kiiltiirimiiziin nerdeyse ayrilmaz bir parcgasidir. Bir de b’yi 2
almak ozellikle cagimizda 6nem kazandi.

Simdi, eger (an)n>0 dizisi zamanla devirlegiyorsa, yani her n > N igin,
Gn4k = an esitligini saglayan N ve k > 0 dogal sayilar: varsa, o zaman yukarida
tanmmlanan (z,),>0 kesirli say1 dizisinin bir limiti oldugunu kanitlayalim.

Burada limitin kesirli bir say1 oldugunu sdylemek istiyoruz. Gergel sayilari
tanimladigimizda, bu (x,)n>o dizilerinin sadece zamanla devirlesen (ay,)n>o0
dizileri i¢in degil, her (a,,)n>0 dizisi igin bir gercel sayiya yakimsadiginm kanit-
layacagiz. Ancak gimdilik boyle bir onermeyi telaffuz bile edemeyiz. “Gergel
say1” sozleri simdilik bize yasak.

Notlar ve Ornekler

20.1. 3,5,7,8,2,1,4,2,1,4,2,1,4, ... dizisi zamanla devirlesen bir dizidir. Bunu gérmek
igin N =4, k = 3 almak yeterli. (k = 6 da alabilirdik. k¥ = 3 en kiigiik devirdir.)
= 31071 = 0,3,
z2 = 3.107" +5.107% = 0,35,
z3 = 3.107" +5.107% +7.107% = 0,357,
x4 = 3107 +5.1072 +7.107% +8.107* = 0,3578,

ornegi lizerinde (zn)n>o0 dizisinin bir kesirli sayiya yakinsadigini gosterelim.
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Diziyi ilkokuldan beri aligik oldugumuz bigimde ve goéze daha hog goriinsiinler diye bazi
terimleri atlayarak yazarsak ne yapilmasi gerektigini daha kolay goriiriiz:

x4 = 0,3578,
z7 = 0,3578214,
z10 = 0,3578214214,

(zn)n>o dizisinin yakinsak oldugunu kanitlamak yerine, Teorem [T3’e gore, bu dizinin
(Z4+3n)n altdizisinin yakinsak oldugunu kanitlamak yeterli.
Biraz hesap yapalim:

214 214 214

Ta+3n = 0,3578 + 107 + 1010 + -+ T0%+3n

—0,3578 4 214 (1+i+---+#)

107 103 103(n—1)
214 1 — 15
=0,3578 + — —10~
214 1 — g5
=0,3578 -1
T8 F 757 999

Demek ki, n sonsuza giderken (Z443n)n ya da (@n)n>o dizisinin limiti,

214 1
0,3578 + 107 999

kesirli sayisidir.

Agagidaki teorem aynen yukaridaki ornekteki gibi kolaylikla kanitlanabilir.
Bigimsel kanit1 merakli okura birakiyoruz.

Teorem 20.2. Eger (ay)n>o rakamlar dizisi bir zaman sonra devirlesiyorsa,
o zaman yukarida tamimlanan (xn)n>o kesirli sayr dizisinin Q’de bir limiti
vardir.

Bundan boyle, yukaridaki teoremde varligi séylenen bu limiti
0,a1a9a3a4 - - -
olarak yazacagiz:
0,a1a0a3 -+ = nli_)rrolo(allo_l + - 4a,107").
Eger bir de ayrica ag herhangi bir dogal sayiysa, yukaridaki teorem,
(ap 4+ a1107t +a1072 + - - + a,107"),

dizisinin yani

(a07a1a2 te an)n
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dizisinin bir limiti oldugunu soyliiyor. Bu limiti bundan boyle
ap,a1020304 * *

olarak yazacagiz. Ama dikkat, burada rakam olanlar sadece a1, a2, as, aq,...
katsayilari, ag bir rakam olmayabilir, ag bir dogal say. Ote yandan ag’in da
rakamlarla ifade edilebilecegini gordiik (Teorem E2H). a1, ty - - - t1tg olarak
rakamlarla ifade edersek, her pozitif kesirli sayinin, sonlu tane

to, t1, ..., Uk
rakami ve bir zaman sonra devirli olan
a, az, ag, a4, ...

rakamlari igin,
tk e tltg,a1a2a3a4 e

biciminde, yani, terimleri
Tp = 6107 + -+ 4100 + 411071 4+ - 4+ @, 107"

olan dizinin limiti olarak yazilabilir.

Simdi artik 0,9999... ifadesinin ne demek oldugunu biliyoruz: Bu ifade,
yukaridaki tanima gore,

T, =9-10"1+---49-107"

dizisinin limitidir. Hemen bulalim bu limiti: esitliginin baginin ve sonunun
limitlerini alirsak,
0,99999...=1

buluruz. Nihayet! Bu yasa degin merak ettigimiz esitligi kanitladik...
Tabii ayni sekilde, ornegin,

253,782149999. .. = 253,78215

esitligi de gegerlidir. Kanit1 okura birakiyoruz.

Teorem 20.3. Her pozitif kesirli say, to, t1, ..., tx rakamlar: ve zamanla
devirlesen bir (ap)n>o rakamlar dizisi igin,

tr...to,a1a2a304 - -+

biciminde yazlabilir. Eger k > 0 ise t;, # 0 alinabilir.



284 20. Onluk Tabanda Kesirli Sayilar (2)

Peki, yukaridaki t .. .%¢g,a1a2a3a4 . . . yazilimi ne kadar biriciktir? Yani,

tiy ooy b0
ve Sg, ..., So rakamlar1 ve zamanla devirlesen (an)n>0 ve (by)n>o0 rakamlar
dizisi i¢in,
tr...to,a1a2a304 ... = Sy ...S0,b1b2b3by - - -

ise, k = £ ve her 7 icin t; = s; ve a; = b; olmali midir?
Yukarida kanmitladigimiz 0,99999 ... = 1, daha dogrusu

0,99999... = 1,00000. ..
esitliginden a; = b; esitliginin her zaman dogru olmadigini biliyoruz.
9,99999... = 10,00000...

egitliginden de k = £ esitliginin her zaman dogru olmadigini biliyoruz. Ayrica
bir de saymin soluna istedigimiz kadar 0 koyabilecegimizi biliyoruz. Ama bu
istisnalar diginda yukaridaki yazilim biriciktir. Yani a ve s dogal sayilar: icin,
a/10° bi¢iminde yazilamayan her kesirli say1, ¢ # 0 olmak iizere, tek bir
bicimde

tk PN tg,a1a2a3a4 PN

olarak yazilabilir. a/10° bi¢iminde yazilan sayilar igin ise iki degisik yazim
bigim vardir: Biri hep 9’la digeri hep 0’la biter... Konuyu daha fazla uzatmak
istemedigimizden kanit1 es gegiyoruz.

Teorem PI3’iin tersi de dogrudur. Bunun da kanitin1 okura birakiyoruz.

Teorem 20.4. Eger (apn)n>0 rakamlar dizisi bir zaman sonra devirlesmiyorsa,
o zaman yukarida tanmimlanan (), kesirli say dizisinin Q’de limiti olamaz.

Teorem 20.5. Her k dogal sayst i¢in 10 > k olur.
Kanit: k£ iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. k = 0 igin,
k=0<1=10"= 10"

Bir de k = 1 i¢cin kanitlayalim: k = 1 < 10 = 10" = 10¥. Simdi k& > 1 olsun ve
esitsizligin k icin gegerli oldugunu varsayalim. O zaman,

10Ft =10 x 10 > 10k > k + 1.

(Son esitsizlik, kanitin baginda teoremi neden k£ = 0 ve k = 1 i¢in kamtladigi-
miz1 gostermektedir.
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Sonug 20.6. ¢ > 0 hangi (kesirli) sayr olursa olsun dyle bir N dogal sayist
vardwr ki, her n > N i¢in, 107" < €.

Kamt: N, 1/¢’dan biiyiik bir dogal say1 olsun (Argimet Ozelligi, Teorem
Z10). O zaman, 10N > N > 1/¢, yani 107" < . Her n > N igin,

10"<10 VN <e

olur.






Kisim 111

Gercel Sayilar






21. Gercgel Sayilar Kumesi

Nihayet gercel sayilar: tanimlayacagiz. Bir sonraki boliimde gercel sayilar tize-
rine dort iglemi ve siralamay: tamimlayip bunlarin 6zelliklerini irdeleyecegiz.
Gergel sayilarin ne olduklarini sezgisel olarak hissediyoruz. Ayrica ta ilko-
kuldan beri,
3,141592653589793 . . .

gibi sonsuza dek uzanan bir ifadenin bir gercel say1 oldugu ogretilmistir bize.
Biz de bunu sorgulamadan kabul etmisizdir. Hatta belki de 6gretmen, bu
sayinin, “birim uzunlugu verilmisg bir say1 dogrusunun iistiinde bir uzunluga es
diigtiigiinii” s6ylemis bile olabilir... Bu uzunlugun hangi noktalar arasindaki
mesafe oldugunu gostermeden, daha dogrusu gosteremeden...

Ogretmen, buralarda bir yerde
3,141592653589793... gibi
bir sayinin oldugunu soyliyor...

O

Ogretmenin dedigine gore, 0’dan
3,141592653589793 . . . cm

otede fiziksel bir nokta varmis... Ogretmen dedigine gére Gyle bir nokta ol-
mali... Kitaplar da 6yle diyor galiba... Bunca 6gretmen, bunca kitap yalan mi
sOyleyecek?

Yalan degil ama yanlig... Cetvel iizerinde gergekten Oyle bir fiziksel nok-
tanin olup olmadigini hicbir zaman bilemeyiz. Parcalanamayacak parcaciklar
olduguna gore muhtemelen de Oyle bir nokta yoktur. Ayrica fiziksel nokta diye
bir geyin de ne oldugu bilinmemektedir...

Gergel saymin (ne oldugunu degil, bu sorunun anlami bile olamaz!) ne
olmasi gerektigini iste bu boliimde 6grenecegiz.

Once, daha sonra terkedecegimiz bir “gercel say1 tammlama” yontemini
aciklayalim.
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Gecen bolimde
3,14159215921592.. ..

gibi bir zaman sonra devirlegen bir ifadeye anlam vermistik. Bu ifadeyi tam
tamina, terimleri

n
Ty, =3+ Z a,-lO’i
=1
olarak tanmimlanan dizinin limiti olarak tamimlamigtik. Burada a; = 1, as = 4,
az=1,a4=">5,a5=9, ag =2, ay =1, ... olur. Boliim E0’da,

3,141592653589793 . ..

gibi sonsuza dek uzanan ve hicbir zaman devirlesmeyen bir ifadeyi tanimla-
mamigsak da, terimleri

n
Tn =3+ al07’

=1
olarak tanimlanan dizinin temel dizi oldugu kanmitlanmigtik. Burada a; = 1,
ay =4,a3 =1, a4 =5,a5 =9, ag = 2, a; = 6, ... olur. (Yukaridakinden
degisik...)

Gergel sayilar yukaridaki temel diziler olarak tanimlayabiliriz. Bir a dogal

say1s1 ve bir zaman sonra siirekli 9 olmayan bir (ay,), rakam dizisi igin,

n
(a + Z ail()_’)
i=1

temel dizisini pozitif bir gergel say1 olarak tamimlayabiliriz. (Bir zaman sonra
siirekli 9 olan sayilari da kabul edersek, o zaman bu sayinin baska tiirlii yazilan
bir sayiya egit oldugunu séylemek zorunda kaliriz ve tanmim zorlagir.) Ardindan,
bu gercel sayinin da

n

a,a10a2a3a4a5a¢6 - . .

olarak yazildigim1 da soyleyebiliriz. Eger zamanla devirlesen (a,), rakam di-
zilerinden elde edilen gergel sayilar: (yani temel dizileri), dizinin limiti olan
kesirli sayiyla ozdeslestirirsek, her kesirli sayiy1 bir gercel say1 olarak gorebi-
liriz. Sonra negatif gercel sayilar bir bigimde tanimlanabilir. (ikinci kisimda
N’den hareketle Z’yi tammladigimiz gibi.) Ardindan gercel sayilarda toplama,
¢ikarma, carpma ve bolme tanimlamak gerekir... Kolay is olmasa da bunlar
yapilabilir.

Tim bunlar matematiksel olarak son derece gecerlidir. Ancak biz boyle
yapmayacagiz. Ciinkii bu yontem 10 tabanimi 6n plana ¢ikarir ve 10’a ha-
ketmedigi bir yer verir. Ayrica bu yOntemle toplama carpma gibi iglemleri
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tanimlamak oldukca megakkatlidir. Biraz daha kuramsal ve soyut olacagiz
ama iglemler ¢ok daha rahat ve ik tanimlanacak.

Her gergel sayimin kesirli bir temel dizinin limiti oldugunu artik hissetmis
olmaliy1z. (Yoksa hissizsiniz demektir!) Buradan hareketle bir gergel sayiyi
kesirli bir temel dizi olarak tanmimlamaya kalkigabiliriz. Ama aym gercel sayiya
yakinsayan bircok temel dizi olabilir. Ornegin,

3,3,1,3,14, 3,141, 3,1415, 3,14159, 3,141592, . ..
artan temel dizisiyle,
4,3,2,3,15, 3,142, 3,1416, 3,14160, 3,141593, . ..

temel azalan dizisi ayni gergel sayiya (heniiz olmayan 7’ye sanki!) yakinsarlar.
Demek ki her temel diziyi bir gercel say1 olarak tanimlarsak, ayni gercel sayidan
binlerce olur!

Bu iki temel diziyi ayni gercel say1 olarak tamimlamak lazim. Bunu yap-
manin yontemini biliyoruz, ge¢miste gordiik. Esit gergel sayilari simgelemesi
gereken, yani gelecekte (gercel sayilar tanimlandiklarinda) aymi gergel sayiya
yakinsayacak olan iki temel dizi esit degil de denk olsun...

Animsarsaniz temel diziler kiimesini C harfiyle simgelemigtik. C kiimesi
tizerinde goyle bir ikili iligki tanimlamaya kalkisalhm: (2y,)n, (yn)n € Cigin,

(Zn)n = (Yn)n < nlg]go Ty = nh_{go Yn-
Giizel bir deneme... Ancak bagarisiz, ¢linkii

lim =z,
n—oo
diye bir say1 (limit) heniiz olmayabilir. (Gergel sayilar1 daha tanimlamadigimiz
ammsayin. Tim derdimiz de bu sayilar var etmek zaten.) Ornegin yukarida
ornek olarak verdigimiz dizinin limiti yoktur ¢iinkii 7 kesirli bir say1 degildir.
Tleride, gercel sayilar tammlandiginda, ayn1 anlama gelecek bir bagka tanim
bulmaliyiz.

Soru isareti yerine su anki matematiksel bilgimizle ifade edebilecegimiz bir
kogul bulmaliy1z ve bu kogul, ileride anlami olacak olan

lim z, = lim y,
n—oo n—oo

esitligiyle ayni anlamda olmali. Ama bu ¢ok basit... Yukaridaki

lim z, = lim y,
n—oo n—o0
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esitligi yerine,
lim (z, —yn) =0

n—oo

yazalim... Bu ifade, ileride, lim,,—,cc 5, ya da lim,,_,« ¥, oldugunda diledigimiz

lim z, = lim y,
n—oo n—oo
egitligiyle ayni anlamda olacak. Zaten 6yle hissetmiyor muyuz?
Artik resmi tanimu verebiliriz: (zy,)n, (yn)n € C temel dizileri i¢in, = ikili
iligkisini
(xn)n = (yn)n < lim (xn - yn) =0
n—oo

olarak tanimlayalim. Bir bagka deyigle, = ikili iliskisi, x, y € C temel dizileri
icin,

r=ysSr—y <€
olarak tanimlansin. Bu arada, )y’in Boliim 76 8’da 0’a yakinsayan kesirli

say1 dizileri kiimesi olarak tanimlandigini da animsayalim.
Simdi bu ikili iligkinin bir denklik iligkisi oldugunu kanitlayalim.

Onsav 21.1. Yukarda tanimlanan = ikili tliskisi bir denklik iliskisidir. Yani
i.z =1z,

ii.z=y isey =z,

illi.z=yvey=zisex =z.

Kanit: Kanitimizda )y’ in C halkasinin bir ideali oldugunu, yani Sonug IX=’de
kanitlanan,
a. S(O) €Yy C C,
b. Yo — Yo € W,
c.CYo S Mo
olgularinu kullanacagiz. (s(0), sabit 0 dizisidir.) Bu da ideal kavraminin 6ne-
mini gosterir... diyecegiz ama bu kamtta (c)'nin hi¢ 6nemi olmayacak. (c)
ileride 6nem kazanacak. (i), dogrudan (a) 6zelliginden gikar.

(ii)’yi kamitlayalim. Varsayima gore © —y € ). demek ki, (a) ve (b)’'ye
gore,

y—z=5(0)— (z—y) €N,

yani y = .
Gelelim (iii)’iin kanitina... Varsayima gore,

rT—y€E€Wvey—z €N

(b)’den dolayr, x — z = (z —y) + (y — 2) € Dy, yani z = z. O
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Her a € C temel dizisi igin,
al| ={z € C:a=2x}

olsun. C’nin bu altkiimesine a’min smifi denir.
C/Yo ya da eski yazihmla C/ =, simflarin kiimesi olsun:

C/Yo=C/=={[a] : a €C}
olsun. Gergel sayilar kiimesi R’yi iste bu kiime olarak tanimlayacagiz:
R=C/Yy=C/=={[a]:a €C}.
Bir sonraki boliimde gercel sayilarda dort iglemi ve siralamay1 tanimlayacagiz.

Bir de ayriyeten kesirli sayilar kiimesi Q’yii R’nin i¢cine gémecegiz.
Q ile R gimdilik ayrik kiimeler. Resim agagida.

Q

@
a
lf f
YV VY \l y R

C, kesirli temel dizilerden olusan kiime.
R ise C’'nin denklik smiflarindan olusan kiime.

C’'nin icindeki gri kutular denklik sinmiflarini temsil ediyor. Bu denklik sinif-
larinin her biri R’nin bir elemani, yani bir gergel say1. Bir sonraki boliimde
s0zlinli edecegimiz f fonksiyonu da C’'nin her elemanini o elemaninin sinifina
gotiiren fonksiyon.






22. Gergel Sayilarda Dort
Islem

Bir a € C temel dizisini (tiim diziler Q-dizileridir) [a] gergel sayisina gotiiren
f : C — R fonksiyonunu ele alalim:

f fonksiyonunu kullanarak, eskiden C tizerine tanimladigimiz toplama, ¢arpma,
¢ikarma ve bolme islemlerinin benzerlerini R iizerine tanimlayacagiz. Yapaca-
gimiz ig O0zetle su: Diyelim R iizerine toplamay: tanimlamak istiyoruz. R’den
toplamak istedigimiz iki eleman alalim, bu elemanlara r ve s diyelim. Eleman-
larin C’de birer f-onimgesini bulalim ve sirayla onlara a ve b diyelim. Demek
ki
fla) =71 ve f(b) =s.

Simdi a ve b temel dizilerini C’de toplayip a + b temel dizisini elde edebiliriz.
Ve son olarak bu toplamin f imgesini alip

fla+b)eR
elemanimi bulabiliriz. » 4+ s toplamini,
r+s=f(a+b)

olarak tanimlamay1 Oneriyoruz, ¢linkii ne de olsa a + b dizisi de C’de.
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R’den C ’ye cik, topla ve tekrar R’ye in:

¢

a+b

A

R

4

r=fla) s=f(b) r+s=f(a+b)
R’de toplamanin tanumu:
1) 7, s € R verilmig olsun.
2) fla) =7 ve f(b) = s esitligini saglayan a, b € C
dizilerini bul.
3) r + i f(a + b) olarak tanimla.

Ancak, r ve s gercel sayilar1 verildiginde,

fla)=rve f(b) =s

esitliklerini saglayan birden ¢ok a ve b vardir; tanimin gecerli olmas: icin bu
esitligi saglayan tiim a ve b’lerin aymi f(a + b) sonucunu verdigini kanitlama-
liy1z. Bunu kanitlayacagiz.

a’+b’ de burada (kanitlanacak)
\
, v, v ¢

Ao

a ol a+b
.

e

Carpmay1 da benzer yontemle tamimlayacagiz. Her halkada oldugu gibi ¢i-
karma toplama tarafindan, bolme de ¢arpma tarafindan belirlenecek. R’de
siralamay1 tanimlamak, cok degil, birazcik daha zordur. Ardindan, tanimlanan
bu iglemlerin ve siralamanin tahmin edilen 6zellikleri sagladigini ve sonucta
sirali bir cisim (Boliim @3 ve M) buldugumuzu ve bu sirali cisimde Q’niin
kusurlarimin (Boliim IG3) olmadigimi kanitlayacagiz.

Toplama. Yukarida gordiigiimiiz gibi, R’de toplamanin 6énerdigimiz taniminin
gecerli olmasi i¢in gu 6nsav kanitlanmali:

Onsav 22.1. a, b, d/, ¥ € C olsun. Eger [a] = [a/] ve [b] = [V'] ise
[a+b] = [a' + V]

esitligi dogrudur.
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Kanit: Varsayima gore a —a’ € M ve b — V' € ). Dolayisiyla,
(a+b)—(d+b)=(a—d)+(b-0V)e

dir, yani [a + b] = [@’ + V] esitligi dogrudur. O

Simdi artik, [a] ve [b] gercel sayilar igin,
[a] + [b] = [a + ]

tanimini huzur icinde yapabiliriz, ¢iinkii bu tanim, C’de segilen a ve b’ye gore
degil, [a] ve [b] gergel sayilarina gore degismektedir. Eger bu 6nsav dogru ol-
masaydi,

[a] = [a'] ve [b] = [V']

esitlikleri dogru olmasina karsin,
la] + [b] = [a'] + [V/]

esitligi dogru olmayabilirdi ve o zaman da toplama isleminin tanimi gegerli
olmazdi. Toplamay1 tamimladiktan sonra toplamanin 6zelliklerine gelelim.

Onsav 22.2. (R,+,[s(0)]) degismeli bir gruptur, yani,

T1. Herr, s, t € R igin, (r+s)+t=r+(s+1).

T2. Her r € R igin, v+ [s(0)] = [s(0)] + 7 =1.

T3. Herr € Rigin, r +s = s+r = [s(0)] esitligini saglayan bir s € R vardar.
T4. Herr, se R icinr+s=s+r.

Kanit: R’deki bu esitlikleri kanitlamak icin f fonksiyonunu kullanip C’ye
gikacagiz. Bu egitliklerin C’de de gegerli oldugunu kullanip tekrar f ile R’ye
inecegiz.
T1. a, b, c € Cicin, r = [a], s = [b], t = [¢] olsun. O zaman,
(r+s)+t=(la] + [b]) + [d] = [a + b] + [¢]
=[(a+b)+c=[a+ (b+0)]
= [o] + b+ = la] + (1] + d) = 7+ (s 1)
T2. a € C igin, r = [a] olsun. O zaman,

r+[s(0)] = [a] + [s(0)] = [a + s(0)] = [a] = 7

[s(0)] + 7 = r esitligi benzer bi¢imde kanitlanir.
T3. a € C igin, r = [a] olsun. Eger a = (ay,), ise,

b=—a=(—ap)y, €C ve s=[b
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olsun. Istenen r+s = s+r = [s(0)] esitliginin saglandigim simamak zor degildir.
T4. a, b € C igin, r = [a], s = [b] olsun. O zaman,

rts=la+ b =lat+b]=[b+al =[] +[a] =5+

olur. O

Onsav 2’nin Ardindan:

a. T1’e gore gergel sayilar1 toplarken parantez kullanmaya gerek yoktur, or-
negin, (r + s) + ¢ yerine r + s+t ve (r +s) + (t + u) yerine r + s+t + u
yazabiliriz.

b. R’de T2 6zelligini saglayan bir ve tek bir eleman vardir (toplamanan et-
kisiz elemant denir bu elemana) ve bu eleman, 72'nin soyledigi gibi [s(0)]
olur. Gelecekte [s(0)] yerine 0 yazacagiz ama simdi degil. Ote yandan daha
simdiden [s(0)] yerine Or yazmak fena bir fikir degildir, 6yle de yapacagiz.

c. Eger r € R verilmigse, T'3'teki r +s = s+ = [s(0)] = O esitligini saglayan
bir ve tek bir s € R vardir. Bu eleman1 —r olarak gosterecegiz. Kanitta da
goriildiigi tizere, a € C icin, —[a] = [—a].

d. R’de cikarmay: iki degisik bicimde tanimlayabiliriz:

r—s=r+(—s)
olarak ya da r = [a], s = [b] i¢in
r—s=a—1]

olarak. Tkisi de aym kapiya cikar ancak ikinci tammin gecerli olmasi icin Onsav
PZZ’ye benzer bir sonucun kanitlanmas: gerekmektedir. Benzer sekilde

—r—sve —r+s
islemlerini de tanimlayabiliriz.
—(r—s)=—-r+s=s—r

gibi esitlikleri kanmitlamak kolaydir.

Ama dikkat, toplarken paranteze gerek yoksa da gikarirken parantezleri
korumak gerekir. Aksi davranigin birakin tiniversiteye girisi, bale okuluna girisi
bile engelledigi bilinmektedir.

e. Her grupta oldugu gibi R’de de sadelestirme yapilabilir. Ornegin,

r+s=r+t

ise s =t olur. Aymi gekilde r + s = r ise s = [s(0)] = Og olur.
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f. [a] 4 [b] = [a + b] formiilii, yani
fla+0b) = f(a) + f(b)

formiili,

f:C—=R

fonksiyonunun (C, +, s(0)) grubundan (R, +, [s(0)]) grubuna giden bir esyap:
fonksiyonu (homomorfizma) oldugunu soyliiyor. Egyap1 fonksiyonunun an-
lamin1 bilmeyenlere: Toplamaya (ya da bir bagka igleme) uyumlu olan, yani
fla+0b) = f(a)+ f(b) esitligini saglayan bir gruptan bir bagka gruba giden f
fonksiyonlarina verilen addir.

Carpma. Carpmay1 da aym yontemle tanimlayacagiz. R’den r ve s eleman-
larini alalim. r ve s'nin C’de f-Onimgelerini bulalim. Bu 6nimgelere a ve b
diyelim. Demek ki

fla) =7 ve f(b) = s.

Simdi a ve b temel dizilerini C’de garpip ab € C dizisini elde edebiliriz. Son
olarak bu garpimin f imgesini alip f(ab) € R bulabilir ve rs ¢arpimini,

rs = f(ab)

olarak tanimlamay1 uygun bulabiliriz. Yani a, b € C icin,
a][6] = [ab)]

tanimini yapmak istiyoruz.

R’den ¢ ’ye ¢ik, carp ve tekrar R’ye in

¢
ab

N

r=fla) s=f(b) rs=flab)
R’de carpmanin tammu:
1) 7, s € R verilmis olsun.
2) f(a) = r ve f(b) = s esitli%ni saglayan a, b € ¢
dizilerini bul.
3) 7s’yi f(ab) olarak tammla.

R

Ancak r ve s verildiginde, f(a) = r ve f(b) = s esitligini saglayan birden ¢ok
a ve b vardir; tanimin gecerli olmasi icin bu esitligi saglayan tiim a ve b’lerin
ayni f(ab) sonucunu verdigini kanmtlamaliyiz.



300 22. Gergel Sayilarda Dért islem

a’b’ de burada (kanitlanacak)

) b, v ¢
a.
tl. b

b, e

Onsav 22.3. a, b, a/, ¥/ € C olsun. Ejer [a] = [a/] ve [b] = [V'] ise [ab] = [a'V]
egitligi dogrudur.

Kanit: Varsayima gore a —a’ € M ve b — V' € ). Dolayisiyla,
(ab—d'b)=(a—d)+d(b-V)e

dir (Onsav CZI3), yani [ab] = [a'V] esitligi dogrudur. O

Simdi artik, [a] ve [b] gercel sayilar igin,
[a][b] = [ab]

tanimini huzur iginde yapabiliriz, ¢iinkii bu tanim, C’de secilen a ve b’ye gore
degil, R’de secilen [a] ve [b] gergel sayilarina gore degismektedir. Eger bu 6nsav
dogru olmasaydi,

[a] = [a'] ve [b] = [V']

esitlikleri dogru olmasina karsin,
[a][8] = [a'][V']

esitligi dogru olmayabilirdi ve o zaman da carpma igleminin tanimi gegerli
olmazdi.
Kimi zaman [a][b] yerine [a] X [b] ya da [a] - [b] yazacagiz.

Onsav 22.4. Su ézellikler dogrudur:

C1. Herr, s, t € R igin, (rs)t = r(st).

C2. Herr € R igin, v [s(1)] = [s(1)] - r =7.

C3. Her Or # 1 € R igin, rs = sr = [s(1)] esitligini saglayan bir Ogp # s € R
vardar.

C4. Herr, s € R i¢in rs = sr.

Kanit: Aynen bir 6nceki kanit gibi. R’deki bu egitlikleri kamitlamak igin f
fonksiyonunu kullanip C’ye gikacagiz. Bu esitliklerin C’de de gecgerli oldugunu
kullanip tekrar f ile R’ye inecegiz.

C1, C2, C4. Onsav EZ2nin T'1, T2 ve T4’iin kanitiyla ayni oldugundan kaniti
okura birakiyoruz.



301

C3. a = (an)n € C igin, r = [a] olsun.)y = [s(0)] = Or # r = [a] oldugundan,
a, Yo'da degildir, yani 0’a yakinsayamaz. Teorem [T3’e gore her n > N icin
an 7 0 esitsizliginin saglandigi bir N gostergeci vardir.

b — a,! eger n > N ise
no 0 eger n < N ise

ve b = (by)n olsun. Teorem IXTWe gore b bir temel dizidir. O zaman ab dizisi
bir zaman sonra sabit 1 dizisi olur ve dolayisiyla limiti 1’dir. Demek ki ab—s(1)
dizisi 0’a yakinsar, yani )y’dadir. Demek ki, [a][b] = [ab] = [s(1)] olur. O

Sonug 22.5. (R\ {Or}, x,[s(1)]) degismeli bir gruptur, yant,

C1. Herr, s, t € R\ {0} icin, (rs)t = r(st).

C2. Herr € R\ {Or} icin, v - [s(1)] = [s(1)] - r =7.

C3. Herr € R\ {Or} icin, rs = sr = [s(1)] esitligini saglayan bir s € R\ {Or}
vardar.

C4. Herr, s € R\ {Or} i¢in rs = sr.

Sonug¢ ZZ3 ve Onsav EZZ@’{in Getirdikleri:

a. Cl’e gore gercel sayilar1 carparken parantez kullanmaya gerek yoktur, or-
negin, (rs)t yerine rst ve (rs)(tu) yerine rstu yazabiliriz.

b. R’de (2 6zelligini saglayan bir ve tek bir eleman vardir (¢arpmanin etkisiz
elemani denir bu elemana) ve bu eleman da C2'nin séyledigi gibi [s(1)]’dir. Ge-
lecekte [s(1)] yerine 1 yazacagiz ama simdilik degil. Ote yandan daha simdiden
[s(1)] yerine 1g yazmak fena bir fikir degildir.

c. Eger r € R\ {Ogr} verilmigse, C3’teki rs = sr = 1 esitligini saglayan
bir ve tek bir s € R vardir. Bu eleman1 s~! olarak gosterecegiz. Kanitta da
goriildiigii iizere, a € C icin, tam olarak [a]~! = [a™!] olmasa da bu esitlik
gercek’ten ¢ok cok uzak degil.

d. R\ {Og }’de bolmeyi

r/s=rs!
olarak tanimlayabiliriz.
st = (rs) 7,
() =

gibi esitlikleri kamitlamak kolaydir.

e. Her grupta oldugu gibi R \ {Og} grubunda da sadelestirme yapilabilir.
Ornegin, rs = rt ise ve r # Ogr ise s = t olur. Bu, s ya da ¢, Og’ye esitse
de gecgerlidir. Aym gekilde rs = r ise ve r # Or ise s = 1 olur.

Toplama ve Carpma. Yukarida, énce sadece toplamay1 ilgilendiren, ardin-

dan sadece carpmay: ilgilendiren 6zellikleri bulduk. Simdi bu boéliimde, hem
toplamay1 hem de ¢arpmay1 harmanlayan 6zelligi bulacagiz.
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Onsav 22.6. Gercel saylarda ¢carpma toplamaya gore dagilur, yani herr,s,t €
R idgin, (r 4 s)t = rt + st esitligi gegerlidir.

Kanit: Her zamanki gibi C’ye cikip C’de benzer esitligi kullanarak kanitlanir.
Ayrintilar okura birakilmigtir. O

Bunun bir sonucu olarak, her r € R igin,
rOr = Orr = Op
esitligi dogrudur. Nitekim,
rOr = r(Or + Or) = rOr + 70g
ve buradan da sadelestirerek, rOg = Og bulunur.

Teorem 22.7. (R, +, x,0r, 1r) yapuse bir cisimdir, yani su ozellikler saglanar:
T1. Herr, s, t € Rigin, (r+s)+t=r+(s+1).

T2. Her r € R igin, r+ [s(0)] = [s(0)] +r =r.

T3. Herr € R i¢in, r+ s = s+ 1 = [s(0)] esitligini saglayan bir s € R vardur.
T4. Herr, seRicinr+s=s+r.

C1. Herr, s, t € R igin, (rs)t = r(st).

C2. Herr € R igin, r-[s(1)] = [s(1)] - =r.

C3. Her Or # r € R igin, rs = sr = [s(1)] esitligini saglayan bir Op # s € R
vardar.

C4. Herr, s € R i¢cin rs = sr.

D. Herr, s, t € R igin, (r + s)t = rt + st.

Kanit: Coktan kanitland: bile... 0
Son olarak, f(a) = [a] kuraliyla tanimlanan
f:C—R

orten fonksiyonuna bir defa daha bakalim. Bu fonksiyon su 6zellikleri saglar:

Yukaridaki esitlikler, f fonksiyonunun C halkasindan R halkasina (ashnda cis-
mine) giden bir egyap: fonksiyonu oldugunu soyliiyor. Resim agagida.
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a’b’ de burada (kanitlanacak)

, b v ¢
a.
a. b
b, e

Tabii bu arada C’nin bir cisim olmadigini ama R’nin bir cisim oldugunu unut-
mayalim. (Arife Not: Halkalar kuramininin basit bir sonucuna gore, R'nin cisim
olmasi Yp'in C'nin maksimal ideali oldugu anlamina gelir.)

Bir sonraki bolimde R iizerine bir siralama tanimlayacagiz. Siralamay1
tammladiktan sonra, (R, +, X, Or, 1g, <) yapisimun sirali bir cisim oldugunu
gorecegiz.

Aligtirmalar

22.1. Eger n = 0 ya da 1 ise ng’nin ne oldugunu biliyoruz. Eger n > 1 bir dogal sayiysa,
nr € R sayismi tiimevarimla g6yle tamimlayalim (bkz. Bélim [532):

(n+1Dr =nr + 1.

(—n)r sayisini da (—n)r = —(nr) olarak tanimlayalim. Boylece her n € Z igin ng sayisin
tanimlamig olduk.

(n+m)r = ng + mg,

(nm)r = nrmg

esitlikleri kanitlayn.

Us Almak. Dikkat ederseniz gercel sayilarda iis almay1 tanimlamadik. Bir n
tamsayis1 ve bir x gergel sayisi i¢in 2" sayisini tanimlamak hi¢ zor degildir. Bir
x > 0 gergel sayist ve bir ¢ kesirli sayisi icin 27 sayisi da biraz zahmetle de olsa
oldukga rahat bicimde tanimlanabilir. Ama bir x > 0 ve y gercel sayilar: i¢in
Y gercel sayisini tanimlamak hi¢ kolay degildir. Bu tamim degisik bigimlerde
yapilabilir (Cauchy dizileriyle, serilerle, In fonksiyonunun tersi olarak). Bu ko-
nuya da gelecegiz. Ama analiz dersinde.






23. Gercel Sayilarda Siralama

Matematigi bir iki sayfa erteleyerek, gercel sayilarda siralamayi nasil tanimla-
yabilecegimizi tartigacagiz once. Dogal ve basit gibi goriinen tanim denemele-
rinin zorluklarindan sozettikten sonra R’de siralamanin matematiksel tanimini
verip Ozelliklerini irdeleyecegiz.

23.1 Cebirsel Tanim Tartigsmasi

Gergel sayilar kiimesinde siralamayi cebirsel olarak tanimlamak miimkiindiir
ve cebirsel tanim olabilecek en basit diizeydedir: r < s iligkisini “s — r gercel
sayist R’de bir karedir” (yani bir gergel saymin kendisiyle ¢arpimidir) olarak
tanimlayalim.

Tanim basit ama sadece tanimi vermek yetmiyor, tanimin istenen 6zellikleri
sagladigini da gostermek gerekiyor. Ornegin, bu tanimi kabul ederek,

r<sves<tiser <t

Onermesini kanitlamak isterseniz, diigiinmeye bagladiktan ¢ok kisa bir siire
sonra,
Her a ve b icin, a® + b? bir karedir

Onermesini kanitlamak zorunda oldugunuzu goriirsiiniiz. Oysa bu son ifade her
cisimde dogru olmadigindan, bunu kamtlamak igin gercel sayilarin tanimina
inmemiz gerekiyor. Bu sorunu yoketmenin bir yolu, gercel sayilarda < esitsiz-
ligini, belki biraz daha karmagik bir bicimde,

r < s < s — r karelerin toplamidir
olarak tanimlamaktir. Nitekim bu yeni tanimla,
r<sves<tiser <t

onermesini kanitlamak cok kolaydir, gercel sayilarin tanimina gitmeden ka-
nitlanabilir, ¢linkii bu her halkada ve cisimde dogrudur (karelerin toplamimin
toplami da bir kare toplamidir). Bunu kanitlamak kolay ama bu sefer de

r<sves<riser=s
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onermesini kanitlarken sorun g¢ikar. Bu 6nermeyi kanitlamak igin, kolayca go-
riilebilecegi gibi

karelerin toplams 0’sa, toplanan her kare O’ dwr

onermesini kanitlamak gerekiyor. Bu da pek o kadar kolay bir sey degildir
ve gene gercel sayilarin tanimina inmek gerekir. (Sonlu cisimlerde ve C’de bu
onerme yanligtir 6rnegin.)

Onerdigimiz bu yontemi izleyebilirdik. Biz analize daha yakin bir tanimi
tercih edecegiz.

Siralamay1 tanimlamak icin pozitif sayilar: tanimlamanin yeterli oldugunu
gorelim. Nitekim, eger r > 0 egitsizligini tamimlamigsak, o zaman, r < s
esitsizligini s — r > 0 olarak tanimlayabiliriz. Demek ki hangi gercel sayilarin
0’dan biytikesit olarak tanimlanmasi gerektigini anlamaliyiz.

Ama tabii biz yukaridaki gibi 0 yazamayiz, 0 heniiz bir gercgel say1 degil, sa-
dece bir kesirli say1. 0 yerine simdilik Og, yani [s(0)] yazmamz gerekir. Tleride,
kiiciik bir hileye bagvurarak

0= 0p = [s(0)]

varsayimini yapabilecegiz.
Biittin bunlarin aslinda bu kadar zor olmamasi gerekiyor, c¢iinkii ileride
kanitlayacagimiz tlizere, R tizerine tek bir siralama vardir.

23.2 Analitik Tanim Tartigmasi

r, herhangi bir gergel say1 olsun. Diyelim (ay), € C igin

= [(an)n].

Sezgimizi artirmak igin sdyleyelim: r’yi ileride (a,, ), dizisinin limiti olarak gor-
meyi bagaracagiz. (an)n kesirli say1 dizisi ashnda r’ye yakinsamak amaciyla
yola ¢ikiyor ama r orada olmadigi i¢in yakinsayamiyor.

0 9

il Q

r gercel sayisi ilerde burada olacak ve
(a,), dizisi r’ye yakinsayacak.

r’nin Og’den biiyiik esit olmasinin ne demek olmasi gerektigini anlamaya ca-
lisiyoruz. a,’ler kesirli say1 olduklarindan ve kesirli sayilarda siralamay: bil-
digimizden, a,’nin 0’dan biiyilik esit olmasinin ne demek oldugunu biliyoruz.
Buradan hareketle r > Og esitsizliginin bir tanimini vermeliyiz.
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“r > Or esitsizliginin gegerli olmasi igin her n igin a, > 0 olmali” demek,
ilk deneme ic¢in fena olmasa da bagarisizdir, ¢iinkii 6rnegin ilk birkag a; terimi
—1’e ve digerleri de 1’e esitse, o zaman r = 1g > Ogr olur, ve r’nin pozitif
olmasi gerekir. Yani onerilen kogul yeterlidir ama illa gerekli degildir.

“r > Or esitsizliginin gegerli olmasi igin belli bir gostergecten sonra hep
an > 0 olmalidir” demek biraz daha dogru olur ama bu da bagariya ulasmaz,

¢iinkii a,, = —1/n alirsak, o zaman her n igin a, < 0 olur ama r = Og > Or
olur, yani bu kosul da yukaridaki gibi » > Or kogulu igin yeterlidir ama gerekli
degildir.

r > Og esgitsizliginin tanimini vermek yerine r > Og esitsizliginin tanimim
vermek gorece daha kolaydir, ¢linkii pozitif bir sayiya yakinsayan bir dizinin
terimleri (0’a yakinsayan bir dizinin terimlerinin aksine) bir zaman sonra
0’dan uzak durmak zorundadir, belli bir pozitif kesirli saymnin altina inemez,
yani 0’a istenildigi kadar yak

(— 6 ) arahgi.

(a ) dizisinin terimleri belli bir gostergecten sonra
hepnbu araligin sagina diigerler

(-8, 8) araligimin
J sagia diigen a,, terimleri
0 a
e Q

(a,), dizisinin yakinsamak icin can attig
ama (heniiz!) orada olmayan r > 0 sayist.

lagamaz. Tabii bizim (a,), dizimiz aslinda r’ye yakinsamiyor (simdilik en a-
zindan) ama hig olmazsa yakinsarmig gibi yapiyor ve yakin gelecekte gergekten
yakinsayacak.

(an)n dizisi 0’a yakinsamayan bir temel dizi olsun. Sonu¢ [8T0.i’e gbre bu
dizi zamanla 0’dan uzak durur, yani 6yle bir 6 > 0 kesirli sayisi ve IV gistergeci
vardir ki, her n > N igin

J < lan|

olur. Ayrica r de pozitif oldugundan a,, bir zaman sonra pozitif olmali ve
d < |ay]

esitsizliginden ote,
o< ap

esitsizligi gecerli olmal. Iste bizi tamima gotiiren bu fikir olacak.

23.3 Matematiksel Tanim

Tanim. a bir gergel say1 olsun. Bir (ay,), temel dizisi igin

a = [(an)n]
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yazalim. Eger her n > N igin,
< ap

esitsizliginin saglandigi bir § > 0 kesirli sayis1 ve bir N gostergeci varsa, o
zaman, a’'min pozitif oldugunu soyleyecegiz. Yani a’nin pozitif olmasi igin
bir § > 0 kesirli sayis1 igin, sonlu tanesi hari¢ a,’lerin hepsi §’dan biiyik
olmalidir.

Her zaman oldugu gibi bu tanmimin gecgerli olmasi i¢in kontrol etmemiz
gereken 6nemli bir nokta var; o da su: Ola ki bir bagka (by,), temel dizisi
icin a = [(by,)n] olur ve yukaridaki tamimi (a,),’ye uyguladigimizda a pozitif
gikar da, aym tanmmu (b, ), 'ye uyguladigimizda a pozitif gikmaz. (Acele etme-
yin, heniiz negatiflik kavramini tamimlamadik!) Bu durumun olamayacagimni
kanitlamamiz gerekiyor. Kanitlayalim hemen.

Onsav 23.1. (an), ve (by)n ayne gercel sayuy temsil eden iki temel dizi olsun,
yani [(an)n] = [(bn)n] olsun. Eger her n > Ny i¢in 6, < an esitsizliginin
saglandigr bir 6, > 0 kesirli sayst ve bir N, gostergeci varsa, o zaman, her
n > Ny ic¢in &, < a, esitsizliginin saglandige bir 0, > 0 kesirli sayist ve bir Ny
gostergeci vardar.

(-0, 8) aralig
¥ 0 |a "
T

b

n

Kanit: Kanitin fikri agik olmali: Eger (a,, ), dizisi 0’dan uzaksa ve (by,),, dizisi
(an)n dizisine gok “yakinsa”, o zaman (by,), dizisi de 0’dan uzaktir. Bu fikri
kullanmak igin 6nce su egitsizligin farkina varalim:

bn = (bn_an)+an > _|bn _an| +an =ap — |bn _an|-

Eger n gostergeci, a, > 0, ve |b, — an| < d4/2 olacak sekilde segilirse, bu
esitsizlige gore,

bp > an — by — an| > 0a — 90/2 = 64/2

olur ve 6nsav kanitlanir. Daha bigimsel olalim:
0q ve N, onsavda soylendigi gibi olsun. Varsayima gore,

(bn - an)n
dizisi 0’a yakinsiyor. Demek ki belli bir M gostergeci icin, eger n > M ise

|bp, — an| < /2
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olur. Simdi N, = max{N,, M} olsun. O zaman her n > N} i¢in,

by = (bn — ap) + an > —|bp — ap| + an,
=0an — |bn_an’ >6a_5a/2:6a/2

olur. Demek ki 0, = d,/2 olarak alabiliriz. [l

Simdi artik goniil rahathigiyla yukaridaki “pozitiflik” tanimini kabul ede-
biliriz ve buradan hareketle gercel sayilarda siralamay1 tanmimlayabiliriz. Eger
a ve b iki gercel sayiysa ve a — b pozitifse, a’'nin b’den daha biyik oldugunu
sOyleyecegiz ve bunu a > b olarak kisaltacagiz. Demek ki,

a > b < a— b pozitifse.
Bu tanimda b = Or olarak alirsak, beklenildigi gibi,
a > Or < a pozitifse
Onermesini elde ederiz. Eger tanimda a = Or alirsak,
Or > b < —b porzitifse

onermesini elde ederiz.
Demek ki tamima gore, (a,,), ve (by), temel dizileri igin, [(an)n] > [(bn)n]
ancak ve ancak

her n > N i¢in § < ap — by, esitsizliginin saglandige bir

0 > 0 kesirli sayst ve bir N gdstergeci varsa.

Gelenek oldugu tzere, a < b yerine kimileyin b > a yazacagiz ve b’nin a’dan
daha buyik oldugunu soyleyecegiz.

Gergel sayilarda tanimladigimiz > iligkisini, kesirli sayilarda tanimlanan
> siralamasiyla karigtirmamak gerekir. Simdilik ikisi ayr1 seyler, aralarindaki
tek iligki yukarida verdigimiz tanmimda verilmis. [(ay)n] > [(bn)n] yazdigimizda,
biraz once tanimladigimiz gergel sayilardaki > iligkisinden stézediyoruz. Oysa
0 < ap—b, yadan > N yazdigimizda 6, ay, by, n ve N sayilari kesirli sayilardir
ve buradaki < simgesi kesirli sayilar kiimesinde ge¢migte tanimladigimiz ve bu-
rada her seyini bildigimizi varsaydigimiz olagan siralamadir. Gergel sayilarda
tanimlanan > iligkisinin bir siralama olup olmadigini heniiz bilmiyoruz ama
sanki birazdan bilecegiz gibi bir his var icimde:
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23.4 < lliskisi Bir Tamsiralamadir

Bir onceki altboliimde tanimladigimiz iliskinin bir tamsiralama oldugunu ka-
nitlayalim, yani

S1. Higbir r igin, r < r iligkisi dogru olamaz;

S2. Her r, s ve t igin, eger r < s ve s < t ise r < t’dir;

S3. Her r ve sicin, yar <syar=syadas<r

onermelerinin dogru oldugunu gosterelim.

Teorem 23.2. Bir dnceki altboliimde tanimlanan < iliskisi R yi tamsiralar.

S1’in Kaniti: » < r onermesi ancak ve ancak Og > Or ise dogru olabi-
leceginden, Or’nin pozitif olamayacagini kanitlamamiz gerekiyor. Her n igin
an = 0 alirsak, Or = [(an)n] oldugundan, pozitifligin taniminda a,, = 0 ala-
biliriz. Sorumuz su: Her n > N igin, é < a, = 0 esitsizliginin saglandig1 bir
6 > 0 kesirli sayis1 ve bir N gostergeci var mi1? Yok tabii! Demek ki Og pozitif
olamaz.

S2’nin Kaniti: » < s ve s < t olsun. Demek ki s — r ve t — s gercel sayilar
pozitif. Eger iki pozitif sayinin toplaminin da pozitif oldugunu kanitlarsak, o
zaman bu iki saymnin toplami olan

(s—r)+({t—s)=t—r

sayisinin da pozitif oldugunu, yani ¢ > r iligkisini kanitlamig oluruz.

Simdi iki pozitif sayinin toplaminin pozitif oldugunu kanitlayalim. a > 0
ve b > 0 olsun. a = [(an)n], b = [(bn)n], 0a > ON4, & > 0 ve N} de dnsavda
soylendigi gibi olsun. Ayrica N = max{N,, Ny} ve § = 64 + & > 0 olsun. O
zaman n > N igin,

G +by >0+ =9

olur. Gergel sayilarda toplamanin tanimina gore,

a+b=[(an)n] + [(bn)n] = [(an + bn)n]
oldugundan, a + b’nin pozitif oldugu bdylece kanitlanmig oldu.

S3’tin Kaniti: Bu biraz daha zor. s — r yerine a yazarsak, her a gergel sayisi
icin,
a > OR,CL:OR,OR >a

onermelerinden birinin dogru oldugunu kanitlamamiz gerektigini anlariz. (O1
ve O2’ye gore bu ii¢ 6nermeden sadece ve sadece biri dogru olabilir.)

Bu ti¢ 6nermeden ikisinin yanlig oldugunu varsayip ti¢tinciisiinii kanitlamak
gerekir. Birinciyle ii¢iinciiniin yanlig oldugunu varsayip a = O esitligini kanit-
layalim. (En simetrik olanini segtik.)

a = [(apn)n] yazalim. a = Og esitligini yani
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lim a, =0
n—oo
esitligini kanitlamak istiyoruz.
Varsayima gore a > Og Onermesi yanlig oldugundan, > iligkisinin tanimina
gore,
Hangi § > 0 kesirli sayis1 ve N gostergeci secilirse segilsin, a,, < § esitsiz-
liginin saglandigy bir n > N vardir. Bir bagka deyigle 6 > 0 kesirli sayisi ne
olursa olsun, a, < § esitsizliginin saglayan sonsuz tane n vardir.

Bu gri yerde sonsuz tane a,, var

Voo Q

Or > a Onermesi, > iligkisinin tanimina gore, —a > Or anlamina geldiginden
ve —a = [(—ap)y) oldugundan,

Hangi 6 > 0 kesirli sayis1 ve N gostergeci secilirse secilsin, —a, < §
esitsizliginin saglandigi bir n > N vardir. Bir bagka deyisle § > 0 kesirli sayist
ne olursa olsun, a, > —§ esitsizliginin saglayan sonsuz tane n vardir.

Bu gri yerde sonsuz tane a,, var

REER Q

Bu bilgilerin diginda bir de (a, ), dizisinin bir temel dizi oldugunu biliyoruz.
Biitiin bunlardan (a,,), dizisinin limitinin 0 oldugunu kamtlamaliy1iz.
Yukaridaki bilgilere dayanarak, ¢yle bir mutlak artan

ny <ng <...<ngp<nNggrp <...
dogal sayis1 dizisi bulacagiz ki, her £ igin,
—1/k < ayn, <1/k

olacak. Bu da Sandvi¢ Teoremi’ne gore (Teorem [ZIR), (an, )i altdizisinin 0’a
yakinsadig1 anlamina gelir. Ama o zaman da Teorem TT3’e gore (ay,), dizisi
de 0’a yakinsar ve boylece istedigimiz kanitlanmig olur.

Mutlak artan (ng); dogal say1 dizisini bulalim.

Once n1’i bulahm. Yukaridaki sekilden takip edebilirsiniz.

a, burada a,, burada

\ ~12 9112 \
==

ve a, ile a, arasindaki fark en fazla 1/2
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(an)n bir temel dizi oldugundan 6yle bir N vardir ki, n, m > N igin,

lan, —am| < 1/2
olur. Varsayimlara gore oyle n, m > N var ki,
an < 1/2 ve ay, > —1/2

olur. Simdi

1

1 1
—1<—§§am:am—an—|—an§|am—an|—i—an<7+f:1

2 2

olur, yani —1 < a,, < 1. Demek ki n; = m segersek istedigimiz olur. Simdi,

heri=1,2,--- ,k — 1 icin,

—1/i<apn, <1/i

olacak bicimde n1 < nq < ... < np_1 gostergeglerini buldugumuzu varsayalim.

—1/k <an, <1/k

egitsizligini saglayan ve nyg_1’den biliylik bir nj gostergeci bulacagiz. Asagidaki

sekilden takip edebilirsiniz. (a,), bir temel

a, burada a,, burada

\__nkgink
1

ve a, ile a,, arasindaki fark en fazla 1/2k
dizi oldugundan 6yle bir N vardir ki, n, m > N igin,
lan — am| < 1/2k
olur. Varsayimlara gore dyle n, m > max{N,nj_1} vardir ki,

an < 1/2k ve ap, > —1/2k

olur. Simdi
1 1 1 1
_E<_ﬁ§am:am_an+an§’am_an|+an<ﬁ+ﬂ:

1

k

olur, yani —1/k < a,, < 1/k. Demek ki ny = m secersek istedigimiz olur.

Teorem kanitlanmigtir.

0

Her zaman oldugu gibi, «, S gercel sayilari i¢in, “a < 7, “va a < 8 ya da
«a = (7 anlamina gelecek. Elbette, Teorem E3X’ye gore, a < [ ifadesi ancak

ve ancak [ < « ifadesi yanligsa dogrudur.

Siralamayla igimiz bitmedi. Toplama ve carpmanin siralamay1 korudugunu

da kamitlamamiz gerekiyor.



23.5. Gergel Sayilarda Tek Bir Siralama Vardir 313

Teorem 23.3. a, b ve c ¢ gercel sayr olsun.
i. Eger a < b ise a+c < b+ c’dir.
ii. Eger a < b ve ¢ > 0 ise ac < bc’dir.

Kanit: i. Cok kolay.
ii. Bu da oldukca kolay. b — a yerine d yazarsak,

d>0vec>0isecd>0
Onermesini kanitlamamiz gerektigini anlariz. Kanitlayalim.
d = [(dn)n] ve ¢ = [(cn)n]

olsun. Varsayima gore, her n > Ny i¢in 04 < d,, esitsizliginin saglandig1 bir

dq > 0 kesirli sayis1 ve bir Ny gostergeci vardir. Ve her n > N, igin §. < ¢,

esitsizliginin saglandigi bir . > 0 kesirli sayis1 ve bir N, gostergeci vardir.
Simdi, § = .04 ve N = max{N., Ny} alalim. Her n > N i¢in,

cndp > 0c0q4 =0

olur. O
Sonug 23.4. R, siraly bir cisimdir. O
Alistirmalar

23.1. Her n, m € R igin “ng < mg < n < m” dnermesini kanitlaym. (ng’nin tanim igin bkz
Boliim E2'iin sonundaki aligtirma ya da Bolim [53.)
23.2. Her sirali halkada oldugu gibi R’de de mutlak deger fonksiyonunu tanimlayabiliriz:

|z| = max{z, —z}.

23.3. Her z, y € R i¢in, su o6zellikleri kanitlayin:

i. |z| > 0.
fi. 2] =0z = 0.
iii. | — z| = |z

iv. |zy| = |zlly|-

v. [Uggen Esitsizligi] |z + y| < |z| + |y|-
Vi [[z] = [yl| < [ —yl.

vil. [z] =z & 2 > 0.

23.5 Gergel Sayilarda Tek Bir Siralama Vardir

Okur, matematiksel olmasa da, dayatmayla da olsa, gergel sayilarda her pozitif
sayimin bir karekokii oldugunu biliyordur, yani her pozitif gercel say1 bir kare-
dir. Dolayisiyla gercel sayilarda siralamay1 toplama ve carpmanin yardimiyla
tanimlayabiliriz:

r <yey=2°+ r esitligini saglayan bir z varsa
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ya da,
T <yey=2>+x ve z # 2ziligkilerini saglayan bir z varsa

Kesirli sayilarda ise her say1 bir kare degildir, ornegin 2’nin karekokii kesirli
bir say1 degildir ama her kesirli say1 dort kesirli sayinin karelerinin toplamidir.
(["J(; kare yetmez. Neden dort karenin yettiginin kanitini sayilar kuramiyla ilgili
bir bagka kitapta goriiriiz.) Dolayisiyla kesirli sayilarda da siralama toplama
ve carpmanin yardimiyla tanimlanabilir:

<y y= z% + zg + z§ + zi + x egitligini saglayan bir zq, 29, 23, 24 varsa

Bu, daha genel bir olgunun tezahiiriidiir. Bir cismin olasi siralamalar: biiytlik
o6lgiide cismin kareleri ve karelerin sonlu toplamlar: tarafindan belirlenir. An-
latalim.

Sonug EZ34 sirali bir cisimden so6zediliyor, her seyden 6nce bir cisimdir. Sirah
bir cisimde ayrica bir de bir tamsiralama, yani,

O1. Higbir 7 icin, r» < r iligkisi dogru olamaz;

O2. Her r, s ve t igin, eger r < s ve s < t ise r < t’dir;
O3.Herrvesiginyar<syar=syadas<r

ozelliklerini saglayan ikili bir < iligkisi olmalidir ve bu tamsiralama toplama
ve carpmayla uyum ic¢inde olmalidir, yani,

TO. Her r, s ve t i¢in, eger r < s ise r +t < s + t’dir;

CO. Her r, s ve t icin, eger r < s ise ve t > 0 ise, rt < st’dir o6zelliklerini
saglamalidir.

Bir cisim tizerine degisik siralamalar olabilir. Ornegin,

Q2] ={a+by2:a,beQ}

kiimesi, gercel sayilardan olusan bir cisimdir. (Neden bir cisimdir? Toplama,
garpma, ¢ikarma kolay da, cisimde bolme yapilabilecegini kontrol etmek gerek)
ve bildigimiz siralama diginda bir de,

a+by2=<c+dy2ea—by2<c—dy2

formiiliiyle tanimlanan < siralamasi vardir. (Ahgtirma. Bir cismin her egyap:
doniigiimii cisim tizerindeki bir siralamay: bir bagka siralamaya donitistiiriir.
Bir cismin olas1 siralama sayisi ilging bir problemdir.)

Sirali bir K cisminde x > 0 esitsizligini saglayan elemanlara pozitif ele-
manlar denir. Pozitif elemanlar kiimesine P dersek, K’nin P altkiimesi su
ozellikleri saglar:

a. P toplama ve carpma altinda kapaldir,

b.0, —1¢ P,
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c. K =PU{0}U—P.

(Kolayca goriilecegi tizere, ¢ kogulu, P’yi, K nin, ilk iki kosulu saglayan en
biiyiik altkiimesi yapiyor.)

Bu ozellikleri saglayan her P C K altkiimesi K cisminde bir siralama
belirler ve P, bu siralamanin negatif olmayan elemanlari kiimesi olur. Nitekim,
P verilmigse, siralamay1

r<y&y—xz P

olarak tanimlamak yeterlidir.

Bir bagka deyisle, K ftizerine bir siralama vermekle K’nin yukaridaki ¢zel-
liklerini saglayan bir P altkiimesini vermek arasinda bir ayrim yoktur.

Swrali bir cisimde her kare negatif olmayan bir elemandir. Nitekim eger
x > 0 ise CO’ya gore 22 > 0; eger x < 0 ise, TO’ya gore, —z > 0 ve

22 = (1% = ((-Dz)? = (—z)? > 0.

Dolayisiyla sirali bir cisimde karelerin toplami da TO’ya gore negatif olamaz,
yani karelerin toplami P’dedir. Karelerin sonlu toplamlarindan olusan kiimeye
A dersek, her siralama i¢in, A C P olur. Eger bir cisimde A, yukaridaki a, b ve
¢ ozelliklerini sagliyorsa, yani P’yi A’ya esit alabiliyorsak, o zaman bu cisimde
tek bir siralama vardir ve o siralama da goyle verilir:

a < b < b— a sonlu sayida karenin toplamiysa.

Demek ki Q ve R cisimleri tizerinde tek bir siralama vardir. Q[y/2]’de iki degisik
siralama oldugundan, Q[v/2]'nin her a > 0 sayis1 gene Q[/2]’den sonlu tane
elemanin karesinin toplami degildir. Eger T° bagimsiz bir degiskense, 7T nin
sirasini kesirli olmayan herhangi bir gercel sayiyla ya da +« ya da —a’da be-
lirleyerek, Q(T') cismini sayilamaz sonsuzlukta farkh bigimlerde siralayabiliriz.






24. Q’yu R’ye Gommek

Her kesirli say1 bir gercel say1 olmali, 6yle 6grendik. Ama simdilik higbir kesirli
say1 bir gercel say1 degil. Nitekim, bir gercel say1, temel bir kesirli say1 dizisinin
simifi ve dolayisiyla higbir zaman bir kesirli say1 olamaz.

Kesirli sayilar kiimesi Q’den gercel sayilar kiimesi R’ye giden ¢ : Q — R
fonksiyonunu su kuralla tamimlayalim: ¢ € Q igin,

i(q) = [s(q)].

(s(¢g)’'niin sabit ¢ dizisi oldugunu animsayin.)

i(Q), Qniin R’de bir “kopyas1” oldugunu kanitlayacagiz. Yani i(Q), R'nin Q’ye
¢ok benzeyen bir althalkasi olacak ve i, dort igleme ve siralamaya saygi duyan
birebir bir fonksiyon olacak. Ayrica i(Q), R’de yogun olacak. Biitiin bunlar
yavag yavas kanitlamaya baglayalim.

Onsav 24.1. i : Q — R dort isleme ve siralamaya saygr duyan birebir bir
fonksiyondur: q, ¢ € Q igin,

i(g+4') =i(q) +i(d),

i(g —q') =ilq) —i(q),

i(qq") = i(q)i(d),

i(q/q') = i(q)/i(q)(eger ¢" # 0 ise),
q<q <ilg) <ild),

i(0) = Og,
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Yani (matematiksel deyisle) i swraly bir halka gommesidir.

Kamit: Birebirlik: ¢, ¢’ € Q i¢in, i(q) = i(¢’) olsun. Demek ki,

[s(a)] = [s(d)];

yani

s(q—q') = s(q) — s(q') € Yo
ve

0= lim s(¢—q¢)=q—¢
veq=g¢q.

Toplamaya Sayga:
i(g+4q") = [s(a+d)] = [s(a) + s(¢)] = [s(0)] + [s(d)] = i(q) +i(q).

Carpmaya Saygr: i(q¢') = [s(aq')] = [s()s(¢)] = [s(9)][s(¢)] = i(a)i(d).
Etkisiz Elemanlara Sayg:: i(0) = [s(0)] = Og ve i(1) = [s(1)] = 1g.

Yukaridakilerden ¢’nin ¢ikarmaya ve bolmeye de saygi duydugu cikar. Bun-
larin kanitini okura birakiyoruz.

Siralamaya Saygi: ¢ < ¢ olsun ve i(q) < i(q') esitsizligini kamtlayalhm. i
cikarmaya sayg1 duydugundan, ¢’ — ¢ yerine ¢ yazarak,

t > 0 ise i(t) > Og,

yani,
t > 0 ise [s(t)] > Or

onermesini kanitlamamiz gerektigini goriirtiz. ¢ > 0 bir kesirli say1 olsun.
Boliim Z3'teki < siralamasi tammminda 6 = ¢/2 ve N = 0 (ya da baska bir
sey) alirsak, [s(¢)]'nin pozitif oldugunu goriiriiz.

Simdi i(q) < i(¢), yani [s(q)] < [s(¢')] olsun ve ¢ < ¢’ esitsizligini kanitla-
yalim. < siralamasinin tanimina gore, bir § > 0 kesirli sayis1 i¢in ¢ + 6 < ¢'.
Demek ki ¢ < ¢. O

Aligtirmalar
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24.1. Her n € Z igin, i(n) = ng esitligini kanitlayin. ng’nin tanimi igin bkz. Boliim E2’nin
sonundaki aligtirma ya da Boliim [G532.

Sonug 24.2. q € Q icin, i(—q) = —i(q) ve i(|q]) = li(q)]-

Kanit: Onsav EZI’den, ¢ € Q icin,
i(=q) = 1(0 = q) = i(0) —i(q) = Or —i(q) = —i(q),
yani i(—q) = —i(q) ¢ikar. i'nin mutlak degere sayg1 duydugu da gikar:

i(lg]) = i(max{q, —q}) = max{i(q),i(—q)} = max{i(g), —i(q)} = |i(q)|-

(Bkz. Aligtirma B. Ikinci esitlik i'nin siralamaya saygi duymasinin bir sonucu-
dur.) O

Sonug 24.3. i(Q), R’nin bir althalkasidir ve i, Q ve i(Q) halkalar: arasinda
bir (siraly halka) esyapr eslemesidir.

Esyap1 eslemesinin ne demek oldugunu bilmeyen okura: Aynen Onsav ZAT'de
sOylenenleri saglayan bir esleme demektir.

Boliimiin bundan sonrasinda i(Q) althalkasinin R’de yogun oldugunu ka-
nitlayacagiz.

Teorem 24.4. i(Q) althalkas: R’de yogundur, yani herhangi iki gercel say
arasinda i(Q) althalkasindan bir eleman vardr.

Kanit: a < b iki gercel say1 olsun. a < i(q) < b esitsizliklerini saglayan kesirli
bir ¢ saywst bulmak istiyoruz. a = [(an)n] ve b = [(bn)n] olacak bigimde iki
kesirli temel say1 dizisi secelim. Kanitin nasil olmasi gerektigi konusunda bir
fikir sahibi olabilmek igin, hayal giiciimiizii kullanarak a’y1 b’yi sirasiyla (ay,)n
ve (by)n dizilerini limiti olarak gorelim.

Bulmak istedigimiz kesirli say1

a, / b,
q

a gercel sayisi ilerde burada olacak
ve (a,), dizisi a’ya yakinsayacak.

Q

b gercel sayisi ilerde burada olacak
ve (b,), dizisi b’ye yakinsayacak.

Su plam 6neriyoruz. 1) ()yle bir z kesirli sayist bulalim ki, bir zaman sonra
ay’ler x’ten kiiciik olsunlar. 2) Oyle bir y kesirli sayis1 bulalm ki, bir zaman
sonra by, ler y’den biiyiik olsunlar. 3) z < y olsun. 4) ¢ = (z+y)/2 alahm (z’le
y’nin orta noktasi) ve a < i(q) < b esitsizliklerini kanitlayalim.
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Agagidaki resim kanitin fikrini resimlemeye caligiyor, o resimden kanit1 takip
etmeye c¢alisin.

>0

4>
ay b

%—%W?mi Q
x=ay+03 y=by—-9/3

a < b oldugundan, 6yle bir § > 0 kesirli sayis1 ve Ny gostergeci vardir ki,
n > Np i¢in a, + § < b, olur.

(an)n temel bir dizi oldugundan, 6yle bir Na gostergeci vardir ki, n, m > No
icin |an, — am| < §/3 olur.

(bn)n temel bir dizi oldugundan, &yle bir N3 gostergeci vardir ki, n, m > N
icin |by, — by | < /3 olur.

Simdi N = max{N1, N2, N3} +1 ve x = ay + /3,y = by — ¢/3 olsun.
Elbette x ve y birer kesirli sayidirlar.

>0

+——>
ay b

e O
x:aN+/8/3 }:bNSB
n > N icin, a, < z esitsizligini kanitlayalim:
an =an +ap, —ay < any + |a, —an| < ay +6/3 = x.
Ve n > N icin, y < b, esitsizligini kanitlayalim.
bp =bn + b, —by > by — |by, —bn| > by — /3 =y.

Simdi de = < y egitsizligini kanitlayalim. Daha iyisini

0, >3 b,

—H HH Q
> >
< 0/3 < 08/3

bile yapabiliriz: = + 6/3 < y esitsizligini bile kamtlayabiliriz:

y—x=(by —6/3)— (any +9/3)
:bN—aN—25/3>(5—25/3:5/3>0.
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Simdi ¢ = (z + y)/2 olsun, yani z’le y’nin orta noktasi.
a<i(q) <b

esitsizliklerini kanitlamamiz gerekiyor. Sadece a < i(q) esitsizligini kanitlaya-
cagiz, digeri cok benzer.
Oyle bir 6; > 0 ve M bulmaliyiz ki, her n > M icin a,, + &; < ¢ olmal.
Once g —x = (y — x)/2 > (6/3)/2 = 6/6 esitliginin farkma varalm. Simdi
01 =09/6 ve N = M alirsak istedigimizi buluruz: Her n > N igin,

an+h <x+01=x+79/6 <q.

Istedigimizi kanitladik. Il

Son olarak, daha sonra ihtiya¢ duyacagimiz bir sonug kanitlayalim.

Onsav 24.5. Eger (an)n azalmayan bir temel diziyse o zaman her n ic¢in

i(an) < [(an)n]-

o Q
e o R
i(a,) [(a,),]

Bu sonug asagidaki daha genel énsavin bir sonucudur. (Neden? Not: Onsav
22 3'in ifadesindeki i(ay,) terimindeki n ile [(ay,)n] terimindeki n’lerin islevleri
ayr1. Birincisindeki n sabit bir gostergec, ikincisindeki ise bir degisken. Birin-
cisini m yaparsaniz rahat edersiniz.)

Onsav 24.6. Ejer (an)n ve (bp)n temel dizilerse ve belli bir gostergegten sonra
an, < by ise 0 zaman [(ap)n] < [(bn)n] olur.

Kanit: Eger ¢, = a,, — b, alinirsa, agagidaki 6nsavin kanmitlanmasinin yeterli
oldugu goriiliir. O

Onsav 24.7. Eger (cn)p bir temel diziyse ve belli bir gostergegten sonra ¢, < 0
ise o zaman [(cn)n] < Or olur.

Kanit: [(c,),] > Or varsayimini yapalim. O zaman 6yle bir § > 0 kesirli sayisi
vardir ki, belli bir gostergegten sonra § < ¢, olur ki bu da ¢, < 0 varsayimiyla
gelisir. [






25. R’nin Tamlig:i ve Q C R

Bu boliimde, R’de bir sayiya yakinsamaya meyilli her R-dizinin gercekten bir
gergel sayiya yakinsadigini gosterecegiz.

Q cisminde bunun dogru olmadigini gérmiistiik, 6rnegin 1/2’ye yakinsamak
isteyen, ama /2 kesirli bir say1 olmadig: i¢in yakinsayamayan kesirli bir say1
dizisinin varhigim gostermigtik: Terimleri pozitif kesirli sayilar olan Gyle bir
(an)n temel dizisi bulmustuk ki, karelerin limiti 2’ydi, yani lim, . a2 = 2
idi ama /2 kesirli bir say1 olmadigindan dizinin kendisi higbir kesirli sayiya
yakinsamiyordu.

“R’de yakinsamaya meyilli dizi” demek, temel R-dizisi demektir. Aligilmig
tanim goyle: (zy,), bir R-dizisi olsun. Eger R’nin her pozitif € sayisi i¢in, N’den
biiyiik her n, m > N sayisinin

| Ty, — T | < €

esitsizligini sagladigi bir N dogal sayis1 varsa, o zaman (x,,), dizisine temel
R-dizisi denir. (R’de mutlak degerin tanimi ve ozellikleri igin bkz. Bolim B33,
Aligtirma 2.) Yani bir (x,,), gercel say1 dizisinin temel R-dizisi olmasi igin, her
pozitif € gercel sayisi igin, 6yle bir N gostergeci olmali ki, her n, m > N icin,

|Ty, — Tm| < €

esitsizligi saglanmali. Eger bu tanimda R yerine Q alimirsa, temel Q-dizisinin
tanimi elde edilir.

Temel R-dizilerine de matematikte geleneksel olarak Cauchy dizileri de-
nir ve biz de bu terminolojiyi kullanacagiz, ama temel Q-dizilerine temel Q-
dizileri demeye devam edecegiz.

R’de bir dizinin limitinin ne demek oldugunu da tanimlayalim: (), bir
gercel say1 dizisi ve a € R olsun. Eger her pozitif € € R i¢in,

n>N = |z, —al <e

Onermesini saglayan bir N dogal sayis1 varsa, o zaman, (), dizisi (n sonsuza
giderken) a’ya yakinsar ya da a, (z,), dizisinin limitidir denir. Boyle bir
diziye yakinsak dizi denir, aksi halde diziye wraksak denir.

Aligtirmalar
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25.1. (Zn)n, x’e yakinsayan bir gergel say1 dizisiyse, (|zn|)n dizisinin |z|’e yakinsadigin goste-
rin.

25.2. Bir gergel say1 dizisinin en fazla bir gergel sayiya yakinsayabilecegini kamtlayin. (Do-
layisiyla limp, o0 ©n = x hakki dogar.)

25.3. Kesirli say1 dizileriyle ilgili teoremleri gergel say1 dizilerine uyarlayip kanitlayn.

25.4. “limp—o0 |Tn| = |2| © limp—co Tn = 2”7 Onermesini kanitlaym.
Su 6nemli ve sik sik kullanilacak kanitlarda: i(Q), R’de yogun oldugundan
(Teorem B24), tanimlardaki €'u i(Q) althalkasindan segebiliriz. Nitekim eger
(2n)n gergel say1 dizisi,

her € > Or gercel sayist i¢in, oyle bir N vardwr ki, her n, m > N i¢in,
|zy, — 2| < € olur

ozelligini saghyorsa, o zaman elbette (x,), dizisi,

her q > 0 kesirli sayist i¢in, oyle bir N vardwr ki, her n, m > N i¢in,
|zn, — x| <i(q) olur

ozelligini de saglar. Tersine, eger (x,,), dizisi yukaridaki ikinci 6zelligi sagli-
yorsa ve € > Og herhangi bir gergel sayiysa, i(Q), R’de yogun oldugundan,
0 < i(q) < e esitsizliklerini saglayan pozitif bir ¢ € Q vardir ve ikinci 6zellige
gore her n, m > N igin, |a, — au| < i(q) < € esitsizliklerinin saglandigr bir N
vardir.

Ayni gey yakinsaklik kavrami icin de gegerlidir.

Iste bu béliimde kanitlayacagimiz ana teorem:

Teorem 25.1. R’de her Cauchy dizisinin bir limiti vardwr. Matematiksel jar-
gonla soylemek gerekirse, R tamdar.

Bu teorem sayesinde, bir gercel say1 dizisinin yakinsak oldugunu anlamak
icin illa dizinin limitini bulmaya gerek kalmayacak.
Kamtimizin plan goyle: Bir («,, ), Cauchy dizisi verilmig olsun.

Birinci Adim: Teorem E2d’e gore i(Q), R’de yogundur. Demek ki her «,,
gercel sayisinin “gok ¢ok yakininda” i(Q)’den bir eleman bulabiliriz.

q, Q

li

0—0-000 R

o,iq,) g,

Bu elemana i(g,) diyelim. g, € Q elbette. i(g,), o, gergel sayisina i(1/n)
kadar yakin olsun, yani,

|an —i(gn)| <i(1/n)
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olsun. (o), dizisiyle ugragacagimza, ¢cok daha makul bir gergel say1 dizisi
olan (i(qn))n dizisiyle ugragacagiz.

9, q Q

l,-

an um 4 R
i(q,) iq,,)

(at,), dizisi yerine ona ¢ok yakin olan
(q,,),, dizisiyle ilgilenecegiz

ikinci Adim: i(g,) says1 oy, ’ye de cok yakin oldugundan, (i(qy)), dizisinin
de aynen (av,),, dizisi gibi bir Cauchy dizisi oldugunu kolaylikla kamtlayacagiz.

Ugiincii Adim: Bir énceki adimdan (gn)n dizisinin temel bir Q-dizisi oldugu
gikacak. Demek ki [(gy),] bir gercel sayidir.

Dordiincii Adim: Ardindan (i(gy,)), dizisinin [(gy,)n] gergel sayisina yakin-
sadigin1 kanitlayacagiz.

Besinci Adim: Doérdiincii adimdan (), dizisinin [(g,)n] gercel sayisina
yakinsadigi ¢ikacak ve teorem kanitlanacak.

Kanitta bir yerde (i(1/n)), gercel say1 dizisinin Og sayisina yakinsadigini
kanmitlamamiz gerekecek. Bunu hemen yapalim, hatta daha genel bir sey ka-
nitlayalim.

Onsav 25.2. (qn)n kesirli say. dizisi q kesirli sayisina yaknsworsa, (i(qn))n
gercel say dizisi i(q) gercel saysina yakinsar.

4, q 4 0

l,-
v A : 4 [R
iq,)  ilq) iq,,)

Kanit: € > Or herhangi bir gercel say1 olsun. Teorem EZ’e gore,
Or <ile) <e

esitsizliklerini saglayan bir e kesirli sayis1 vardir. Onsav EZe gore e > 0’dur.
(Gn)n kesirli say1 dizisi ¢ kesirli sayisina yakinsadigindan, dyle bir NV gostergeci
vardir ki, her n > N i¢in, |g, —q| < e olur. Her iki tarafin da i-imgesini alirsak,
Sonug PAAden, |i(g,) —i(q)| < i(e) < € bulunur. O

Sonug 25.3. lim,_, i(1/n) = Og.
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Kanit: Kanittan ziyade agiklamalara ihtiyacimiz var. Onsava gore,

lim i(1/n) = i (nhi& 1/n) = i(0) = Og.

n—o0

istedigimiz kanitlanmigtir. ]

Teorem 1’in Kaniti: Ilk adimdan baglayalim: n > 0 bir dogal say1 olsun.
Demek ki 1/n > 0 ve i(1/n) > Og’dir. i(Q), R’de yogun oldugundan (Teorem
22A), o, — i(1/n) ile a, + i(1/n) arasinda i(Q)’den bir eleman vardir. Bu
elemana, ¢, € Q icin, i(g,) diyelim. Demek ki,

Qp — Z(l/n) < Z(Qn) < ap+ i(l/n)a

yani —i(1/n) < i(qn) — an < i(1/n), dolaywsiyla |i(q,) — an| < i(1/n).
Birinci adim tamamlandi. (Eksikligini hissediyorsaniz gy = 0 alabilirsiniz.)
Sira ikinci adimda.

ikinci Adim: (i(qy,)), bir Cauchy dizisidir.

¢ > Og olsun. Oyle bir N gostergeci bulacagiz ki, her n, m > N icin,
li(gn) — i(gm)| < € olacak. Bunun i¢in, (o), dizisinin Cauchy dizisi oldugunu
ve i(gy)’yi de istedigimiz kadar a,,’ye yaklagtiracagimizi kullanacagiz.

|Z(Qn) - Z(‘]m)|

ifadesiyle oynayip
’Z(qn) - Z(Qm)‘ <€

esitliginin gecgerli olmasi icin n ve m’nin ne kadar biiyiilk olmas1 gerektigini
bulacagiz. |i(qn) — i(¢m)| ifadesiyle oynayalm:

i(gn) — i(gm)| < |i(gn) — an + an — m + i — i(qm)|
< |Z(Qn) - an| + ‘O‘n - O‘m’ + |am - Z(Qm)|
<i(1/n) + |an — am| +i(1/m).

(Ikinci satirdaki esitsizlik icin bkz. Boliim B33, Alistirma 2.) Demek ki, i(1/n),
lay, — agn |, i(1/m) ifadelerinin her birini €/3’ten kiigiik yaparsak istedigimiz
olur. Ny, her n, m > Ny icin,

€
lagy, — am| < 3

esitsizliginin saglandigy gostergeg olsun. (auy,), bir Cauchy dizisi oldugundan
bdyle bir gostergeg vardir. Sonug Z53’e gore, (i(1/n)), gergel say1 dizisinin Og
sayisina yakinsadigindan, 6yle bir Ny gostergeci vardir ki, her n > N» icin,

i(1/n) < §
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olur. Simdi N, hem N;’den hem de N»’den biiyiikesit herhangi bir dogal say1
olsun, mesela N = max{Ny, No} olsun. O zaman, her n, m > N igin,

|i(gn) — i(qm)| <i(1/n) + |on — om| +i(1/m)
<i(1/N) + |an — am| +i(1/N)
<e/3+¢€/3+¢€/3=¢

olur ve istedigimiz kanitlanmis olur.

Ugiincii Adim: (gy),, temel bir dizidir.
€ > 0 herhangi bir kesirli say1 olsun. O zaman i(e) > Og’dir. Ikinci adima
gore (i(qn))n bir Cauchy dizisi oldugundan, &yle bir N vardir ki, her n, m > N
icin, [i(gn) —i(gm)| < i(€) olur. Buradan ve Onsav BZTden |g, — gm| < € cikar.
Uciincii adimdan, [(g,),] diye bir gercel saymn varhg cikar.

Dérdiincii Adim: (i(gn)), dizisi [(gn)n] gercel sayisina yakinsar.
Herhangi bir e > 0 kesirli sayis1 segelim. Oyle bir M bulmak istiyoruz ki,
her m > M igin

|[(Qn)n] - Z(Qm)| < Z(e)

olsun. (e > Og gercel sayis1 yerine e > 0 kesirli sayisi segebilecegimizi béliimiin
baginda gostermistik.) Ote yandan,

[(gn)n] = i(gm)| = [[(gn)n] = [s(am)]l = I[(gn = gm)nll = [(Ign = gm|)n]

esitlikleri gecerlidir ve
“Ulgn — gm|)n] <i(e)”

ifadesi,
“Oyle bir N gostergeci ve d > 0 kesirli sayist vardir ki, n > N igin,

ac’qn _qm| +d< e’

anlamina gelir. Demek ki verilmis herhangi bir e > 0 kesirli sayis1 igin, oyle
M ve N gostergegleri ve d > 0 kesirli sayis1 bulmak istiyoruz ki, her n > N ve
her m > M igin

IQn - Qm‘ +d<e

olsun. N’yi M’ye esit bulmann bir sakincas: olamaz elbet. Isimiz bayag ko-
laylagti: (gn)n dizisi temel bir dizi oldugundan, 6yle bir N vardir ki, her n,
m > N icin,

’CZn — qm| < 6/ 2

olur. Simdi d = e/2 segelim. Her n, m > N igin
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olur.

Besinci Adim: (ay,), dizisi [(gn)n] gercel sayisina yakinsar.
Birinci adima gore, her n icin, |i(g,) — o] < i(1/n). Ayrica Onsav Ei2ye
(ya da Sonug Ei3’e gore)
lim i(1/n) = Og.

n—oo

Bu iki olgudan ve Sandvi¢ Teoremi’'nden (Teorem [Z18),

lim |Z(Qn) - an| = Or
n—oo
gikar.
Simdi [(gn)n] gercel sayisim « ile gosterelim ve bildiklerimizi yazalim:
a. limy, 00 i(gn) = a. (Dordiincii adim.)
b. limy, 00 [i(qn) — an| = Og.
Sonucumuz bu iki olgudan ¢ikacak: € > Or, herhangi bir pozitif say1 olsun.

o, —
sayisini belli bir gostergecten sonra e’dan kiiciik yapmaya cgaligsacagiz.
an — al = |an —i(gn) +i(qn) — af <o —i(gn)] +[i(gn) — af

esitsizliginden, |a, — i(gn)| ve |i(gn) — o sayilarim e/2’den kiigiik yapmak
gerektigi anlagilir. Varsayimlardan dolayi her ikisi de miimkiin. Ana teorem
kanitlanmigtir. 0

251 QCR

Kesirli sayilar kiimesi gercel sayilar kiimesinin bir altkiimesidir... diye 6gretil-
migtir bize. Oysa burada inga edildigi sekilde, higbir kesirli say1 bir gergel say1
olamaz, ¢iinkii, burada tanimlandigi bicimiyle, her gercel say1 bir kesirli say1
kiimesidir.

Kesirli sayilar1 gercel say1 olarak gérmenin bircok yolu vardir. Bu yollarin
en kestirmesi, kesirli sayilar kiimesinin eski tanimini unutup yeni tanim olarak
i(Q)’yl kabullenmektir. Bir bagka yontem, R’nin tanimini degistirmektir: Eger
eski R’den i(Q)’yl gikarip yerine Q’yii koyarsak, @, R’nin bir altkiimesi olur:

yeni R = (eski R\ i(Q)) UQ

Boliim [33X’te bu yontemi ayrintilariyla agiklamigtik. Bundan béyle Q'niin
Q'nin altkiimesi oldugunu varsayacagiz.



26. Sinirli ve Artan Diziler

Bu boliimde kanitlayacagimiz teoremi, “artan ve iistten sinirli bir gergel say1
dizisinin iistsiira ¢arpmasina ramak kalir” bigiminde 6zetleyebiliriz. (Ustsiir
kavramimi Boliim ER’da gorecegiz.)

astsinir

v
———————Hi O R

ai’l

(azalmayan dizi)

igte teorem:

Teorem 26.1. Swnirl ve artan her gercel sayr dizisi Cauchy dizisidir, do-
layswyla boyle bir dizinin R’de limiti vardar.

Kanit: Kamtin ana fikri belli: Eger dizi artansa ama her sayiy1 agsamiyorsa,
o zaman dizinin terimleri belli bir sayiy1 asmamak icin giderek daha fazla
birbirine sokulmali, yani dizi bir Cauchy dizisi olmali. Bu fikri uygulamaya
sokalim.

Teoremin dogru olmadigin varsayip bir geligski elde edelim. (ay,)y, smirh
ve artan ama Cauchy olmayan bir dizi olsun.

(an)n Cauchy dizisi olmadigindan, dyle bir € > 0 gergel sayis1 vardir ki, her
N igin,

lan — am| > €

esitsizligini saglayan n, m > N vardir. Dizi arttigindan, bunu so6yle de yaza-
biliriz: Oyle bir € > 0 gergel sayis1 vardir ki, her N igin,

p — Qm = €

saglayan m > m > N vardir. Boyle bir €’u sabitleyip dizinin ayyuka c¢ikmak
zorunda oldugunu gosterelim. Yukaridaki 6zellige (*) adini verelim.
(*) ozelliginde N = 0 alahm. O zaman,

Opp — Apy = €
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esitsizligini saglayan ny > ng > 0 vardir.
(*) ozelliginde N = ny alirsak, ap, — an, > € esitsizligini saglayan

ng > ng > Ny

gostergegleri buluruz. a,, > a,, oldugundan, a,, — a,, > ap; — ap, > € olur.
Ozetle: ng > n igin,
Qps — Ay, = €.

Ardindan, (*) ozelliginde N = ng alarak, a,, — a,, > € esitsizligini saglayan
ns > n4 > n3 buluruz. a,, > a,, oldugundan, a,; — an; > an; — an, > € olur:
Ozetle: ns > n3 > ny icin,

Qps — Qpy = €.

Bunu boylece siirdiirebiliriz: Eger, her ¢ =1,2,...,k — 1 icin,

Angip1r = Angi_y > €

esitsizligini saglayan
no<ng <ng<ns<...<nNgkyl
gostergecleri bulunmusgsa, bir sonraki asamada, (*) 6zelliginde N = noj1 alip,

Anopyrs — Angpyo > €

esitsizligini saglayan
N2k+1 < M2k+2 < M2k+3

gostergegleri bulunur. ay,, ., > an,,,, oldugundan,

Anopys — Angpy > Anopys = Angpyo 2> €

olur.
Simdi ap,, ,,’in k ile birlikte ¢ok biiytidiigiinti, her sayiy1 agtigin1 gosterelim.
Once bulduklarimz: altalta yazalim:

Ops — Ap, = €
Ops — Qpy = €
Op, — Qpy = €

> €

Anokys — Angpq

Ve bunlar: toplayalim. Sadelegtirmelerden sonra su kalir:

—apn, > (k+1)e,

an2k+3
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yani
Anopqs 2 (k + 1)6 + Qn,y

buluruz. Goriildugii gibi, eger k’yi yeterince biiyiik alirsak, a,,, , terimi her
sayly1 agar ve bu da dizinin sinirh olmasiyla celisir. O

Sonug 26.2. Swurly ve azalan her gercel sayr dizisi Cauchy dizisidir, do-
layswyla boyle bir dizinin R’de limiti vardar.

Kanit: Eger (ay)n, smirh ve azalan bir diziyse, (—ay,)p, sinirh ve artan bir
dizidir, dolayisiyla Cauchy’dir. Dolayisiyla (ay,), dizisi de Cauchy’dir. O

Aligtirmalar
26.1. Eger r € (0,1) ise (r™), dizisinin azalan ve alttan simirh oldugunu kamtlayin. Dizinin
limitinin 0 oldugunu kanitlayn. (ipucu: Limite £ diyelim. (72"),, dizisi hem £’ye hem
¢*’ye yakimsar. Teorem LZI®’de bunu Q icin kamtlamigtik, ama bu kanit degisik.)
26.2. (an)n artan ve a’ya yakinsayan bir diziyse, her n igin, a, < a esitligini kanitlayin.
26.3. Teorem EGEI'in Arsimet olmayan siral cisimler i¢in yanhs oldugunu gosterin.






27. Iki Yakinsak Gergel Dizi
Ornegi

Burada gegen boliimde kanitladigimiz teoremin birkag uygulamasini gorecegiz.
Teoremi amimsayalim: Sinwrls ve azalmayan her gercel sayr dizisi Cauchy dizi-
sidir, dolayiswyla boyle bir dizinin R’de limati vardar.

Notlar ve Ornekler

27.1. Her r € R igin, limp 00 7™ /0! = 0.

Kanit: Bunu Ornek I-7de Q icin kanitlamigtik. Burada ayni seyi ¢ok daha
kolay bigimde R i¢in yapacagiz. Aligtirma B’e gore, r yerine |r| alarak r > 0
varsaymminl yapabiliriz. z, = r"/n! > 0 olsun. x,4; ile z,, arasinda ¢ok basit
bir iligki vardir:

n+1 n

r T T

n+1)! n+lnl

r
T
n—+1

Ln+1 = ( n.
Eger n’yi yeterince biiyiik, diyelim N’den biiytikesit segersek, r/(n + 1) sayisi
1’den kiiciik olur ve x,, 41 < xy, esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlik her n > N
i¢in dogru oldugundan, bundan, (x,,), dizisinin bir zaman sonra azalan bir dizi
oldugu anlagilir. Onsav Ei¥'ye gore xxx Referans Sonug 17.2’ye. Sonug 17.2
yok. Onsav 17.2 var.xxx dizinin N’inci terimden sonraki kuyrugu belli bir =
sayisina yakinsar; dolayisiyla dizinin kendisi de x’e yakinsar. Bu 2’i bulmaliyiz.

Yukarida kanitladigimiz
r

x
n+1""

esitliginin her iki tarafininin da n sonsuza giderken limitini alirsak, z = 0.2 = 0
buluruz.

Tpn41 =

Notlar ve Ornekler

27.2. limp00(1 4+ 1/n)" vardir ve 2 ile 3 arasinda bir sayidir.

Birinci Adim. Her n > 0 dogal sayist ve her x > —1 i¢in,

(I1+2)" > 14 nz.
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Kanit n tlzerine tiimevarimladir ve ¢ok kolaydir. Zaten ge¢miste Bernoulli

esitsizligi olarak kanitlamigtik.

Ikinci Adim. Her n > 0 dogal sayist i¢in,
1 n
2 < (1 + ) <3.
n

Birinci adimda x = 1/n alirsak,
1 n
2< (1 + )
n

esitsizligi hemen cikar. (1 + 1/n)™ < 3 egitsizligi agagidaki dikkatli hesaptan

gikar.
1\" = /n\1
1 - — -
(1+0) =2 ()
1=0
n .
nn—1)---(n—i+1) 1
+Z ]_2 ..... 7/ nl
i=1
n .
nn—1 n—t+1 1
=1 =
2 PR B S
=1
1

1 1—1
1—=)...{1= :
n 1:2ceevg

=1
n n 1
1 <1 —_—
U)o S g
=1 =1
1- 1
=1+ —% <l+—5=1+2=3
~ 2 —2

Ugiincii Adim. Her n > 0 dogal sayist icin,
)n+1

n
(141) < (14!
n n+1

Sagdaki ifadeyle biraz oynayalim.
> n+1

1
1
< +n+1
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esitliginden dolayi, a = 1 4+ 1/n yazarsak, kamtlamak istredigimiz esitsizlik,

1 n+1
a"<la— ———
- n(n+1)
1 1 e
<1 =
a_< an(n+1)>

<(1-—n
n—i—l_( (n+1)2>

esitsizligine doniigiir. Ama dikkat edilirse bu aynen x = 1/(n+ 1)? i¢in, birinci
adimdaki esitsizliktir bu:

esitsizligine, yani

esitsizligine, yani

1 nt n+1 1 n
1—— <l-——5=1-——= .
(n+1)2 (n+1)2 n+l n+1
Artik kanitimiz tamamlanmistir.

Analiz kitabimizda [GA] xxx cite bu dizinin e adi verilen matematigin ve
evrenin ¢ok 6nemli bir sabitine yakinsadigini gosterecegiz.






28. En Kiicuk Ustsiir

R’nin tamligini, yani R’nin her temel dizisinin yakinsak oldugunu gosterdik.
Bu, Q’de olmayan bir 6zellikti. Bu béliimde R’nin Q’de olmayan “bir bagka”
onemli 6zelligini gbsterecegiz. “Bir bagka”y1 tirnak i¢inde yazmamizin nedeni,
gosterecegimiz bu yeni 6zelligin ashinda R’nin tamligina esdeger olmasi yani
aslinda gercekten bir basgka 6zellik olmamasi...

Once teoremi yazalim, teoremde gecen terimleri hemen akabinde tammla-
yacaglz.

Teorem 28.1. R’nin bos olmayan ve ustten sinirl olan her altkimesinin bir
en kictk ustsiniry, vardor.

Once teoremdeki terimleri agiklayalm. R tamsiral bir kiime olsun, 6rnegin
R =R ya da Q olabilir (bildigimiz siralamayla). A C R ve r € R olsun. Eger
her a € A i¢in, a < r ise, r’ye A'min distswnare adi verilir. Eger s € R,
A’nin Ustsirlarinin en kiigiigiiyse, yani s, A’nin bir iistsiniriysa ve A’nin her
r Ustsinir igin s < r esitsizligi saglaniyorsa, o zaman s’ye A'nin (R’de) en
ktigtik tistsinary ad: verilir. Herhangi bir

en kiigtik tistsinir, sup A

/A_\ bir Gstsinir R
— TS >

7

A ve R i¢in, A'nmn Ustsiur1 olmayabilir. Ayrica bir Ustsmir oldugunda da
iistsinirlarin en kii¢iigii olmayabilir. Ornegin, A = Z ve R = Q ya da R ise,
A'min R’de tstsiir1 yoktur. Eger R = Q ve

B={a€Q:ad®* <2}

ise B'nin (Q’de) tistsmir1 vardr ama (Q’de) en kiigiik tistsinir1 yoktur (bkz.
Aligtirma B). Ote yandan lise yillarindan beri bilindigi iizere B’nin R’de en
kiigiik tistsiur: vardir (ve bu en kiigiik iistsinir /2 diye yazilan gergel sayidir.)
Bu boliimde bunu matematiksel olarak kanitlayacagiz.

Bir A altkiimesinin en kiigiik tistsiniry, varsa, biriciktir elbette (neden el-
bette?) ve bu eleman sup A ya da ekiis(A) diye yazilir. Eger en kii¢iik tistsinirin
R’de alindigi illa belirtilmek isteniyorsa, o zaman supp A yazilimi yeglenir.
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Alistirmalar

28.1. S tamsirali bir kiime ve A C R C § olsun. supg A ve supyp A varsa supg A < supp A
esitsizligini kanitlayin.
28.2. Oyle tamsirali bir S ve A C R C S altkiimeleri bulun ki,
a. supp A olsun ve A’'nin bir eleman: olsun.
b. supy A olsun ama A’nin bir elemani olmasin.
c. supp A olmasin ama supg A olsun.
d. supg A olmasin ama supy A olsun.
28.3. B={acQ:a® < 2} kiimesinin Q’de bir en kiiciik iistsinir1 olmadigini kanitlayn.
28.4. Bir kiimenin en fazla bir tane en kiigiik iistsinir: olabilecegini kanitlayin.

Teorem PR T’in Kaniti: A, R'nin bog olmayan ve listten sinirh bir altkiimesi

olsun. Amacimiz, bir azalmayarak digeri artmayarak tistsinira yakinsayan (a, ),
ve (by)n dizileri bulmak. Bu dizilerin ortak limiti A'nin iistsiurt olacak.

varlig1 gosterilecek olan
en kucuk tstsinir, sup A
A

— > «—b
n n

A bogkiime olmadigindan, A’dan bir ag elemam alabiliriz. by da A’min bir
iistsinir: olsun. Elbette ag < by.

A

S

9y

Simdi ag’la by’in orta noktasi olan (ag + bg)/2’ye bakalim. Eger bu say1 A'min
bir tistsinir1 degilse

ap + by
=5

b1 = by
olsun. Eger bu say1 A’nin bir iistsiniriysa,

ajp = ap
b
bl:m
2

olsun. Bir sonraki asamay1 ayni bigimde ag ve by yerine a; ve by’le devam
ettirelim. Genel olarak,
e biy1—aip = (bi —a;)/2,
e A’da a;’den biiyiikesit bir eleman vardir,
e b;, A’nin bir istsiiridir
ozelliklerini saglayan bir

apg<a; <...<a, <b, < ... <b <y
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dizisi buldugumuzu varsayalim. Yukaridaki yontemle diziyi bir adim daha
gotiurebiliriz: a,, ile b, 'nin orta noktasi olan

an + by,
2
sayisina bakalim. Eger bu say1 A’nin bir tistsinir1 degilse o zaman

an + by,

(n+1 = 9

bn+1 =byp
olsun. Eger bu say1 A’nin bir iistsiniriysa,

Gnp41 = Qn
an + by,

bn+1 = 2

olsun. Istenen tiim ozellikler saglanr.

A R
+—o0o0 >
a, a, byb, b,

Her a,,,,

Her b,

i+1,

e ach >
ya a]ye esit ya da a; ve b/nin orta noktas.
ya b/ye esit ya da a, ve b nin orta noktas:.

(an)n artan ve istten (b, ’ler tarafindan) sinirh bir dizi oldugundan bir limiti
vardir (Teorem ?7?) Bu limite a adini verelim. Benzer nedenden (by,),, dizisinin
de bir limiti vardir; bu limite de b diyelim. Elbette, her n icin,

ap <a<b<by,

esitlikleri dogrudur (Alstirma B). Ama

bit1 — a1 = bi — ai
2
esitliginden dolayi, her n icin,
by — ay = bo Q—nao
esitligi de dogrudur. Demek ki,
bo — a0

Ogbn—an:(bo—ao)/2n<

ve taraflarin limitini alirsak, sag taraf 0’a gittiginden, Sandvig Teoremi'nden
dolay1 (Teorem I71A) b = a buluruz.
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lim,  _a,=a=b=lm, b,

A R
o100 >
@, a, byb, by
a,<a=b<b,

Simdi a’'nin A’'nin en kiiciik tistsiir: oldugunu kanitlayalim.

Her geyden énce a, A'nin bir iistsinirt oldugunu kanitlamaliyiz. Agagidaki
sekilden takip edin. Eger z € A, a’dan biiyiik olsaydi, o zaman, (by,), dizisi
azalarak (daha dogrusu artmayarak) b = a’ya yakinsadigindan, belli bir n i¢in,
a < b, < x olurdu ki, b, bir iistsinir oldugundan bu imkansizdir.

@’dan biiyiik bir x € A olabilir mi? Olamaz,
ciinkii yoksa b, ’lerden biri x’in altina inerdi.

Peki a, A'nin en kiigiik tistsinirt midir? Eger ¢, a’dan kiigiik A’'nin bir bagka
tistsiirt olsaydi, (ay, ), dizisi artarak (daha dogrusu azalmayarak)

a=b
a, —>l<— b, R

i >

a’dan kugiik bir ¢, A’nin bir ustsinirt olabilir mi?
Olamaz, ciinkii yoksa a,’lerden biri ¢’yi gegerdi.

a’ya yakinsadigindan, belli bir n icin,
c<anp<a

olurdu ki, bu da ¢’nin A’nin tistsinir1 olmasiyla ¢atigirdi. (Ciinkii A’da a,,’den
biiyiikesit bir eleman vardir ve bu eleman c¢’den de biiyiik olurdu...) U

Altsinir ve en biiyiik altsinir kavramlarini tamimlamay: ve agagidaki sonucu
teoremden cikarmay1 okura burakiyoruz.

Sonug 28.2. R’nin alttan simirh olan ama bos olmayan her altkimesinin bir
en buyuk altsinire vardr. O



29. Gercel Sayilarin Usleri

Herhangi bir R halkasinda, elemanlarin dogal say1 giiglerini alabiliriz. r € R ve
pozitif bir n tamsayisi i¢in r™ diye bir eleman tahmin edildigi gibi (n tizerine
tiimevarimla) soyle tanimlanir:

=,
R A
Yani 7", r’nin kendisiyle n defa carpilmasiyla elde edilen eleman anlamina
gelir. Eger r # 0 ise r% = 1 olarak tanimlanir da 0° bazen 1 olarak tanimlanir
bazen de tamimsiz olarak kabul edilir, yazarina, yazisina ve kitabina gore
degisir. Biz bu yazilik 0° = 1 tammin kabul edelim. Ne yararimi ne de za-
rarini gorecegiz: Her n dogal sayisi igin,

Eger R bir cisimse, ya da cisim olmasa da r, R’de tersinirse, o zaman n > 0
icin, =" = (#")~! = (r~!)" olarak tammmlanir. Bu tammla, her n, m € Z
icin,

esitlikleri dogrudur. Bunlarin kanitlar1 ¢cok kolay ve standarttir, dolayisiyla
okura birakilmigtir. Okurun ayrica degismeli her halkada gegerli olan binom
acilimin bildigini de varsayacagiz. Ayrica sirali halkalarda,

0<r<sven>0icn0<7r" <s" olur

gibi standart 6nermeleri de varsayiyoruz.
Bu boliimdeki amacimiz, bir ¢ € Q icin r? diye bir eleman tanimlamak.
Eger n € N icin /" diye bir say1 tammlayabilirsek, o zaman,

rm/n _ (Tl/n)m
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tanmmin yapabiliriz. (Sahi yapabilir miyiz! Asgagidaki gri kutucuga bakn).
/™ den simdilik vazgecip /™ diye bir eleman tamimlamaya ¢ahgalim. Tanimi
sO0yle yapmay1 deneyelim:

P/ = s e st =

Bu dogal tanim denemesine gore, eger R'de s = r esitligini saglayan bir s
varsa, /" diye bir elemani s olarak tamimlayabiliriz. Ama acele etmeyelim,
eger R'de s" = r esitligini saglayan birden cok s varsa o zaman r'/" diye
tanimlayacagimiz eleman1 R’nin s = r esitligini saglayan s elemanlarinin
arasindan se¢meliyiz. Rasgele bir secim yapmak matematikte cogunlukla bir
sorun tegkil ettiginden, miimkiinse bu se¢imi en dogal bigimde yapmak iste-
riz. Eger R siraliysa ve igimizi gorecek birden ¢ok s varsa, bu s’ler arasindan
en bityiigiini secmek dogal bir se¢im olarak kabul edilebilir. Ornegin, gercel
sayilarda s = 2 esitligini saglayan iki say1 vardir ve 2'nin karekokii olarak
bunlardan en biiytigiinii (pozitif olanin) seceriz.

Eger r < 0 ise s> = r esitligini saglayan bir s’nin olamayacagmi biliyoruz
(sirali halkalarda kareler negatif olamazlar, bkz Onsav [AR.vi., dolaysiyla eger
n ¢iftse, s” = r egitligini saglayan bir s de olamaz. Dolayisiyla R'nin negatif
olmayan sayilarina odaklanalim.

n

Teorem 29.1. r > 0 bir gercel sayiysa ve n > 0 bir dogal sayiysa, s™ = r
esitligint saglayan bir s > 0 gercel sayist vardar.

Kanit: Teorem Q’de dogru olmadigindan, kanitta R’ye 6zgii olan 6zellikleri
kullanmaliyiz.

Elbette » > 0 ve n > 1 varsayimlarin yapabiliriz.

Ayrica r # 1 varsayimini da yapabiliriz.

Bir de ayrica r > 1 varsayimini yapabiliriz, ¢iinkii eger teorem, 1’den biiyiik
sayilar icin kanitlanmigsa, 1’den kiic¢iik sayilar icin de kanitlanmig olur. Nite-
kim, eger 0 < r < 1 ise, o zaman 1 < 1/r’dir, dolaysiyla eger s = 1/r
esitligini saglayan bir s bulunmussa, (1/s)" = r esitligi de saglanir. Bundan
boyle r > 1 olsun.

Simdi as1l kanita girigelim.

A={reR20: 2" <7}

olsun. (RZ°, R’nin negatif olmayan elemanlarmin kiimesidir.) 0, 1 € A oldu-
gundan, A bogklime olamaz. Ayrica

14+r)">14rm>14r>r

oldugundan, A iistten siirhdir. Demek ki A'nin R’de bir en kiigiik tistsinir:
vardir. (Dolayisiyla kanit Q’de gegersizdir.) Bu tstsinira s diyelim. s = r
esitligini kanitlayacagiz. Bunun igin, ne s < r ne de s” > r esitsizligininin
dogru oldugunu kanitlayacagiz.
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Birinci Adim: s™ < r egitsizligi dogru olamaz.
Kanit: s™ < r esitsizligini varsayalim. Oyle bir € > 0 bulacagiz ki,

(s+e)" <r

olacak, yani s < s+¢ € A olacak, ama s, A'nin en kii¢lik tistsinir1 oldugundan
bu imkansiz...

(s +¢&)" < r egitsizliginin dogru olmasi igin ’un ne kadar kiigiik olmasi
gerektigini bulalim. Elimizdeki tek ipucu 0 < s™ < r egitsizligi. Eger boyle bir

e > 0 varsa, €'u 1’den de kiigiikesit secebilecegimiz bariz. Bundan boyle,
varligin1 kanitlamak istedigimiz €un 1’den kiigiikesit oldugunu varsayalim.
(Kafamz karismigsa da okumaya devam edin. Ozetle, (s + ¢)™ < r esitsizligini
saglayan 1'den kiiciikegit bir £ bulacagiz.) (s + &)™ ifadesiyle oynamaya basla-

yalim:

n — n—i 1 — n n—i 1 <

(s+¢) Z(Z)s gh=s —|—Z<i>s e <r
=0 i=1

Dogrulugunu bilmedigimiz < igaretinin iistiine bir soru igareti koyduk. Demek

ki,

esitsizligini saglayan bir e ariyoruz. Yukaridaki ifadenin sol tarafiyla (gok bii-
ylitmeden) oynayalim. Oncelikle € < 1 olacagmdan, e < e’dur. Soldaki ifadede
¢! yerine € koyarsak, daha biiyiik bir ifade buluruz ama & sayesinde bu daha
biiyiik ifadeyi de istedigimiz kadar kiictiltebiliriz.

=1 i=1

Demek ki, soru igaretli egitsizligi saglayan bir € bulmak yeterli. Ama bu ¢ok
kolay,

r—s"

i (7)sn

E =
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almak yeterli. Haaa... Unuttuk... ¢’'u 1’den kiigiikesit yapmak gerekiyordu. O

zaman, €'u,
r—s"

it (7)sm
sayisiyla 1’in maksimumu secelim. Birinci adim tamamlanmaistir.
Ikinci Adim: s" > r egitsizligi dogru olamaz.
Kanit: s™ > r esitsizligini varsayalim. Oyle bir € > 0 bulacagiz ki,

(s—e)">r

olacak, ama s — ¢, s’den kiiclik oldugundan, s — e, A’'nin bir iistsiniri olamaz,
dolayisiyla s — € < a kogulunu saglayan bir a € A olmali ve o zaman da
r < (s—e¢e)" <a" <r olur ve bir geligki elde edilir.

A

§=E

| —>0

(s—¢)"

(s — &)™ > r esitsizliginin dogru olmasi i¢in ¢’un ne kadar kiigiik olmasi ge-
rektigini bulalim. Elimizdeki tek ipucu 0 < r < s™ esitsizligi. (s —e)™ ifadesiyle
oynamaya baslayalim:

(s—e)" = Zn: <7Z> (—1)" e = 5 2:; (:‘) (~1) i 2T

1=0

€’u soru igaretli yer dogru olacak bicimde se¢meye caligacagiz. Soru igaretli
yeri diizenleyelim.

n
Z <n) (_1)n—i+18n—i€i S? " —
1

=1

esgitsizligini saglayan bir € > 0 bulmaya caligiyoruz. Biitiin —1’leri atarsak,
soldaki ifadeden daha biiyiik bir ifade buluruz. Ayrica £u 1’den kiiclikesit
se¢meyi kabul edersek, €"’lerin yerine daha biiyiik olan ¢ koyabiliriz:

n
-1 n—it+l n—i_i § : n—i_i

n
1=1 7

n n
n n—i_ __ n n—1i 7 n
SE <z>8 5—5(5 <1>8 ><s—r.
i=1 i=1

Soru isaretli esitsizligin dogru oldugu bir 0 < € < 1 segebilirmiyiz. Evet: ¢,

st —r

i ()5
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sayisiyla 1'in maksimumu olsun. Ikinci adim da tamamlanms ve boylece te-
orem tamamen kanitlanmigtir. (]

Teorem 29.2. r bir gercel sayr ve n > 0 bir dogal say: olsun. n tekse, s™ =r
esitliging saglayan bir tek s gercel sayist vardir. r > 0 ve n c¢iftse, biri negatif
digeri pozitif olmak tzere s™ = r egitligini saglayan iki tane s gercel sayist
vardwr. v < 0 ve n ¢iftse, s = r esitligini saglayan gercel sayr yoktur.

Kanit: Once, r > 0 ise, s” = r esitligini saglayan bir tane pozitif s gercel
say1isi oldugunu kanitlayalim. Bunun icin,

“D<s<tise s" <t

Oonermesini kanitlamak yeterli. Bu da her sirali halkada gegerlidir ve kaniti ¢ok
basittir.

Eger n ciftse ve s, s™ = r esitligini saghyorsa, —s de aym esitligi saglar.
Demek ki s™ = r esitligini saglayan sayilar negatif ve pozitif olmak tizere esit
sayida dagilmiglardir. Yukarida kamitlanandan bu esitligi saglayan en az iki s
oldugu c¢ikar. Uciinciisiiniin olamayacag1 da yukaridakinden cikar.

Eger n tekse, o zaman “s < t ise s" < t"™” Onermesi her sirali halkada
gecerlidir ve kanit1 ¢ok basittir. Bundan da bu durumda s® = r egitligini
saglayan bir tek s gergel sayis1 oldugu ¢ikar.

Sonug 29.3. r > 0 bir gercgel sayrysa n > 0 bir dogal sayysa, s™ = r esitliging
saglayan bir tek pozitif s gercel sayist vardar.

Biricik olan bu s sayisim /" olarak yazalim. Bu tammda 7 > 0 ve n > 0

dir. Bir de su tanimi yapalim: Eger r > 0 ise,

7ﬁl/(fn) — (Tl/n)fl.

Ve simdi m, n € Z, n # 0 ve r > 0 icin,

,rm/n _ (Tm)l/n

tanimini yapalim. Bu tanimin gegerli bir tanim olmasi i¢in sinanmasi gereken
Onerme sudur:
m, n, u, v € Z, n, ¢ %0 ise ve m/n = u/v ise, o zaman,

(,r_m)l/n — (ru)l/v

esitligi gecerlidir.

Bunun kanitin1 merakli okura birakiyoruz. Boylece her g € Q kesirli sayisi
ve her r € R>Y icin, 79 gercel sayis1 tanimlanmis olur. Bu arada % sayisinin
1 olarak tanimlandigina dikkatinizi ¢ekerim. Eger ¢ > 0 ise, 09 = 0 tanimi da
yapilabilir. 0° = 1 taniminin ne bir 6nemi ne de bir sakincasi vardir.
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Teorem 29.4. Eger q # 0 ise, r — r4 olarak tanimlanan
R>0 N R>O

fonksiyonu bir eslemedir. Eger q > 0 ise bu fonksiyon siralamayr korur, yoksa
ters cevirir. Ayrica, her p, ¢ € Q ve her r, s > 0 i¢in,

PPl = pPta,
(rP)4 = pPe,
rPsP = (rs)P
esitlikleri dogrudur. O

Yukaridaki kanitlarda sadece ve sadece R’nin tamligini ve Arsimet oldugunu
kullandik. Dolayisiyla ¢ok daha genel bir teorem dogrudur.

Teorem 29.5. Yukaridaki teoremlerin her biri R yerine Arsimet ézelligi olan
swraly bir tam cisimde de dogrudur. Demek ki boyle bir R cisminde

{reR:2>0}={z*:z€R}
esitligi dogrudur. O

Bu arada r, s € R>? icin, r* diye bir say1 tammmlamadigimizi 6zellikle
belirtiriz. Ornegin, simdilik \/2\/ 2 diye bir say1 yoktur. Hatta 2V2 diye bir say
da yoktur heniiz, en azindan bu agsamaya kadar tanimlanmamigtir.

Ornegin R’de vuku bulan

1= ()Y = (<10 = (1)) = (yoh)?
sorunundan dolay1 #™/™ = (/™)™ tamm sorunludur.
1= (_1)1/3 _ (_1)2/6 _ ((_1)2)1/6 _ 11/6 -1

sorunundan dolayr #™/™ = (r™)Y/" tammda en hafif deyimiyle rahatsiz edici-
dir. /3 sayis1 x — 23 eslemesinin tersi olarak tanimlanabilir.



30. Yakinsak Gergel Dizi
Ornekleri ve Alistirmalar

Bu boliimde birkag yakinsak dizi 6rnegi daha gorecegiz. Verdigimiz 6rneklerin
her biri hem kendi bagina hem de kullanilan yontem acisindan énemlidir.

Notlar ve Ornekler

30.1.

30.2.

30.3.

limp o0 27/ = 1.
Kanit: Elbette 2'/™ > 1. Ayrica (2'/™),, azalan bir dizidir. Demek ki limiti vardir ve
limiti en az 1 olabilir. Bu limite ¢ diyelim. O zaman,

(= lim 2" = lim 2*/°" = (lim 2'/%")* = /%,

n—oo n—oo n—oo

Bundan da, ¢ = 0 olamayacagindan, ¢ = 1 gikar.
limy— oo nt/m =1.
Kanit: Elbette n'/™ > 1.
n > 3 i¢in bu dizinin azalan oldugunu gosterecegiz.

(n+ DY <t e (p+ )" <" e (14+1/n)" <n

mantiksal denkliklerinden ve Ornek E@'nin ikinci adimindan dolayi, n > 3 i¢in dizinin
azalan oldugunu goriiriiz. Demek ki dizi Cauchy dizisidir ve dolaysiyla R’de bir limiti
vardir. Bu limite ¢ diyelim. O zaman, bildigimiz teoremleri ve Ornek i kullanarak,

1< = lim n'/" = lim (2n)1/2" = lim 2Y/2%"pt/?n
n—oo n—oo n— o0
1/2 1/2
_ . 1/n . 1/n _ 1. _
= (i 2t7) 7 (i 0 ) =1 v v

buluruz. Buradan da ¢ = 1 gikar.

Eger |z| < 1 ise limy oo nz™ = 0. Aksi halde dizi iraksaktir.

Kanit: |z| < 1 olsun. x yerine |z| alarak, x’in negatif olmadigini varsayabiliriz. Eger
x = 0 ise sorun yok. Bundan bdyle 0 < = < 1 olsun.

limp— 00 n/(n + 1) = 1 oldugundan, 6yle bir N vardir ki, her n > N igin,

z<n/(n+1)
olur. §imdi n > N icin,

(n+ Dz = (n+ Daz” < nz".
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30.4.

Demek ki dizi zamanla azaliyor. Dolayisiyla bir limiti vardir. Bu limite ¢ diyelim. Eger
£ # 0 ise,

(= lim nz" = lim (n4 Dz""" = lim (na" ™' +2")

n— oo n— oo n—oo
. 1 . 1 . .
= lim nz"™ 4 lim "™ = lim nz"z =z lim nz" =z - £
n— oo n—oo n— oo n—r oo
Demek ki £ = 0.

Eger |z| > 1 ise, dizi sinirh olmadigindan yakinsak da olamaz.
zo = 1 olsun. xp4+1 = /2, olsun. Dizinin limitini bulun.
Yanit: Dizinin ilgingligini gérmek i¢in ilk birkag terimi yazalim:

1v2,/2v2, \/2vava, .

Eger limit varsa, Tny1 = /2, esitliinin her iki tarafin da limitini alarak, = = v/2z
buluruz. Bunun karesini alalim: 22 = 2z ¢ikar. Bundan da = = 0 ya da 2 bulunur.
Dizinin artan oldugunu kanitlayalim. z, < Zn4+1 = /2T, esitsizligini kanitlamalyiz,
yani (dizi bariz bigimde pozitif oldugundan) &2 < 2, esitsizligini, yani z, < 2 esitsizligini
kanitlamaliyiz. Bunu tiimevarimla kanitlayalim.

To=1<2
esitsizligi belli. Simdi z,, < 2 egitsizligini varsayalim. O zaman,
Tnt1 =/ (2z0) < V(2-2) =V4=2.

Istedigimiz kamtlandi. Demek ki dizi artiyor ve istten 2 tarafindan simirli. Demek ki
dizinin bir limiti var: 0 ya da 2. Dizi pozitif oldugundan ve arttigindan, dizi 2’ye yakinsar.

Alistirmalar

30.5.

30.6.

Yukaridaki ornegi 2 yerine herhangi bir a > 0 i¢in yapin. Ornegim
1,v3,1/3v3,1/3V3V3,...

zo =1 olsun. xp41 = (2xn)1/3 olsun. Dizinin limiti var midir, varsa limiti bulun.

dizisinin akibeti nedir?

30.1 Yakinsak Gergel Dizi Alstirmalar:

Alistirmalar

30.7.
30.8.
30.9.

30.10.

a, b > 0 iki gergel sayiysa, lim, . (a™ + b")l/" = max{a, b} esitligini kanitlayn.
Limiti 0 olan ama (@n/an+1)n dizisinin yakinsak olmadigi bir (an, )., dizisi bulun.

—1 <r <1liselimpsoor™/n = 0 esitligini kamtlayin. Eger » bu aralikta degilse dizi
hakkinda ne diyebilirsiniz?

p(X), ¢(X) € R[X] iki polinom olsun. ¢(X) # 0 olsun. Eger degp < degq ise

—~ ~—

tim 20 g
n—oo

N

(n

)
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30.11.

30.12.

30.13.

30.14.

30.15.

30.16.

30.17.
30.18.
30.19.
30.20.
30.21.

30.22.
30.23.

30.24.

esitligini, eger deg p = degq ise ve a ve b sirasiyla p ve ¢ polinomlarinin bagkatsayisiysa,

lim 20 _ @

n— 00 q(n) b
esitligini kanitlayin. Eger deg p > deg ¢ ise dizinin raksak oldugunu kanitlayin.
Asgagidaki limitleri bulun ve limitin gergekten limit oldugunu limitin tanimindan hare-
ketle kanitlayin.
n—1 o -1 . 2n—1 —n®—2n—1
2’ —n+2 nooo —n2 4+ 2’ nSoo 3n2 42

n— o0 571

Asgagidaki limitleri hesaplayn:

lim (1)", lim (v/n? —n — n> .

n— 0o n n— 00

Asagidaki esgitlikleri gbsterin:

A U A . n+3 \"
nliﬂéo(fg) =0 JL”;o(inun_&s) =0

n-—1

n—1
. n+3 3n+2 . n?—1 3n+
nl;n;o (7712_‘_”_5) —O,nhqrréo (7713—71—5) =0.
(Son iki esitlik igin gergel sayilarda kok almay1 bilmelisiniz.)

(zn)n ve (yn)n iki gergel say1 dizisi olsun. y € R olsun. lim,— oo zn = 0 ve her n igin
lyn — y| < |zn| olsun. lim, e yn = y esitligini kanitlayin.

(zn)n yakinsak bir gercel say1 dizisi olsun.

$l+"'+xn
Yn=—""—

olsun. (yn)n dizisinin yakimsak oldugunu ve

lim z, = lim y,
n— oo n—o0

egitligini kanitlayin.

z1 =1, z2 = 2 olsun. n > 2 i¢in,

olsun.

Her n i¢in 1 < z,, < 2 egitsizliklerini kanitlayn.

Ty — Tl = (71)"/2"71 esitligini kamtlayin.

Eger m > n ise, |Tn — Tm| < 1/2"7 " esitsizligini kanitlaym.

(zn)n dizisinin Cauchy oldugunu kanitlaym.

Tnt2—x1 =1—1/241/4—-- -+ (=1)"/2" esitligini kanitlayin ve buradan limy o z,’yi
bulun.

Zn =1/1% + --- + 1/n? olsun.

Her n > 1igin, z, < 1—1/n esitsizligini kanitlayin. Buradan (z,, )., dizisinin yakinsakligim
cikarin.

Yeterince biiyiik n dogal sayisi icin, n? < 2" esitsizligini kanitlayin. Buradan,

lim z, <1+1/4+1/9+1/8 =107/72

n—o0

egitsizligini kanitlayin.
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30.25. z bir gergel say1, ©o = ¢ ve Tnt1 = 1/(4 — x,) olsun. (z,), dizisi varsa ve yakinsaksa,
limitin 2+ /3 olmas: gerektigini kamtlayin. Eger « € [2—+/3, 2+ 4/3] ise limitin 24 /3
olmas: gerektigini kanitlayin. Bagka x degerleri i¢in dizinin limitini tartigin.

30.26. Eger her n icin,

[Tnt2 — Tni1| < clenr — 2n
esitsizliginin saglandig1 bir ¢ € [0,1) varsa, o zaman (z,). dizisine bdzilen dizi adi
verilir. Biiziilen bir dizinin Cauchy dizisi oldugunu, dolayisiyla yakinsadigini kanitlayin.

30.27. Oyle bir Q-dizisi bulun ki, sayilamaz sonsuzlukta Cauchy altdizisi olsun.

30.28. 0’a yakinsayan Q-dizilerinin kardinalitesi kagtir?



31. Sirali1 Halkalarda
Yakinsaklik ve Tamlik

31.1 Diziler ve Yakinsaklik

Terimleri bir X kiimesinden gelen bir diziye X-dizisi adim1 verelim. X-dizile-
rinden olusan kiimeyi D(X) ile gosterelim.

Siral1 bir halkanin bir  elemani i¢in, |r| elemani, max{r, —r} olarak tanimlanir
ve adina r'nin mutlak degeri denir. Mutlak deger tahmin edilen tiim 6zel-
likleri saglar.

Tanim 31.1. R swrale bir halka olsun. (z,,)n, € D(R) ve a € R olsun. Eger her
pozitif € € R i¢in,
n>N=|z,—a|<e

onermesini saglayan bir N dogal sayist varsa, o zaman, (xy), dizisi (n son-
suza giderken) a’ya topolojik yakinsar ya da a, (x,), dizisinin topolojik
limitidir denir.

Eger R = Q ya da R ise, bu ders notlarinda daha 6nce tanimlanandan
degisik bir kavram elde etmeyiz. Bu yiizden “topolojik” nitelemesini kullan-
mayacaglz.

Aslinda x,, terimleri ve a elemam bir bagka halkada da olabileceklerinden,
“yakinsar” yerine “R’de yakinsar” dememiz daha dogru olur. Ileride bu ufacik
ayrimin 6nemi olacak.

Demek ki (z,,), dizisinin a’ya yakinsamasi i¢in, her pozitif € € R elemamn
i¢gin 6yle bir N dogal sayis1 bulmaliy1z ki, N’den biiyiik her n gostergeci igin,

|zy, —a| <e

esitsizligi dogru olsun. Bir bagka deyisle, (x,,), dizisinin a’ya yakinsamasi de-
mek, her £ > 0 i¢in,
{neN:|z, —a| >¢e}

kiimesinin sonlu olmasi demektir.
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Bir elemana yakinsayan dizilere yakinsak diziler denir. Yakinsak olma-
yan dizilere de #raksak diziler denir. Ama dikkat: Bir dizinin yakinsaklhigr R
halkasina gore degisir. Ote yandan R < S'ise ve x,,, a € R ise, S’de yakinsaklik
R’de yakinsaklig1 gerektirir.

Bundan bdyle R herhangi bir sirali cismi simgeleyecek®. Bircogunu Q sirali
cismi i¢in kanitladigimiz sonucglari bu boliimde herhangi bir sirali cisme ge-
nellegtirecegiz. Genel kanit, QQ i¢in yaptigimiz 6zel kanita ¢ok benzediginde 6zel
kanita gonderme yapip genel kanit1 okura paslama hakkini sakl tutacagiz. i§te
bu hakk: kullandigimiz 6rnek bir 6énerme:

Olgu: Zamanla sabitlegsen bir dizi zamanla sabitlestigi elemana yakinsar.

Simdi iki dogal ve 6nemli soru soralim:

1) Sirali bir cisimde bir dizinin limiti (eger varsa tabii) biricik midir?

2) R'nin (1/n), dizisi illa 0’a yakinsar m1? (R’deki n’nin anlam i¢in bkz.
Boliim [72: n = ng.)

Birinci sorunun yanit1 olumlu:
Onsav 31.2. Swrals bir cisimde bir dizinin limiti, eger varsa, biriciktir.
Kanit: Sirali cisme R diyelim. Hem a hem de b elemanlarina yakinsayan
bir (x,), dizisi ele alahm. a = b esitligini kanitlayacagiz. a # b esitsizligini
varsayalim. € = |a — b|/2 olsun. (z,,), dizisi a’ya yakinsadigindan, 6yle bir N;
vardir ki, her n > Nj dogal sayisi igin,

|z, —al <€
esitsizligi dogrudur. Ayni nedenden, Oyle bir Ny vardir ki, her n > No dogal
sayi1s1 icin,
|zy, — b <€
esgitsizligi dogrudur. Simdi n hem Ni’den hem de Ny’den biiyiik herhangi bir
dogal sayis1 olsun. Su hesabi yapalim:
la —bl=|(a—zn) + (zn = b)| < [a — zp| + |27 — D]
=la—xp|+|b—xzp| <e+e=2c=]a—b|,

yani |a — b| < |a — b|. Bu da bariz bir geligkidir, bir eleman kendinden kiigiik
olamaz! O

Bu onsava dayanarak, lim, s x5, = a yazilimimi herhangi bir karmagaya
neden olmadan kullanabiliriz.

!Siral halkalarda sifirbélen olamayacagindan, sirali halkalarin boliim cisimleri vardir (bkz.
Boliim B4) ve boliim cisimleri de (tahmin edilecegi bicimde) siralanabilirler. Yani sirali halka-
lardan s6zetmek yerine sirali cisimlerden sézetmekle herhangi bir genellik kaybetmeyiz. Sirali
halkalar i¢in kanitlanmak istenen 6nerme, halkanin béliim cismine gegip orada kanitlanir ve
sonra halkaya geri doniilmeye galigilir.
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31.2 Arsimet Cisimleri

Ikinei sorumuzu olumlu yanitlamaya calisahm. Bakalim basgarabilecek miyiz?
R’den herhangi bir € > 0 alalim. Oyle bir N dogal sayis1 bulmak istiyoruz
ki, her n > N igin
|1/n—0] <e

olsun, yani 1/n < ¢, yani ne > 1 olsun. Sirali bir cisimde oldugumuzdan
Ne > 1p
esitsizligini saglayan bir N bulmak yeterli, ¢iinkii 6yle bir n bulundu mu, her
n>N

icin,
e<1/N<1/n

olur. Demek ki soru su:

Verilmis herhangi bir pozitif € € R i¢in, Ne > 1 egitsizligini saglayan bir
N dogal sayist var madir?

Bu 6zelligi animsiyor olmalisiniz. Q’niin bu 6zelligi sagladigini Teorem
AT de kanitlamigtik. Ama her sirali cismin bu 6zelligi saglamadigini Ek BB'te
gorecegiz.

Tanim. R swraly bir cisim olsun. Eger her pozitif € € R icin, Ne > 1 esitsizligini
saglayan bir N dogal sayist varsa R’ye Argimet cismi adi verilir.

(Bu durumda, bir N dogal sayisi igin Ne bi¢iminde yazilan elemanlar sadece
1’1 degil, R’nin her elemanini agarlar. Neden?)
Farkina varmigsimizdir, yukarida su teoremi kanmitladik.

Teorem 31.3. Surali bir cisimde (1/n),, dizisinin limitinin 0 olmast i¢in gerek
ve yeter kosul cismin Arsimet cismi olmasidar.

Argimet olmayan bir R cisminde 6yle € elemanlar1 vardir ki, her n dogal
sayist i¢in nle| < 1’dir, yani |e| ve katlar1 hicbir zaman 1’1 gecemez. Bu tiir
elemanlara sonsuz kiiciik elemanlar ya da enfinitezimaller denir. 0 bir
sonsuz kiigiiktiir. 1 sonsuz kiigiik degildir. Sonsuz kiiciik elemanlar kiimesi
toplama, gikarma ve carpma altinda kapalidir (neden?) ama bolme altinda
kapali degildir elbet.

Peki, sirali bir cisimde (1/n),, dizisi 0’dan bagka bir elemana yakinsayabilir
mi? Bakalim... Diyelim dizi a’ya yakimsadi. Demek ki ¢ > 0 ne olursa olsun,
Oyle bir N vardir ki, her n > N icin,

1/n—a|l<e
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olur, demek ki
(1) a—e<l/n<a+e.
n yerine n + 1 alirsak,
a—e<l/(n+1)<a+e
buluruz. Bundan da
(2) —a—e<—-1/(n+1) < —a+e.

esitsizlikleri de gegerlidir. (1) ve (2)’yi altalta toplarsak, buluruz. Son esitsiz-
likten de ’un sonsuz kiigiik olamayacag1 ¢ikar. Demek ki €’u pozitif bir sonsuz
kiiciik secemeyiz, yani R’de tek sonsuz kiigiik Oz ’dir. Yani R Argimet cismidir.
Dolayisiyla Teorem BIe gore (1/n), dizisi 0’a yakmsar ve Onsav BILX'e gore
«a = 0’dir. Su teoremi kanmitladik.

Teorem 31.4. Swraly bir cisimde (1/n)y, dizisinin limitinin olmasu icin gerek
ve yeter kosul, cismin Arsimet cismi olmasidir. Bu durumda dizinin limiti O
olmak zorundadar.

31.3 Yakinsak Diziler Halkas:

Bu paragrafta yakinsak dizilerle neler neler yapabilecegimizi gorecegiz.
Terimleri sirali bir R cisminden alman yakinsak diziler kiimesini Y(R) ile
gosterelim. Standart iglemler )(R) kiimesi tizerine de tanimhdir.

Olgu [Teorem 774, TR, T7Y, TZT4A]. Y(R) kiimesi toplama, ¢ikarma ve
carpma altinda kapalidir, yani iki yakinsak dizinin toplama, fark: ve ¢arpima da
yakinsaktur. Sabit 0 dizisi s(0) ve sabit 1 dizisi s(1) de Y(R)’de olduklarindan,
Y(R), D(R) nin bir althalkasidir. Dahase,

lim (z, £ y,) = lim z, + lim y,,
n—oo n—oo n—o0

agta(ontin) = (g, =) 15, on)
olur. Ayrica eger (yn)n dizisinin her terimi 0’dan degisikse ve limy, o0 Yn # 0

ise, 0 zaman (Ty,/yn)n dizisi de yakinsaktur ve

lim (z5,/y,) = ( lim (2n))/( lim (yn))

n—oo n—o0

olur.

Yukaridaki olguyu, “limit alma iglemi toplamaya, ¢ikarmaya, ¢arpmaya ve
bolmeye sayg1 duyar” olarak da ifade edebiliriz.
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Limit alma iglemi siralamayla da uyumludur:

Olgu [Onsav TZX2]. (z,,)n ve (yn)n dizileri siraswla a ve b'ye yakinsasinlar.
Eger belli bir gdstergecten sonra hep (ya da sonsuz defa) x, > yy esitsizligi
saglaniyorsa, o zaman a > b’ dir.

Bir sonraki sonu¢ uygulamada ¢ok yararl olan ve sik sik bagvurulan bir
teoremdir.

Teorem 31.5. [Sandvi¢ Teoremi, Teorem ITZI8|. (y)n, (Yn)n ve (2n)n
ti¢ dizi olsun. x, < y, < z, esitsizlikleri belli bir M gostergecinden sonra
dogruysa (ashinda sonsuz defa dogruysa) ve (xn)n ve (zn)n dizileri ayn ele-
mana yakinsworsa, (yn)n dizisi de bu elemana yakinsar.

0’a Yakinsayan Diziler. 0’a yakinsayan diziler kiimesine Yy(R) adi vere-
lim.

Sonug 31.6. Yy(R) kiimesi toplama, ¢ikarma ve ¢arpma altinda kapalidar.
Sabit 0 dizisi s(0) % igerir ama sabit 1 dizisi s(1)’i icermez.

Kanit: Olgu ??’in xxxxxxxxx dogrudan bir sonucudur. O

Wo(R) kiimesi garpmanin etkisiz elemani olan s(1)’yi igermediginden bir
halka olmaz. Ama )y(R)’nin birkag paragraf sonra sézedecegimiz bir bagka
onemli Ozelligi vardir.

Swmirh Diziler Halkasi. Sinirh R-dizileri kiimesini B(R) simgesiyle goste-
recegiz. B(R) kiimesi toplama, ¢ikarma ve ¢arpma altinda kapalidir ve bunlarin
kanit1 oldukga kolaydir.

Olgu [Onsav 5. B(R), D(R) nin bir althalkasidur, yani B(R) kiimesi top-

lama, ¢ikarma ve ¢carpma altinda kapalidir ve s(0) ve s(1) sabit dizilerini icerir.

Olgu [Teorem MIM|. Yakinsak bir dizi sinarldur. Yani Y(R) C B(R). Do-
layiswyla Y(R), B(R) nin bir althalkasidur.

Simdilik
Yo(R) € Y(R) < B(R) < D(R)

iligkilerini kanitladik. Daha neler neler olacak.
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31.4 Temel R-Dizileri Halkas:

Kesirli temel dizileri de genellestirebiliriz:

Tanim 31.7. (zy,), bir R-dizisi olsun. Eger R’nin her pozitif € > 0 elemana
1¢IM,

her n,m > N i¢in |z, — x| < €
esitsizliginin saglandigi bir N dogal sayist varsa, o zaman (), dizisine temel
R-dizist denir.

Temel diziler kiimesine C(R) adim verelim.

Olgu [Teorem IR ve IR2|. Yakinsak diziler temel dizilerdir ve temel diziler
siarhder. Yani Y(R) C C(R) C B(R).

Ama yukarida Ornegini verdigimiz gibi, her temel dizi yakinsak degildir.
(Ote yandan ileride gorecegimiz tlizere, gercel sayilarda her temel dizi yakin-
saktir.) Ve elbette her simirli dizi temel degildir.

C(R) de aynen Y(R), B(R), D(R) gibi toplama, ¢ikarma, garpma, ve gikarma
altinda kapalidir:

Olgu [Teorem IR3, Sonug IXA ve Teorem IXA|. C(R) kiimesi toplama,
ctkarma ve carpma altinda kapalidir, yani iki temel dizinin toplama, fark: ve

carpvmy da temeldir. Demek ki, s(0) ve s(1) dizileri de C(R) de oldugundan,
C(R) bir halkadur, B(R) nin bir althalkasidar.

Boylece artik
Wo(R) € Y(R) < C(R) < B(R) < D(R)

iligkilerini biliyoruz.
C(R) halkasi bolme altinda da “olabildigince” kapalidir. Birazdan gelecegiz
bu konuya. Once altdizi kavramini igleyelim.

Olgu [Teorem MU, M9, TI3|

a. Temel bir dizinin her altdizisi temeldir.

b. Yakwnsak bir dizinin her altdizisi yakinsaktir ve her iki dizi de ayne limite
yakinsarlar.

c. Temel bir dizinin bir altdizisi yakinsaksa dizinin kendisi de yakinsaktir ve
her iki dizi de ayni limite yakinsarlar.

Temel Dizilerde Bélme. C(R) halkasinin bélme altinda “olabildigince” ka-
pali oldugunu kanitlamak ic¢in birkag temel olguya ihtiyacimiz var.
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Olgu [Teorem OXTT|. (zy,), € C(R) ise ve her x, terimi 0'dan farkl ise
ve (xyn)n dizisi 0’a yakinsamuyorsa, o zaman (1/xy), dizisi de C(R)’dedir. Bir
baska deyisle, C(R) nin tersinir elemanlar: kiimesi,

C(R)" = {(zn)n € C(R)\ Jo(R) : her n igin z, # 0}
dir.

Her temel dizinin yakinsak oldugu sirali halkalara (ya da cisimlere) tam
halka (ya da tam cisim) denir.

Teorem 31.8. R swraly bir cisim olsun ve su ozelligi saglasin: “Bos olmayan
ve ustten simrl her altkiimenin bir en kiictk ustsinirt vardwr.” O zaman R
Arsimet cismidir ve tamdar.

Kanit: Benzer 6zellik en biiyiik altsinir igin de gegerlidir. (Neden?) Ik olarak,
tistten simirli her artan dizinin bir limiti oldugunu kamtlayalhm. (a,), boyle
bir diziolsun. s bu dizinin en kii¢iik iist sinir1 olsun. € > 0 olsun. s en kiigiik
iistsinir oldugundan ve s —e < s oldugundan s — € bir iistsinir degildir. Demek
ki bir N igin,
s—e<an
olur, yani her n > N igin,
s—e<any<ap<s

olur. Dolayisiyla her n > N i¢in |s — a,| < € olur. Istedigimizi kanitladik.
Bundan, her sinirli monoton dizinin yakinsadig: gikar.

Simdi herhangi bir (a,,), temel dizisi alalim. Teorem ITTA’e gére bu dizinin
monoton bir (by,), altdizisi vardir. Olgu xxxxx ??’e gore (ay), dolayisiyla
(bp)n simrhdir. Yukarida kamtladigimiza gore (a,), yakinsaktir. Olgu xxxx
??ye gore (ay), dizisi de yakinsaktir. Demek ki R bir tam halkadur.

(1/n), dizisi azalan ve alttan sirh oldugundan, (1/n), dizinin de limiti
vardir. Teorem BT ¥’e gore R bir Argimet cismidir.

Teorem kanitlanmistir. O

Boylece Teorem Eai bir kez daha kanitlayabiliriz.
Sonug 31.9. R bir Arsimet cismidir ve tamdar.

Kanit: Teorem BT ve Sonu¢ ERXden cikar. g

xxx Referans Teorem 19.2’ye verilmis. Sonuc 19.2 var. xxx Temel dizi ile
Cauchy dizisi arasinda 6nemli bir fark vardir. R’de (ve bir anlamda Q’da da) bu
fark kaybolur. Fark, metrik uzaylar konusu bilindiginde daha iyi anlagilacaktir.
Cauchy dizisi kavraminda, her zaman halka kavraminin 6ziinde olmayan ve
R’de deger alan bir “metrik” ya da “mesafe” kavrami vardir. Temel dizi kav-
rami i¢in ise halkanin digina ¢ikmak gerekmemektedir.






32. R’nin Biricikligi

Bu noktaya gelene kadar R’nin bircok 6zelligini kanmitladik. Bu 6zelliklerin bir
listesini cikaralim:

1) R, sirali bir cisimdir.

2) R tamdir, yani R'nin her temel (ya da Cauchy) dizisi R’de yakisaktir.

3) R bir Arsimet cismidir.

Bu béliimde bu ti¢ 6zelligi saglayan R’den bagka bir cisim olmadigini kanitlayacagiz.
Kanitlayacagiz ama bu yanls... Ornegin R’nin elemanlarmin adlarim degistirirsek,
diyelim her o € R i¢in o’ diye yepyeni bir eleman yaratirsak, sozgelimi o/ =
(c, 0) olabilir, ve bu elemanlar1 s6yle toplayip, carpip, siralarsak:

o+ =(a+p),
B = (ap)

o < e a<s,

ozaman R’ = {a’ : @ € R} kiimesi aynen R gibi yukaridaki 6zellikleri saglayan
bir cisim olur. Dolayisiyla yukaridaki 6zellikleri saglayan bir tane sirali cisim
oldugunu kanmitlayamayiz, yanhs ¢iinkii. Ama sunu kanitlayabiliriz: Eger R ve
S, tam olan ve Argimet 6zelligini saglayan iki sirali cisimse,

flx+y) = f(z) + f(y),
flzy) = f(2)f(y),
f(lr) = 1s,

r<y<e flz) < fy)

ozelliklerini saglayan bir f : R — S eglemesi vardir. Bu durumda, f’ye esyap?
eslemesi ve R ve S cisimlerine esyapesal denir. Iki yap: arasindaki bir esyap:
eslemesi, yapilarin aslinda birbirinin tipatip ayni oldugunu sadece eleman-
larinin adlarimin degisik oldugunu soyler.

Teorem 32.1. Tam olan ve Arsimet ozelligini saglayan iki siraly cisim esya-
pisaldir. Ayrca bu iki cisim arasinda tek bir esyapr eslemesi vardar.
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Teoremin piif noktasi, boyle bir cismin i¢ginde Q’ye ¢ok benzeyen yogun bir
altcismin varligi ve QQ'yve benzeyen cisimlerin egyapisal olmalaridir.
Once R’nin i¢inde Q’ye ¢ok benzeyen bir altcisim bulalim.

Onsav 32.2. R swali bir cisim olsun. O ve 1gr, swraswyla toplamanin ve
carpmamn etkisiz elemanlary olsunlar. n > 0 pozitif bir dogal sayiysa,

i(n)=1g+ -+ 1g=ng
—_———

n tane 1gp
olsun. i(0) = Ogr olsun. Eger n < 0 negatif bir dogal sayiysa,
i(n) = —i(—n) = ng
olsun. O zaman, n, m € Z ve m % 0 igin,
i(n/m) = i(n) /i(m)

kuralwyla tanimlanan i : Q — R fonksiyonu birebir bir esyapr fonksiyonudur,
yani her o, B € Q i¢in,

onermeleri dogrudur. Ayrica bundan baska bu ozellikleri saglayan bir
1:Q— R
fonksiyonu yoktur.

Kanit: Konunun heyecanim éldiirmemek i¢in (kolay olan) kanit1 vermiyoruz.

0

Kimileyin i(n) yerine ngp yazilir. i(Q) yerine de Qg yazmak ve Qg’ye
“R'deki Q7 demek fena fikir degildir. Ote yandan, bir karisikhga neden ol-
masi imkansizsa, i(q) yerine dogrudan ¢ de yazilabilir. Bu arada, her r € R
ve her pozitif n € N dogal sayisi igin, nr’nin n tane r’nin toplami olarak

tanmmlandigini animsayip, nr = i(n)r = ng- esitliginin farkina varalim:
nr=r+-+r=1lg+-+1lg =g+ -+ 1g)r =i(n)r = ngr.

Simdi (Q)’'niin ana teoremin kantinda oynayacagi énemli rolii gorelim:
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Onsav 32.3. Eger R bir Argimet cismiyse, o zaman i(Q), R’de yogundur,
yani R’nin her o < B elemana i¢in, o < i(q) < B egsitsizliklerini saglayan bir
q kesirli sayist vardor.

Kanit: ¢ kesirli sayisi i¢in, i(q) yerine ¢ yazacagiz.

Eger a <0 < [ise ¢ = 0 isi gorir. Eger 0 < a < § i¢in 6nsavi kanitlarsak,
a < B < 0 icin de kanitlamis oluruz, ¢inkii o < 8 < 0ise, 0 < —8 < —a’dir
ve eger —f < q¢ < —a ise, a < —q < B’dir. Bundan béyle 0 < a < S
esitsizliklerini varsayalim.

B — a > 0 oldugundan, Argimet 6zelligine gore, n(f — «) > 1 esitsizligini
saglayan bir n € N vardir. Demek ki 1/n < 5 — a.

LB S I

Bir kez daha Arsimet 6zelligini kullanalim: 1/n8 > 0 oldugundan, m/ng > 1
esitsizligini saglayan bir m € N vardir. Dolayisiyla

m
7>ﬁ
n

olur. m’yi, bu esitsizligi saglayan en kiigiik dogal say1 olarak alalim. Demek ki,

m—1 m
<p<—
n
esitsizlikleri gegerli. Simdi,
m—1
a <
n
esitsizligini kanitlayacagiz.
0l/n B-o o Bmin g
>1/n
Hesaplar1 yukaridaki gsekilden takip edebilirsiniz:
m—1 m 1
=2 lis B-a)=a

n n n

Boylece a < ¢ < f egitsizliklerini saglayan bir ¢ € Q bulduk. Kanitimiz
bitmigtir. O

Simdi de i(Q) ile R arasindaki yakin iligkiyi gorelim.

Onsav 32.4. R’nin her eleman, terimleri i(Q) 'den olan bir dizinin limitidir.
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Kamit: Kolaylk acgisindan, i(Q) yerine Q yazacagiz. r € R olsun. Yukaridaki
onsava gore, her pozitif n dogal sayis1 i¢in, r—1/n ile r+1/n arasinda bir ¢, € Q
vardir. R Arsimet 6zelligini sagladigindan, (1/n),, dizisinin limiti 0’dir (Teorem
BT4). O zaman Sandvig Teoremi’'ne gore (Teorem I7ZIA), (gy,)p dizisinin limiti
r’dir. O

Simdi ana teoremin kanitina girigebiliriz. R ve S, teoremde s6ylendigi gibi
iki cisim olsun. ig ve ig, Teorem BZIdeki xxx Referans Onsav 21.1% verilmis.
Onsav 21.1 yok. Teorem 21.1 var.xxx Q'niin sirasiyla R'ye ve S’ye gémmeleri
olsun. R ve S’nin iginde bulunan “kesirli say1 kiimelerine” sirasiyla Qr ve Qg
adini verelim: ir(Q) = Qg ve ig(Q) = Qs.

Qg ile Qg arasinda bir egyap1 eglemesi vardir:

. 1
1501p :QR%QS.

igoip”!
Bu egyap1 eslemesine kisaca j adini verelim. Simdi j’yi R’den S’ye giden bir
esyap! eslemesine genisletecegiz.
r € R olsun. Onsav BZ3’e gore, bir (g, ), kesirli say1 dizisi i¢in
lim ig(gn) =7
n—oo
dir. j(r) € S s6yle tanimlansin:

j(r) = lim j(ir(gn)) = lim is(qn)-
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Tabii bu tanimin gegerli olmasi i¢in sunlarin kanitlanmasi gerekiyor:
1) lim;, o0 i5(gn) gergekten vardir.
2) Eger bir bagka (py,), kesirli say1 dizisi igin
lim ig(py) =r

n—o0

ise, 0 zaman,
nh—>120 is(qn) = nll_{go is(Pn)
olmalidar.
Birincisinin kanit1 kolay, ¢linkii il_%l ve ig fonksiyonlar1 Qg ve Qg arasinda

esyapi eslemeleridir ve elbette Qr'nin temel dizisini Qg'nin temel dizisine go-
tiriirler.

(iR(Qn))n

dizisi Qg’de yakinsak oldugundan temeldir, dolayisiyla (ig(gy))n dizisi Qg’de
temeldir. Ve S tam oldugundan, bu dizinin S’de bir limiti vardir.

Ikincisinin kanit1 da zor degil, (ir(qn — pn))n dizisi Or’ye yakinsadigindan,
bu dizinin j imgesi olan (is(gn, — pn))n dizisi de 0g’ye yakinsar ¢linkii ne de
olsa j, Qg ile Qg arasinda bir egyap1 eglemesidir.

Simdi j'nin R’den S’ye giden bir egyap1 eglemesi oldugunu kanitlamak ge-
rekir: j toplamaya ve carpmaya saygi duyan bir fonksiyondur. Bunlarin kanit
zor degildir. Ornegin j'nin toplamaya sayg1 duydugunu gosterelim.

r ve s € R olsun. (¢)n ve (pn)n kesirli say1 dizileri

lim ig(qy) =7
n—o0

ve

lim ig(pn) = s
n—oo

esitliklerini saglasinlar. O zaman,
lim ir(gn+pn) =7r+s
n—oo
esitligi saglanir. Dolayisiyla,
j(r+s) = lim ig(gn +pp) = lim (is(qn) +is(pn))
n—oo n—oo
= lim is(gn) + lim is(pn)) = j(r) +j(s).
n—oo n—oo

Carpma icin de aym akil ylriitme yapalir.

7’nin siralamaya saygi duydugunu dogrudan kanitlayabiliriz ama biz ¢ok
daha ekonomik olan bir bagka yontem izleyecegiz. Teorem EIT’i analim: Argimet
Ozelligi olan her tam cisimde, negatif olmayan elemanlar tam tamina kareler-
dir. Dolayisiyla boyle bir cisimde su dogrudur:

r<yey—r>0sI(y—r=2%) < Izy =2+ 22).
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Demek ki Argimet 6zelligi olan bir tam cisimde, siralama toplama ve garpmayla
ifade edilir. Dolayisiyla, Argimet Ozelligi olan tam cisimler arasindaki topla-
maya ve ¢arpmaya saygl duyan her egleme, ayni1 zamanda siralamaya da saygi
duyar.

Ve j ortendir ¢iinkii S’nin her elemani bir Qg-dizisinin limitidir ve her Qg
dizisi j yoluyla bir Qg-dizisinden gelmektedir.

Simdi son olarak R ve S arasindaki bu egyapi eslemesinin biricik oldugunu
kanitlayalim. Eger ¢ ve ¢, R’den S’ye giden iki egyap1 eglemesi olsaydi,

0=p oy,
R’den R’ye giden bir egyapi eslesmesi (otomorfizma) olurdu. 6 = Idp esitligini
kanitlamak yeterli.

6(0) = 0(0 4+ 0) = 6(0) + 6(0) oldugundan, 6(0) = 0 olmak zorundadir.
(1) =0(1-1) =6(1) - 6(1) oldugundan, #(1), ya 0 ya da 1 olmak zorundadur.
Ama 6(0) = 0 oldugundan, 6(1) de 0 olamaz. Demek ki #(1) = 1. Bundan, her
n dogal sayisi igin (tlimevarimla) 6(n) = n gikar. Ayrica,

0=46(0) =60(n+(—n)) =60(n)+0(—n)

oldugundan, her n € N igin,
olur. Demek ki, her z € Z igin,

Simdi m, n € Z ve n # 0 igin,
m==60(m)=0(n-m/n)==60(n) -0(m/n)=n-0(m/n)

dolayisiyla,

O(m/n) =m/n.
0’nin Q tizerine 6zdeslik fonksiyonu oldugunu kanitladik. @’nin R iizerine de bir
ozdeglik fonksiyonu oldugunu kamtlayacagiz. r € R olsun. Diyelim 0(r) # r,
6rnegin r < 0(r) olsun. Q, R’de yogun oldugundan (Onsav BZ3), r < ¢ < 6(r)
esitsizliklerini saglayan bir ¢ vardir. Simdi r < q egitsizligine 8’y1 uygulayalim.
0(r) < 6(q) = q elde ederiz. Bir geligki. Teoremimiz kanitlanmigtir. O

Sonug 32.5. R’den R’ye giden ve toplamayla ¢carpmaya saygr duyan iki fonk-
siyon vardwr: sabit O ve dzdeslik fonksiyonlars.

Kanit: Sabit 0 olmayan bir § fonksiyonu 1’1 1’e gotiirmek ve siralamaya saygi
duymak zorundadir (¢linkii pozitif elemanlar karelerdir.) Kanit aynen yukari-
daki gibidir. O

(R, +, x) gibi 6zdeslikten bagka egyapi eglemesi olmayan yapilara matema-
tikte egilip bikilmez yapilar (Ingilizcesi rigid) denir.



33. Dedekind Kesitleri

Gegen boliimlerde gergel sayilari, Q’den hareketle ve temel Q-dizilerini kullana-
rak yarattik. Q’den hareketle gercel sayilar: yaratmanin Dedekind tarafindan
bulunmusg daha sik bir yontemi vardir.

Tammin Gerekgesi. Dedekind’in yontemi su diigiinceden kaynaklanir: Ust-
ten smirli ve bog olmayan bir kesirli sayilar kiimemiz olsun. X diyelim bu
kiimeye. X’in en kiiciik tistsinirini yaratmak istiyoruz. Boyle bir tistsinir Q’de
olsa da olmasa da...

X+

X'in iistsinrlar kiimesine bakalim. Bu kiimeyi yukaridaki sekildeki gibi X
olarak gosterelim:

XT={s€Q: herz € X igin < s}.
Ornegin,
(0,1)" =[1,00) NQ,
(0,17 =(1,00) NQ.

Ustten siurh ve bos olmayan bir X kiimesi icin X kiimesinin hangi 6zellikleri
var?

1) X # (0 ¢linkii X’in en az bir {istsinir var,

2) X* # Q ciinkii X bogkiime degil,

3)Eger s€ X ves<tise, te X",

Eger bir Y # ), Q kiimesi

(%) VsVt((s e Y ALteQAs<t)—teY)
ozelligini sagliyorsa, o zaman

X={ze€Q:heryeY icin z <y}
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kiimesi igin X =Y esitligi dogru olur. (Algtirma.)

X’in en kiiciik iistsinir olarak X T kiimesini aday gostermek istiyoruz. Yani
tistten siirh ve bos olmayan her X C Q igin X ™ kiimesini bir gergel say1 olarak
tanimlamak istiyoruz. Daha acik yazalim:

R={YCQ:Y #0,Qve (%)}

tanimini yapmak istiyoruz.

Yalniz burada kiigiik bir sorun var. O da su: (0, 1) ve (0, 1] araliklarinin aym
en kiiclik tistsinirlar: var, her ikisi de 1. Oysa bu araliklarin tistsinirlar: kiimesi
(0,1)* ve (0,1]" kiimeleri degisik, biri 1’i igeriyor, digeri igermiyor. Bu iki
kiimeden birini tercih etmemiz lazim, yoksa R’de iki degisik 1 elemani olurdu!
R’nin tanimina bir kogul daha ekleyelim: Y 'nin en kiiciik eleman1 yoktur, yani
en bityiik altsimirimi (eger varsa bu altsinir) igermez. (Boylece (0,1)" ve (0,1]"
kiimelerinden ikincisini segeriz.)

En biiyiik altsimirini igermeyen ve (*) 6zelligini saglayan, Qniin Y # (), Q
altkiimelerine Dedekind kesit: ad1 verilir. Ornegin, her a € Q igin,

{¢eQ:a<q}

kesirli say1 araligi bir Dedekind kesitidir. Bir Dedekind kesiti sonsuza kadar
giden bir araliga cok benzer ama kesirli sayilarda en biiyiik altsiniri yoksa
kesirli sayilar kiimesinde bir aralik degildir. Ornegin,

{reQ:z>0vex?>2}

bir Dedekind kesitidir ama +/2 kesirli bir say1 olmadigindan, kesirli sayilar
kiimesinde bir aralk degildir. Ote yandan bir Dedekind kesitinin en biiyiik
altsinirt varsa ve bu en biiyiik altsinir a ise, o zaman Dedekind kesiti (a, c0)
araligi olmalidir.

Dedekind, gercgel sayilar kiimest R’yi Dedekind kesitleri kiimesi olarak
tanimlayacagiz.

Q'niin (*) ozelligini saglayan bir Y # 0, Q altkiimesinden, varsa en kiigiik
altsinirim1 gikarirsak bir Dedekind kesiti, yani bir gercel say1 buluruz. Bu kolay
olguyu sik sik kullanacagiz bu boliimde.

33.1 i§lemler, Siralama ve Her Seyin Kaniti

Simdi bu tamimdan hareketle, béylece tanimlanmig R kiimesi iizerine topla-
may1, carpmay1 ve siralamay1 tanimlayalim.
Kanitlarin bircogunu aligtirma olarak okura birakacagiz.

Onsav 33.1. Ejer A, B€ R ise, A+ B € R'dir.
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Kanit: A ve B boskiime olmadiklarindan, A + B de boskiime degildir el-
bette. (2)’yi kamtlayalim. (3)’ten dolay1 her Dedekind kesiti alttan simirhdir.
a, A'nin tiim elemanlarindan daha kiigiik bir kesirli say1 olsun. b de B’nin tiim
elemanlarindan daha kiigiik bir kesirli say1 olsun. O zaman A 4+ B ’nin tiim
elemanlari

g A

b B

a+b  A+B

a + b’den daha biiyiiktiir ve a + b sayis1 A + B kiimesinde degildir. Demek ki
A+ B # Q. (2) de kamitlandu.

(3)’ti kanitlayalim. € A+ B ve s <t € Q olsun. t'nin de A+ B kiimesinde
oldugunu kamtlayacagiz.

A a a+t—s

B b

A+B
s=a+b t

a€ Avebe Bigin s =a+ b olsun. O zaman,
t=s+t—s=a+b+t—s=(a+t—s)+0b.

Ama a < a+t—s oldugundan, a+t—s € A. Demek ki, t = (a+t—s)+b € A+B.
(3) de kanitlanda.

Gelelim (4)’e... A+ B’nin bir en biiytik altsinir: oldugunu ve bu en biiyiik
altsinirin A+ B’de oldugunu varsayalim. Bu en biiyiik altsinira v adini verelim.
Demek ki s € Avet e Biginu=s+t.

u=s+t
Ama o zaman s, A'nin en biiyiik altsinir: olur. Ciinki s > a € A olsa,
u=s+t>a+tc A+ B

olur, ki bu da u'nun A + B’nin en biiyiik altsinir1 olmasiyla geligir. Demek ki
s, A’nin bir altsimiri. s, A’da oldugundan, s, A'min en biiyiik altsimiridir. [0

Demek ki iki gercel sayinin toplami da bir gercel sayidir. Bu iyi bir haber.
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Onsav 33.2. (R, +,0R) degismeli bir gruptur, yani

a. Her A, B, C eRi¢in, A+ (B+C)=(A+B)+C.

b. {¢ € Q : g > 0} bir gercel sayidir ve toplamanin etkisiz elemanidir. Bu
elemant Og olarak gosterelim.

c. Her A€ R i¢cin, A+ B= B+ A= 0p esitligini saglayan bir B € R vardar.
d. Her A, BeR i¢in, A+ B=B+ A.

Kamt: Tlk iki onermenin kanit1 kolay, yukarida soziinii etmistik. Sonuncusu
daha da kolay. Ugilinciistinii kanitlayalim. Agagidaki resimden izleyebilirsiniz.
A € R verilmis.

A+B=B+A=0
esitligini saglayan bir B € R bulmaya calisiyoruz.
B = (-A)"\{inf(-4)"}

olsun. Eger inf(—A)" yoksa, tanima gore, B = (—A)" olmak zorundadur.
Ayrica, burada —A su anlama gelmektedir:

—A={qeQ:—qe A}.

(Yani buradaki — A, gercel say1 A'nin degil, kiime olarak A’nin eksisidir. Gergel
say1 A'min eksisini tanimlamak iizereyiz.) B’nin bir Dedekind kesiti oldugunu,
yani bir gercel say1 oldugunu ve A+ B = B + A = Oy esitliginin saglandigim
gostermeyi okura birakiyoruz. O

Asagida ¢ maddesinde varhigi gosterilen B € R, — A olarak yazilir. Ancak
bu —A, yukaridaki kanittaki —A ile karigtirilmamalidir. Kanittaki —A higbir
zaman bir gercel say1 olamaz. Bundan bdyle — A hep gercel say1 —A anlamina
gelecek.

Her degismeli grupta oldugu gibi B — A elemani, B 4 (—A) anlamina ge-
lecek.

A—(B-C)=A—B+C

gibi her degismeli grupta gegerli olan cambazliklar1 kanitlamay1 okura biraki-
yoruz.
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0 ¢ A durumunda B = (-A)*\ {inf (-A)*}:

0 A -
-A 0
e : >
0 (-A)*

inf (—A)*, olabilir de olmayabilir de;
oldugunda da (-A)* kiimesinde olmayabilir.

0 € A durumunda B = (=A)*\ {inf (-A)*}:

inf (—A)*, olabilir de olmayabilir de;
oldugunda da (—A)* kiimesinde olmayabilir.

Carpmaya gelmeden Once siralamay1 tanimlayalim. Eger A, B € R ise, < ikili
iligkisini altkiime iligkisi olarak tanmimlayalim:

A<B&s ACB.

Ornegin, tanimdan dolay: max{A, B} = ANB. Ama dikkat, sonsuz tane gergel
sayimnin kesigimi bogklime olmasa bile bir gercel say1 olmak zorunda degildir,
¢linkii sonsuz kesigim en kiigiik iistsinir: igerebilir, 6rnegin,

ﬂ{qé@:q>—1/n}={q€@:q20},

n—1

ve solda kesigimi alinan kiimelerin her biri bir gercel say1 olmasina kargin,
sagdaki - en biiyiik altsinir1 olan 0’1 icerdiginden - bir gercel say1 (yani Dede-
kind kesiti) degildir. Ama boyle bir kesisimden - eger boskiime degilse - iginde
olma ihtimaline karsi, en biiyiik altsinir1 atarsak, o zaman bir gercel say1 elde
ederiz. Bu, birazdan 6nemli olacak

Onsav 33.3. Yukarida tanvmlanan < iliskisi, R dzerine bir tamsiralamadar,
yani her A, B, C € R i¢in,

a. A< BuveB<(Cise A<C.

b. A< Buve B<Aise A=DB.

c. A<A.

d. Yo A< B ya da B < A.

Kanit: Okura birakilmigtir. O

Bu arada,
lr<A<0e€B
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Onermesinin dogruluguna da dikkatinizi g¢ekeriz.

Simdi ¢arpmay1 tamimlayalim. Carpmanin tanimi ne yazik ki toplamanin
tanimi kadar sade degil.

A, B € R olsun. Eger A > Or ve B > Oy ise,
AB ={ab:a € A,bc B}

olarak tanimlansin. Diger durumlarda tanim goyle:
Eger A <0g ve B > O ise, AB = —((—A)B).
Eger A > Ogr ve B < Og ise, AB = —(A(—B)).
Eger A > O ve B < 0g ise, AB = (—A)(—B).

Onsav 33.4. Eger A, B € R ise, AB € R’dir.

Kanit: Onsavi sadece A > Ogp ve B > Op durumu icin kamtlamak gere-
kiyor; diger durumlar bundan g¢ikar. Bu durumu da okura aligtirma olarak

birakiyoruz. Kesirli sayilar hakkinda her seyi bildiginizi varsayabilirsiniz el-
bet. O

Onsav 33.5. i. Her A, B, C € R i¢in, A(BC) = (AB)C.
ii. {¢ € Q : g > 1} bir gergel sayudir ve ¢arpmanan etkisiz elemanidir. Bu
elemant 1g olarak gosterelim.

iii. Her A € R\{Or} i¢in, AB = BA = 1y esitligini saglayan bir B € R\ {Or}
vardar.

iv. Her A, B € R i¢in, AB = BA.

Kanit: Ilk iki ve sonuncu énermelerin kamti oldukca kolay. Uciincii 6nermeyi
ise A > Op icin kanitlamak yeterli. (Neden?) Kanitlayalim.

1 ¢ A durumunda B = (1/A)* \ {inf (1/A)*}:

l—

oS T+ O

1/A

1
1
1

“O-Q

inf (1/A)*, olabilir de olmayabilir de;
oldugunda da (1/A)* kiimesinde olmayabilir.

1 € A durumunda B = (1/A)* \ {inf (1/A)*}:
0 1 A
EEE————

1/A 1

0&
inf (1/A)*, olabilir de olmayabilir de;
oldugunda da (1/A)* kiimesinde olmayabilir.

|

+o
-
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A > Og bir gergel say1 olsun. AB = BA = 1y esitligini saglayan bir B € R
bulmaya ¢aligiyoruz.

B = (1/A)"\ {inf(1/4)"}
olsun. (Bkz. yukaridaki sekil.) Burada 1/A su anlama gelmektedir:
1/A={qeQ:1/qe A}.

(Yani gergel say1 A'min degil, kiime olarak A’nin tersini aliyoruz. Gergel say1
A’nin tersini tamimlamak tizereyiz.) B’nin bir Dedekind kesiti oldugunu, yani
bir gercel say1 oldugunu ve AB = BA = 1y esitliginin saglandigini géstermeyi
okura birakiyoruz. O

Sonug 33.6. (R\ {Or}, x, 1r) degismeli bir gruptur.
Simdi de toplamayla carpma arasindaki yegane iligki olan dagilma 6zelligi:
Onsav 33.7. Her A, B, C € R icin, A(B+ C) = AB + AC.

Kanit: Son derece basit. Bir kiimeden bir eleman alip bu elemanin diger
kiimede oldugunu gostermek gerekiyor. Bu da Q’deki dagilma Ozelliginden
hemen cikar. O

Sonug 33.8. (R\ {Or},+, X, O, 1r) bir cisimdir.
Beklenildigi gibi R cismi siralidir:

Onsav 33.9. (R, +, x,<,0gr, 1r) swrale bir cisimdir, yani her A, B, C € R

1¢IN,

i. A<Bise A+ C<B+C.

ii. A< BveOr <C ise AC < BC.

Kanit: Okura birakilmigtir. O
Simdi R’nin en 6nemli 6zelligini gorelim:

Onsav 33.10. Eger 0 # S C R ise ve S’nin bir tstsinirt varsa, o zaman
S'nin en kucuk tstsimire vardar.

Kanit: Onsav B33 'ten hemen 6nce gelen tartisma bu kamtta 6nemli olacak.
S C R, bog olmayan ve iistsinirt olan bir altkiime olsun.

W

§’den elemanlar  $’nin bir tistsinir
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X € R, S’nin bir iistsinir: olsun. Demek ki her A € S igin, X C A. Dolayisiyla

X C ﬂ A.
AeS
Soldaki ifadeye U diyelim:
U= () A
AeS

X1 igerdiginden, U bogkiime degil. Ama gene de U bir Dedekind kesiti, yani
gergel say1 olmayabilir, ¢linkii en biiyiik altsinirini igerebilir. V = U \ {inf U}

olsun. V bir gergel sayidir. V’nin sup S oldugunun kanitini okura birakiyoruz.
O

Demek ki Teorem BIR’e gore R tamdir ve Argimet 6zelligini saglar. Do-
layisiyla Teorem BZTe gore gegen yazilarda tanimlanan R’yle egyapisaldir.
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Ekler






34. Bolum Cisimleri ve
Yerellestirme

34.1 Ornekler

Boluime oOrneklerle baslayalim, ne yapmak istedigimizi en iyi orneklerle anla-
tabilecegiz.

Notlar ve Ornekler

34.1.

34.2.

34.3.

Tamsayilar kiimesi Z degismeli bir halkadir™, ama bir cisim degildir, ¢iinkii bir cisimde,
cismin tanimi geregi, 0’a esit olmayan her elemanin carpimsal tersi olmalidir ve Z’de
0’a esit olmayan her elemanin garpimsal tersi yoktur. Ornegin 2’nin ¢arpimsal tersi olan
(va da olmas1 gereken) 1/2 sayis1 Z’de degildir. Daha dogru (yani daha matematiksel)
bir ifadeyle, Z’de 2z = 1 denklemini ¢6zemeyiz.

Ote yandan kesirli sayilar kiimesi Q, tamsayilari igeren bir cisimdir?, hatta Q, su anlamda
tamsayilar1 igeren cisimlerin en kiigligiidiir: Tamsayilar1 igeren her cismin iginde Q’niin
bir “kopyas1” bulunur. Bu ifadeyi yazinin en sonunda daha anlamli bir hale getirecegiz.
Simdilik sezgilerimizle yetinelim.

p € Z sabit bir asal olsun. p elbette Z’de tersinir degildir, ¢iinkii

1/p ¢ Z.

Simdi,
Zpy ={a/p" :neN,a € Z}

olsun. Kolayca gortilecegi lizere, Z, kiimesi toplama, ¢ikarma ve ¢carpma iglemleri altinda
kapalidir, ayrica 1’i de igerir, yani bir halkadir. Bu halkanin tersinir elemanlari, bir n € Z
igin £p™ biciminde yazilan sayilardir.
Z(py, belli ki, Z’yi igeren ve p’'nin tersinir oldugu “en kiigiik” halkadir. “En kiigiik halka”
ifadesinin ne demek oldugunu yazinin en sonunda matematiksel olarak aciklayacagiz.
Katsayilar: tamsayilar olan polinomlar: ele alalim. Bu polinomlarin kiimesi Z[X] olarak
yazilir.

X% +1

X -1
tiirtinden ifadeler Z[X]te degiller. Polinom olmasalar da bu tiir ifadeler matematikte sik
sik kullanilirlar. “Kesirli sayilar”dan esinlenerek bu tiir nesnelere kesirli polinom adini

"Yani her = ve y icin zy = yx esitligi gecerlidir.
%Yani hem degigmeli bir halkadir hem de 0 diginda her elemanin ¢arpimsal bir tersi vardir:

Her = # 0 igin, xy = 1 esitligini saglayan bir y vardir.
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34.4.

verelim. Bir kesirli polinom, tanimi geregi, f, g € Z[X] ve g # 0 igin, f/g bi¢iminde
yazilan bir terimdir. Kesirli polinomlar kiimesi Q(X) olarak (Z(X) degil!) gosterilir:

QX)={f/g9: f g €Z[X] ve g#0}.

Basit ama 6nemli bir olgu: Eger fk = gh ise, f/g kesirli polinomu h/k kesirli polinomuna
esittir. Bunun tersi de dogrudur: Eger

flg="h/k

ise, fk = gh esitligi de dogrudur.
Kesirli polinomlar kiimesinde toplama, ¢ikarma ve carpma yapmasini okur herhélde
biliyordur:

flg£h/k = (fk+gh)/gk ve (f/g) x (h/k) = fh/gk.
Boylece tanimlanan toplama, ¢ikarma ve carpma iglemleri altinda, kesirli polinomlar
kiimesi bir halkadir. Hatta halkadan ote, bir cisimdir de: f/g # 0 ise, bu kesirli polino-
mun garpimsal tersi g/ f kesirli polinomudur.
Her f polinomunu f/1 bigiminde yazarsak, her polinomun aslinda kesirli bir polinom
oldugunu anlariz. (Her tamsay1 da ayni zamanda kesirli bir sayidir.)
Ne yaptik? Z[X] polinom halkasim1 Q(X) diye bir cismin i¢inde soktuk. Daha 6nce de Z
halkasini benzer bigimde Q cisminin igine sokmustuk.
Katsayilar kesirli sayilar olan polinom halkasi Q[X] olarak yazilir. Su S kiimesine ba-
kalim:

S={f(X)/X": feQX],neN}

S, elbette Q(X) cisminin bir altkiimesidir ve Q[X] halkasini igerir (f(X)/X™ ifadesinde
n = 0 aln.) Ayrica, toplama, ¢ikarma ve carpma altinda kapali oldugundan S bir
halkadir. Bu halkada X tersinirdir, ¢linkii 1/X € S. Dikkatle incelenecek olursa, S’nin,
bir anlamda, X’in tersinir oldugu ve Q[X]’i iceren en kiiciik halka oldugu kolaylikla
anlagilir. S’de, 6rnegin 1 + X tersinir degildir. (Neden?)

34.2 Amag

Bu 6rneklerden sonra yazinin amacim aciklayalim. Amacimiz, degismeli bir
R halkas1 ve bu halkanin bir A altkiimesi verildiginde, A'nin elemanlarinin
iginde tersinir oldugu R’yi altkiime olarak iceren bir halka bulmak ve bunu
en ekonomik bicimde yapmak. Uygulamada en ¢ok, R’nin bir bélge oldugu,
yani A'nin R\ {0} olabilecegi durum kullanilir.

Bulmak istedigimiz bu halkay1 R4 olarak yazalim. R4’dan 6zetle sunlar isti-
yoruz:
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i. R, R’yi igeren bir halka olsun.

ii. R < R4 olsun. Yani her iki halkanin da etkisiz elemanlar: ayni olsun
ve her z, y € R icin, x 4+ y ve zy’nin degerleri, R’de de hesaplansa, R 4’da da
hesaplansa ayni olsun.

iii. A’'min her elemam R 4’da tersinir olsun.

iv. R4’da sadece yukaridaki ozellikleri saglayacak kadar eleman olsun, ge-
reksiz elemanlar olmasin. (Bunu daha matematiksel bir bi¢imde de séyleyebi-
lirdik, yazinin sonunda soyleyecegiz de.) Yukaridaki dort drnekte R, A ve R»
sOyle:

a. R=7Z, A=7\ {0} yada A= {Z'nin asallar1 } ve Ry = Q.

b. R=7Zve A= {p} yada A= {p":n€Z}ve Ra=12Zy,.

c. R=7[X], A=Z]X]\ {0} ve R4y = Q(X).

d. R=Q[X],A={X}yada A={X":ne€Z}ve Ry =S.

34.3 Arayis

Bir an icin diledigimiz gibi bir R 4 halkasinin varoldugunu varsayip bu halkanin
ne menem bir gey oldugunu anlamaya ¢aligalim. Ancak R4’'nin ne menem bir
sey olmasi gerektigini anladiktan sonra R4 halkasini insa edecegiz.

Sunu da belirtelim ki, illa yukaridaki 6zellikleri saglayan R 4 diye bir halka
olmak zorunda degildir. Boyle bir R4 halkasi olmayabilir de... R 4'nin varligi ve
yoklugu A’ya gore degisebilir, baz1 A’lar icin olabilir baz1 A’lar i¢in olmayabilir.
R verildiginde, R4 halkasinin hangi A’lar igin oldugunu da bulacagiz.

Eger A = () ise, R4 = R alirsak problemi ¢ozmiig oluruz. Bundan boyle
A # () olsun.

Eger a € A ise, a, Ry halkasinda tersinirdir, ¢linkii yle olsun istiyoruz.
a’nin R4 halkasindaki tersini, ahigildigi iizere, a~! ya da 1/a olarak gosterelim.

A’nin elemanlar1 R4 halkasinda tersinir olduklarindan, A’nin hicbir a ele-
mani (ne R’de ne de Ry4’da) bir sefirbolen olamaz, yani ab = 0 ise b = 0
olmak zorundadir. Iste bunun kamiti:

0=a"10=a"Yab) = (a"ta)b=1b=b.

Demek ki 0 eleman1 da A’da olamaz.

Bundan boyle A'min higbir elemaninin sifirbolen olmadigini varsayalim
(yoksa istedigimiz ozellikleri saglayan bir R4 halkasi bulamayiz.)

Eger r € R ise, r € Ry olmali, ¢linkii R4'nin R’yi igermesini istiyoruz.
Demek ki her r € R ve a € A igin, R4 halkasinda r ile 1/a elemanlarin
carpabilmeliyiz. R4 halkasinda olmas: gereken bu garpimi r/a olarak yazalim.
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Elbette

r/a=ra"?,

a(r/a) =r

s(r/a) = (sr)/a

gibi egitlikler R4 halkasinda saglanmall.

Bir halka oldugundan, R4’nin r/a bigiminde yazilmig elemanlarimi top-
layip carpabilmeliyiz. r/a ve s/b elemanlarimn bir halkada nasil toplanip
carpilmalar: gerektigi belli: Halkanin en basit 6zelliklerinden,

r/a+s/b= (rb+sa)/abve r/ax s/b=rs/ab

cikar.

Yukaridaki ii¢ formiile bakarsak, a, b € A ise, ab’nin de A’da olmasinin ya-
rarlarini goriiriiz, ¢iinkli o zaman yukaridaki ii¢ iglemin herbirinin sonucunun
paydasinda hep A’nin elemanlar1 olmug olur. Zaten, eger A carpma altinda
kapali degilse, A yerine A’nin elemanlarinin tiim sonlu ¢arpimlarinin kiime-
sini alarak, A’'min carpma altinda kapali oldugunu varsayabiliriz, ¢iinkii bu
sonlu carpimlar da R 4’da tersinlenmeli. Bundan bdyle A'nin gergekten carpma
altinda kapali oldugunu varsayalim. Yeni A’nin da, eski A gibi, sifirbolen
icermedigini dikkatinize sunarim.

A artik carpma altinda kapali oldugundan, yukaridaki formiillerden,

{rfa:re R,ac A}

kiimesinin toplama, cikarma ve carpma altinda kapali oldugunu anlariz.
Biitiin bunlari, R 4’nin oldugunu varsayarak yaptik. Sezgilerimizle, R4 hal-
kasinin, eger varsa, yukaridaki gibi bir kiime olmasi gerektigini gordiik. Demek
ki R4 adayimiz,
{r/a:r € R,a € A}

kiimesi olmali.

Bu, hemen hemen dogru, ama tam dogru degil, ¢linkii R halkas1 bu aday
kiimenin bir altkiimesi olmayabilir. Nitekim, R’nin her elemani illa belli bir
r € R ve a € A i¢in r/a bigiminde yazilmak zorunda degil. Ama 1’i de A'nin
icine atarsak, yani eger A yerine A U {1} kiimesini alirsak, o zaman, r = r/1
esitliginden, R’nin aday kiimenin bir altkiimesi oldugu anlagilir. (Ayrica A'nin
sifirbdleni olmama ve garpma altinda kapali olma 6zellikleri hala korunur.)

Bundan béyle A C R, sifirb6leni olmayan, ¢arpma altinda kapali olan ve
1’i igeren bir kiime olsun. O zaman R4 halkasi, eger varsa,

{r/a:r € R,ac A}
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olmali. Toplama, gikarma ve ¢arpma da yukarida agiklandig: gibi olmal.

Olmali ama r/a diye bir eleman yok ki evrenimizde! Kendinizi tamsayilari
bilen ama kesirli sayilarin ne demek oldugunu bilmeyen bir ¢cocuk yerine koyar-
sanz ne demek istedigimi anlarsimz. 2/3 gibi, r/a diye elemanlar yaratmaliyiz,
¢iinkii elimizde sadece r ve a diye nesneler var, r/a diye bir nesne yok.

Adma “r/a” diyecegimiz nesneler yaratmaliyiz, yaratacagiz da, yaratmasi
da kolay. Bunun i¢in adina r/a diyecegimiz yepyeni, daha énce olmayan soyut
seyler yaratmak yeterli!

Eger biitiin r/a elemanlar1 birbirinden degisik olsalard: gercekten de boyle
yapardik. Ama, Oyle degil, 6rnegin, eger b € A ise,

r/a = (rb)/(ab)

olmak zorunda. Soziinii etmek istedigimiz sorun su: R4 halkasinin bir r/a ele-
mani, s # r ve b # a igin aymi halkanin s/b elemanina esit olmak zorunda
olabilir ve o zaman soyut 7/a ve s/b elemanlar1 yaratmak bu esitligi gézard
eder ve esit olmalar1 gereken r/a ve s/b birbirine esit olmaz... Bilmem anlata-
bildim mi?

R4 halkasmin bir r/a elemani ne zaman ayni halkanin bir s/b elemanina
esit olur, daha dogrusu olmak zorunda kalir? r/a = s/b esitligini ab’yle car-
parsak, R’de gecerli olan rb = sa esitligini buluruz. Bunun tersi de dogrudur:
Eger R’de rb = sa esitligi saglaniyorsa, o zaman R4 halkasinda, bu esitligi
ab’ye bolerek, r/a = s/b esitliginin gegerli oldugunu anlariz.

Simdi artik R4 halkasinin elemanlarinin ne olmasi gerektigini agagi yukar:
biliyoruz. Yukaridaki bilgileri bigimsellestirmeliyiz, yani bildiklerimizi mate-
matikgeye cevirmeliyiz.

34.4 Plan

Yukaridaki uzun tartigmadan sonra R 4 halkasini yaratacak plani kuralim. R4
halkasinin r/a elemanlarim yaratacagiz. Evrenimizde r/a diye elemanlar yok
ama (r,a) ikilileri var, bunlar R x A kiimesinin elemanlari. R4 halkasiimn r/a
elemanini (r,a) ikilisi olarak gormek istiyoruz.

Ama o zaman da yukarida sozettigimiz sorun gikacak kargimiza: (r,a) iki-
lisi, (s,b) ikilisiine esit olmayabilir ama R4 halkasinda r/a = s/b esitligi boy
gosterebilir. O zaman da esit olmalar: gereken (7, a) ve (s, b) ikilileri birbirine
esit olmazlar. Biz de esit olmasin istedigimiz bu ikililere birbirine denk ikililer
diyelim ve bunu = olarak yazalim. Matematiksel tanim az sonra.
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34.5 Matematiksel Tanimlar

Nihayet matematik yapabilecegiz. Yukarida soylenen her seyi unutun, daha
dogrusu unutmus gibi davranin! Bagtan baghyoruz. Once tanimlar.

R bir halka. A, R’nin carpma altinda kapali, 1’i igeren ama 0’1 igermeyen
(dolayisiyla sifirbolen de icermeyen) bir altkiimesi.

Eger (r,a), (s,b) € R x A ise,

(r;a) = (s,0)
iligkisini,
rb = sa
olarak tanimlayalim ve bu durumda (r, a), (s,b) elemanlarina birbirine denk
diyelim. Bu denklik daha sonra r/a = s/b olarak yorumlanacak, ama daha

degil. Demek ki,
(r,a) = (s,b) & rb = sa.

Onsav 34.1. R x A kiimesi tizerine,
(r,a) = (s,b) & rb = sa
olarak tanwmlanan iliski bir denklik iliskisidir.

Kanit: Once (r,a) = (r,a) iliskisini kamtlayalim. Tanima gére, bu, mate-
matigin en dogru esitliklerinden biri olan ra = ra anlamina gelir.

Simdi (r,a) = (s,b) ise (s,b) = (r, a) esitligini kamitlamaliy1z. Bu ¢ok kolay,
okura birakiyoruz.

Son olarak, (r,a) = (s,b) ve (s,b) = (t,c¢) iligkileri gegerliyse (r,a) =
(t,c) iligkisini kanitlamaliyiz, yani b = sa ve sc¢ = tb ise r¢ = ta esitligini
kanitlamaliyiz. Kanitlayalim:

(re)b = (sa)c = (sc)a = (tb)a = (ta)b

esitliginden,
(re—ta)b=0

elde ederiz. b, A’da oldugundan sifirbélen olamaz. Bu esitlikten rc — ta = 0,
yani rc = ta cikar. O

Eger (r,a) € R x A ise, [r,a] kiimesini, (r,a) elemanmin denklik simifi
olarak tanimlayalim:

[r,a] = {(s,b) € Rx A: (r,a) = (s,b)} ={(s,b) € R x A:br = as}.
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Her [r, a)'min R x A kiimesinin bir altkiimesi oldugunu unutmayalim. Ornegin,
[1,1]={[a,a] : a € A},
[0,1] ={[0,a] : a € A}

ve her r € R, a, b € A igin (br,ba) € [r,a]

Sonug 34.2. R x A’nin [r,a] ve [s,b] altkiimeleri ya birbirine egittir ya da iki
ayrik kimedir. Yani her,

(r,a),(s,b) e R x A

i¢in, ya [r,a] = [s,b] ya da [r,a] N [s,b] = 0’dir. Ayrica birinci sik ancak ve
ancak (r,a) = (s,b) ise mimkindir.

R4 kiimesini (R x A)/ = boliim kiimesi olarak tanimlayalim.
Ry=(Rx A)) =={[r,a] : 7 € R,a € A}.

Ileride, R4’min r/a elemani [r,a] olarak tanimlanacak.
Daha R, tzerine hicbir iglem tammlamadik, R4 hentiz sadece safkan bir
kiime. Islemleri simdi tamimliyoruz: (r,a), (s,b) € R x A olsun.

[r,a] + [s,b] ve [r,a] x [s,b]

iglemlerini tanmimlayacagiz. Eger [r,a]'min r/a ve [s,b]'nin s/b anlamma ge-
lecegini hesaba katarsak, tanimlarin nasil olmas:i gerektigi belli:

[r,a] +[s,b] = [rb+ sa,ab)
[r,a] x[s,b] = [rs, ab].

Yalmz bu tammlarda énemli bir sorun ¢ikabilir. Ornegin toplamanin taniminda
s0yle bir sorun ¢ikabilir:

[r,a] = [r',d] ve [s,b] = [, V]

olabilir ve o zaman yukarida tamimlanan [r,a] + [s,b]'nin [/, a] 4+ [¢',V/] ele-
manina esit olmasi gerekir, ki toplama iglemi gercekten hakkiyla tanimlanmaig
bir islem olsun, ne de olsa birbirine esit elemanlar toplandiginda toplamlar
farkli gckmamali! Bir sonraki énsav bunun bir sorun olmadigini sdyliiyor:

Onsav 34.3. (r,a), (r',d'), (s,b), (s',V') € R x A olsun. Eger
[r,a] = [r', a'] ve [s, b] = [, V]
18 0 zaman
[1b + sa, ab] = [r'V + s'd’, d'V] ve [rs,ab] = [r's', d'b].

olur.



382 34. Bo6lum Cisimleri ve Yerellestirme

Kanit: Son derece basit, sadece tanmimlar1 uygulamak yeterli. Kolay kaniti
okura birakiyoruz. O

Artik yukarida onerdigimiz gibi,
[r,a] + [s,b] = [rb + sa, ab]
[r,a] x [s,b] = [rs,ab].
toplama ve ¢arpma tanimlarim yapabiliriz, buna hakkimiz oldugunu gordiik.

Onsav 34.4. R, kiimesi yukaridaki islemlerle bir halkadur. [0, 1] elemans top-
lamanan etkisiz elemana, [1,1] ise carpmanin etkisiz elemanidar. [—r, a] eleman
[r,a] elemaninin toplama icin tersidir. Ayrica eger a € A ise, [a,1] elemam
halkada tersinirdir ve bu elemanin tersi [1,a] elemanadar.

Kanit: Sadece tamimlar uygulamak yeterli. O

Simdi geriye R’nin R 4 halkasinin bir altkiimesi oldugunu kanitlamak kaliyor.
Ama bu yanlg! Hatta R ile R4 kiimeleri gogu zaman kesigmez bile.

Evet, R, R ’'nin bir altkiimesi degil ama, R’ye ¢ok benzeyen bir althalka var
Ry’da: [r, 1] tirtinden yazilan elemanlarin kiimesi R4'nin R’ye ¢ok benzeyen
althalkasidir. Nitekim, her r, s € R igin,

1] +1s 1] = [+ 5,1
[r, 1][s,1] = [rs, 1].
Goriildiigi gibi, R’deki toplama ve carpma iglemleri aynen R 4’nin
{[r,1]:r € R}
kiimesine yansiyor.

Onsav 34.5. i : R — Ry fonksiyonu i(r) = [r, 1] kuralyla tanvmlanmas olsun.
O zaman,
a. v birebirdir.
b. i toplamaya ve ¢carpmaya saygr duyar, yani, her r, s € R icin,
i(r+s)=1i(r)+i(s),
i(rs) =i(r)i(s).
c. i, R halkasinin etkisiz elemaniny Ry halkasinin etkisiz elemanina gotirir.

Kanit: Sadece tanimlar1 uygulamak yeterli. O

Yukaridaki b ve ¢ kosullarini saglayan bir fonksiyona halkalarin esyapz
fonksiyonu adi verilir. (¢ kogulu kiigimsenmemelidir!)
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Yukaridaki 6nsavi dikkate alarak, bundan boyle R’nin 7 elemaniyla R 4’nin
i(r) eleman: arasinda bir fark gozetmeyecegiz. Bir bagka deyisle, R4 kiimesin-
den i(R) altkiimesini kesip, onun yerine R kiimesini koyacagiz, yani i(R)’le
R’yi 6zdeslestirecegiz. Boylece R 4’dan [r, 1] elemanin silip yerine r’yi koymus
oluruz ve R yapay yolla da olsa R4’nin bir altkiimesi olur. Bu yéntemle A’nin
elemanlar1 R 4’da tersinir oldular:

at =[1,a.
Bunun sonucu olarak
[r,a] = [r,1][1,a] = ra ! =7/a
yazabiliriz. Demek ki,
Ra={r/a:r € R,ac A},

tam istedigimiz gibi bir halka.

Burada agiklanmasi uzun siirecek geometrik nedenlerden, R4 halkasina
R’nin A’da yerellestirilmisi adi verilir. Eger R bir bolgeyse, yani xy = 0
esitligi * = 0 ya da y = 0 egitliklerinden birini gereksindiriyorsa, bir st
halkada tersinlemek istedigimiz A kiimesi yerine R \ {0} alabiliriz. O zaman,
R, bir cisim olur (neden?) ve bu durumda R4 cismine R’nin bélim cismi
(field of fractions) adi verilir.

Eger R bir bolgeyse ve p € R bir asalsa [yani her x ve y igin, p, zy’yi
boldigiinde p ya z’i ya da y’yi boliiyorsa, A = R \ pR olabilir. Kolayca
goriilecegi tizere, 1 € A’dir ve p asal oldugundan, A carpma altinda kapalidir.
Ornegin eger p, Z'nin ya da Q[X]in bir asalysa,

{a/n € Q:a,n € Z,ebob(p,n) = 1}

ve

{a/b e Q(X) :a,be Q[X],ebob(p,b) =1}

bu tiir yerellestirilmig halkalardandir. Ek 2 BR’da ayni seyi degismeli olmayan
halkalar tizerinde deneyecegiz.

34.6 En Kiiciikk Ne Demek?

Simdi R’nin bir bolge oldugunu varsayalim ve R’nin bdliim cisminin neden
ve hangi anlamda R’yi iceren en kii¢lik cisim oldugunu matematiksel olarak
aciklayalim.
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Teorem 34.6. R bir bolge olsun ve F', R’nin yukarida insa edilen bélim cismi
olsun. K herhangi bir cisim ve

p:R—= K

herhangi bir birebir esyapr fonksiyonu olsun (yani ¢ toplamaya ve ¢arpmaya
saygr duysun.) O zaman, her r € R igin,

esitliging saglayan bir ve bir tane birebir
v F—> K

esyapr fonksiyonu vardwr. Ayrica, yukaridaki 6zelligi saglayan ve R’yi iceren
her F' cismi, Fye esyapisal olmak zorundadar.

Kamit: Herhangi bir a € F alahm. o’y1, r, s € R olmak iizere, /s olarak
yazabiliriz: a = r/s. Demek ki sa = r. Eger s6z edildigi gibi bir ¢ : I — K
esyap1 fonksiyonu varsa, o zaman,

p(r) =¥(r) = p(sa) = Y(s)(a) = p(s)y(a)
olmali, yani,
v(a) = p(s)"e(r)

olmali, bagka secenek olamaz. Demek ki s6ylendigi gibi bir v varsa ancak bir
tane olabilir. Simdi ¢’nin varhigimi kanitlayalim. Elbette, ’yi g0yle tanimla-
yacagiz: Herhangi bir « € F alahm. o’y1, 7, s € R olmak iizere, r/s olarak
yazalim: a = r/s. Burada s'nin 0 olamayacagina dikkatinizi ¢ekerim. Simdi,

(o) = p(s)p(r) € K

olsun. Bu tanimin matematiksel acidan sakincali olmadigini gosterelim.
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Her seyden o6nce, ¢(s) € R < K. Eger ¢(s) = 0 olsayda,

p(s) = 0= ¢(0)

olurdu ve birebirlikten dolayr s = 0 olmak zorunda olurdu, ki bunun dogru
olmadigini biliyoruz. Demek ki s # 0 ve K’da j(s)'nin tersi vardir, yani
oldugundan ve K bir cisim oldugundan, ¢(s)~!, K’dadir. Dolayisiyla K nin
©0(s)7Lp(r) elemanindan sézedebiliriz.) Ama bu yetmez. Tanmimin gercekten
iyi bir tamm oldugunu kanitlamaliyiz. Yani ¢(s) " 'o(r) gercekten K'nin bir
elemani.
Daha bitmedi. Eger
a=r/s=1"/s

ise,

-1 -1

p(s) " p(r) = o(s) ()

olmali ki, ¢)’nin 6nerilen tanim bize geligik sonuglar vermesin. (Burada r, s,
r’, s’ € R ama s, s # 0.) Bunu hemen kanitlayalim: R halkasinda s'r = r's
esitligi gegerli oldugundan, her iki tarafa da ¢’yi uygularsak,

esitligi gikar.

Simdi ikinci kismi kamtlayalim. R’yi igeren F’ cismi aynen teoremin birinci
kisminda belirtilen 6zellige sahip olsun. Ir, R’den R’ye giden 6zdeslik fonksi-
yonu olsun: Her r € R igin, Ig(r) = r.

Simdi teoremin birinci kisminda K yerine F’ ve ¢ yerine Iz alalim. O
zaman her r € R igin,

esitligini saglayan birebir bir
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esyapl fonksiyonu vardir.
Ikinci olarak F' ile F’ cisimlerinin rollerini degistirelim. Varsayima gore,
her r € R igin,

Y(r) =Ia(r) =7

esitligini saglayan birebir bir
W F = F

egyap1 fonksiyonu vardir.
Demek ki,
Yo : F— F

egyap1 fonksiyonu, her r € R igin,

W oy)(r)=r

egitligini saglar. Ama Ip : F — F 6zdeglik fonksiyonu da her r € R igin bu
esitligi saglar. Bu esitligi saglayan fonksiyonun biricikliginden dolay1,

Yoy =1p

esitligi gecerlidir. 1)’ o1) yerine ¢’ o) : F' — F’ esyap1 fonksiyonunu ele alacak
olursak, ayni sekilde

Vo) =1p

esitligini elde ederiz. Bundan da 1’nin birebir ve 6rten, yani bir esyap1 eslemesi
oldugu cikar. O

Boliim cisminin yukaridaki teoremde yazilan 6zelligi goriildiigii gibi boliim
cisminin egyapisalligini belirliyor. Bu 6zellik, “evrensel 6zelliklere” bir 6rnek-
tir. “Evrensel ozelliklere” cebirde daha ¢ok rastlayacagiz. Benzer sonug ye-
rellestirilmis R4 halkalar: igin de gegerlidir. Bu sonucu yazmay1 ve kanitlamay:
okura aligtirma olarak birakiyoruz.
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Gegen boliimde, bir bolgenin béliim cismini tanimlamig ve var etmistik: Eger R
bir bolgeyse, R'nin 0 digindaki elemanlarinin tersinir oldugu en kiiciik halkay:
(ashinda cismi) bulmustuk.

Bir R halkasinin bolge olmasi icin iki kogul gereklidir:

Her z,y € R i¢in xy = yx,

yani halka degismelidir, ve
Her z,y € R i¢in, xy =0 wse ya v =0 ya da y = 0'der. Yani 0

eleman halkanin tek sifirbolenidir.

Bu béliimde, Ek Bd'de yaptigimizin benzerini degismeli olmayan halkalarda
yapmaya calisacagiz. Her zaman basarili olamasak da basarili olmamiz icin
yeterli kogulu gorecegiz.

Ikinci koguldan vazgecemeyiz ¢unkli R'nin 0 digindaki elemanlarinin daha
biiyiik bir halkada tersinir olmalar: i¢in bu kosul illa ki gereklidir. Ama eger
birinci koguldan vazgeciyorsak, ikinci kogulu giiclendirmemiz gerekir. Bundan
boyle, her z, y elemani icin,

zy =0 ya da yr =0 ise, ya x =0 ya da y = 0’ dur

kogulunu saglayan R halkalarinda galigalim.

Oyle bir D halkas1 bulacagiz ki,
1. R, D’nin bir althalkas1 olacak,
2. R'nin 0 disindaki her eleman1 D’de tersinir olacak?,
3. Her d € D icin d = s~ !r kosulunu saglayan 7, s € R elemanlar olacak. (s
tabii ki 0 olamaz.)

Son iki 6zellikten D’nin 0 olmayan her d elemaninin tersinir oldugu gikar.
Nitekim, eger r, s € R icin d = s~ !r ise, r # 0 olur, dolayisiyla D’de r’nin

tersi olan ! vardir ve r~!s eleman1 D’dedir. Kolayca goriilecegi iizere bu 7~ 1s

'Burada, bir £ € D elemanmnin tersinir olmasi demek, hem zy = 1 hem de yz = 1
esitliklerini saglayan bir y € D olmas1 demektir
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elemani d’'nin tersidir. 0 olmayan her elemaninin tersinir oldugu bu tiir halka-
lara boliim halkasi denir. Bir boliim halkasinin cisim olmasi i¢in ¢carpmanin
degiskenligi yeter ve gerek koguldur (neden?)

Yukaridaki (3) kosulu yerine su kogulu da alabilirdik:

3’. Her d € D icin d = s~ ! kosulunu saglayan r, s € R elemanlar1 olacak.

R, illa degiskenli bir halka olmadig i¢in (3) ve (3’) kosullar: birbirlerine denk
olmayabilirler, yani birinin dogru olmasi, digerinin de dogru oldugu anlamina
gelmeyebilir, nitekim gelmez de.

D’yi inga etmek icin daha 6nceki boliimde kullandigimiz yontemi dene-
yecegiz. D’nin s~ 17 elemanini (r, s) ikilisi olarak gosterecegiz ve R x R\ {0}
kiimesi tizerinde = ikili iligkisini, insa edecegimiz D’de

1

(r,s) = (t,u) & s lr=u"'t

denkligi dogru olacak bicimde tamimlayacagiz. Yalnz sag taraftaki

sTlr=ult
kogulu hentiz var olmayan ve daha sonra, ancak D’yi insa ettigimiz zaman
var olacak olan s~! ve u~! elemanlarinmi kullaniyor. R degiskenli bir halka
oldugunda, dogru olmasi gereken

sTlr=u 't < ur = st

denkligini kullanip, = ikili iligkisini,
(r,s) = (t,u) < ur = st

olarak tamimlamigtik. Ama artik R’nin degigskenli bir halka oldugunu var-
saymiyoruz. Dolayisiyla ciddi bir sorunla karsi karsiyayiz. s—'r = u~'t ko-
suluyla egdeger olan ama R'nin elemanlar1 kullamlarak ifade edilebilen bir
esitlik ariyoruz.

s7lr = u™ 't esitliginde s’yi diger tarafa gecirip hic olmazsa s~! teriminden
kurtulabiliriz:

sTlr=ulter=su't

Simdi r = su~!t iligkisinden R’de olup olmadigindan emin olmadigimiz ="

terimini atmanin bir yolunu bulmaliyiz. (Eger u'nun tersi R’de olsaydik sorun
olmazdi, ama u’'nun tersi R’de olmayabilir.)

R degiskenli oldugunda, daha ileride, D’yi insa ettigimizde dogru olacak
olan
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esitligini kullanmigtik. Bu sefer boyle bir esitlik gecerli olmayabilir. Bu esitlik
yerine, s1, u; € R\ {0} i¢in,
su~t = ul_lsl

esitliginin gecerli oldugunu varsayalim. Daha dogrusu, bu esitlikten ziyade,
buna denk olan ama R’de gegerli olan,

ULS = $1U
esitliginin gecerli oldugunu varsayalim. Eger bu kosul her
(u,5) € R x (R\{0})
igin saglaniyorsa, halkaya sol Ore bélgesi adi verilir. Bu varsayim altinda,
slr=ulter=suter= ul_lslt S urr = st
egdegerliklerine ulagiriz. Demek ki, eger R bir sol Ore bolgesiyse, R x (R\ {0})
kiimesi tizerine = ikili iligkisini,
(r,s) = (t,u) ancak ve ancak

u1s = sju ve uir = st esitliklerini saglayan uy, s1 € R\ {0} varsa

yani
Juq, s1 € R\ {0} (u1s = sju ve uir = sit)

olarak tanimlayip bu tanimin degismeli halkalarda tanimlanan benzer iligkiyle
ayni iglevi gorecegini umabiliriz.

Sol Ore kosulu, a/s ve b/u gibi elemanlar: toplarken paydalar: esitlememize
olanak saglayacak.

Sol Ore Kosulu: Her s, u € R\ {0} icin,
uis = S$1u
esitligini saglayan uj, s1 € R\ {0} vardir, yani
RsN Ru # {0}

olur.

Onsav 35.1. R, bir sol Ore bélgesiyse, R x (R\ {0}) dzerine yukarida tanim-
lanan = ikili iliskisi bir denklik iliskisidir.
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Kanit: Once her 7, s € R x (R \ {0}) icin, (r,s) = (r, s) esitligini kanitlama-
liyiz. Bunun ic¢in u; = s; = 1 almak yeterli.

Simdi (r, s) = (t,u) denkligini varsayip (¢,u) = (r, s) denkligini kanitlaya-
hm. uq, s1 € R\ {0},

uU1S = S1uU ve uir = sit

esitliklerini saglasin. (¢,u) = (r, s) denkligini kamtlamak igin,
UU = S28 Ve Ugl = Sor
esitliklerini saglayan ug, se € R\ {0} bulmaliyiz. Cok kolay:
Uz = 81,82 = U1

olsun. Buraya kadar Ore kogulunu kullanmadik. Simdi kullanacagiz.
Son olarak, (r,s) = (t,u) ve (t,u) = (v, w) denkliklerini varsayip

(r,s) = (v,w)
denkligini kanitlayalim. Varsayima gore,
ULS = S1U, ULT = S1t, Wou = UW Ve wal = UV
esitliklerini saglayan uy, si, we, uz € R\ {0} elemanlar1 var. Ve biz de,
W3S = S3W, W3T = S3V
esitliklerini saglayan ws, s3 € R\ {0} elemanlar1 ariyoruz. Ore kogulunu wy ve
s1 elemanlarina uygularsak, as; = bws esitliginin gegerli oldugu a, b € R\ {0}
elemanlarini buluruz. Simdi hesaplayalim:
au1s = asiu = bwsou = bugw

buluruz. Demek ki w3 = auy ve s3 = buo alirsak, wss = ssw birinci esitligini
elde ediyoruz. Bakalim wsr = s3v esgitligi de dogru mu?

w3r = auir = asit = bwsot = bugsv = s3v.
Dogruymus! Onsavimiz kanitlanmigtar. O

Simdi D = (R x (R\ {0}))/ = olsun. D {tizerinde bir halka yapis1 belirle-
yecegiz.
D’nin bir elemanini [r, s] olarak yazalim. Buradaki

[r; 5]
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elemani, R x (R \ {0}) kiimesinin (rs) elemamnm denklik smifidir. Ileride
[r, s]'nin s~1r anlamina gelecegini biliyoruz. Eger a € R\ {0} ise [r, s] = [ar, as]
esitligine dikkatinizi gekerim.

Once toplamadan baglayalim. Isin 6zii su:

sl 4ty
toplamin1 z~ 'y olarak yazmak istiyoruz. Eger bunu yapabilirsek, o zaman,
[, 8]+ [t,u] = [z, y]
olarak tanimlayabiliriz. Demek ki,
—1 —1
z(s " 'r+tu)€R

olacak bicimde bir x # 0 bulmak yeterli (o zaman y elemanini (s~ 1r 4+t~ 1u)
olarak alabiliriz).
z(slr+t7 ) = azsr 4ot lu

oldugundan, z’i zs~!, #t~! € R iligkilerini saglayacak bicimde secebilirsek,
sorun kalmayacak. Yani 2’i RsN Rt \ {0} kiimesinden se¢meye ¢aligalim. Ama
boyle bir 2’in oldugunu da sol Ore kosulundan biliyoruz. Simdi tanimi yapa-
biliriz.
(r,s), (t,u) € R x (R\ {0}) olsun. x € RsN Rt \ {0} ve
y=a(s"r+t"tu) € R olsun. O zaman,
[r,s] + [t,u] = [z, z(s7 r + 7 u))

olarak tanimlansin. Ama bu tanim pek o kadar giizel olmadi. R'nin bir elemani
oldugunu bildigimiz sag taraftaki z(s~'r+t~'u) teriminde s~* ve t ! gibi R’de
olmayan elemanlar goziikiiyor. Bu kiigiik kusuru giderelim. s; # 0 ve t; # 0
icin x = t1s = s1t esitligi saglansin. Simdi toplamay

[Ta S] + [tvu] = [tls)tlr + SlU]

olarak tanimlayalim. Yalniz bu tanimin r, s, ¢, u, t1, s1 elemanlarindan bagimsiz
oldugunu gostermek gerekir. Yani su onsavi kanitlamaliyiz:

Onsav 35.2. [r,s] = [/, s] ve [t,u] = [t',u/] olsun. Ayrica,
t1s = s1t ve t’ls’ = slft'
egitlikleri saglansin. O zaman,
[t1s,t17 + s1u] = [tys’, tyr’ + spd]

esitligi dogrudur.
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Bu 6nsavi kanmitlamayacagiz. Okura alistirma olarak birakiyoruz?. Bu énsav-
dan sonra toplama, t1s = s1t esitligi saglayan ¢1, s; € R\ {0} elemanlar igin,

[r,s] + [t,u] = [t1s,t1r + s1u]

olarak tanimlansin.
Carpma icin de benzer geyi yapacagiz. Gene isin 6ziine gidelim:

(72 (u"t)
carpimimi z~ 'y biciminde yazmak istiyoruz, ki
[, s][t, u] = [y, ]
olarak tanimlayabilelim.
(s7ir)(uw™tt) = s (ru e

esitliginden dolay1, carpimimim en bagindaki s~! ile en sonundaki ¢'nin bir
onemi yok elbet. ru~! elemanini y~ 'z biciminde yazabilirsek, isimiz biter. O
zaman

(s7ir)(u™tt) = sy lat = (ys) lat

olur ve
[, s[t, u] = [at, ys]

1 1

tanimini deneyebiliriz. Eger ru™" = y~ 'z ise, yr = xu’dur. Sol Ore koguluna
gore de R’de bu son esitligi saglayan z, y # 0 elemanlar: vardir. Simdi ¢carpmay1
tanimlayabiliriz:
(rys), (t,u) € Rx (R\ {0}) olsun. z, y € R\ {0} elemanlar, yr = zu
esitligini saglasin.
r,sllt, ] = [ot, ys)

tanimini yapalim. Bir kez daha bu tanimin yasal oldugunu kanitlamaliyiz:

Onsav 35.3. [r,s] = [/, ve [t,u] = [t',u/] olsun. Ayrica, yr = xu ve
y'r' = o'y esitlikleri saglansin. O zaman, [xt,ys] = [2't',y's] esitligi dogru-
dur.

Boylece carpmay1 yukaridaki gibi tanimlayabiliriz.
Eger tamimda r =t = 1 alirsak, o zaman x = y = 1 alabiliriz ve

[1,s][t,1] = [t, s]

2Dileyen okur John A. Beachy’nin Introductory Lectures on Rings and Modules kitabima,
bakabilir. London Mathematical Society, Student Texts 47 (1999) ISBN 0521 64340 6 ve
0521 64407 0.
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buluruz.
Ama dikkat: Eger tanimda s =t = 1 alirsak, yr = xu esitligini saglayan z
ve y elemanlar igin,
[Ta 1”17 u] = [1‘, y]
esitligi bulunur ve ur = ru dogru olmadik¢a bu garpim [r, u] olmaz.
Okur bir de [r, s|[s,r] ¢arpimini hesaplasin.

[r,s][s,r] = [s,s] = [1,1]

bulacaktir.

Biitiin bunlardan sonra, artik D kiimesinin bu iki iglemle birlikte bir halka
oldugunu, hatta [0, 1] diginda her elemanin tersinir oldugunu kanitlayabiliriz.
Ayrica, r +— [r, 1] fonksiyonunun R’den D’ye giden bir halka gémmesi oldugunu
kanitlayabiliriz.

Teorem 35.4. R bir sol Ore bolgesiyse, bu tanimlarla
(D, +, x,[0,1],[1,1])

yapisy bir halkadwr. Bu halkada [0,1] toplamanan, [1,1] de ¢arpmanin etkisiz
elemanlaridir. Eger v # 0 ise, D nin her [r,s] elemanu tersinirdir ve

[T‘, 5}_1 = [5’ T]

"dir. Ayrica,
[r,s] = [1,8][r,1] = [s,1] 7 }[r, 1]

dir. Dahasi, i(r) = [r, 1] kuralwyla tanvmlanan
1:R—D
fonksiyonu birebirdir, toplamaya ve carpmaya saygr duyar ve R’nin 0 ve 1
etkisiz elemanlarine siraswyla D 'nin [0, 1] ve [1, 1] etkisiz elemanlarina gotirir.
Eger i(R) ile R’yi 6zdeslestirirsek, istedigimiz,
D=(R\{0})"'R

esitligini buluruz.
Son olarak bolge olmayan Ore halkalarindan soz edelim. Bir R halkasinda,

Her y € R i¢in,zy =0 yada yzr =0ise y = 0'der

6nermesini dogrulayan elemanlara (yani sifirbélen olmayan elemanlara) diizgiin
eleman denir. R'nin diizgiin elemanlar kiimesini Ry ile gosterelim. Yukarida
yaptiklarimizda, Rgp = R\ {0} idi.
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Sol Ore Kosulu: Her u, s € Ry icin, u1s = s1u esitligini saglayan uq, s1 € Ro
vardar.

Bu kogulu saglayan bir halkaya Ore halkas: denir. Aynen yukaridaki
yontemle, bir R Ore halkasini, Rp'm elemanlarinin tersinir oldugu D = Ry 'R
esitligini saglayan bir D halkasinin i¢ine gomebiliriz.



36. Sonsuz Kiucuk Eleman

Bu béliimde, bugiine dek ancak riiyalarinizda goreceginizi tahmin edeceginiz
bir numara gergeklestirecegiz: 3/5, 7/9, —4/5 ve 3 gibi kesirli sayilara sonsuz
ktictik bir eleman ekleyecegiz. Miniminnacik bir sey olacak bu sonsuz kiigiik
eleman (ya da bu yeni “say1”). O kadar kiigiik, ama o kadar kiigiik olacak ki,
milyarda 1’den, katrilyonda 1’den ve her pozitif kesirli sayidan daha kiiciik
olacak.

Kesirli sayilar kiimesi Q’yii iceren, ama ayrica bir de “sonsuz kiigiik”
bir eleman igeren yepyeni bir “say1 sistemi” yaratacagiz. Bu say1 sisteminde,
“say1”lar1 toplayip gikarip garpabilecegiz, hatta birbirine bolebilecegiz. (Tabii
ki 0’a bolemeyecegiz!)

Sonsuz kiiciik elemana e adim verirsek, 1/e gibi bir elemanimiz da olacak
dogal olarak. Tahmin edilecegi {izere, € sonsuz kiigiik oldugundan, 1/e sonsuz
biiyiik olacak!..

36.1 Arsimet Ozelligi

Argimet’in insanlik igin yaptigi haddi hesab1 olmayan iyiliklerden biri de, ne
kadar kiiclik adimlar atarsak atalim, eger hep ayni uzunlukta adimlar atarsak
ve eger yeterince adim atarsak, diledigimiz kadar uzaga gidebilecegimizi anla-
masidir. Buna kisaca “sabreden dervig yol katetmis teoremi” diyebiliriz, ama
daha da kisa olarak Argimet Ozelligi adiyla bilinir.

Arsimet Ozelligi. € > 0 bir kesirli sayr olsun. q bir baska kesirle sayr olsun.
O zaman ne > q esitligini saglayan bir n dogal sayist vardwr. Yani € ne ka-
dar kii¢iik olursa olsun, eger pozitifse, kendisiyle yeterince defa toplaninca her
sayuyr geger.

0e2e r ne

>

7 adet € uzunlugunda adimla r geciliyor

Kamit: Eger ¢ <0 ise n = 1 almak yeterli. Jimdi ¢ > 0 varsayimini yapalim.
Pozitif a, b, ¢, d dogal sayilar igin, € = a/b ve ¢ = ¢/d
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13 21e r 22¢

0e e NS/

22 adet € uzunlugunda adimla r gegiliyor

olarak yazalim. O zaman, be = b x a/b = a > 1. Dolayisiyla
cb+De=clbe+e)>c(l+e)>c>c/d=q
Demek ki n = ¢(b+ 1) almak yeterli. O

Eger bir e sayis1 0 degilse ve her n tamsayisi igin, nle] < 1 oluyorsa, €
sayisia sonsuz kigik diyelim... Argimet Ozelligi sonsuz kiiciik bir kesirli
saymnin olmadigim soyliiyor!

Sonsuz kiigiik gercel say1 da yoktur elbette. Ama bizim ic¢in bu 6nemli
olmayacak, biz kesirli sayilarla calisacagiz.

Bir € sayisinin sonsuz kiigiik olmasiyla bunun mutlak degeri olan |e| sayisimin
sonsuz kiiciik olmasi ayni geydir tabii ki...

Tanima bakilirsa, pozitif bir € sayisinin sonsuz kiiciik olmasi igin,

0 <e<l,

0<e<1/2,
0 <e<1/3,
0<e<1/4,

kosullarinin hepsinin birden dogru olmasi gerekiyor. Kesirli sayilarda bu ko-
sullarn hepsini birden saglayan bir e yoktur, ciinkii Arsimet Ozelligi'ne gore
her n > 0 dogal say1s1 icin,

0<e<l1/n

kogullariin hepsini birden saglayan kesirli (hatta gergel) bir say1 yoktur.

1/7
Xl/S
0 '/ 1/31/2 1
1 ! I 1

JN

e 1/6 1/4

Gergekle baga gikilmaz... Bunu dert etmeyecegiz. Biz gene de sonsuz kiiciik bir
say1 bulacagiz. Buldugumuz say1 kesirli (ya da gergel) say1 olmayacak tabii.
Bambagka bir evrene gececegiz.
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Bir seye dikkatinizi ¢cekerim: Yukarida siraladigimiz sonsuz sayidaki kogulun
sonlu tanesini saglayan bir e mutlaka vardir. Ornegin, e = 1/1001, ilk bin
kogulu saglar (ama bu € sonraki kogullar saglamaz.)

Matematikgiler bu gibi durumlarda tiim kosullar1 saglayan bir bagka sis-
temin oldugunu hissederler. Tecriibe diye buna derler iste... Mantikcilar ise
bir bagka sistemin oldugunu bilirler. Buna da bilim denir! Eger sonsuz tane
kogulun sonlu tanesi hep saglanabiliyorsa, o zaman sonsuz tane kosulu da
saglayan bir evren olmali! Bu ilkeye gore, yukaridaki sonsuz kogulu saglayan
¢'un oldugu bir evren olmalidir. Iste bu béliimde bu evreni bulacagiz. Ustelik
soyut bir bulug olmayacak bu, evren kargimizda etiyle kemigiyle belirecek.

Once bayle bir €’un oldugu bir evrenin oldugunu varsayalim. Bakalim bu
varsayimsal evren hakkinda neler soyleyebilecegiz? Biraz diiglinerek evrene
toslayacagiz.

Sonsuz kiigiik bir say1 iceren evrene FE diyelim.

E’nin sonsuz kiiciik bir elemanina e diyelim:

ec k.

Ayrica kesirli sayilarin da E’de olmalarim istiyoruz. Demek ki Q C E olmal.
Elbette e ¢ Q.
E’nin elemanlarimi ¢arpabilmek istedigimizden (bélmeyi daha sonra ele a-
lacagiz), E’de sadece Q degil, 6rnegin Qe, Qe2, Qe gibi altkiimeler de olmali.
Bu altkiimelerin elemanlarim toplayabilmeliyiz de. Yani E’de,

Q + Qe + Qe® + Q€3

gibi altkiimeler olmali. Demek ki E’de kesirli katsayili ve “degiskeni” e olan
tliim polinomlar olmali. Eger bélme yapmaktan vazgecip sadece toplama, ¢arpma
ve ¢ikarmayla yetinmeye razi olursak, sadece polinomlar yettigini gorecegiz,
E’de baska bir sey olmasina gerek yok.

E=Ql

olsun. F, katsayilar1 kesirli olan ve degiskeni e olan polinomlar kiimesidir.
Daha acik olarak, E’nin her f elemani, bir n dogal sayis1 ve fo, fi, -, fn
kesirli sayilar: icin

f=fot+ fie+...+ fne"

olarak yazilirlar. (Eger katsayilarin hepsi birden 0 degilse, f'nin de 0 olama-
yacagimin kanit1 yan siitundaki gri kutucugun igindedir.) Burada €’u tanimsiz,
anlamsiz ve yepyeni bir terim olarak goriiyoruz.

Yalniz €'un sonsuz kiigiik olmasini istedigimizi unutmayalim. Bir de €¢'un
pozitif olmasin istiyoruz. Yani, her pozitif n dogal sayis1 icin,

0<e<l1/n
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olmasini istiyoruz. Dolayisiyla her pozitif ¢ = m/n kesirli sayisi igin, (m ve
n’yi pozitif alalim)

0<e<l/n<m/n=q,

yani

O<e<gq
olmali.

FE halkasinda heniiz tanimlamadigimiz esitsizligin bagka 6zelliklerini de ir-
deleyelim. Yukaridaki egitsizliklerin ii¢ terimini de herhangi bir pozitif kesirli
sayiyla carparsak, g de rastgele secildiginden, her a, b pozitif kesirli sayisi icin,

0<ae<b
olmasi gerektigini goriiriiz. Bunlar e ile carparsak
0 < ae? < be
olmasi gerektigi anlasilir. Bunu boylecene devam ettirirsek, her pozitif

ap, a1, .. .,0k

kesirli sayisi igin,

0<akek<---<a262<ale<ag

olmasi gerektigini goriiriiz.
Buradan, her ag, a1, ..., a; kesirli sayisi icin, eger ag > 0 ise,

a0+a16+a262+-~+akek >0
olmasi gerektigi ¢ikar. Bunu kanitlayalim:

—aje —age? — - — ape® <|ayle + - + |ag|”
<larle+ -+ |agle
= (la1| + -+ + |ax|)e < ap.

Dolayisiyla, eger a; > 0 ise ve i agagida goriilen gostergeclerin en kiicligiiyse,
aiei+---+akek>0

olmas1 gerekir.
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36.2 € Cebirsel Olamaz

Hemen yukaridaki satirdan, hepsi birden 0 olmayan

fO)flv"'?fn

kesirli sayilar igin,
fo+ fie+ -+ foe”

teriminin 0 olamayacag1 kolaylikla kanitlanabilir. Yani €, cebirsel bir say1 ola-
maz.

Simdi E kiimesinin tiim elemanlarimi (polinomlari) tek bir hamleyle sira-
layalim.

E’den rastgele iki a ve b elemani alalim. Bunlardan hangisinin daha biiyik
olmas: gerektigine karar verecegiz. Yani a > b egitsizliginin mi yoksa a < b
esitsizliginin mi dogru olmasi gerektigine karar verecegiz. Tabii, a < b esitsizligi
igin, b — a > 0 esitsizligi gerek ve yeter kosul olmali. Dolayisiyla hangi poli-
nomun hangi polinomdan daha biiyiikegit olduguna karar vermek i¢in negatif
olmayan polinomlar1 bilmek yeterli olmali.

Rastgele bir f # 0 polinomu alalim. Bu polinomun pozitif olup olmamasi
gerektigine karar verecegiz. Polinomu,

f=lo+ fie+-+ fme™

olarak yazalim. fo = 0 olabilir elbette. f; katsayisi da 0 olabilir. Ama eger
f # 0 ise, bu katsayilardan biri 0 olmamali. fk, 0’a esit olmayan katsayilarin
ilki olsun. Demek ki,

f=fie®+ -+ fine™,
ve k, yukarida beliren géstergeglerin en kiigiigii ve fi # 0. Daha 6nce yaptigimiz
hesaplardan,
f>08 fref +- 4 frne™ >0
S fet et 4 fn >08 f>0
olmasi gerektigini biliyoruz. Demek ki aslinda esgitsizligin taniminmi da biliyo-

ruz:
f > 0< f'nin 0 olmayan ilk katsayis1 > 0.

Dolayisiyla, f, g € F igin,
f>9f-9g>0

tanimini yapalim. Bunun yardimiyla, tahmin edildigi gibi < iligkisinin de
tanimini yapabiliriz.
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Teorem 36.1. Yukarida tanwmlanan < iliskisi E = Q[e] halkasiny swraly bir
halkaya dondistirir.

Gorildigi gibi £, Q'niin aksine, bu siralamayla Argimet 6zelligini saglamaz.
yani Q'niin her pozitif a elemani i¢in, nav > 1 esitsizligini saglayan bir n dogal
sayist olmayabilir, 6rnegin a = € i¢in boyle bir eleman yoktur.

E’nin pozitif «, 8 elemanlari, her n € N (ya da her n € Q) igin,

na < f
esitsizligini sagliyorsa, a’ya ’yva gore sonsuz kig¢tk diyelim ve bunu
a<<p

olarak yazalim. Demek ki ¢ << 1. Hatta, hangi pozitif a ve b sayilarin1 alirsak
alalim,
ae <<b

olur. €2 de €’a ve 1’e gore sonsuz kiiciiktiir ve €2 de €?’ye, €’a ve 1’e gbre sonsuz
kiigiiktiir.
E bir halkadir. Yani E’de toplama, ¢ikarma ve garpma gibi islemler vardir
ve bu iglemler hepimizin bildigi ve tahmin ettigi 6zellikleri saglarlar.
Ama E bir cisim degildir, ¢iinkii £’de bolme yapilamaz. Bélme yapabilmek
igin E yerine,
r={l:tgemy20]
kiimesine ge¢meliyiz. Burada,
I_h
9 401

< fo1 = fig

eskosulunu animsatiriz.
f/g = (=f)/(—g) esitliginden dolayi, F'nin her elemani, bir f € E ve bir
g € E ve g > 0igin f/g bigiminde yazilir. Boyle yazilmig f/g ve f1/g1 igin,
7 < L, far < fig
9 401
tanimini yapalim. Simdi, F, tistiinde toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve (0’dan de-
gisik bir elemanla) bélme yapilabilen ve yukaridaki teoremi saglayan bir nes-
nedir.
€ € F, gene sonsuz kiiciiktiir, yani her n > 0 dogal sayis1 igin, 0 < € < 1/n
dir. Ama 1/e, F’nin sonsuz biiyiik bir elemanidir, yani her n € Z i¢in, n < 1/e
esitsizligi dogrudur.
Biitiin bu yaptiklarimizi kesirli sayilar kiimesi QQ yerine, mot a mot, gercgel
sayilar kiimesi R ile yapabilirdik.
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