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Birkag yildir Nesin Matematik Koyii'nde anlat-
tigim fonksiyonel analiz derslerinin tarihsel arka
planini 6grencilerimle paylagmak istedim; ama za-
man darligi nedeniyle firsat bulamamigtim. Bu
yazi bu amagla yazilmigtir. Olanag: sagladiklar
i¢in dernek yoneticilerine tegekkiir ederim.

19. yy kavramlarin, tanmimlarin ve kanitlarin
tam anlamiyla aciklik ve miikemmellige kavustugu
yillardir. Yiizyil baginda Cauchy ile baglayan akim,
yiizyil sonlarinda Weierstrass ile devam etmistir.
Gergel sayilarin aksiyomatik yapisinin ortaya ¢ik-
masi, Dedekind ve Cantor’un bu yondeki caligma-
lar1 analizin temelini olusturmustur.

20. yy matematiginin gelismesinin ana unsuru,
izlenen aksiyomatik yontem ve biitilinciil bakig acgis
ile yapilarin (vektor uzaylar, gruplar vb.) ele alin-
mas1 olmustur. Izlenen yontemle yapilarin daha
iyi anlagilmasi, kanitlar1 kolaylagtirmig, konular
birlegtirmis ve uygulamalarin éniinii agmigtir.

19. yy ortalaria kadar sayilar, noktalar, egriler
ve fonksiyonlar ayri ayr ele aliniyordu. Cok geg-
meden bunlarda yapilan cebirsel iglemlerin gézden
kagirilmayacak denli ortak ozelliklerinin farkina
varildi. Kiimeler kuramindaki geligsmeler yiizyil so-
nuna dogru soyut gruplar kuramina yol agt1 ve bu
kuram 6nemli ¢aligmalarin odag: oldu.

20. yy basinda analizde benzeri gelismeleri go-
remesek de, M. Frechet’nin 1906 tarihli doktora
tezinde soyut metrik uzaylarin ele alindigini ve
Oklid uzaylarindan bildigimiz komsuluk, limit ve
stireklilik kavramlarinin bu yeni uzaylara genisleti-
lebilecegi 6grenildi.

Diizgiin yakinsama kavramini, bu kavrami
1841°’de ortaya atan Weierstrass’a borcluyuz. Wei-
erstrass’in 1885’te kanitladigi polinomlarin siirekli
fonksiyonlar iginde diizgiin yogun olmasi fonksiyon
uzaylaria yeni bir statli kazandirdi. 1883’te kanit-
lanan Ascoli-Arzela Teoremi, siirekli fonksiyonlar
icinde kompakt (bir anlamda kiigiik denebilecek)
kiimeleri betimliyordu.

19. yy’da ele alinan problemlerin bir ¢ogu in-
tegral denklemler (iginde integral olan denklemler
olarak okuyun) olarak anilan denklemlerin ¢ziimii

ile ilgiliydi. Ornegin, Fourier’in 1811°de ele aldig:

flx)= / cos(xt)y(t)dt
0
veya Abel’in 1822’de gahgtig1

o= [ \j/%dt, £(0) =0

denklemleri verilen f fonksiyonu icin, denklemi
saglayan y fonksiyonunun arandigi denklemlerdi.
20. yy baglarinda bu tiir denklemler tek tek ele
alinip c¢oziimler aranirken, yiizyil sonunda genel
¢oziimler aranir oldu. Tam metrik uzaylarinda, bii-
ziilme 06zelligi olan fonksiyonlarin sabit noktalar
oldugu ve bu noktanin tekligini veren teoremle in-
tegral denklemlerin, hepsini olmasa bile, bir cogunu
¢6zebildigimizi 3. simif derslerinde 6greniyoruz [1].
1895’te Maire le Roux, 1896’da Vita Volterra integ-
ral denklemlerin ¢oziimlerinin varlik ve tekligine
dair makaleler yazdilar. Volterra k(x,t) = k(t, x)
kosulunu saglayan k(z,t) fonksiyonlar: igin

y@) = f@)+ 8 [ ke

denklemini galigti. Yani, verilen f ve k i¢in denk-
lemi saglayan y fonksiyonlarini aradi.

Volterra ve Fredholm’un integral denklem ¢6-
ziimlerine dair dért makalesi Hilbert’in dikkatini
cekti ve o da konuyla ilgili alti makale yazdi.
1906’da yazdigr dordiincii makalede kompact do-
niisiimlerin spektral analizinin temellerini atarak,
bugiin Hilbert uzaylarinda spektral analiz olarak
anilan kurami kegfetmis oldu.

f ve k(z,t) fonksiyonlarmin siirekli alindig:
Fredholm denklemi i¢in, homojen

w(0)=5 [k (o)

denkleminin 6zdegerlerinin gercgel sayilar ve sirala-
nabilir oldugunu kamitladi. Bu denklemin 6zfonk-
siyonlarii da bularak, bunlarin birbirlerine dik
olduklarini ve homojen denklemin ¢oziimleri olduk-
larim gosterdi.
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Hilbert’in 6grencisi Erhard Schmidt 1905’teki
doktora tezinde Hilbert’in integral denklemler ku-
ramini basitlegtirdi. 1908 tarihli makalesinde yer
verdigi geometrik yaklagimla soyut Hilbert uzay-
lariin yolunu acti. Schmidt’in [? uzaylarindaki
calismalar: i¢ ¢carpim ve normlu uzay kavramlarini
kullaniyordu; Cauchy-Schwarz ve Bessel esitsizlik-
leri ile 12 uzaymnin tam oldugunu kanitladi. Gram-
Schmidt diklegtirme yontemini ve dik projeksiyon
kavramlarini elde etti.

Diger 6nemli bir katki da Henri Lebesgue’in
1902 tarihli doktora tezinden geldi. Emile Borel’in
Olgtimler hakkindaki ¢aligmalar: iizerine inga ettigi
yeni integral kavrami Riemann integralinden daha
genel ve giicliiydii. Daha zayif kogullarda limit ve
integral yer degistirebiliyordu ki bu Riemann integ-
ralinde sadece diizgiin yakinsamanin oldugu durum-
larda dogruydu. Buradan da L?,1 < p < oo uzaylari
elde edildi. 1907’de F. Riesz ve E. Ficher kareleri
integrallenebilir (Lebesgue anlaminda) fonksiyon-
lardan olugan L?[a, b] uzaymm -L? normunda- tam
ve 12 dizi uzayiyla aym oldugunu kanitladilar. Ayni
yil Frechet ve Riesz birbirlerinden habersiz L*[a, b]
uzay: lizerindeki siirekli ve dogrusal gercel degerli
dontigiimleri, yani bu uzayimn dualini betimlediler.
Riesz daha sonra bunu soyut Hilbert uzayina ge-
nigletti. 1920’de Riesz [a,b] araligi iizerindeki sii-
rekli gergel degerli fonksiyonlarin, C[a,b] uzayimin
dualini, Stieltjes integrali marifetiyle buldu. F. Ri-
esz’in 1 < p < oo i¢in LP[a,b] uzaylar iizerindeki
integral denklemler galigmasi soyut normlu uzaylar
iizerinde dogrusal, siirekli doniisiimlerin calisma-
sina ve yeni bir aragtirma alaninin acilmasina yol
actl. Riesz doniigiimlerin devriklerini, devriklerin
normunun déniigiimiin kendi normuyla ayni oldugu
gibi temel nitelikleri buldu. Yine Riesz’in 1918’de
yvazdig1 kompakt doniigiimler makalesi kuvvetli bir
calismaydi. Bu calismada Hilbert’in ¢aligmalarini
genel Banach uzaylarina genigletti. Bu doniigiim-
lerden kompakt olanlarin spektral analizini verdi
ve ¢aligmalar 1930°da J. Schauder tarafindan ge-
nigletildi.

Banach uzaylarima adini veren Stefan Banach,
bu uzaylar:1 1920 tarihli doktora tezinde galigti.
Hans Hahn ve Helly de benzeri ¢aligmalar: dizi
uzaylari i¢in yaptilar. N. Wiener, 1923’te kompleks
sayilar cismi lizerinde de Banach uzaylar1 ¢aligi-
labilecegini gosterdi. Bu ¢aligmalarin 6énemli bir
sonucu Sabit Nokta Teoremi’ydi [1]. Genel topoloji-
deki buluglar normlu uzaylarin zayif topolojilerinin
de galigilmasina yol agt1 ve bu konudaki énemli
bir sonu¢ olan dual uzayn kapali birim kiiresinin
zayif topolojisinde kompakt oldugu, Istanbullu bir
rum olan L. Alaoglu tarafindan kanitlandi. Normlu
uzaylar bir vektor uzayr ve vektorlerin boyunu
veren pozitif gercel say1 degerli bir fonksiyondan

ibarettir. Bu fonksiyonun 06zelligi verdigi metrik
uzay yapisinda cebirsel iglemlerinin, yani toplama
ve sayilarla carpma iglemlerinin siirekli olmasidir.
Buradan yine normlu uzaylarda oldugu gibi bir
vektor uzayi ve cebirsel iglemleri siirekli kilan bir
topolojiyle donanmig uzaylar kavrami dogdu ki bu
yeni uzaylarda herhangi bir noktadaki komguluklar
sifirm komsuluklarinin 6telemeleriyle elde ediliyor.
Bu uzaylara topolojik vektor uzaylarinin kisaltmasi
olarak TVU diyelim. Normlu uzaylarda (liggen esit-
sizliginin bir sonucu olarak) kiirelerin konveks kii-
meler olmasi (yani iginde alinan keyfi iki noktay1
birlegtiren dogru parcasinin tamamiyla kiire iginde
kalmas1) 6nemli bir 6zelliktir. Bir TVU’da sifirin
komsguluklarinin konveks kiimelerden olusan bir
bazi varsa bu uzaylara yerel konveks uzaylar denir
ki bu uzaylarn ilk farkina varan John von Neuman
(1935) olmugtur.

Soyut normlu uzaylarin temelinde Hahn-
Banach Teoremi vardir. Minkowski’nin Oklid uzay-
larindaki ¢alismalar1 6nce Helly tarafindan dizi
uzaylarina genigletilmigtir. Hahn 1927 yilinda trans-
finite tiimevarim ilk kez kullanarak alt uzaylarda
tanimlh bir fonksiyoneli tiim uzaya genisletebile-
cegimizi, normlu bir uzaymn dual ve ikinci dualini
ve normlu bir uzayin ikinci dualin i¢ine, yapisi de-
gismeden, gomiilebilecegini gosterdi. 1929 yilinda
Banach, normlu bir uzayin alt uzayinda tanimli,
dogrusal ve siirekli bir fonksiyonelin normunu ko-
ruyarak tiim uzaya genisletilebilecegini kanitladi.
Bugiin Hahn-Banach Teoremi olarak andigimiz bu
teorem yerel konveks uzaylarin gelismesinde 6nemli
bir yere sahiptir.

19. yy sonlarinda geligen kiimeler kurami ana-
lizin gelismesinde 6nemli olmustur. René Baire’in
1899 yilinda Oklid uzaylarinda sayilabilir coklukta,
yogun agik alt kiimelerin ara kesitlerinin de yogun
oldugunu veren sonucu, ¢ok gegmeden tam metrik
uzaylara genigletildi. Bu teoreme Baire Kategori
Teoremi (BKT) diyoruz.

1922 yilinda Hahn Diizgiin Smirhilik Tlkesi ola-
rak bildigimiz teoremi kanitladi. 1927 yilinda Ba-
nach ve Steinhaus BKT’yi kullanarak bu teoremin
daha kolay bir kanitin1 verdiler. 1929 yilinda yine
BKT’yi kullanarak Agik Gonderim ve Kapali Gra-
fik Teoremlerini kanitladilar.

Nesin Matematik Koyii ve ODTU’de anlatti-
gimiz fonksiyonel analiz derslerinin kisa Gykiisii
béyle. Burada anlattigim konular1 kanitlariyla bir-
likte [1,2] de bulabilirsiniz.

Banach ve cagdaglarinin yayimlari yaptig:
Fundamenta Mathematica dergisiyle 1929 yilinda
yvayin hayatina baglayan Studia Mathematica gok
ge¢meden uluslararasi tine sahip fonksiyonel analiz
dergisi oldu.

Lvov kentinde yagayan Banach, 6grencileri ve
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meslektaglariyla Isko¢ Kafe adli bir mekanda bu-
luguyor ve 6gleden sonra baglayan matematik top-
lantilar1 aksam geg saatlere kadar devam ediyordu.
1936 yilinda tartistiklar: problemleri ve ¢oziimle-
rini Isko¢ Defteri adim verdikleri defterde topladi-
lar. 1941’de Polonya’nin Almanya tarafindan iggal
edilmesi iizerine saklanan defter 1956’da terciime
edilerek basildi. Defterin 153 no’lu problemi Ma-
zur tarafindan sorulmugtu. A. Grothendieck bu

problemin “yaklagim problemine” denk oldugunu
1955’te kanitladi. Sonrasinda Per Enflo 1972 yi-
linda Problem 153’ii olumsuz yonde ¢ozdi. Mazur,
Isko¢ kafenin gelenekleri dogrultusunda problemi

¢ozen Enflo’ya canli bir kaz hediye etti.
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