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Onsoz

Birinci ciltte, gergel sayilar kiimesinin, daha dogrusu (R, +, x, <, 0, 1) yapi-
sinin tamimindan, daha dogrusu aksiyomlarindan yola ¢ikmis ve gercel dizi ve
serileriyle devam etmistik.

Bu ciltte 6nce fonksiyonlarda siireklilik ve limit kavramlarini igleyecegiz.
Stureklilikle ilgili en 6nemli sonuglar 3’incii boliimde. Bu 6énemli sonuclara bir
de Teorem 4.3’ eklemek lazim.

Ardindan fonksiyon dizilerinde yakinsaklik konusuna oldukca ayrintili bir
bicimde girecegiz. Kanitlanan iki énemli teoremi 6zellikle vurgulamak isterim:
Weierstrass M-testi (Teorem 9.1) ve Weierstrass Yogunluk Teoremi (Teorem
16.1). Kamti oldukga kolay olan birincisi uygulamada ¢ok yararlidir. Kamti ¢ok
daha zor olan ikincisinin ise teorik 6nemi daha fazladir. Ayrica 7 sayisinin ma-
tematiksel taniminin kitabin heyecanli boliimlerinden biri oldugunu diistiniiyo-
rum (Altboliim 9.4).

Bir onceki cilt, daha ¢ok dizi ve serilerle ilgili oldugundan ¢ok daha fazla
hesap yapmaya miisaitti, dolayisiyla bir 6grenci icin daha keyifliydi. Eglenceyi
bu ciltte devam ettirmek ¢ok isterdim; elimden geleni yaptim ama matematigi
ucuz eglenceye kurban etmek istemedim! Siireklilik ¢ok ¢ok 6nemli ama ne
yazik ki pek eglenceli bir konu degildir. Ote yandan soyut matematigin zev-
kine varmig bir 6grencinin ikinci kisimdan itibaren keyif almaya baglayacagin
umuyorum.

Uciincii kisim kismen ya da tamamen atlanarak ve gerektiginde bu kisma
donerek kitap bir donemlik bir ders olarak okutulabilir.

Ogrencilerin ve uygulamacilarm ¢ok daha eglenceli buldugu tiirev ve in-
tegral konularini iigiincii cilde sakladik.

Bu ilk basimda illa ki birgok eksiklik, hata, yanhsg ifade, anlatim bozuklugu,
aligtirma ve 6rnek eksikligi olacaktir; tecriibem bu yonde. Her tiirli katk: siik-
ranla karsilanacak ve anilacaktir.

Yazilari kitabin sonuna ek olarak koymama izin veren Zafer Ercan, Ugur
Giil, Mine Menekse, Tosun Terzioglu ve Yusuf Unlii’ye, sayfalar tutan dii-
zeltme, Oneri, alistirma ve daha bircok degerli katkisiyla kitabi1 zenginlegtiren
Yusuf Unlii'ye (bir defa daha), kamtlayamadigim esitsizliklerde hizir gibi im-
dadima yetigen Gorkem Ozkaya ve Serdar Boztag’a, kitabr sabirla satir satir
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okuyup yanliglar: diizelten Ali Toriin dostuma ve 6grencilerim Tiirkii Ozliim
Celik, Ugur Dogan, Ali Derya Nesin, Dilek Tefenlili, Ozge Ulkem ve adlar
buraya sigmayacak daha birgok 6grencime ve meslektasima, emektar asistan-
larim Ash Can Korkmaz ve Cigdem Sahin’e ve son olarak bu ders notlarini
yazmam icin bana gereken ortami saglayan, destegi veren ve sabri gosteren
esim Ozlem Beyarslan’a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Ali Nesin
NMK, 29 Temmuz 2012
anesin@bilgi.edu.tr



Kisim 1

Sureklilik ve Limit






1. Sureklilik

1.1 Tanim ve Tanimin Tartigmasi

Bu kitapta ele alacagimiz siireklilik kavrami sadece matematiksel analizin
degil, matematigin de en 6nemli ve en temel kavramlarindan biridir. Konuya
Once sezgisel bir girig yapalim. Matematiksel tanimi daha sonra verecegiz.

Bazi fonksiyonlarin grafiginde kopukluk yoktur, bazilarinda ise tam tersine
kopukluk vardir.

r <

~

Grafiginde kopukluk olmayan bir fonksiyon

y 2

Grafiginde a noktasinda kopukluk olan bir fonksiyon

Birinci 6rnekte kopukluk yokken ikinci 6rnekte a noktasinda bir kopukluk, ani
bir sigcrama var.

Matematiksel tanimi birazdan verecegiz, ama simdilik sezgi kazandirmak
amaciyla soyleyelim: Birinci drnekteki gibi fonksiyonlara stirekli denir. Ikinci
ornekteki fonksiyon ise a noktasinda streksizdir, orada bir kopukluk, bir
sicrama, bir siradigilik vardir.
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Insanlar siireklilikten daha cok hoslamrlar. Siireklilik olagan durumdur,
anlagilmasi, baga ¢ikmasi daha kolaydir. Deprem gibi, ugurumdan yuvarlan-
mak gibi, basing diismesi gibi, olagan kosullarin stirekliliginin bozuldugu du-
rumlar 6liimciil olabilir.

Atomun varligi kamitlandigindan beri maddenin siirekli olmadigini, aslinda
varliktan ok yokluk oldugunu biliyoruz. Ote yandan makroskopik diizeyde
maddenin siirekli oldugunu varsaymak -bu varsayim yanlig da olsa- maddeyi
(ve hareketini) algilamamizda kolaylk saglar.

Her ne kadar saniye, dakika, giin ve hafta gibi parcalara ayirsak da, za-
manin da siirekli oldugunu varsayariz. Orneé‘in, insan duyulariyla algilana-
mayacak bir siire icin bir elmanin kaybolup tekrar var olabilecegi, hatta tiim
evrenin donup tekrar harekete gectigi diisiincesi bize pek inandirici gelmez.
Ama neden olmasin!

Velhasili kelam, evren stirekli de streksiz de olsa, siirekliyi anlamak daha
kolaydir, o kadar ki, gerekirse yalan soyleyerek siireksizi siirekliymis gibi ad-
detmek bizi gercege daha cok ve daha cabuk yaklagtirir.

Sezgisel olarak kolayca algilanabilen siireklilik /stireksizlik kavramini ma-
tematiksellestirmek pek o kadar kolay olmamistir. Siirekliligin dogru diizgiin
matematiksel bir tanimin vermek 19’uncu yiizyilda Cauchy’ye nasip olmustur.

Tam matematiksel tanimi sunmadan 6nce sezgilerimize biraz daha mate-
matiksel bir bigim vermeye caligalim.

“Siireksiz” diye nitelendirdigimiz ikinci fonksiyona dikkatlice bakalim. Belli
ki sorun a noktasinda. Bu noktada fonksiyon b degerini aliyor. Peki a ¢ok az
degistiginde fonksiyonun aldig1 deger ne oluyor?

Eger x, a’min saginda (yani a’dan daha biiyiik) ama a’ya ¢ok yakinsa,
f(z), f(a)’nn yani b'nin gok yakimindadir. Hatta 2’1 a’nin saginda ve z’e gok
¢ok yakin alarak, f(z) degerini f(a)’'ya diledigimiz kadar yaklagtirabiliriz. x,
a’ya sagdan ne kadar yakin olursa, sekilden de anlagilacag: tizere, f(z) degeri
f(a)’ya o kadar yakin olur.

Ote yandan a’ya sol taraftan yaklagtigimizda, fonksiyonun degerleri f (a)’ya,
yani b’ye degil, b’den uzakta olan c’ye ¢ok yaklasir; a’ya soldan istedigimiz
kadar sokulalim, fonksiyonun aldig1 degerler b’ye cok ¢ok yaklagamaz.
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Ik fonksiyonda boyle bir sorun olmaz. = yavag yavasg degistiginde, f(x)
de yavas yavag degisir. Ikinci fonksiyonda ise z, a’nmn solundan sagina ya da
sagindan soluna gecerken bir sigrama yasganir.

Stirekliligin matematiksel tanimini vermenin zamani geldi.

A, R’nin bir altklimesi, f : A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. f’nin a
noktasinda siirekli olmasinin matematiksel tanimini verecegiz. b = f(a) olsun.
Agagidaki sekillerden takip edelim.

Y v = flx)

Herhangi bir € > 0 alahm. €'u ¢ok ¢ok kiigiik (ama pozitif) bir gergel say1 olarak
algilayalim. Ve y ekseninde (b— €, b+ ¢€) araligina ve o araligin belirledigi yatay
seride bakalim:

Q
=

Bu yatay serit fonksiyonun grafigini cesitli yerlerden keser ve bu kesigimler
a’nin civarinda bir bolge belirler:

b+e /

f(a):b' _____
bl

a civarinda grafige daha yakindan bakalim:
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AY
a-0 a a+d / v

y = flx)

b

Sekilden de goriilecegi tizere, Oyle bir § > 0 sayisi var ki, (a— 0, a+¢) araliginin
f fonksiyonu altinda imgesi (b — €, b+ ¢€) araliginin igine diiger. Sadelestirilmis

sekil agagida:
+Y a-0 a a+d / if

y=fx)

igte “a’da strekliligin” tanimi aynen bunu ifade edecek, tek bir farkla ki
(a —d,a+9) arahginin f-imgesi (b — €,b+ €) araliginin igine diger
yerine
(a —d,a+6) N A kiimesinin f-imgesi (b —€,b+ €) araligimin i¢ine diger

demeliyiz, ¢iinkii f fonksiyonu (a—4d, a+¢) araliginin tiim noktalarinda tanimh
olmayabilir. Matematiksel tanim artik verelim:

Tanim. a € A CR ve f: A— R bir fonksiyon olsun. Eger her ¢ > 0 icin,
flla=é,a+8)NA)C(fla) =€ fla) +e)

icindeligini saglayan bir § > 0 varsa, [ fonksiyonuna a’da siirekli denir.
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Ayni tanimi kiimeler yerine elemanlarla ifade edebiliriz:

Tanim. a € A CR ve f: A— R bir fonksiyon olsun. Ejer her ¢ > 0 icin,
Her x € A igin, eger |x —a| < 0 ise |f(x) — f(a)| < € olur
onermesinin dogru oldugu bir § > 0 sayist varsa, o zaman f fonksiyonuna

a’da strekli denir.

Iki tanim arasmda bir ayrim olmadig belli, ¢iinkii |z — a| < & koguluyla
x € (a — d,a + §) kosulu arasinda bir ayrim yoktur.
Tanimi s6yle de yazabiliriz:

Tanim. Bir f : A — R fonksiyonunun bir a € A noktasinda stirekli olmas:
i¢cin, her € > 0 i¢in oyle bir 6 > 0 olmal ki, her x € A i¢in,

(%) [z —al <d=|f(z) - fla)| <e
onermest dogru olsun. Tanmims daha simgesel olarak yazmak yararl olabilir:
Ve>030 >0Ve € A (lz —a| <d — |f(z) — fla)| <e€).

Tanimin Tartigsmasi. Fonksiyonun a’da siirekli oldugunu kanmitlamak igin,
verilen her € > 0 sayisi i¢in (x) kogulunu saglayan bir § > 0 sayis1 bulmaliyiz.
Bu 4 sayisi €’a ve a’ya gore degigebilir ama z’ten bagimsizdir. Tekrar edelim:
f fonksiyonu, a € X noktasi ve € > 0 sayisi veriliyor ve (%) kogulunun her
z € A igin saglandig1 z’ten bagimsiz bir 6 > 0 araniyor. Bu nokta kesinlikle
gozden kagmamall.

y = fl(x)

=
2

|

™

r =<

a-8 a a+d

\A;a’da stirekli oldugunu

kanitlamak igin: € verilmis, 8’y1 bul

Tanimi tartigmaya devam edelim. Eger verilmig bir € > 0 igin, bir 6 > 0
sayist (x) kogulunu saghyorsa, §’dan kiigiik pozitif 1 sayilar da (x) kogulunu
ayni € i¢in saglar. Yani verilmis bir € igin (x) kogulunu saglayan tek bir § yoktur
ve eger (x) kogsulunu saglayan bir 0 varsa, istersek ve i¢imizden Oyle geciyorsa
ya da gerekliyse, 6’y1 1’den, 1/2’den, 1/100’den ve istedigimiz herhangi pozitif
bir sayidan kiigiik segebiliriz.

Gene de bulunacak d’nin verilen €’a gore degistigini belirtelim: Genelde, €
kiigiildiikge, § da kiiglilmek zorundadir. Nitekim eger (e, §) ¢ifti (x) kogulunu
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sagliyorsa ve eger € < € ise, o zaman (e, d) ¢ifti (x) kogulunu artik sag-
lamayabilir, c¢linkii bunun igin § yeterince kiiciik olmayabilir, §’y1 daha da
kiigiik segmek zorunda kalabiliriz. Bu ytizden bazen § yerine . yazmak yerinde
olabilir. Hatta 0, a’ya gore de degisebileceginden, ¢ yerine d, da yazilabilir.
Bir f : A — R fonksiyonunun bir a € A noktasinda siirekli oldugunu
kanitlamak igin, énce herhangi bir pozitif € sayisi1 secilir. Sonra, x € A igin,

[f(z) — fla)| <€

esitsizliginin saglanmasi icin z’in a’ya ne kadar yakin olmasi gerektigi arasti-
rilir. Bunun icin genellikle,

[f(x) = f(a)]

ifadesiyle oynanir. Amag, bu ifadeyle oynayarak, ifadeyi, bir bicimde, iginde
|z — a| bulunan bir ifadeden daha kiiglik olarak ifade etmektir.

Tanim kiimesinin her noktasinda stirekli olan bir fonksiyona stirekl: fonk-
siyon denir.

Siirekli fonksiyonlarin ne derece giiclii 6zellikleri olduklarini géstermek icin
hemen ¢ok 6nemli bir teorem kanitlayalim. (Bu basit kamit1 Ayse Uyar’dan
6grendim. )

Teorem 1.1. f : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman f, |a,b]
araliginda sinarhdur'.

Kanit: a > b ise kanitlayacak bir sey yok. Bundan boyle a < b varsayimini
yapalim.
S ={c € [a,b] : f fonksiyonu [a, ¢] izerine simirh}

tanimmini yapalim. a € S oldugundan S # (). Demek ki ¢ = sup S var. Simdi
amacimiz c'nin b’ye egit oldugunu kanitlamak. Diyelim ¢ < b. Fonksiyon c’de
stirekli oldugundan, 6yle bir 0 < ¢ vardir ki, her = € (¢ — d,c+ 0) N [a, b] i¢in

[f(z) = flo)] <1,

yani

(1) —1+f(c) < f(z) <1+ f(o)

olur (siirekliligin taniminda e = 1 aldik). Elbette 0’y1 b—c’den kiigiik segebiliriz;
oyle yapalim. O zaman her z € [c, ¢ + J] i¢in

14+ f(e) < f(z) <1+ f(e)

"Yani f([a,b]) kiimesi R'nin sinirh bir altkiimesidir, yani f([a,b]) C [A, B] icindeliginin
dogru oldugu A ve B sayilar1 vardir.
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olur, yani f fonksiyonu [c, ¢ + 4] tizerinde simirhdir. Buradan a < ¢ gikar. §’yi
bir de ayrica ¢ — a’dan da kiigiik segelim. (1)’den dolayr f'nin [c—§/2,c+§/2]
kapal arahginda sinirh oldugu anlagihr. Ama f zaten [a,c — §/2] araliginda
siirli. Demek ki f fonksiyonu bu iki araligin bilesimi olan [a, ¢ + §/2] arali-
ginda da sinirh, ki bu da ¢+ §/2 € S demektir. S’de ¢’den biiyiik bir eleman
bulduk, celigki. O

Siirekliligin tanimindan hemen ¢ikan ve yukaridaki kanitta kullandigimiz
su olguyu da not edelim:

Sonug 1.2. Eger bir f : A — R fonksiyonu ¢ € A noktasinda strekliyse, o
zaman f fonksiyonu c’nin bir komsulugunda sinarlidir, yani bir § > 0 sayist
icin (¢ — 0,c+ ) N A kiimesi tizerinde f fonksiyonu sinarlidar. O

Tleride siirekli fonksiyon altinda bir araligin imgesinin gene bir aralik ol-
dugunu, ayrica kapali bir araligin imgesinin de kapali bir aralik oldugunu
kanitlayacagiz.

1.2  Ornekler

Ogretici olmasi agisindan ¢ok basit olmayan, ama gene de ¢ok ¢ok zor olma-
yan Ornekler sunmadan once, a noktasinin tanim kiimesinde olmak zorunda
oldugunu animsatalim (yoksa f(a)’dan sézedemeyiz bile!) Eger a noktas: fonk-
siyonun tamim kiimesinde degilse, fonksiyon bu noktada ne siireklidir ne de
siireksiz, soru giindeme gelmez bile!

Ornekler

1.1. f(z) = 2? kuralyla tanemlanmis R’den R’ye giden f fonksiyonu siireklidir. (Burada
A = R aliniyor.)

y=flx)=x

r =<

Kanit: a € R olsun. Rastgele bir pozitif € sayisi segelim. € sayisii ¢ok kiiciik bir say1
olarak algilayalim. Simdi, x € A i¢in,

|f(z) — fla)] <€

esitsizliginin saglanmasi i¢in 2’in a’ya ne kadar yakin olmas1 gerektigini arastiralim; ba-
kalim z’in a’ya belli bir § > 0 mesafesinden daha yakin olmasi bu esitsizligin saglanmasi
i¢in yeterli oluyor mu, bdyle bir § var m1. Bunun igin | f(z) — f(a)| ifadesiyle oynayacagiz.
Oynayalim:

[f(@) = f(a)| = |&* = a®| = & — al|lz + a|.
Sag taraftaki |x — a| ifadesi hogumuza gidiyor, ¢iinkii = sayisim |z — a| gok kiigiik ola-
cak sekilde segersek, |z — a||z + a| ifadesinin de gok kiigiik olma (e’dan kii¢iik olma)
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ihtimali var ve bizim istedigimiz de tam bu. Ama eger |z + a| ¢ok artarsa, o zaman
|x—a||z+al ifadesini istedigimiz kadar kiigiiltemeyebiliriz. Demek ki |x+a| ifadesinin gok
artmadigini, belli bir say1 tarafindan tistten sinirlandigini kamitlamaliyiz. |z4a| < |z|+|al
oldugundan, |z| sayisi iistten sinirli tutmak yeterli. Eger « herhangi bir gergel sayiysa,
bu dogru degil elbet, ama z’i a’ya yakin sececegimizi unutmayalim.

, 1Y y=flx)
as+e
2
a’—¢
X
a-da a+d .

¢ verilmis, 8’y1 bulmaliyiz.
Eger oyle bir 8 varsa, ayni 6zelligi saglayan 1°den kiigiik bir 8 vardir.
Istersek, isimize geliyorsa, 8’y1 1’den kii¢iik bulmaya ¢aligabiliriz.

|x| sayisi tistten sinirlamak igin, -ileride bu sozii tutmak iizere- bulacagimiz 6’y1 1’den
kiigiikesit alacagimiz soziinii verelim. (Yukaridaki sekil boyle bir segim yapabilecegimizi
agiklamaya galigiyor.) O zaman, z'i,

|z —al <6 <1

olacak bicimde se¢misg olacagiz ve bu secimle,
2l = Iz~ @)+l < | — | + |a] <1+ o
ve
|z +a| < |z +[a] <1+ 2la|
olur. Bagladigimiz hesaba bu esitsizlik 1g181nda devam edelim:
If(z) = f(@)] = |2* — a®| = |& — allz + a| < |& — al(1 + 2]a]).

Demek ki |f(x) — f(a)| ifadesinin €’dan kiiglik olmasi igin

|z — al(1 4 2[al)

ifadesinin €’dan kiigik olmasi yeterli. Dolayisiyla |z — al’'y1 sayisindan kiigiik

€
1+2[a]
secersek igimiz is. Ama bir dakika! |x — a|'nin sadece ﬁz\a\ sayisindan kiigiik olmasi
yetmez, s6z verdigimiz iizere 1’den de kiiclikesit olmali. Yani eger

€
0 =min{ ———,1
o

olarak segersek, o zaman |z — a| < ¢ esitsizliginden (yukaridaki hesaplara devam ederek)
[f(z) = f(a)] = |&* = a®| = |z — al|lz + a| < |z — a|(1 + 2la]) < §(1 +2a]) < ¢

esitsizligi gikar.

Bu kanit1 toparlayip vasat bir analiz kitabinda yazildigi bigimiyle gosterelim: € > 0

herhangi bir say1 olsun.
€
0 =min{ ———,1
i 1)

olsun. 4, elbette pozitif bir sayi. Ve son olarak, z € R elemam |z — a| < ¢ esitsizligini
saglasin. Boylece

|z +a|l =|(x —a)+2a| < |z —a|+2|al| <d+2la] <1+ 2|q
ve

|f(@) = f(a)| = |a* — a®| = & — al|z + a| < §(1 + 2Jal) < (1+2al) = e

_c
1+ 2|al

buluruz, tam istedigimiz gibi. d
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1.2

Kanitin ¢ok ¢ok kolay olmadigr dogru ama igte matematik boyle bir gey.

Yukaridaki kanitta kullanilan yontem sadece & — x2 fonksiyonu icin degil, herhangi bir
p(X) polinomu i¢in = — p(z) kuraliyla tamimlanmig fonksiyonlarin siirekliligini goster-
mekte de ige yarar, nitekim X —a polinomu p(X ) —p(a) polinomunu béler ve yukaridaki
yontem basit bir bicimde bu genel duruma da uyarlanabilir.

a € R sabit bir eleman olsun. x — |x — a| sirekli bir fonksiyondur.

y
y = Ixl

Kanit: Fonksiyonun siirekli oldugu yukarida ¢izdigimiz grafiginden de belli ama biz gene
de matematiksel olarak kanitlayalim. f(x) = |z — a| tanimini yapalim. f fonksiyonunun
verilmig herhangi bir ¢ € R noktasinda stirekli oldugunu kanitlayalim. Bir € > 0 verilmig
olsun. Oyle bir § > 0 bulacagiz ki, eger |z —c| < 0 ise | f(z) — f(c)| < € olacak. Bu amacla
|f(z) — f(c)| ifadesiyle oynayalim. Amacimiz, |f(z) — f(c)| ifadesinin €’dan kiigiik olmasi
igin x’in c’ye ne kadar yakin olmasi gerektigini bulmak. Hesap bu sefer ¢cok daha basit:

[f(z) = f()l = llx —a| = |e —al| <[(z = a) = (¢ = a)| = |z — ¢|.
Demek ki eger § = € alirsak, |z — ¢| < § oldugunda,
|f(@) = f(Ol = llz —a| = e —al]| <[z —a) = (c—a)| = [z —¢[<F=e¢

oluyor. Kanitimiz tamamlanmigtir.

Aligtirmalar

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

f(z) = 2% + 3z — 7 kuraliyla tanimlanmig R’den R’ye giden f fonksiyonunun siirekli
oldugunu kanitlayin.

f(z) = z3 kuraliyla tamimlanmig R’den R’ye giden f fonksiyonunun siirekli oldugunu
kanitlayin.

p(X) € R[X] bir polinom olsun. z ~ p(z) fonksiyonunun R iizerinde siirekli oldugunu
kanmitlaym. Ipucu: Bir ¢(X) € R[X] i¢in p(X) — p(a) = (X — a)q(X) olur.

f(z) = & kuralyla tammlanmig f : R\ {0} — R fonksiyonunun siirekli oldugunu
kanitlayn.

flx) = H% kuraliyla tanimlanmig f : R — R fonksiyonunun stirekli oldugunu kanit-
layin.

Siirekli olmayan bir fonksiyon 6rnegi verelim. Verelim ama 6nce bir noktada

siirekli olmamanin ne demek oldugunu daha yakindan irdeleyelim. Bir iki sayfa
once, f: A — R fonksiyonunun bir a € A noktasinda siirekli olmasi igin,

Ve>030>0Vz € A (Jr —a| <d — |f(x) — fla)| <e).

onermesinin dogru olmas: gerektigini sdylemistik. Bu onermenin tam tersini,
yani ziddini yazalim. Bunun icin basit mantik kullanacagiz. Yukaridaki 6ner-
menin ziddi,

Je>0V6>0qr e A-(lz—al| <d— |f(x) — fla)] <e€)



14 1. Sureklilik
onermesidir?, yani

Je>0Vi>03x € A (Jx—a|l <A |f(z) — fla)| > €)

onermesidir. Yani bir f : A — R fonksiyonunun bir a € A noktasinda siirekli
olmamasi igin Oyle bir € > 0 sayist olmahdir ki, hangi § > 0 sayis1 alinirsa
alinsin,

|z —a] <9

esitsizligini saglayan ama
[f(x) = fla)] <€

esitsizligini saglamayan bir x € A noktasi olmalidir.
Orneklerle her geyin daha agik olacagindan kuskumuz yok! Belki sosyoloji
kitaplar1 disginda hemen her kitapta bulunan standart bir 6rnek verelim.

Ornekler

_ 1 egerx >0 ise o . .
1.8. f(z) = 0 ejerz <0 ise formiiliyle tamamlanmas f : R — R fonksiyonunun
stirekliligini tartigin.

Tartisma: f, R'den R’ye gider ve grafigi soyledir:

24

Grafikten de anlasilacag iizere, bu fonksiyon 0 disinda her noktada siireklidir, sadece 0
noktasinda siireksizdir. Bu soylediklerimizi matematiksel olarak kanitlayalim.

Sav 1. Fonksiyon a = 0 noktasinda strekli degildir.

Kamit: Sayfa 9’daki (x) kosulunun higbir 6 > 0 i¢in dogru olmadig: bir € > 0 bulmak
gerekiyor. Yukaridaki gekilden takip edin. € = 1 olsun. Ashnda € sayisim 0 < ¢ < 1
esitsizliklerini saglayan herhangi bir say1 olarak alabiliriz. Simdi é > 0 ne olursa olsun
(daha dogrusu, ne kadar kiigiik olursa olsun), z = —4¢/2 alirsak,

|t —a|=|—6/2—0]=|—5/2| =6/2<6

2, kendisinden sonra gelen 6nermenin tam tersini iddia eder. Mesela —(z = y) 6nermesi
2 # y demektir. Bazen —« yerine o’ yazilir.
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1.9.

olur ama
|f(z) = f(@)] = [f(=6/2) = f(O) =0 -1 =12
olur, yani |f(z) — f(a)| < € esitsizligi dogru olmaz.

Sav 2. Eger a # 0 ise fonksiyon a noktasinda streklidir.

Kanit: € > 0 verilmis olsun. Sayfa 9’daki (x) kogulunun bir § > 0 tarafindan saglandigini
gostermemiz gerekiyor. § = |a|/2 olsun. z,

|z —al <6
kogulunu saglasin. O zaman,

—lal
2

al
=-9J - 5:‘—
<zr—a< 5
yani
a—M<l’<a+M
2 2

olur. Bundan, eger a < 0 ise,

w<a+M—g<0
2 2 ’
ve eger a > 0 ise,
0<g—a—M<m
2 2

bulunur. Yani a ile z’in igaretleri aynidir, biri pozitifse digeri de pozitif, biri negatifse
digeri de negatif olur. Dolaysiyla f(z) = f(a) olur, yani

|f(z) = fla)| =0 <e

olur. istedigimiz kanitlanmigtir: Eger a # 0 ise ve € > 0 verilmisse, § = % olsun; her
z € (a—6d,a+9)i¢in |f(z) — f(a)] = 0 < € olur.

Bu 0Ornegi hafifce degistirecegiz, fonksiyonun kurali ayni olacak ama tanmim kiimesi bu
sefer R yerine R \ {0} olacak.

_J 1 egerxz >0 ise
f(z) = { 0 egerxz <0 ise
streklidir.

formailiyle tanymlanmis f : R\ {0} — R fonksiyonu
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Kanit: Kanit aynen bir onceki kanit gibidir, ama tabii a’y1 bu sefer 0 secemeyiz, ¢lin-
kii fonksiyonun tanim kiimesi R \ {0} kiimesidir. f, R\ {0} kiimesinden R’ye gider.

Bu 6rnegin bir de su dikkate sayan ozelligi vardir: x,, = (—1)"/n formiiliiyle tanimlanmig
dizi bir Cauchy dizisi oldugu halde, imgesi olan (f(zn))» dizisi bir Cauchy dizisi degildir.
]

Simdi ilk bakigta sagirtici, ikinci bakigta dogal gelebilecek bir sonug kanitlayalim.

. Z’den R’ye giden herhangi bir fonksiyon streklidir.

Kanit: f : Z — R herhangi bir fonksiyon olsun. a € Z, herhangi bir tamsay1 olsun.
Ve € > 0 verilmisg olsun. §’y1 0 < é < 1 esitsizliklerini saglayan herhangi bir say1 olarak
segelim, 6rnegin § = 1/2 olsun. O zaman eger x € Z ise ve x sayist |z — a| < ¢ kogulunu
sagliyorsa, x = a olmak zorundadir ¢linkii iki farkli tamsay1 arasindaki fark 1’den kiigiik
olamaz. Demek ki, bu durumda,

[f(z) = fla)| =0 <e

olur. O
Bu 6rnekteki fonksiyonu her noktada siirekli kilan, degisik tamsayilar arasindaki me-
safenin 1’den kiigiik olamayacagidir. Daha dogrusu, her tamsayinin yeterince kiigiik
bir “komsulugu”’nda bir bagka tamsayinin bulunamayacagidir. Bu fikri asagidaki ilk
aligtirmalarda somiirecegiz.

Alistirmalar

1.11.

1.12.

1.15.

1.16.
1.17.
1.18.

1.20.

A={1/n:n €N\ {0}} olsun. f: A — R herhangi bir fonksiyon olsun. f’nin siirekli
oldugunu kanitlayin.
A, yukaridaki gibi olsun. B = A U {0} olsun. f : B — R herhangi bir fonksiyon
olsun. f’nin 0’da siirekli olmasi i¢in, lim, . f(1/n) = f(0) esitliginin yeter ve gerekli
oldugunu kanitlayin.

. A, R’nin bir altkiimesi olsun. a € A, A’dan ayrik bir eleman olsun, yani

(a—a,a+a)NA={a}

esitligini saglayan bir a > 0 sayis1 olsun. A’dan R’ye giden her fonksiyonun a’da siirekli
oldugunu kanitlayin.

. A, R'nin ayrik bir altkiimesi olsun, yani her a € A i¢in, (a — d,a + ) N A = {a}

esitligini saglayan bir § > 0 olsun. (Burada §, a’ya gore degigebilir.) A’dan R’ye giden
her fonksiyonun siirekli oldugunu kanitlayin.

f(z) = [z] (= 2’in tamkismi) formiiliiyle tanimlanmig. f : R — R fonksiyonu hangi
noktalarda siirekli degildir?

R’nin sonlu bir altkiimesinden R’ye giden her fonksiyonun siirekli oldugunu kanitlayin.
R’den Z’ye giden siirekli bir fonksiyonun sabit olmasi gerektigini kanitlayin.

f : R — R fonksiyonu siirekli olsun ama imgesi sonlu olsun. f’nin sabit bir fonksiyon
oldugunu kanitlayin.

. f: R — R bir fonksiyon olsun. Sabit bir a € R sayisi icin |f(z) — f(y)| < alz — y|

esitliginin her z, y € R igin saglandigin varsayalim. f’nin siirekli oldugunu kanitlayin.
f:R— Rveg: R — R iki fonksiyon olsun. Sabit bir a € R sayis1 i¢in |f(z) — f(y)| <
alg(z) — g(y)| esitliginin her z, y € R igin saglandiginm varsayalim. Eger g stirekliyse
f’nin de siirekli oldugunu kanitlayin.

Klasik orneklerle devam edelim:
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Ornekler

1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

| 1 egerxeQise
f(=) = { 0 egerz ¢ Q ise

hi¢cbir noktasinda strekli degildir.

formiiliyle tamimlanmas f : R — R fonksiyonu R’nin

Kanit: Bu fonksiyon nasil siirekli olsun ki, fonksiyon zirt pirt 0 ve 1 degerlerini aliyor
ve bagka da deger almiyor. Bigimsel kaniti okura birakiyoruz. Bir ipucu verelim Q ve
R\ Q kiimelerinin her ikisi de R’de yogundurlar, yani bogkiime olmayan herhangi bir
acik aralikta hem kesirli hem de kesirli olmayan sayilar vardir. ]

Kolay (hatta bu agamada biraz fazla kolay) ama ¢nemli birkag 6rnek geliyor son olarak:
Sabit bir fonksiyon streklidir.

> X

Sabit ¢ fonksiyonunun grafigi kesintisizdir,
dolayisiyla bu fonksiyon her noktada siireklidir.

Kanit: f sabit bir fonksiyon olsun. € > 0 ve § > 0 ne olursa olsunlar, hep
If(z) = fla)| =0 <e
olur. Demek ki f siireklidir. a

Idr(z) = = formiiliyle tanimlanan ve (birim fonksiyon olarak da bilinen) ézdeslik fonk-
siyonu Idg : R — R streklidir.

Ozdeslik fonksiyonu Idy’nin grafigi capraz dogrudur ve her dogru gibi
bu grafik kesintisizdir. Dolayisiyla, sezgisel bir bakis acisiyla,
Idg fonksiyonu her noktada siirekli olmalidir.

Kanit: Ozde§lik fonksiyonunun Idr(z) = x kuraliyla tanimlanmig Idr : R — R fonk-
siyonu oldugunu animsatiriz. a € R ve € > 0 verilmis olsun. § = € > 0 alalm. O zaman
|z — a| < § kogulunu saglayan her a € R igin,

|Idg(z) — Idr(a)| = |z —a| <d=¢
olur; bu da istedigimizi kanitlar.
Her c € R igin, x — cx ve x — ¢+ x stirekli fonksiyonlardur.
Kamt: f: R — R fonksiyonu her z € R igin f(x) = z + ¢ formiiliiyle tanimlanmig

olsun. f’nin her noktada siirekli oldugunu kanitlayalim. a € R, herhangi bir gergel say1
olsun. € > 0 olsun. § = € alalm. O zaman, |z — a| < J ise,

[f(z) = fla)| =|(z+c) = (at+ )| =z —al[ <=

olur. Dolayisiyla f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. O



18

1.25.

1. Sureklilik

Carpmaya ge¢gmeden once ileride ¢ok 6nemli olacak bir noktaya parmak basalim. Ge-
nellikle, bulunan 6 sayisi a ve € sayilarina gore degisir. é'nin €’dan bagimsiz olmasi ne-
redeyse imkansizdir da yukaridaki baz 6rneklerde oldugu gibi d, a’dan bagimsiz olacak
bigimde segilebilir. Bu durumda ¢ok giiclii bir siireklilik s6zkonusudur ve buna dizgiin
stireklilik ad1 verilir.

Carpmaya gelelim. ¢ € R olsun. f : R — R fonksiyonu her z € R i¢in f(z) = cx
formiiltiyle tanimlanmig olsun. f’nin her noktada siirekli oldugunu kanitlayalim. Eger
¢ = 0 ise, sabit 0 fonksiyonunu elde ederiz ve bu fonksiyonun (diizgiin) siirekli oldugunu
Ornek 1.22’den biliyoruz. (Eger ¢ = 1 ise de fonksiyonun siirekli oldugunu Ornek 1.23’ten
biliyoruz.) Bundan bdyle ¢ # 0 varsayimini yapalim. a € R, herhangi bir gercel say1
olsun. € > 0 olsun. § = €¢/|c| olsun. O zaman, eger |z — a| < ¢ ise,

|f(z) = f(a)| = |ex — ca| = |c||z — a] <c|d = e

olur. Dolayisiyla f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. Demek ki bu fonksiyon da siirek-
lidir, tistelik diizgiin stireklidir.

Stirekliligin ne kadar giiglii bir 6zellik oldugunu gostermek icin ileride kanitlayacagimiz
sonuglardan iki 6rnek verelim: 1. R’den Q’ya giden her siirekli fonksiyon sabit bir fonksi-
yondur (bkz. Aligtirma 3.13.) 2. R’den R’ye giden siirekli ve birebir her f fonksiyonunun
tersi de f(R)’den R’ye giden siirekli bir fonksiyondur (bkz. Sonug 5.25).

Alistirmalar

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

f(x) = z? kuraliyla verilmig f : R — R fonksiyonunun diizgiin siirekli olmadigini
gosterin.

f(z) = 2? kuralyla verilmig f : [0,1] — R fonksiyonunun diizgiin siirekli oldugunu
gosterin.

f(x) = 1/2 kuralyla verilmis f : R”® — R fonksiyonunun diizgiin siirekli olmadigin
gosterin.

a > 0 olsun. f(z) = 1/z kuraliyla verilmis f : [@,00) — R fonksiyonunun diizgiin
stirekli oldugunu kanitlayin.

(2n),, bir dizi olsun. § : R — R fonksiyonu

0 <0
6(9@):{1 x;()

olarak tanimlansin. Eger > a,, mutlak yakinsak bir diziyse,

f((l’) = Zan6 (:1: - xn)

formiiliiyle tanimlanan f : R — R fonksiyonunun iyi tamimlandigini ve eger her n icgin
a # o, oluyorsa f’nin a’da siirekli oldugunu gosterin.
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1.3 Siirekli Fonksiyonlar: Bilestirmek ve Kisitlamak

Bundan sonraki altboliimlerdeki sonraki sonuglar matematikte “folklor” ola-
rak nitelendirilir, bir anlamda herkesin bildigi ama kitaplarda ¢ogu zaman
yazilmayan, yazilsa da tistiinde fazla durulmayan sonuglar. Soyle bir okuyup
gegebilirsiniz.

Fonksiyonlarin Bilegimi. Iki siirekli fonksiyonu yapistirarak (ya da bileg-
tirerek) her zaman siirekli bir fonksiyon elde etmeyiz. Ornegin Ornek 1.8’deki
fonksiyon iki siirekli fonksiyonun birlegimidir (hangileri?) ama elde edilen fonk-
siyon siirekli degildir. Ornek 1.21’de de aym sorun vardir. Ote yandan Ornek
1.9’daki gibi baz1 durumlarda yapigtirilarak elde edilen iki stirekli fonksiyon
stirekliligi korur:

Teorem 1.3. a < b ve ¢ < d olsun. f : (a,b) — R ve g : (¢,d) — R
iki siirekli fonksiyon olsun. Ayrica her x € (a,b) N (c,d) i¢in f(xz) = g(x)
egitliginin dogru oldugunu varsayalim, o zaman,

| f(z) egerx e (a,b) ise
(fUg)e) = { g(x) eger x € (c,d) ise

kuralwyla tansmlanan fUg : (a,b)U(c,d) — R fonksiyonu siireklidir. a = —oo
ya da d = oo ise de ayni onerme dogrudur.

Kanit: Okura birakilmigtir. (Bkz. asagidaki gekil ya da Aligtirma 1.31.) O

Y4
\/
x
a b g
v / g
X
c d
4
fUg
/_\ x';
a c b d

f U g fonksiyonunun grafigini elde etmek igin,
f ve g fonksiyonlarinin grafiklerini birlestirmek yeterlidir.
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Elde edilen fU g fonksiyonunun grafiginin f ve g fonksiyonlarinin grafigin-
den nasil elde edilecegi yukaridaki sekilde gosteriliyor.

Onermenin, Ornek 1.9’daki gibi, (a,b) N (¢,d) = @ oldugu zaman da dogru
olduguna dikkatinizi ¢ekeriz. Ornegin b = ¢ oldugunda. Bu dedigimiz, ince
ama onemli bir ayrintidir.

X

|zz b c

Eger f, (a, b) araliginin her noktasinda siirekliyse ve g, (b, ¢) araliginin

her noktasinda siirekliyse, o zaman f U g fonksiyonu (a, b) U (b, ¢) kiimesinin
her noktasinda siireklidir. b noktasi f U g fonksiyonunun tanim kiimesinde
olmadigi i¢in b noktasindaki siireksizlik intibar aldaticidir.

Ayrica fonksiyonlarin tanim araliklarini kapali da alabilirdik, 6nerme gene
dogru olurdu. Bunun &zel bir hali f(b) = g(b) esitligini saglayan

fi:(a,b) — Rveg:[bc)— R

fonksiyonlarinm yapistirilmasiyla elde edilen fonksiyondur. Ote yandan aym

6nerme Ornek 1.8'de goriildigii gibi (a,b) ve [b,¢) araliklar icin yanlstir.
(a,b) ve (¢, d) yerine R’'nin bambagka altkiimelerini alirsak da teorem yanlig

olur (bkz. Ornek 1.21). Ama asagidaki gibi baz1 durumlarda teorem dogru olur:

Teorem 1.4. a € A C R olsun.
B={zeA:z<alveC={xcA:z>a}

tanymlarine yapalim. f: B — R ve g : C — R ki stirekli olsun. Son olarak
f(a) = g(a) varsaypminy yapalim. Bu durumda fUg : A — R strekli bir
fonksiyondur.

Kanit: Okura birakilmigtir. O

Aligtirmalar

1.31. Teorem 1.3’ii ve daha sonra sGylenenleri kanitlayin.

1.32. Teorem 1.3’ kullanarak f(z) = |z| kuraliyla tammlanmig f : R — R fonksiyonunun
stirekli oldugunu kanitlayin.

1.33. X, Y C R olsun. Diyelim her x € X ve her y € Y igin « < y oluyor. f : X — R ve
g : Y — R iki siirekli fonksiyon olsun. f Ug : X UY — R fonksiyonunun siirekli
oldugunu kanitlayin.

1.34. I bir gostergeg kiimesi ve her ¢ € I icin f; : (as, b;) —> R siirekli bir fonksiyon olsun.
Her 4, 7 € I igin f; ve f; fonksiyonlarmm (as, b;) N (aj, b;) araliginda ayni degerleri
aldigimi varsayalim. Bu durumda (J,; fi : U, ¢ (s, bi) — R fonksiyonu tanimlanabilir.
Bu fonksiyonun siirekli oldugunu kanitlayin.
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135 a € X CRve f: X — Rolsun. b < a < c igin, g fonksiyonu, f fonksiyonunun
(b, ¢) N X kiimesine kisitlanmigi olsun. f’nin a’da siirekli olmasiyla ¢g’nin a’da siirekli
olmasinin egdeger olduklarimi kanitlayin.

Yerellik. Teorem 1.3’tin dogrulugu siirekliligin “yerel” bir kavram olmasin-
dan kaynaklanmaktadir. Bu “yerellik” kavramini biraz acalim; analizde ¢ok
onemlidir.

Bir fonksiyonun belli bir a noktasinda stirekli olmasi, sadece ve sadece o
fonksiyonun a civarindaki davranigina gore degisir ve fonksiyonun a’dan uzakta
neler yaptigindan bagimsizdir. Agagidaki sekil okuru en azindan gorsel olarak
doyurmali. Kanit1 da cabasi!

Teorem 1.5. X CR, Y CRwveac XNY olsun. f: X — Roveg:Y — R
iki fonksiyon olsun. Belli bir o > 0 i¢in (a — a,a+«a) € X NY oldugunu ve
bu aralik istinde f = g esitligini, yani her x € (a — a,a + ) igin f(z) =
g(z) esitligini varsayalim. O zaman, eger f ve g fonksiyonlarindan biri a’da
sturekliyse digeri de a’da streklidir.

AR

[ a
< N >

y 2

hY >
T

Eer a noktas: civarinda f ve g fonksiyonlari esitse,
o zaman biri a’da siirekliyse, di' eri de siireklidir.

Kanit: Verilmig bir € > 0 igin bulmamiz gereken 4’y1 a’dan kiigiik segmek
yeterlidir. O

Bir sonraki teoremimiz, siirekli bir fonksiyonun kisitlanmasinin da stirek-
li oldugunu sdyleyecek. Once fonksiyon kisitlanmasmin ne demek oldugunu
animsatalim. f, bir A kiimesinden bir Y kiimesine giden bir fonksiyon olsun.
B, A'nin bir altkiimesi olsun. g : B — Y fonksiyonu her b € B icin,

g(b) = f(b)

kuraliyla tanimlanmig olsun. Yani g’nin aldig1 degerler f fonksiyonu tarafindan
belirlenmisg olsun. Bu durumda ¢ fonksiyonuna f’nin kisitlanige adi verilir ve
g = fip yazilir. Duruma gore, kimi zaman da f’ye g'nin (bir) genislemesi
adi verilir.

Teorem 1.6. bec BC ACR wve f: A— R olsun. Eger [ fonksiyonu b’de
stirekliyse fip fonksiyonu da b’de sireklidir. Dolayiswyla f fonksiyonu sirek-
liyse, fip fonksiyonu da sireklidir.

Kanit: Kanit1 bundan daha kolay bir teorem zor bulunur. O
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Teorem 1.7. ACR ve f: A— R bir fonksiyon olsun. Ejder a € A icin

f|Aﬂ(a—oz,a+a) PAN ((I —a,a+ Oé) — R

fonksiyonunun strekli oldugu bir o > 0 sayst varsa o zaman f fonksiyonu a
noktasinda streklidir. Eger bu ozellikler her a € X i¢in gecerliyse, [ streklidir.

Kanit: Kanit icin siirekliligin tanimini anlamak yeter. O
Ornekler
1.36. f:]0,1] — R fonksiyonunu, grafigi asagidaki sekildeki gibi olacak bigimde tanimlaya-

1.37.

Lim.
y A
1_

-1-

Yani grafik, n € N i¢in (1/n, (—1)""") noktalarini birlestirsin; demek ki |f(1/n)| = 1.
Bir de f(0) = 0 olsun. Grafigi dogru pargasi olan (dolayisiyla siirekli olan) fonksiyonlarin
bilesimi oldugundan, Teorem 1.5’e gore, f fonksiyonu (0, 1) araligi tizerinde siireklidir,
ama gorecegimiz tizere 0 noktasinda siirekli degildir. Nitekim ¢ = 1/2 olsun. § > 0
rastgele secilmig olsun. 1/n < ¢ esitsizligini saglayan bir n € N segilsin. O zaman

IF(/n) = fO) = f(1/n)| =1>1/2 =€

olur. Dolayisiyla stirekliligin tanimi € = 1/2 igin ihlal edilir.

Bir Noktanin Bir Kiimeye Mesafesi. Ornek 1.2°de verilmig bir ¢ € R igin f(z) =
|z — a| fonksiyonunun siirekli oldugunu kamtlamigtik. Eger |z — a| sayisim z’in {a}
kiimesine uzakligi olarak algilarsak, bu olguyu agagidaki gibi genellegtirebiliriz.

0 #ACRvezeRolsun z ile A arasindaki mesafe,

d(z, A) =inf{|z —a|:a € A} = igg |z — al

olarak tammlanir. Ornegin,
d(1, (0,1)) =d(1, [0,1]) = 0.

Bir bagka 6rnek: Her « € R i¢in d(z, Q) = 0 olur. Eger A = {a} ise, giriste dedigimiz
gibi, d(z, A) = |z — a| olur. Eger A = {a1,...,an} sonlu bir kiimeyse, d(z, A) =
min{d(z,a1),...,d(z,as)} olur.

Okur, en fazla iki tane a € A i¢in d(z, A) = |z —a esitliginin saglandigini kanitlayabilir.
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1.38.

Bu 6rnekte amacimiz, verilmig bir A C R i¢in x — d(z, A) kuraliyla tanimlanmis fonk-
siyonu anlamak.

Su ozellikler bariz olmali:

e Eger z € A ise, d(z, A) = 0. Ama d(z, A) = 0 ise, = elemam A’da olmak zorunda
degildir. Ote yandan eger A kapali bir araliksa,

dlz, A)=0&sz€ A
esdegerliligi gegerlidir.

e Eger A C B ise, d(z, A) > d(z, B).
e Egerac Avey eRise, d(z, A) < |z —a| < |z —y| + |y — a|] oldugundan

dz, A) — |z —y[ < |y —
olur. Demek ki

d(z, A) — & —y| < inf |y —a| = d(y, A)
ac

ve
olur. Simetriden dolay1 ayni sekilde

d(y, A) —d(z, A) < |z —y|
olur. Demek ki,

|d(z, A) —d(y, A)| < |z —y|
olur. Bu da

z+—d(z, A)

kuralyla tanimlanmig R’den R’ye giden bir fonksiyonun siirekli oldugunu gosterir (bkz.
Algtirma 1.19). Bu arada A’y1 tek elemanli bir kiime alirsak, a € R igin,

x|z —al

kuraliyla tanimlanmig fonksiyonun da siirekli oldugunu goriiriiz.
Gelecekte gerekecek bu sonuglar: not edelim:

Onsav 1.8. 0 # A CR olsun. = € R i¢gin x ile A arasindaki mesafe,

d(z, A) =inf{|z —a|:a € A} = iIelg |z — al

olarak tanimlansin. O zaman x — d(x, A) kuralyla tanmwmlanmis R’den Rye giden
fonksiyon stireklidir. Bunun ézel bir durumu olarak, a € R i¢in,

x|z —al

kuralwyla tanymlanmas fonksiyon da stureklidir. a = 0 bunun daha da ozel ama onemli bir
halidir. d

Dogal ama Siireksiz Bir Fonksiyon. Diizlemde giizel (yani siirekli!) bir egri ve bir
de bir P noktas: alalim. P’den gegen dogrular egriyi baz1 noktalarda keser. f(a), yatay
dogruyla o derecelik bir a¢1 yapan dogrunun egriyi kestigi nokta sayisi olsun. Ornegin,
asagidaki resimdeki ornekte,
f(0) = f(90) = 0.

Dogrular P civarinda yavas yavag dondiigiinde, f sigramalar yapar. Bu sigramalar ge-
nellikle dogrunun egriye teget oldugu agilarda meydana gelir. Burada, dogal bigimde
tanimlanmig ama siirekli olmayan bir fonksiyon sézkonusudur. Hiilasa, her dogal fonk-
siyon stirekli olmak zorunda degildir.
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Alstirmalar

1.39. f(z) = z* kuraliyla tanimlanan f : Q — R fonksiyonunun siirekli oldugunu 6nce sadece
tanima bagvurarak, sonra da bu boéliimdeki sonuglar1 kullanarak kanitlayin.

1.40. f, (0, 1) U (2, 3) kiimesinden R’ye giden ve f(z) = z kuraliyla tanimlanan fonksiyon
olsun. f’'nin grafigini ¢izin. f’nin siirekli oldugunu kanitlayin.

1.41. f, (0, 2) arahigindan R’ye giden, (0, 1) aralig) iizerinde f(z) = z ve [1, 2) aralig lizerinde
f(z) = z? kuralyla tammlanan fonksiyon olsun. f’nin grafigini cizin. f'nin siirekli
oldugunu kanitlayin.

1.42. r € R olsun ve f, : Q — R fonksiyonu,

_J 1 egerx>rise
Fr(@) = { 0 eger x <r ise
olarak tanimlansin. Hangi r € R sayilar: icin f, stireklidir?

1.43. f: R — R olsun ve her z i¢in f(x) = f(—=x) olsun. Eger f, a’da siirekliyse, —a’da
da siirekli oldugunu kanitlayin. Bundan f, a’da siirekli degilse —a’da da siirekli ola-
mayacagini ¢gikarin. Ayni seyi f(—z) = —f (=) esitligini saglayan bir fonksiyon igin de
yapin.

1.44. Herz € Rigin 0 < f(x) < |z| esitsizligini saglayan her fonksiyonun 0’da siirekli oldugunu
kanitlayin.

1.45. a € V C R olsun. Eger a € I C V kosulunu saglayan acik bir I aralig1 varsa V’ye a’nin
komsulugu adi verilir.

Simdi f : R — R herhangi bir fonksiyon olsun. f’nin a’da siirekli olmas igin,
fla)mn her V komsulugu icin, f~*(V) kiimesi a’nan bir komsulugudur
kogulunun yeter ve gerek oldugunu kanitlayin.

1.46. A, R’nin bir altkiimesi olsun. a € A olsun. A'nin, bir € > 0 i¢in, AN(a—¢, a+¢) altkiime-

sini igeren V altkiimelerine a’'min A’da komsulugu ya da A-komsulugu adi verilir.
Demek ki a’nin A-komsulugu, a’min (bir énceki soruda tanimlanan) bir komsuluguyla
A’nin kesigimidir. Simdi f : A — R herhangi bir fonksiyon olsun. f’nin a’da siirekli
olmasi igin,

fla)nan R'de her V' komsulugu igin, f~(V) kiimesi a’man A’da bir komsulugudur

kogulunun yeter ve gerek oldugunu kanitlayin.
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1.4 Siureklilik Uzerine Notlar

Stireklilik konusunda ileriki boliimlerde daha derinlesecegiz. Simdilik stirek-
liligin oldukca basit ozelliklerinden sézedelim.

1. Siirekliligi, R’nin bir A altkiimesinden R’ye giden fonksiyonlar i¢in tanimla-
dik. Oysa, tanima bakilirsa fonksiyonun illa R’ye degil, R'nin bir altkiimesine
gitmesi yeterli, nitekim tanimda fonksiyonun varig kiimesini hi¢ kullanmadik,
tek kullandigimiz, degerlerin gercel sayilar olmasiydi. Yani A ve B, R’nin
altkimeleriyse ve f : A — B, A’dan B’ye giden bir fonksiyonsa, siirekliligi bu
f fonksiyonu icin de tanimlayabiliriz, aym tanimi kabul edelim, olsun bitsin.
Bundan béyle stirekliligin R'nin bir altkiimesinden gene R’nin bir altkiimesine
giden fonksiyonlar i¢in tamimlandigini kabul edecegiz.

2. Eger f : A — B fonksiyonu bir a € A noktasinda siirekliyse ve f(A) C
C C Rise, her z € A igin g(x) = f(x) kurahyla tanimlanan g : A — C
fonksiyonu da a noktasinda stireklidir.

3. Eger f: A — B fonksiyonu bir a € A noktasinda siirekliyse ve a € C' C A
ise, her z € C' i¢in

(fic) (x) = f(z)

kuralyla tammlanan fc : ¢ — B fonksiyonu da a noktasinda siireklidir.
Bunu biliyoruz (Teorem 1.6).

Ote yandan, f : A — B fonksiyonu a € A noktasinda siirekli degilse
vea € C C Aise, fic : € — B fonksiyonu a noktasinda pekala siirekli
olabilir. Nitekim f ne olursa olsun, C' = {a} ise J|c fonksiyonu a’da siireklidir!
(Bkz. Alistirma 1.14.) Biraz daha sofistike bir 6rnek verelim: f, Ornek 1.8'deki
fonksiyon olsun A = R, a = 0 ve C = (—o00,—1) U [0,00) olsun, ya da C' =
[0, 00) olsun, farketmez. Bu durumda f|o fonksiyonu 0’da siireklidir.

4. f: A — B herhangi bir fonksiyon ve C' = {a € A : f,a’da siirekli} olsun.
O zaman f|c fonksiyonu siireklidir.

5. Siireklilik Cesitleri. Verdigimiz siireklilik tanimi Cauchy’nin oldugu i¢in
bazen stirekli yerine Cauchy-stirekli denir. Siirekliligin bagka adlarla anilan
bagka tanimlar vardir; 6rnegin Heine-streklilik. Heine-siirekli bir fonksiyon
yakinsak bir diziyi yakinsak bir diziye gotiiriir. Bizi ilgilendiren durumda bu
iki kavram arasinda bir fark olmadigim gorecegiz.

Kullanilan bir bagka Cauchy-siirekliligi kavrami daha vardir: Cauchy dizile-
rini Cauchy dizilerine gotiiren bir fonksiyona da bazen Cauchy-stirekli denir.
Eger X # R ise, siirekli fonksiyonlar Cauchy-siirekli olmayabilirler. Ornegin
Ornek 1.9’daki fonksiyon siireklidir ama Cauchy-siirekli degildir. Ote yandan
X = R ise Cauchy-siirekli bir fonksiyon siirekli olmak zorundadir (Teorem
4.18).






2. Fonksiyonlarla i§lemler ve
Sureklilik

Okur mutlaka egitim hayati boyunca x?/2 + sinz tiiriinden ifadelere rast-
lamigtir. Bu ifade aslinda 22/2 ile sinz fonksiyonlarmin toplamini simgele-
mektedir. Gortldugi gibi sadece sayilar degil, fonksiyonlar da toplanabilir,
hatta carpilabilir. Bu boliimde siireklilikle toplama ve carpma gibi fonksiyon
igslemleri arasindaki iligkiyi irdeleyecegiz.

Once fonksiyonlarla iglemin dikkatli bir tanimim verelim. Daha sonra bu
islemlerle stireklilik arasindaki iligkiyi irdeleyecegiz.

2.1 Fonksiyonlarla i§lemler

Eger X herhangi bir kiimeyse ve f, g : X — R iki fonksiyonsa, gene X ’ten
R’ye giden f + g : X — R fonksiyonu su kuralla tanimlanir:

(f+9)(x) = f(z) + g(x).

Yani f + ¢ fonksiyonunun bir x € X elemanindaki imgesini bulmak ic¢in f ve
g’nin z’te aldiklar1 degerler toplanir.
Boliime giriste bir 6rnek verdik. Bir 6rnek daha verelim.

f(x) =23+ 22 ve g(z) = Vo

olsun. Fonksiyonlarmm tanim kiimesi olan X'i de tamimlamaliyiz. X = [1, 00)
olsun (mesela!) Deger kiimesi R olsun. O zaman, f + ¢ : [1,00) — R fonksi-
yonu,

(f +9)(x) = f(z) + g(z) = 2® + 20+ V/z

olarak tanimlanir.

Birlesme 6zelligi, yani (f+g)+h = f+ (g+h) esitligi bariz olmali. Sabit 0
fonksiyonu tabii ki iglemin etkisiz elemanmidir. f fonksiyonunun toplama iglemi
i¢in tersi de, her z € X igin (—f)(x) = —f(z) formiiliiyle tammlanan — f
fonksiyonudur.



28 2. Fonksiyonlarla islemler ve Siireklilik

Eger X = R ise ve f ve g fonksiyonlarinin grafikleri verilmigse, f + g fonk-
siyonunun grafigini ¢izmek oldukca kolaydir. Asagidaki sekildeki gibi yapilir.

Fonksiyonlar1 ¢arpabiliriz de. Eger f ve g yukaridaki gibi X ten R’ye giden
iki fonksiyonsa, gene X'’ten R’ye giden f -g: X — R fonksiyonu su kuralla
tanimlanir:

(f-9)(x) = f(z)g().

Yani bu sefer f(z) ve g(z) degerlerini toplayacagimiza ¢arpariz.

Birlesme 6zelligi gene gegerli: (f-g)-h = f-(g-h). Ayrica sabit 1 fonksiyonu
carpma igleminin etkisiz elemani. Ote yandan her fonksiyonun carpma iglemi
igin tersi yok, bir f : X — R fonksiyonunun tersi olmasi ic¢in, f’nin hi¢ 0
degerini almamasi lazim (ve gerek). Nitekim eger g : X — R, hi¢ 0 degerini
almayan bir fonksiyonsa, o zaman her f fonksiyonunu g’ye bolebiliriz:

(f/9)(x) = f(z)/g(x).

Ornegin X = R ve g(x) = 1 + 2?2 olabilir ve o zaman,

(o)) = L,

fonksiyonunu elde ederiz. Ama mesela Idg 6zdeglik fonksiyonunun ¢arpma icin
tersi yoktur, ciinkii 6zdeslik fonksiyonu 0’da 0 degerini alir.

Degerleri gercel say1 olan bir f fonksiyonunu sabit bir a sayisiyla carpabi-
liriz de:

(af)(x) =a- f(z).

Eger a = —1 ise, —f fonksiyonu (—1)f fonksiyonuna esittir:

Asgagida f’'nin grafiginden 2f ve —f’nin grafiginin nasil elde edilebilecegini
goriiyorsunuz.
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Bu boéliimde, siireklilikle fonksiyonlarin toplama ve carpma gibi iglemleri
arasindaki iligkiyi gorecegiz. Tahmin edilebilecegi gibi, siireklilik bu iglemler
altinda bozulmuyor. Toplamadan baslayalim.

2.2 Toplama ve Sureklilik

Teorem 2.1. X C R, a € X ve f, g : X — R fonksiyonlar, a noktasinda
strekli olsun. O zaman f + g fonksiyonu da a noktasinda stureklidir.

Kanit: € > 0, herhangi pozitif bir say1 olsun.

[(f +9)(x) = (f + 9)(a)]
sayisinin €’dan kiiciik olmasi icin 2’in a’ya ne kadar yakin olmasi gerektigini
bulacagiz. Bunun i¢in bu ifadeyle oynayip, ifadenin icine, x’i a’ya yakin alarak
kiigiiltebilecegimizi bildigimiz
|[f(x) = f(a)| ve [g(z) — g(a)l
ifadelerini sokugturmaliyiz. Hesaplarimiza bagliyoruz:
(f +9)(@) = (f + 9)(a)| = |(f(2) + g(x)) = (( (a))]
=|(f(z) = f(a)) + (9(x) — g(a))]
<[f(x) = fla)l + g(x) — g(a)].

En sagdaki terimi e’dan kiigiik yapabilirsek igimiz ig. Ama bu ¢ok kolay,
¢inkii f ve g fonksiyonlar: a’da siirekli olduklarindan,

| (x) = f(a)] ve |g(x) — f(a)l

terimlerini, 2’1 a’ya ¢ok yakin segerek ¢/2’den kiiciik yapabiliriz. Nitekim, 6yle
bir 4; > 0 sayws1 vardir ki, eger z € X elemani (ya da says1) |z —a| < §;
esitsizligini sagliyorsa, o zaman,

@) - fla)l < 5

a) +
z)
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olur. Ayni nedenden, 6yle bir do > 0 sayist vardir ki, eger z € X elemani
|z — a| < & esitsizligini sagliyorsa, o zaman,
€

l9(z) = g(a)| < 3

olur. §imdi § = min {d1, 02} olsun. Eger z € X sayis1 |z — a| < ¢ esitsizligini
sagliyorsa, o zaman,

|ﬂw—fmw+mm—gmn<§+§:e

olur. Istedigimiz kamtlanmistir.
Bu kanit1 kitaplarda yazdig: gibi yazalim:

Kanit: € > 0, herhangi pozitif bir say1 olsun. f fonksiyonu a’da siirekli ol-
dugundan &yle bir 0; > 0 sayis1 vardir ki, eger x € X eleman |z — a| < &;
esitsizligini sagliyorsa, o zaman,

@) = f@)] < 5

olur. g fonksiyonu da a’da siirekli oldugundan, 6yle bir d9 > 0 sayis1 vardir ki,
eger x € X elemani |z — a| < 09 esitsizligini sagliyorsa, o zaman,

9(a) = gla)| <

olur. §imdi § = min{d;, d2} olsun. Eger x € X eleman |z — a| < ¢ esitsizligini
sagliyorsa, o zaman,

[(f +9)(x) = (f + 9)(a)| = |(f(x) + g(x)) = (f(a) + g(a))]
=|(f(z) = f(a)) + (9(x) — g(a))]
<[f(@) - f@)] +1g(@) — gla)] < 5 +5 =
olur. istedigimiz kanitlanmigtir. ]

2.3 Carpma ve Siireklilik

Toplamayla basladik, carpmayla devam edelim. Nasil iki siirekli fonksiyonun
toplam1 da stirekli oluyorsa, iki siirekli fonksiyonun carpimi da siirekli olur.
Ama kanit biraz daha zordur.

Teorem 2.2. a € X CR ve f, g: X — R fonksiyonlar a noktasinda stirekli
olsun. O zaman f - g fonksiyonu da a noktasinda streklidir.
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Kanit: € > 0, herhangi bir pozitif say1 olsun.

I(f-9)(x) = (f - g)(a)|

sayisinin €’dan kiiclik olmasi i¢in z’in a’ya ne kadar yakin olmasi gerektigini
bulacagiz. Bunun icin bu ifadeyle oynayip, ifadenin icine, z’i a’ya yakin ala-
rak kiigiiltebilecegimizi bildigimiz | f(x) — f(a)| ve |g(x) — g(a)| ifadelerini bir
bi¢imde sokugturmaliy1z. Hesaplarimiza basliyoruz:

[(f-9) (@) = (f - 9)(@)| = [f(z)g(x) — f(a)g(a)|
= |f(z)(g(z) — g(a)) + (f(z) = f(a))g(a)l
<[f(@)(g(x) = g(a)| + [(f(x) — f(a))g(a)|
= f(@)llg(x) = g(a)] + [f(x) = f(a)llg(a)l

En alttaki terimi e’dan kii¢iik yapabilirsek isimiz is... Demek ki

[f@)llg(z) = g(a)| ve |f(z) = f(a)llg(a)]

terimlerinin her ikisini birden ¢/2’den kiigiik yapabilirsek istedigimize ula-
SIr1Z.

[f(x) = f(a)llg(a)l

terimini kiigiiltmek o kadar zor degil, ¢linkii |g(a)| sabit bir say1 ve z’i a’ya
yeterince yakin secerek | f(x)— f(a)|’y1 istedigimiz kadar kiigiiltebiliriz. Nitekim
eger 01 > 0 sayisi, ¢ € X sayisi | — a| < 7 esitsizligini sagladiginda,

€

2|g(a)l

[f(z) = fla)] <
esitsizligi saglaniyorsa, o zaman,

(@) = f(@)llg(a)] < 5
olur. Ama burada bir hata var, bu akil yiiriitme g(a) = 0 ise gegerli degildir,

¢linkii bu durumda |g(a)|’ya bolemeyiz ve

€

2|g(a)l

ifadesinden bahsedemeyiz. Cok 6nemli degil, bunun da tstesinden geliriz: €
sayisini |g(a)|'ya bolecegimize |g(a)| + 1’e bolelim: d; > 0 sayisini, her z € X
elemani igin

|x—a|<61:>|f(x)—f(a)|<m
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onermesi saglanacak bicimde segelim. O zaman,

— HaMlala elg(a)l
@) = f@llg(@)l < 51y =

olur. Boylece ikinci terimi kiigiilttiik. Sira birinci terime geldi, yani

[f(@)[lg(z) — g(a)]

terimine. Burada |g(z)—g(a)| terimini kiigiiltebiliriz ama eger en bastaki | f(x)|
terimi ¢ok biiytirse, bu iki terimin ¢arpimini diledigimiz kadar kigciiltemeyebili-
riz. Bu ylizden |f(x)|'in ¢ok bliyliyemeyecegini, sinirh kalacagini kanitlamamiz
lazim; en azindan, kiiciik de olsa, a’nin etrafindaki bir aralikta f siirli kalmali.
Bu, yeni bir teoremi gerektirecek kadar énemli bir sonugtur. (Teorem 2.2’nin
kanitina daha sonra devam edecegiz.)

€
2

Teorem 2.3. a € X C R olsun ve f : X — R fonksiyonu a noktasinda stirekli
olsun. O zaman oyle bir o > 0 sayist vardir ki, f fonksiyonu X N(a— o, a+ )
araliginda simarlidur, yani f(X N (a — o, a + ) kimesi sinarldar.

Kanit: Siirekliligin tanimindaki e sayisini 1’e egit alalim. O zaman Oyle bir
a > 0 sayws1 vardir ki, x € X eleman |z — a| < « esitsizligini sagladiginda,
yani x € X N (a — o, a + «) oldugunda,

[f(z) = fla)] <e=1

olur, yani
f(x) € (fla) =1, f(a) +1)
olur. Bu da istedigimizi kanitlar. O

Teorem 2.2°nin Kanitinin Devami: Animsarsaniz

[ (@)[lg(x) — g(a)l

terimini €/2 sayisindan kiigiik yapmak istiyorduk ama ¢ok biiyiiyebilecek olan
| f(x)| teriminden rahatsiz olmustuk. Neyse ki Teorem 2.3’e gore, dyle bir av > 0
sayist vardir ki, f fonksiyonu X N (a — «, a + «) araliginda sinirhdir, diyelim
her x € X N (a — a,a + «) elemani i¢in

[f(2)] < M

olur. Bu arada M’ nin 0 olamayacagina, pozitif olmak zorunda olduguna dik-
katinizi ¢ekeriz. Demek ki her x € X N (a — o, a + «) elemam i¢in

[f(@)[lg(z) = g(a)] < Mg(z) — g(a)]
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esitsizligi gegerli. Simdi igimiz kolaylasti. g fonksiyonu a noktasinda stirekli ol-
dugundan, 6yle bir d; > 0 sayis1 vardir ki, |z —a| < J; esitsizligi saglandiginda,

l9(2) - 9(a)| < 5

esitsizligi de saglanir.
Kamtin sonuna geldik: 6 = min{dy, d2,a} olsun. O zaman § > 0 olur ve
|z — a| < J kosulunu saglayan her x € X elemani i¢in, | —a| < « oldugundan,

[f(@)[lg(z) — g(a)| < M|g(x) — g(a)l

olur ve |z — a| < §3 oldugundan,

[f(@)[lg(z) — g(a)| < Mlg(z) — g(a)| < /2

olur. Boylece |x — a| < § kogulunu saglayan her z € X i¢in,

[(f-9)(x) = (f-9)(a)| < e/2+€/2 =€
olur ve Teorem 2.2 kanitlanir. Kanit1 asagida toparladik. O

Teorem 2.2°nin Toparlanmig Kitabi Kaniti: € > 0, herhangi pozitif bir
say1 olsun.

1. f fonksiyonu a’da siirekli oldugundan Oyle bir 6; > 0 vardir ki, eger
x € X eleman |z — a| < d; esitsizligini saghyorsa, o zaman,

[f(z) = fla)] <

2(|g(a)] +1)
olur.

2. f fonksiyonu da a’da siirekli oldugundan, Teorem 2.3’e gore, oyle o« > 0
ve M > 0 sayilar vardir ki, eger x € X elemam |z — a| < « esitsizligini
saghyorsa, o zaman, |f(z)| < M olur.

3. g fonksiyonu a noktasinda siirekli oldugundan, oyle bir §o > 0 vardir ki,
|z — a| < dy esitsizligini sagladiginda,

l9(2) — 9(a)| < 55

esitsizligi de saglanir.

Final: Simdi § = min{dy, d2, @} olsun. Eger z € X eleman |x —a| < §
esitsizligini sagliyorsa, o zaman,

((f-9)(x) = (f - 9)(a)| = |f(z)g(x) — fla)g(a)

= |f(x)(g(x) — g(a)) + (f(x) — f(a)

)

)
<|f(@)llg(x) — g(a)| + | (x) — f(a)l|g(a)

< Mlg(x) - g(a)| + |f(2) — f(a)|(lg(a)| + 1)
<M+ s @I+ D=5+ 5 =
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olur. istedig‘imiz kanitlanmigtir. ]

Sonug 2.4. Eger f fonksiyonu strekliyse, her n dogal sayist i¢in, f™ fonksi-
yonu da sureklidir.

Kanit: Tamim geregi, f9, sabit 1 fonksiyonudur, dolayisiyla siireklidir. Gerisi
tiimevarimla Teorem 2.2’den cikar. 0

Bir Sabitle Carpma. Bir fonksiyonu sabit bir b sayisiyla da carpabiliriz. O
zaman da stireklilik bozulmaz:

Sonug 2.5. a€e X CR, b eR ve f: X — R, a noktasinda sirekli olan bir
fonksiyon olsun. O zaman bf fonksiyonu da a noktasinda stureklidir.

Kamit: g(x) = b olarak tamimlansin. O zaman g - f = bf oldugundan, is-
tedigimiz sonug, Teorem 2.2’den cikar. O

Cikarma. Siirekli bir fonksiyon siirekli bir fonksiyondan ¢ikarilinca da siirek-
lilik bozulmaz.

Sonug 2.6. X CR,a€ X ve f,g: X — R, a noktasinda siirekli olan iki
fonksiyon olsun. O zaman f — g fonksiyonu da a noktasinda streklidir.

Kanit: Teorem 2.1 ve Sonug 2.5’ten, eger b € R ise f + bg fonksiyonu da a
noktasinda siirekli oldugu gikar. Simdi b = —1 alalim. O

2.4 Polinomiyal Fonksiyonlar ve Siuireklilik

Bu paragrafta yukarida kanitladiklarimizin sonuglarina katlanacagiz.
Eger p(T') katsayilar1 gercel sayilar olan bir polinomsa, yani

Po; P1, P2;---,Pn ER
gercel sayilari igin
p(T) = po+p1 T+ poT? + -+ + p T"
bigiminde bir ifadeyse, o zaman, p polinomu R’den R’ye giden ve
z = p(x) = po + p1 + par® + - + ppa”

kuraliyla tanimlanan bir fonksiyon verir. (T degiskeni yerine x say1s1 konulur.)
Bu fonksiyonu p ile gostermek bir hatadir ama ¢ogu matematik¢i bu hatay1
¢ogu zaman bile bile yapar. (Ama kimi durumlarda polinomlarla polinomlarin
tanimladigr fonksiyonlar1 birbirinden ayirmak elzem olabilir.) Bir polinom ta-
rafindan tanimlanan fonksiyonlara polinomiyal fonksiyonlar denir.

fla) =a?
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kuraliyla tanimlanmig fonksiyon polinomiyaldir, ve elbette 72 polinomu ta-
rafindan tanimlanmgtir. Ozdeslik fonksiyonu Id de polinomiyaldir, T’ polinomu
tarafindan tamimlanmigtir. Sabit fonksiyonlar da polinomiyaldirler, sabit poli-
nomlar tarafindan tanmimlanmiglardir.

Gergel katsayil polinomlar kiimesi R[T| olarak simgelenirler.

Sonug 2.7. Polinomiyal fonksiyonlar her noktada stireklidir.

Kanit: Ornek 1.22 ve 1.23’ten dolay1 sabit fonksiyonlar ve T polinomu ta-
rafindan verilen 6zdeslik fonksiyonu siireklidir. Gerisi yukarida kanitlanan so-
nuglardan kolayca ¢ikar. (Aslinda daha matematiksel olmak istiyorsak, 6nce n
tizerine tiimevarimla 7™ tarafindan verilen polinomiyal fonksiyonlarin siirekli
oldugunu, ardindan polinomlarin dereceleri iizerine tiimevarimla polinomiyal
fonksiyonlarin siirekli oldugunu kamtlamak gerekir.) H

Sonug 2.8. X CR,a€ X ve f: X — R, a noktasinda stirekli olan bir fonk-
siyon olsun. p(T') € R[T] olsun. O zaman x — p(f(x)) kuralyla tanimlanmag
fonksiyon da a noktasinda streklidir.

Kanit: Cok basit. Okura birakilmigtir. (Sonug 2.4’e gore her n dogal sayisi
icin  — f(z)" kuraliyla tammlanmig fonksiyon a noktasinda stireklidir.) [

Ornek 2.1. Polinomiyal fonksiyonlarin siirekli olduklarini kanitladik. Burada polinomiyal
bir fonksiyon olmayan exp fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterecegiz. (exp’in polinomiyal
bir fonksiyon olmadigimm kamt1 igin bkz. [N4, Ornek 10.18].)

exp fonksiyonunun siirekli oldugunu kanitlayabilmek igin fonksiyonun tanimini bilmek
gerekir elbette. Tanimi animsatalim [N4]:

no o i
. T T T
expr = lim g — = E — = E —.
n—s oo 7! 7! 7!
i=0 i=0

Teorem 2.9. exp strekli bir fonksiyondur.

Kanit: Once fonksiyonun a = 0 noktasinda siirekli oldugunu kamtlayalim. Herhangi bir
€ > 0 say1st segelim. Oyle bir § > 0 bulacagiz ki, |z| < § esitsizligini saglayan her = € R i¢in,

|expz — exp 0] < ¢,

yani
lexpx — 1| <€

olacak. |expx — 1| < € esitsizliginin saglanmasi i¢in |z|’in ne kadar kii¢iik olmas: gerektigini,
yani ’'nin ne olmas: gerektigini bulalim.

o mi & l’i & ‘mlz & |13|171 o ‘xlzfl
lepa—11=1> 7 =1 =D 51D 5 =lald_ == <ll >
1=0 i=1 i=1 i=1 i=1

- Jelf
- (3
=0

N——
I
Gl
¢}
»
T
G
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Demek ki exp kesin artan bir fonksiyon oldugundan [N4, Sonug 10.14], |z| < 1 ise, expz <
exp 1 = e ve dolayisiyla
lexpz — 1| < [z]exp [z] < e|x]
olur. Demek ki § = min{1, ¢/e} alirsak, |z| < ¢ oldugunda,
lexpz — 1| < elz| <€

olur. Boylece exp fonksiyonunun 0’da siirekli oldugu kanitlandi.
Simdi herhangi bir a € R alalim. Herhangi bir € > 0 segelim. exp a # 0 oldugundan,

lexpx — expal = expa x XPL 1‘ =expa X |exp(x —a) — 1]
expa
olur. 6 > 0 sayisini, |y| < § oldugunda
lexpy — 1| <

expa

olacak bicimde segelim. O zaman, bir 6nceki hesaplara devam edersek, |x —a| < § oldugunda,

|expx —expa| = expa X .expm — 1‘ =expa X |exp(z —a) — 1| <e
expa
¢ikar ve boylece exp’in a noktasinda stirekli oldugu kanitlanmig olur. d

Aligtirmalar

2.2. ¢ > 0 bir kesirli say1 olsun. = — 29 olarak tammlanmg RZ° — R fonksiyonunun
siirekli oldugunu kanitlaym. Ipucu: /™ = (xl/m)” oldugundan, ¢ = 1/m alabiliriz. Bu
asamada [N4, Ornek 3.6] yararl olabilir.

2.3. exp(expx) = 1 denkleminin ¢6ziimii var midir?
2.4. exp(expz) = e denkleminin tiim ¢ozlimlerini bulunuz.

2.5. sin ve cos fonksiyonlarimin siirekli olduklarimi kanitlaym. (Trigonometrik fonksiyonlarin
tanimi icin bkz. [N4].)

2.5 Bolme ve Sureklilik

Simdi bolmeye gelelim. X CR, a € X ve f, g : X — R a noktasinda siirekli
iki fonksiyon olsun. f/g fonksiyonunun a’da stirekli oldugunu kanitlamak isti-
yoruz. Ama bu fonksiyon,
oy 1)
g(x)
kuraliyla tanimlandigindan, boyle bir fonksiyonun var olmasi i¢in g’'nin X’in
her noktasinda 0’dan degisik olmasi gerekir. Oyle oldugunu varsayalim.
Ayrica f/g fonksiyonu f ile 1/g fonksiyonlarmin garpimi oldugundan Te-
orem 2.2’ye gore 1/¢g’nin siirekli oldugunu kanitlamamiz yeterlidir. Boylece
f’den kurtulmus olduk. Kanitimiza baglayalim:
e > 0 olsun. Oyle bir § > 0 bulacagiz ki, eger = € X sayisi |z — a| < &
esitsizligini sagliyorsa, o zaman

1

L <€
g9(x)  g(a)




2.5. Bolme ve Sureklilik 37

olsun. Egitsizligin solundaki ifadeyle oynamaya baglayalim:

_ lg(a) —g()|
l9(2)llg(a)]

g(z)  g(a) '

‘ 1 1

Sagdaki ifadenin €’dan kiigiik olmasi i¢in z’in a’ya ne kadar yakin olmasi ge-
rektigini bulacagiz. g fonksiyonu a’da stirekli oldugundan, z’i a’ya yeterince
yakin segerek, paydaki |g(a) — g(z)| ifadesini istedigimiz kadar kiiciik yapabi-
liriz. Ya paydadaki ifade? Paydaki |g(a)| bir sorun tesgkil etmiyor, ne de olsa
0’dan degisik ve sabit bir say1. Ama |g(x)| potansiyel bir tehlike, ¢iinkii z’i
aldigimiz aralikta |g(x)| sayis1 ¢ok ¢ok kiigiilebilir ve

l9(a) — g()]
l9(2)[lg(a)]

ifadesini ayyuka gikarabilir. Bunu engelleyebilir miyiz? Yani eger g(a) # 0 ise
ve g fonksiyonu a noktasinda siirekliyse, a’nin kiiciik de olsa bir “komsulugun-
da” ¢g’nin 0’dan “uzak oldugunu” kanitlayabilir miyiz? Evet!

Omnsav 2.10. X C R, a € X, veg: X — R, a noktasinda stirekli olan bir
fonksiyon olsun. Eger g(a) # 0 ise, oyle bir a« > 0 ve 5 > 0 varder ki, her
reXN(a—a,a+a) igin, |g(x)| > B olur.

y

a-a a a+a

Eger g(a) > 0 ise, g(x), a merkezli belli bir aralikta
belli bir § > 0 sayisindan daha biiytktiir.

Kanit: Aslhinda kamtin anafikri oldukca acik. g fonksiyonu a’da siirekli ol-
dugundan, a’ya yakin noktalarda g(x), g(a)’ya ¢ok yakindir. Ama g(a) # 0
oldugundan, a’ya ¢ok yakin noktalarda g(x)’i 0’dan uzak tutabiliriz. Bigimsel
kanita gecelim:

Gerekirse g yerine —g alarak g(a)'nin pozitif oldugunu varsayabiliriz. Bu
durumda, siirekliligin tanimindaki e sayisini g(a)/2 olarak alabiliriz. O zaman
oyle bir § > 0 vardir ki, |x — a|] < J esitsizligini saglayan her x € X i¢in

g(a)

demek ki
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olur ve bundan da,
a
9(2) < g(x)
gikar. Simdi o = § ve 8 = g(a)/2 alalm. O

1/g’nin a’da stirekli oldugunun kanitia kaldigimiz yerden devam edelim.
a ve (3 pozitif sayilar1 Onsav 2.10’daki gibi olsun. Eger bulacagimiz §’y1 o’dan
kiigiikesit se¢cmeyi kabullenirsek,

11| lg(e) —g@)] _ lg(a) — g(=)]
l9(2)llg(a)| Blg(a)l

‘g(:v) 9(a)
olur. Isimiz ¢ok kolayladi. §; > 0, her z € X N (a — 01, a + 1) icin,

lg(x) — g(a)| < €Blg(a)l
esitsizligini saglayan bir say1 olsun. g fonksiyonu a’da siirekli oldugundan boyle

bir ¢; vardir. Demek ki § = min{«, d; } olarak segersek, her x € XN(a—4d,a+9)

icin,
’ 1 1 |_le@—g@)] _lg(a) —g(z)
gx) gla)|  lg()llg(a)l Blg(a)]

olur ve kanitimiz tamamlanir. Kanitladigimiz teoremi yazalim:

<€

Teorem 2.11. a € X CR ve f, g : X — R, a noktasinda sturekli olan iki
fonksiyon olsun. Eger her x € X i¢in g(x) # 0 ise, o zaman f/g fonksiyonu
da a noktasinda stureklidir. O

Sonug 2.12. f(T), g(T) € R[T] ve X C R olsun. Eger her x € X ig¢in
g(x) # 0 ise, o zaman, x € X i¢in

@
g(x)
kuraliyla tamimlanmas fonksiyon her noktada streklidir.
Kanit: Teorem 2.11’den ve Sonug 2.7’den ¢ikar. g

Sonug 2.13. a € X C R wve f,g: X — R, a noktasinda stirekli olan iki
fonksiyon olsun.
Y={xeX:g(x)#0}

olsun. a € Y wvarsayimine yapalim. O zaman

i:Y—HR
g

fonksiyonu da a noktasinda stireklidir.

Kanit: Teorem 2.11 ve Teorem 1.6’dan cikar. g
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2.6 Siralama ve Stureklilik

Eger f, g : X — R fonksiyonlari, her x € X icin f(z) < g(x) esitsizligini
sagliyorsa, bu durumda,

f<yg
yazariz. Bu bir siralamadir ama eger |X| # 1 ise tamsiralama degildir, yani
birbirleriyle karsilagtirilamayan fonksiyonlar olabilir.

Siireklilikle, tanimladigimiz bu fonksiyon siralamasi arasinda da bir iligki
vardir.

Sonug 2.14. a € X CRveg: X — R fonksiyonu a noktasinda stirekli olsun.
Eger g(a) > 0 ise, dyle bir a > 0 sayisi vardur ki, her x € XN(a—a, a+a) igin,
g(z) > %a) olur, dolayisiyla X N (a — o, a + «) kiimesi tzerinde g fonksiyonu
hep pozitif degerler alir.

y

I = :

N NP

Kamt: Onsav 2.10’'un kamtindan cikar. O

Elbette aym sonug “pozitif” yerine “negatif’ sifati i¢in de gegerlidir.

Sonug 2.15. a € X CRoveg: X — R fonksiyonu a noktasinda stirekli olsun.
Eger g(a) # 0 ise, dyle bir a > 0 sayse vardar ki, g fonksiyonu X N(a—a, a+«)
kumesinde hi¢ 0 olmaz. Il

Sonug 2.14%1 daha da genellestirebiliriz.

Sonug 2.16. a € X C R wve f, g : X — R, a noktasinda sirekli olan iki
fonksiyon olsun. Eger f(a) < g(a) ise, oyle bir « > 0 vardwr ki, her x €
XN(a—ao,a+ ) igin f(z) < g(x) olur.

y = flx)

y = gl(x)

Kanit: Sonug 2.6’ya gore a noktasinda siirekli olan g — f fonksiyonuna Sonug
2.14’1 uygulamak yeterlidir. O
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Sonug 2.17. a € X C R ve f : X — R fonksiyonu a noktasinda strekli
olsun. Eger f(a) < c ise, dyle bir a > 0 vardwr ki, her x € X N (a — o, a + o)
icin f(x) < ¢ olur.

Kanit: Sonug 2.16’y1 f’ye ve sabit ¢ fonksiyonuna uygulamak yeterli. O

Benzer sonucu da yazalim:

Sonug 2.18. a € X C R ve f : X — R fonksiyonu a noktasinda strekli
olsun. Eger f(a) > c ise, dyle bir a > 0 vardwr ki, her x € X N (a — o, a + o)
icin f(z) > ¢ olur. O

Aligtirma 2.6. f: R — R siirekli bir fonksiyon olsun. Her  igin f(2?) = f(z) esitligini
varsayalim. f’nin sabit bir fonksiyon oldugunu gosterin.

2.7 Max, Min, Mutlak Deger ve Siureklilik

Eger f: X — R bir fonksiyonsa, |f| fonksiyonunu
[fI(z) = |f ()]

formiiliiyle tamimlayalim. Buradaki X herhangi bir kiime olabilir ama bizi
daha ¢ok X’in R’nin bir altkiimesi oldugu durum ilgilendiriyor.

Teorem 2.19. Eger f fonksiyonu sirekliyse, |f| fonksiyonu da sireklidir.

Kanit: ||f(z)| — |f(a)|] < |f(z) — f(a)| oldugundan, verilmig bir ¢ > 0 igin
0 > 0 sayist f igin ige yariyorsa, |f]| i¢in de ise yarar. O
f, g : X — R iki fonksiyon olsun. f Vg : X — R fonksiyonunu, her

x € X igin,

(f v g)(z) = max{f(z), g(x)}
olarak tanimlayalim. Benzer gekilde, f A g : X — R fonksiyonun, her x € X
icin,

(f A g)(x) = min{f(x),g(x)}
olarak tanimlayalim. Tabii bir kez daha X’in R'nin altkiimesi oldugu durumla
ilgilecegiz.
a+b |a—b

2 + 2

a+b la—Db|
2 2

max{a,b} = ve min{a, b} =

oldugundan, bir onceki teoremden hemen su c¢ikar:

Teorem 2.20. Eger f ve g fonksiyonlar: stirekliyse, fV g ve fAg fonksiyonlar:
da streklidir. g
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f v g fonksiyonu diiz ¢izgiyle,
f A g fonksiyonu kesik cizgiyle belirtilmistir.

Alistirmalar
2.7. f:R — R bir fonksiyon olsun. f - f (¢arpim) fonksiyonu siirekliyse, f fonksiyonu da
stirekli midir?
2.8. Eger 2f + 3g ve 3f 4+ 2g fonksiyonlar: siirekliyse, f ve g fonksiyonlarimin da siirekli
olduklarimi kanitlayin.
2.9. f(z) = y/z formiiliyle tanimlanmig f : RZ% — R fonksiyonu siirekli midir?
2.10. f(z) = 32? — Te™™ + 6xe” — sinx fonksiyonunun siirekli oldugunu kanitlaym.

2.11. Asagidaki fonksiyon siirekli midir?

fa) = { T cera £ —3ise

-5 eger x = —3 ise
2.12. X C R olsun. Fonk(X,R) kiimesi {izerine tanimlanmig olan
f=9ef-yg
stirekli ikili iligkinin bir denklik iligkisi oldugunu kanitlayn.
2.13. Eger p ve ¢ birbirine asal iki tamsayiysa, f(p/q) = |p|+]q| olsun. Bu kuralla tanimlanmig
olan f :Q — N fonksiyonunun higbir noktada stirekli olmadigini kanitlayin.
2.14. f: Q — N yukaridaki gibi olsun. g : Q — Q fonksiyonu, g(z) = 1/f(z) kuralyla
tanimlansin. g fonksiyonun higbir noktada siirekli olmadigini kanitlayn.
2.15. g : Q — Q fonksiyonu yukaridaki gibi olsun. A : Q — Q fonksiyonu su kuralla
tanimlansin:
[ g(z) eger x #0ise
h(z) = { 0 eger x = 0 ise
h’nin 0’da siirekli oldugunu kanitlayin. Ayni seyi & = 0 yerine bir bagka = = a sayisinda
yapsaniz, h fonksiyonu a’da da siirekli olur mu?

Ilgilenenlere Cebir Notu. X C R olsun. X’ten R’ye giden fonksiyonlar kiimesi Fonk(X, R),
boliimiin girisinde tanimladigimiz toplama ve ¢arpma altinda “degismeli bir halka”dir. Bu
halkanin tersinir elemanlar1, higbir noktada 0 olmayan fonksiyonlardir.

Yukarida kanitladiklarimizdan, eger a € X sabit bir sayiysa, a’da siirekli olan fonksi-
yonlar kiimesinin, Fonk(X,R) halkasinin bir althalkas1 oldugu gikiyor. Bu althalkay1 Co(X)
olarak gosterelim. Teorem 2.11°e gore Cq(X) halkasinin tersinir elemanlar1 hi¢bir noktada 0
olmayan ve a’da siirekli olan fonksiyonlardir.

Fonk(X,R) ayni1 zamanda bir vektor uzayidir da: Nitekim iki fonksiyonu toplayabiliriz
ve bir fonksiyonu R’nin bir elemaniyla (bir sabitle) carpabiliriz. C,(X), ayrica Fonk(X,R)
vektor uzayimin bir altuzayidir.

Demek ki Fonk(X,R), R cismi tizerine bir “cebir’dir. Cq(X) bu cebirin bir altcebiridir.
Aym seyleri siirekli fonksiyonlar kiimesi C(X) i¢in de sGyleyebiliriz.
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2.8 Bileske ve Siureklilik

Onceki altboliimlerde fonksiyonlarla yapilan toplama, carpma, ¢ikarma ve bol-
me gibi iglemlerin siirekliligi etkilemedigini gérmiigtiik. Fonksiyonlarla yapilan
bir bagka iglem daha vardir: Bilegke almak. Animsatalim:

f: X —Yveg:Y — Z iki fonksiyonsa, g ve f'nin bileskesi olarak
adlandirilan g o f : X — Z fonksiyonu, her z € X igin,

(g0 f)(x) = g(f(2))
olarak tanimlanmistir. érnegin, X =Y =7 =R ise ve f ve g fonksiyonlari

fz) =z +1ve g(z) = 2?

olarak tanimlanmissa,

(go f)(@) = g(f(2) = g(x +1) = (z +1)?

(fog)(z) = flg(x)) = f(z*) = 2® +1

olur.

Burada dikkat edilmesi gereken sey, f fonksiyonunun deger kiimesinin g
fonksiyonunun tanim kiimesi olmasi gerekliligidir, yoksa g o f fonksiyonundan
s0z edilemez. Ote yandan, eger

f:X—Yveg: Y1 — 272

iki fonksiyonsa ve Y C Y] ise, g(f(x)) degeri hesaplanabileceginden, matema-
tikciler gene de
gof: X —2Z2

fonksiyonunu, her € X igin, (g o f)(x) = g(f(x)) olarak tanimlamakta bir
sakinca gormezler.

Teorem 2.21. X, Y CR,a€e X, f: X — Y veg:Y — R olsun. Eger f
fonksiyonu a noktasinda ve g fonksiyonu f(a) noktasinda strekliyse, o zaman
go f fonksiyonu a noktasinda streklidir.

Kanit: € > 0 olsun. Oyle bir § > 0 bulacagiz ki, eger z € X sayis1 |z —a| < &
esitsizligini sagliyorsa,

[(gof)(x) = (g0 flla)] <e

yani

l9(f(x)) —g(f(a))] <€
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esitsizligi saglansin. Bu da oldukca akla yakin, ¢linkii f fonksiyonu a nok-
tasinda stirekli oldugundan, z, a’ya yakinken f(z), f(a)’ya yakindir ve g fonk-
siyonu f(a)’da siirekli oldugundan, f(z), f(a)’ya yakin oldugunda, g(f(x)),
g(f(a))'ya yakindir. Dolayisiyla x, a’ya yakinken g(f(x)), g(f(a))’ya yakin
olur. Bu fikri uygulayalim.

g, f(a)’da stirekli oldugundan, 6yle bir §; > 0 vardir ki, eger y € Y sayisi
ly — f(a)] < 01 esitsizligini sagliyorsa,

l9(y) —g(f(a))] < e

olur. Bu bir.
Ikincisi: f, a’da siirekli oldugundan, 6yle bir § > 0 vardir ki, eger z € X
sayist | — a| < § esitsizligini saghyorsa,

[f(z) = fla)] < &

olur. (Siirekliligin taniminda e yerine 6; alin.)
Simdi bu ikisini birlegtirelim. x € X says1 |z — a| < 0 esitsizligini saglasin,
0 zaman,
[f(x) = fa)| <61
olur ve bu sayede,

l9(f(@)) —g(f(a))] <€

olur. Kanitimiz bitmistir. O
Sonug 2.22. Sirekli fonksiyonlarin bileskesi stireklidir. O
Sonug 2.8’i yukaridaki teoremden c¢ikarabiliriz:

Sonug 2.23. X C R, a € X ve f: X — R, a noktasinda strekli olan bir
fonksiyon olsun. p(T) € R[T] olsun. O zaman

z = p(f(z))
kuralwyla tansmlanmas fonksiyon da a noktasinda streklidir.

Kanit: Sonug 2.7’ye gore polinomiyal fonksiyonlar siireklidir. Simdi Teorem
2.21°1 uygulayalim. O

Aligtirmalar
2.16. a € R, p(T) € R[T] ve f: R — R fonksiyonu p(a) noktasinda siirekli olsun. O zaman
z — f(p(x)) kuraliyla tammlanmig fonksiyon da a noktasinda siireklidir.
2.17. f : R — R fonksiyonu a noktasinda siirekliyse ve f(z) = f(—z) ise f’nin —a’da da
slirekli oldugunu kanitlayin.
2.18. f: R — R fonksiyonu a noktasinda stirekliyse ve f(—z) = —f(x) ise f'nin —a’da da
stirekli oldugunu kanitlayin.

2.19. f:R — R fonksiyonu a noktasinda siirekliyse ve g(xz) = f(—z) olarak tanmimlanmigsa,
g’nin —a’da siirekli oldugunu kanitlayin.

2.20. f(z) = zexp(x® + 2 + 1) fonksiyonunun siirekli oldugunu kanitlayin.
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2.9 Tuhaf Bir Fonksiyonun Siireksizligi*

Bu altboliimde, Q’den Q’ye giden, hicbir noktada siirekli olmayan ama her-
hangi bir noktada aldig1 degeri 0’a degistirirsek o noktada siirekli olan bir f
fonksiyonunu ele alacagiz. Altboliimiin sonunda bu tiir fonksiyonlar inga etme-
nin ¢ok kolay bir yolunu gorecegiz. Amacimiz siirekliligin daha iyi anlagilmasi;
yeni kavramlar belirmeyecek.

Fonksiyonun tanimi goyle: a € Q olsun. O zaman,

_bp
=25

q
esitligini saglayan birbirine asal bir p tamsayisi1 ve pozitif bir ¢ dogal sayisi
vardir. Bu p ve ¢ sayilar biriciktir elbet, yani ayni a sayisi ig¢in bu kosullar:
saglayan iki degisik p ve g ¢ifti yoktur. Dolaysiyla f(a)’y1,

1
fla) = q
olarak tammlayabiliriz. Ornegin,
0) = F(0/1) = 1/1 =1,
)=f2)=r06)=1,

-5/ =1/1=1,
3/7) = 1(2/T) = 1/T,
—9/8) = 1/8.

Iste bu fonksiyonun siirekliligini tartisacagiz. Soracagimiz soru su: Bu fonksi-
yon hangi kesirli sayilarda siireklidir?

Q
1/q ®
1/s ey
T oo >
plg rls

Tartigacagimiz fonksiyon matematigin klasik fonksiyonlarindan olmadig:
i¢in, amacimiz sadece ve sadece siireklilik kavramiyla daha icli digh olmamiz
saglamak.

Soruya ii¢ farkli yontemle yaklagacagiz. Birinci yontemimiz oldukega ilkel
olacak, herkesin aklina ilk gelen diiglincenin pesine diigecegiz, dogrudan siirek-
liligin tanmimini uygulayacagiz. Ikinci yontemimiz ise (cok degil) birazcik daha
kavramsal olacak ve bu yaklagim sayesinde sorunun yanitini ve yanitin kanitini
¢ok daha cabuk bulacagiz. Birinci yontem dogrudan elemanlara odaklasacak,
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ikinci yontem ise altkiimelere. Elemanlara odaklanarak sonucu tahmin etmek
bile zor olacak. Oysa altkiimelere odaklaninca sonucu tahmin etmek ve tah-
mini kanitlamak igten bile olmayacak. Boylece okurun ikinci yontemin degerini
gorecegini umuyoruz.

Sorunun yanitini iki degigik yontemle bulduktan sonra, boliimiin en so-
nunda o ana kadar yaptigimiz her seyi cok cok basitlestiren bir olgu ortaya
koyacagiz. Boylece soyut matematigin degerinin ortaya cikacagini umuyoruz.

Birinci Yaklasim. a € Q olsun. f’nin a’da siirekli olup olmadigini anlamaya
caligiyoruz.

flz) = f(-x)
oldugundan, a yerine gerekirse —a’y1 alarak a’nin negatif olmadigin varsaya-
biliriz (Alstirma 2.17).

Bundan bdyle, elli defa ayni seyi tekrarlamamak icin, /s gibi bir ifade
yazdigimizda, otomatik olarak r ve s’nin birbirine asal birer dogal say1 olduk-
larini varsayacagiz; bu yazilimda s elbette 0 olamaz.

a’y1 p/q bigiminde yazalim. Demek ki

f fonksiyonunun a’da siirekli olmasi i¢in, her € > 0 i¢in 6yle bir § > 0 olmali
ki,

p T

1 ———| <
) 2-1l<
oldugunda, yani

P s<t<lys

q S q
oldugunda,

1 1 P T

2 = 20 = Z
g i3l () -] <

olsun. Bu miimkiin miidiir? Her € > 0 sayisi igin boyle bir § > 0 sayis1 bulabilir
miyiz?

Pek kolay bir soru degil... Diiglinelim...

Soru ozetle su: r/s sayis1 a = p/q sayisina yakin oldugunda, 1/s sayis1 1/q
sayisina yakin olmak zorunda midir?

Eger (1)’i saglayan r/s kesirli sayisinin s’sini istedigimiz kadar biiyiik ala-
bilirsek (bu durumda, (1)’in saglanmasi i¢in r’'nin de biiyiik ama s’ye asal
almmasi gerekir), o zaman 1/s ¢ok kii¢iik olur, 0’a ¢ok yakin olur ve pozitif
bir sabit say1 olan 1/q sayisindan uzaklagir ve (2) saglanmaz. (Asagidaki gekle
bakiniz.)
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1/q —¢
1/q
1/q +¢
1/s '
/ i7ls
| plq R
plg -9 plg +d

Verilmis bir p/g ve 8 > 0 icin, (p/q -8, p/q +38) araligindaki /s sayilarinin
( ve s birbirine asal) paydalarinin (s’lerin) tistsiniri var midir?

Boyle bir iistsinir yoksa, s’yi cok biiyiik segerek 1/s’yi ¢cok kiigiiltebiliriz
ve boylece 1/s, 1/q’dan uzaklagir; yani f strekli olmaz.

Galiba f stirekli degil, en azindan siirekli olmama olasilig1 yiiksek gibi bir
his belirmig olmal i¢imizde.

Paydasi belli bir n dogal sayisini gegcmeyen kesirli sayilar kiimesine bakalim.
Bu kiimeye A,, diyelim. A, nin elemanlarimin paydalarinda

1,2,....n

sayilarindan biri olabilir; ama paydada hangisi olursa olsun, pay1 ve payday1
gerekli sayiyla carparak payday: her zaman n! sayisina esitleyebiliriz. Yani

1
A, C =7
n!

olur. Dolayisiyla eger bir kesirli say1iyi,

1

—7Z

n!
kiimesinin diginda segecek olursak, o zaman o say1 A, ’de olamaz, sayimin pay-
das1 n’yi, hatta n!’i agar ve f’nin o sayidaki degeri 1/n’den kiigiik olur. f’nin
siireksizliginin kanitinin anafikrini bulduk.

u > 0 i¢in uZ bi¢giminde yazilan bir kiimenin iki farkl elemani arasindaki
mesafe u’dan kiiciik olamaz elbet. Dolayisiyla eger a € uZ ise,

(@ —u,a+u)NuZ = {a}
olmali. Sekil asagida.
-u 0 wu 2u 3u 4u Su 6u ul
a € ul ise (a —u, a + u) araliginda uZ kiimesinden yegane say1 @’dir.

Yukaridaki paragrafta yazilanlarin 6zel bir durumunu irdeleyelim. a = p/q
esitligini anmmmsayalim. n = 2¢q ve u = 1/n! olsun. O zaman,

a=LeA,CA, Cuz
q
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oldugundan,
(a —u,a+u)NuZ = {a}

olur. Eger 0 < v < u ise de
(a —v,a+v)NuZ = {a}

olur. Bunu aklimizda tutalim, birazdan gerekecek.
Simdi f’nin a = p/q noktasinda siirekli olmadiginm kanitlayabiliriz.

olsun. § > 0 herhangi bir say1 olsun.
v = min{u,d} >0

olsun. Herhangi bir
ze€(a—v,a+v)N(Q\{a})
secelim. Q, yogun bir siralama oldugundan bdéyle bir x vardir. Elbette

la —z| <v <46

olur. Ote yandan, yukarida bulduklarimizdan dolay1, & # a sayist uZ kiime-
sinde olamaz, dolayisiyla uZ’nin bir altkiimesi olan A,,’de de olamaz. Sonug:
2’in paydas1 n = 2¢’den biiyiik olmali, yani

f(w)<2—f(2a><f(a)
ve dolayisiyla
\f(a)—f(fﬁ)IZf(a)—f(x)>f(a)—f(a) _fla) 1 _,

2 2 2

olur. Demek ki f, a noktasinda siirekli degilmis.
Hatta bu yapilanlardan, sanki f’nin a’da siirekli olmasi i¢in f(a)'nin 0’a
esit olmas1 gerekirmis gibi giiclii bir his belirmis olmal.

Ikinci Yaklagim. Yukaridaki yaklagimda elemanlarla biraz fazla hasir negir
olduk. Bu sefer elemanlar yerine kiimeleri 6n plana ¢ikaracagiz.
f’nin goruntiilerinin kiimesine bakalim:

f(@)={12n21,2,3,...}.

n

f(Q) kiimesinin sekli hemen agagida.
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1/7 1/5
0 \& 13 12 1

1/6 f(Q) kiimesi

Bu kiime ayrik bir kiimedir, yani her a € f(Q) igin,

(@a—ea+e)n f(Q) = {a}

esitligini saglayan yeterince kiiciikk (ama pozitif) bir e vardir. (e, a’ya gore
degisir.) Ornegin 1/3 ile 1/4 arasinda kiimenin bir bagka elemamn yoktur. Genel
olarak, % ile %H sayilar1 arasinda kiimeden bir bagka eleman yoktur.
Oysa tanim kiimesi olan Q, ayrik olmaktan oldukca uzak, tam tersine yo-
gun siralamali bir kiimedir. Bunun bazi sonuclarinin olmasi gerekir.
Asgagidaki sekil, f fonksiyonunun tanim ve goriintii kiimelerini temsil edi-

yor. Tanmim kiimesi sik dokunmus, deger kiimesi ise ayrik bir kiime.

A

14+

172 +

1/3 4

1/4 4
1/5 1

Simdi herhangi bir a € Q alalm. f(a) sayisi, ayrik bir kiime olan f(Q)’niin
bir elemani. Demek ki

(f(a) =€ fla) +€)N f(Q) = f(a)
esitligini saglayan bir € > 0 sayis1 var. Eger f siirekli olsaydi,
fla=d,a+0) C(fla) —¢ fla) +¢)
igindeligi saglayan bir § > 0 sayis1 olurdu. Yani,
fla=d,a+0)={f(a)}

olurdu, yani f fonksiyonu, a merkezli bir agik aralikta hep aymi degeri, f(a)
degerini alirdi ve bir sabit olurdu, yani bu araliktaki kesirli sayilarin paydalar:
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hep aym olurdu! Béyle bir seyin imkansiz oldugu belli: Paydasi n olan kesirli
sayilar kiimesi

1

—x, 7

n
kiimesinin bir altkiimesidir ve bu son kiime ayrik oldugundan (noktalar1 ara-
sindaki mesafe 1/n’den kiigiikk olamaz), paydasi n olan kesirli sayilar kiimesi
de ayrik bir kiimedir ve bogklime diginda acik bir aralik iceremez.

—H+H+H+H+H+H+HH+HH1+H-H+H+HHH+H—H-|-H—H+H+H'HI'H+H+H—>Q
A a N
a+d a-39

Eger f fonksiyonu a noktasinda siirekli olsaydi, bir & > 0 icin,
(a + 0, a — 8) araligindaki kesirli sayilarin paydalari hep ayni olurdu...

Demek ki f fonksiyonu a’da siirekli olamaz.

Yaklasimlarin Karsilagtirilmasi. Aslinda aralarinda pek bir fark yok. Her
iki yaklagim da stirekliligin tanimindan yola gikiyor. Ancak ikinci yaklagimda
elemanlardan ¢ok altkiimelere yogunlagiyoruz ve neredeyse sihirli bir bicimde
kanit cok daha kolay oluyor.

Ikinci yaklagimin anafikri su basit teoremde gizli:

Teorem 2.24. Eger bir f : R — R fonksiyonu a noktasinda sitirekliyse, o
zaman f(a) noktasiny iceren her ac¢ik araligin dnimgesi a’yi iceren agik bir
aralik icerir.

Bundan daha genel bir teorem dogrudur:

Teorem 2.25. Eger bir f : X — R fonksiyonu a € X noktasinda strekliyse,
o zaman f(a) noktasin iceren her agik araligin énimgesi a’yu iceren agik bir
araligin X ’le kesisimini icerir.

Bu teoremin kolay kanitini simdilik okura birakiyoruz. Dérduncii ciltte [N5]
topoloji konusunu igledigimizde bu ve benzer teoremleri dikkatlice kanitlaya-
cagiz.

Yapay Bir Siireksizlik. Ele aldigimiz fonksiyon, degerlerini hep (0, 1] arali-
ginda aliyor ama ne siirekli artiyor ne de siirekli azaliyor. Fonksiyon oldukca
kaotik bir yapida gibi goriiniiyor. Ama verilmis herhangi bir € > 0 icin, fonk-
siyonun €’dan biiyiik deger aldig1 elemanlar oldukga ender, fonksiyonumuz ge-
nellikle ¢ok kiiciik degerler aliyor.
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1/3

1/7
1/10

127

1/10 4727 2/7 1/3

|

f fonksiyonunun deger kiimesine bir defa daha g6z atalim:

1 111
f(@):{nn:LQ,?),}:{1,2,3,4,}

Her n > 0 dogal sayisi igin, f’nin 1/n’den biiyiikesit degerler aldig1 = € Q
sayilarinin kiimesine bakalim. Bu x sayilar, 0 < s < n ve r € Z igin, r/s
bi¢iminde yazilirlar, bunlar da daha 6nce gordiigiimiiz gibi

1
n!

kiimesinin elemanlaridir, yani

n.

{xEQ:f(a:)ZTll}QllZ

olur. Ornegin, n = 5 ise, f(x) > 1/5 esitsizligini saglayan [0, 1) arahgndaki
sayilar,

1/2

1/3
1/4
1/5

o

1541344 A4 a4/5 1
1/4f 2’5T /5f3§4
1/2 2/3

sayllaridir. f(x) > 1/5 esitsizligini saglayan tiim sayilar ise bu sayilara bir
tamsay1 eklenerek elde edilir. Ama bizim asil dikkat ¢cekmek istedigimiz nokta,
tiim bu sayilarin,

1z
5!
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kiimesinde olduklar1 ve bu son kiimenin elemanlar1 arasinda en az 1/5! ka-
dar, oldukga kiigiik belki ama gene de sabit bir sayidan biiylik bir mesafenin
oldugudur.

Genel olarak, € > 0 ne olursa olsun,

{reQ: f(x) >¢€}

kiimesinin farkli elemanlar1 arasindaki mesafe belli bir § > 0 sayisinin altina
diigmiiyor. Bunun dogru oldugunu goérmek icin n’yi

<e

S|

esitsizligi saglanacak kadar biiyiik ve §’y1 pozitif ama

1
o< —
n!

esitsizligini saglayacak kadar kiigiik segmek yeterli.

1/n
oo o 00000 >

1z
n!

Ancak bu sayilarin bazilarinin f degeri € esigini asabilir.
Digerlerinin f degeri €’dan kiiciik olmak zorunda.

Demek ki fonksiyonun degerlerinin “bayagi bir cogunlugu” cok kiigiik sayilar.
Her a € Q ve her £ > 0 i¢in Oyle bir § > 0 var ki, her x € Q i¢in

0<l|r—al<d

oldugunda,
[f(z) = 0] = f(z) <e

olur. Nitekim, eger € > 0 verilmisse ve a = p/q ise, 0’y1 a sayisimin

1
a2\ e
kiimesine uzakligindan, yani
. n
1nf({ a—a :nEZ}\{O})
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sayisindan daha kiiciik segmek yeterli. Bu da bize tam sunu soyliiyor: Eger
f'nin a’daki degeri 0 olsaydi, o zaman f fonksiyonu a noktasinda stirekli
olurdu. Bir bagka deyisle, f ile sadece a noktasinda ayrisan

{ f(x) eger x # a ise

9(x) = 0 eger x = a ise

formiiliiyle tanmimlanan ¢ fonksiyonu a’da streklidir. Yani f fonksiyonunun
a noktasindaki siireksizligi “tamir edilebilir” bir siireksizliktir. Bu noktada
fonksiyonu 0 olarak tanimlamak yeterli.

Bu suna benziyor:

h(x):{ r eger x # 2 ise

3 eger x =2 ise

olsun. h’nin grafigi soyle:

e
2._ .........

Fonksiyon 2’de siireksiz, ama bu stireksizlik sadece bir sanssizlik gibi duruyor;
h’nin 2’deki degerini 3’ten 2’ye degistirirsek, fonksiyon her yerde siirekli olur.

Yukaridaki f ile bu h arasindaki fark, h’nin sadece tek bir noktada siireksiz
olmasi; oysa f her yerde siireksiz!

Aligtirma 2.21. k£ : R — R fonksiyonu Q iizerinde f’ye esit olsun, diger noktalarda 0
olsun. k hangi noktalarda siireklidir?



3. Surekliligin Derinlikleri

3.1 Diziler ve Sureklilik

Bir a noktasinda siirekli olan bir f fonksiyonu ele alahm. Eger x noktasi a’ya
¢ok yakinsa, f(x) noktas: da f(a)’ya ¢ok yakindir. Dolayisiyla eger bir (x,)p
dizisi a’ya yakinsiyorsa,

(f(xy,))n dizisinin de f(a)’ya yakimsamasini beklemeye hakkimiz var. Nitekim
Oyle de olur. Hatta bunun tersi de dogrudur: Bu 6zelligi olan her fonksiyon
a noktasinda siireklidir. Yani agagidaki teorem siirekliligin bir bagka tanimi
olarak da algilanabilir.

Teorem 3.1. a € X CR ve f: X — R fonksiyonu icin asagidaki iki kosul
esdegerdir:

a. f fonksiyonu a’da streklidir.

b. X in a’ya yakinsayan her (xy,), dizisiicin, (f(zn))n dizisi f(a) 'ya yakinsar.

Kanit: (a=b). Her n € Nigin z,, € X olmak lizere, a’ya yakinsayan bir (x,, ),
dizisi ve herhangi bir e > 0 alalim. Pozitif § sayisim, her z € (a —d,a+ ) NX
icin,
[f(z) = fla)| <€
olacak bicimde secelim; f siirekli oldugundan bdyle bir ¢ vardir. Ayrica N
sayisini, her n > N icin,
|zn, —al <o
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olacak bigimde segelim; (x,,), dizisi a’ya yakinsadigindan boyle bir N vardir.
O zaman, her n > N igin, 6nce

|zy, —al <9,

sonra da
|f(@n) — fa)] <€

olur. Demek ki (f(x,))n dizisi f(a)’ya yakinsar.
(b = a). f'nin a’da siirekli olmadigini varsayalim. O zaman dyle bir € > 0
vardir ki, § > 0 ne olursa olsun, X te,

|z —al <§

esitsizligini saglayan ama
[f(x) = fla)] <€

esitsizligini saglamayan, yani
|f(x) = fla)] = €
esitsizligini saglayan bir « vardir. Demek ki her n > 0 dogal sayisi igin, X 'te,
[zn —al <1/n ve [f(zn) — fla)] > €

esitsizliklerini saglayan bir x,, vardir (bir 6nceki climlede 6 = 1/n alin). Bura-
dan, (z,,), dizisinin o’ya yakinsadigi ama (f(x,)), dizisinin f(a)’ya yakinsa-
madigr anlagilir. Bir geligki. O

Sonug 3.2. X CR ve f: X — R fonksiyonu icin su iki kosul esdegerdir:
a. f fonksiyonu sureklidir.
b. x, € X ve limy, o0 Ty, € X ise limy, o0 f(2,) = f(limy, 00 y) olur. O

Yani “limit alma”yla “f-degerini alma” birbiriyle degigen iglemlerdir.

Ote yandan, eger (z,), bir Cauchy dizisiyse, f siirekli bile olsa, (f(zn))n
bir Cauchy dizisi olmayabilir. Ornegin X = R\ {0} olsun. f : X — R
fonksiyonu,

| 1 egerxz>0ise
f@) = { 0 eger z < 0 ise.

olarak tanimlansin. O zaman f fonksiyonu siireklidir (bkz. Ornek 1.9). Simdi
xp = (—1)"/n olsun. (z,)y bir Cauchy dizisidir ¢linkii R’de (R\ {0} kiimesinde
degil!) limiti vardir (ve bu limit 0’dir.) Ama (f(xy,)), dizisi

0,1,0,1,0,1,...

dizisidir ve elbette Cauchy dizisi degildir.
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Ornekler

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

limp oo e/ = 1.
Kamt: ¢'/" = exp(1/n) esitligini biliyoruz. Ve exp fonksiyonu her noktada oldugu gibi
0’da da stirekli. Demek ki,

1 1
lim e® = lim exp (7> = exp ( lim 7) =exp0=1.
n— oo n— oo n n—oo 1

. 2n41 2
lim, y00e n =e”.

Kanit: Aynen yukaridaki gibi. d

Siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin siirekli olduklarim1 Aligtirma 2.5’te gordiik, ileride de
gorecegiz (Sonug 9.5). Asagidaki 6rneklerde sin ve cos fonksiyonlarinin siirekliligini kul-
lanacagiz.

lim,, o0 sin% =0 ve limp o0 cos% = 1 olur ¢linkii sin0 = 0 ve cos0 = 1 oldugundan,
istedigimiz esitlik Ornek 3.1°deki gibi ¢ikar.

limy,— 00 €Xp sin% = 1 ve limp—oo expcos% = e olur. Nitekim teoremi exposin ve
exp o cos siirekli fonksiyonlarima uygulayabilecegimiz gibi (Sonug 2.22’ye gore stirekli
fonksiyonlarin bilegkesi siireklidir), énce sin ve cos sonra exp fonksiyonuna uygulayabi-

liriz. Ikincisi i¢in exp fonksiyonunun 1 noktasinda siirekliligini kullanmak gerekir.

limy,—, oo €xp sin 5212 = /e olur.

Burada ornek olarak verdigimiz limitleri limitin tanimina bagvurarak kanitlamak de-
veye hendek atlatmak kadar zor olabilir; bu da Sonug¢ 3.2’nin ne kadar giiclii oldugunu
gosterir.

ACR, f: A— A artan bir fonksiyon ve ¢ € A saypst f(x) = x denkleminin bir
¢oztimi olsun. Eger ag € A sayst ag < ¢ ve ag < f(ao) esitsizliklerini saglyorsa, o
zaman, terimleri her n > 0 i¢in ant1 = f(an) formdaliyle tanamlanmas dizi yakinsaktor.
Ayrica eger f strekliyse ve ¢, f(x) = x denkleminin en kii¢tik ¢ozumiiyse, dizinin limiti
c’ye egittir.

Kanit: ap < c oldugundan, her n icin a, < c esitsizligi kolaylikla elde edilir, nitekim
timevarimla an+1 = f(an) < f(¢) = c olur. Ayrica varsayima gore ap < a; oldugundan,
bu esitsizlige f fonksiyonunu n defa uygulayarak a, < an+1 elde ederiz; yani (an ), dizisi
artandir. Artan ve c tarafindan tstten sinirh oldugundan, (an). dizisi yakinsaktir [N4,
Teorem 7.1]. Simdi f’nin siirekli oldugunu varsayalim. Limite a dersek, an+1 = f(an)
esitliginin her iki tarafinin limitini alarak ve f’nin siirekliligini kullanarak a = f(a) elde
ederiz. Ayrica a, < ¢ oldugundan a < ¢ olur. Bundan da son &nerme ¢ikar. O

Yukaridaki sonucu f(z) = t+2“”2 fonksiyonuna uygulayalim. Buradaki ¢ sayis1 (0, 1)

araliginda alinmig herhangi bir say1 olabilir. f elbette artan bir fonksiyondur. f(z) = x
denkleminin iki ¢6ziimii vardir ve ¢ = 1—+/1 — t denklemin en kiiglik ¢éztimudiir. ap = 0
olsun. O zaman a1 = f(ao) = f(0) =¢/2 > 0 = ap olur. f siirekli ve artan oldugundan
bir 6nceki teoremi bu duruma uygulayip 1 — /1 — ¢ sayisina yakinsayan kesirli bir say1
dizisi buluruz. Tabii bu sayede 0 ile 1 arasindaki her sayiya yakinsayan kesirli bir say1
dizisi bulunur.

Alistirmalar

3.6.

3.7.

([Ba]’dan) g fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli olsun. 0 < r < 1 sabit bir say1 olsun. Her
x € [a,b] igin, |g(x)| < rlg(t)] esitsizligini saglayan bir ¢t € [a, b] oldugunu varsayalhm.
¢’nin sabit 0 fonksiyonu oldugunu kanitlayin.

a <bve f:[ab — R siirekli olsun. Her = € [a,b] icin |f (y)| < % |f (2)] esitligini
saglayan bir y € [a, b] oldugunu varsayalim. Bir ¢ € [a, b] igin f (¢) = 0 oldugunu gosterin.
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3.2 Aradeger Teoremi

Stirekli bir f fonksiyonu diigiinelim. Tanim kiimesinde bulunan iki a ve b sayisi
icin a < b ve f(a) < f(b) olsun. Bu fonksiyonun temsili grafigini ¢izelim:

4y
f(b)

a b

Fonksiyonun grafiginin diizlemde nasil bir egri ¢izdigini tam olarak bilemeyiz
elbet ama bu egrinin, diizlemin (a, f(a)) noktasindan (b, f(b)) noktasina kadar
kesintisiz olarak gittigini biliyoruz. Dolayisiyla fonksiyonun grafigi, y = f(a)
ile y = f(b) yatay dogrular1 arasinda kalan her yatay dogruyu kesmeli. Demek
ki hangi

yo € (f(a), f(b))
elemanini segersek secelim,

f(xo) = o

esitligini saglayan en az bir zg € (a, b) noktasi olmali. Asagida temsill bir resim
cizdik.

Ay y = flx)

a X b

Dogrulugunu yukarida, matematiksel olarak olmasa da sezgisel olarak acikla-
digimiz bu olguya aradeger teoremsi adi verilir. Teoremi kanitlamadan once
teoreme karsiornekler verelim!

Ornekler

3.8. f: Q — Q fonksiyonu f(z) = 2> kurali tarafindan tanimlanmis olsun. Polinomiyal
oldugundan, f’nin siirekli oldugunu biliyoruz (Sonug 2.7). Temsili grafigi asagida.
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3.9.

by
9
y=x*
2
1
H X
142 3 -

Simdi @ = 1, b = 3 olsun. O zaman f(a) = 1 < 9 = f(b) olur. Simdi bu iki deger
arasinda olan yo = 2 sayisini ele alalim. Yukarida sdylenenlere inanacak olursak, a = 1
ile b = 3 arasinda

g = f(xo) =2
esitligini saglayan bir o € Q olmali. Ama bunun dogru olmadigini biliyoruz, ¢iinkii /2,
kesirli bir say1 degildir! Demek ki Aradeger Teoremi Q igin yanls.
Bir bagka karsiornek daha:
7, (0,2) U (4,6) arahgindan R’ye giden f(x) = x kuraliyla tamimlanan fonksiyon olsun.
f’nin grafigi asagida.

by

yO=3

AR

2 3 4 6

f siireklidir (Ornek 1.23 ya da Teorem 1.6). a = 1 ve b =5 olsun. O zaman

F1)=1<5=f(5)

olur. Simdi bu iki deger arasinda olan yo = 3 sayisin ele alalim. Gene f(z) = 3 esitligini
saglayan bir z noktas: yoktur (¢linkii z = 3 tanim kiimesinde degildir.)

Buradaki sorun da fonksiyonun [1, 5] araliginda degil de (0, 2) U (4, 6) kiimesinde
tanimlanmig olmasi.

Her iki 6rnekte de sorun, fonksiyonun tanim kiimesinde “delik”lerin olmasi. Birincisinde
V/2 tamim kiimesinde degil, ikincisinde ise [2,4] aralig1 tamim kiimesinde degil. Siirekli
fonksiyonlar siirekli olduklarindan, iki deger aldiklarinda bu iki degerin arasindaki tiim
degerleri alirlar, yeter ki tanim kiimesinde delikler bulunmasin!

Aradeger Teoremi’nin siirlarini ¢izdik. Simdi teoremi yazip kanitlayalim.
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Teorem 3.3 (Aradeger Teoremi). a < b olmak tzere f : [a,b] — R stirekli bir
fonksiyon olsun. O zaman f fonksiyonu f(a) ile f(b) arasindaki tim degerleri
alur.

Kanit: Gerekirse f yerine gene siirekli olan — f fonksiyonunu alarak,

fla) < f(b)

esitsizligini varsayabiliriz. (Teoremi —f i¢in kanitlarsak, teoremin f icin de
kanitlanacagina kendinizi ikna edin.)

fla) <yo < f(b)

esitsizligini saglayan bir yo alahm. Eger yo = f(a) yada yo = f(b) ise bu
durumda 6nerme dogrudur. Bundan boyle

f(a) <yo < f(b)

esitsizliklerini varsayalim.
A kiimesi goyle tanimlansin:

A={z€la,b: f(x) <yo}-

A bogkiime degildir ¢linkii a, A’nin bir elemanidir. Ayrica A kiimesi b tarafin-
dan tstten sinirhidir. Demek ki A’'nin bir en kiigtik tistsinir1 vardir.

Ay y = f(x)
f(b)
Y0 @ Y=Y
fla)
a b\ s b

A

Bu iistsinira s diyelim: s = sup A. (Kargiornek 3.8’de de goriildigi tizere R
yerine Q’de caligsaydik, boyle bir s olmayabilirdi, demek ki gercel sayilarda
galigiyor olmamiz 6nemli.)

f(s) = yo esitligini kamtlayacagiz. Bunun igin énce f(s) > yo, sonra f(s) <
Yo esitsizligini kanitlayacagiz.
Sav 1. f(s) > yo.
Sav 1’in Kaniti: Diyelim f(s) < yo. Bu varsayimdan bir celigki elde edecegiz.
Celigkinin nereden kaynaklanacagim agagidaki sekilde gostermeye galigtik. Ka-
nit okunurken bir yandan da goz ucuyla agagidaki sekle bakilmalidir.
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(s—90, s+0)

s = b olsa, o zaman yy < f(b) = f(s) < yo gibi bir sagmalik elde ederiz.
Demek ki s < b olmali.

Sav’in kanitinin anahtar: Sonug 2.17’de. Bu sonugta X yerine [a, b] araligini,
a yerine s elemanini ve ¢ yerine yo elemanim alalim: f(s) < yo esitsizligini ve
[ strekli oldugundan, her z € (s — J, s+ 0) N [a, b] eleman icin,

(1) f(@) <yo

esitsizliginin saglandigi bir § > 0 sayisi oldugunu buluruz. Ama b > s oldu-
gundan, (s,s40)N[a,b] # 0 olur. Bu kesisimden bir = eleman1 alirsak, (1)’den
dolay1, f(z) < yo olur. Ote yandan = > s = sup A oldugundan, = ¢ A olur ve
dolayisiyla f(z) > yo esitsizligi saglanir. Celigki.

Teoremin yaris1 kanitlandi, diger yarisini kanitlayalim.

Sav 2. f(s) < yo.

Sav 2’nin Kaniti: Gene bir geligki elde etmek amaciyla f(s) > yo esitsizligini
varsayalim. Celigkinin nereden kaynaklanacagini bir sonraki sekilde gostermeye
caligtik.

by y = f)

f(b) ‘/
eIJ"(S)

Q
/V
S
—
“n
P
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s = a olsa, o zaman yy > f(a) = f(s) > yo gibi bir sagmalik elde ederiz.
Demek ki a < s olmall.

Sav’in kanitinin matematiksel 6zii Sonug 2.18’de. Bu sonugta, X yerine
[a,b], a yerine s ve ¢ yerine yo alalm: f(s) > yo ve f siirekli oldugundan, dyle
bir § > 0 sayis1 vardir ki, her x € (s — 0, s 4+ d) N [a, b] igin,

f(x) > o

olur. s > a ve s = sup A oldugundan, (s — d,s) N A # ) olur. Bu kesigimden
bir x segelim. O zaman hem f(z) > yo hem de (z € A oldugundan), f(z) < yo
olur. Gene geligki. Kanitimiz tamamlanmigtir. O

Aradeger Teoremi analizin en 6nemli teoremlerinden biridir. Birkag sonu-
cunu irdeleyelim.

Sonug 3.4. a < b olmak izere, [a,b] C X C R wve f: X — R surekli bir
fonksiyon olsun. Eger yo sayst f(a) ile f(b) arasindaysa, f(c) = yo esitligini
saglayan bir ¢ € [a, b] vardur.

Kanit: Teoremi f’nin [a,b] araligina kisitlanmigina uygulamak yeterli. (Te-
orem 1.6’ya gore f'nin kisitlamigi da stireklidir.) O

Sonug 3.5 (Bolzano Teoremi). Eger sirekli bir fonksiyon bir aralikta hem
negatif hem de pozitif degerler aliyorsa 0 degerini de alur.

Kanit: f(a) <0 < f(b) ise, Sonug 3.4’e gore a ile b arasinda f(c) = 0 esitligini
saglayan bir ¢ vardir. Il

Boliimiin en baginda verdigimiz ikinci 6rnek, “aralik” sozciiginii attigimiz-
da Sonug 3.5’in dogru olmadigini gosteriyor.

Her ne kadar Bolzano teoremi (Sonug 3.5), aradeger teoreminin 6zel bir
hali gibi duruyorsa da, Bolzano teoreminden hareketle aradeger teoremini
kanitlamak miimkiindiir. Bu kanit1 verelim:

(Bolzano Teoremi = Aradeger Teoremi): f(a) < yo < f(b) olsun. Siirekli
oldugunu bildigimiz

9(x) = f(x) —yo
fonksiyonunu ele alalm. O zaman g(a) < 0 < g(b) olur. Bolzano Teoremi’ne
gore a ile b arasinda g(c) = 0 esitligini saglayan bir ¢ vardir. g’nin tanimina
geri donersek, f(c) = yo bulunur. O

Teoremin sonuclarim irdelemeye devam edelim. Once polinomlarla ilgili
birkag 6énemli sonug verelim.

Sonug 3.6. Derecesi tek olan gercel katsayile bir polinomun gercel sayilarda
bir koki vardar.
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Kanit: p, tek dereceli bir polinom olsun. p’yi bagkatsayisina bolerek, p’nin
bagkatsayisinin 1 oldugunu varsayabiliriz. O zaman lim,,_,., p(n) = oo olur
[N4, Sonug 12.12]. Demek ki, yeterince biiyiik bir b € R igin p(b) > 0 olur.

p’nin derecesi tek oldugundan lim,_,. p(—n) = —oo esitligini de kanitlamak
zor degil. Demek ki bir a € R sayist i¢in p(a) < 0 olur. Sonug 3.5’¢ goére p’nin
(a ile b arasinda) bir kokii vardir. O
Ornekler

3.10. z° —mat + V223 — 1002 + e = 0 esitligini saglayan bir gercel say1 vardir.
3.11. Tleride Aradeger Teoremi’ni kullanarak sin ve cos fonksiyonlarimin deger kiimesinin
[—1, 1] kapali aralig1 oldugunu kamtlayacagiz (Sonug 9.13).

Sonug 3.7. R[X]’n indirgenemez bir polinomunun derecesi ya 1 ya da ¢ift
olmak zorundadur.

Kanit: Eger f € R[X], derecesi tek olan bir polinomsa, Sonu¢ 3.6’ya gore
f’nin bir koki vardir. Bu koke a diyelim. O zaman X — a polinomu f’yi boler
(en temel cebir bilgisi gerekiyor burada). f indirgenemez oldugundan, bundan,
bir b € R i¢in f(X) = b(x — a) ¢ikar. Yani f’nin derecesi 1’dir. O

Bir sonraki teorem, kesigmeleri gereken fonksiyon grafiklerinin gergekten
kesigtiklerini soyleyecek:

(a)

Sonug 3.8. f ve g : R — R ki siirekli fonksiyon olsun. Eger f(a) < g
=9(c)

ve f(b) > g(b) esitsizliklerini saglayan a ve b gercel saylart varsa f(c)
esitliging saglayan bir ¢ gercel sayist vardir.

ty

Kanit: Sonug 3.5’ siirekli oldugunu bildigimiz h = f — g fonksiyonuna ve a
ve b noktalaria uygulamak yeterli. O

Simdi siirh ve siirekli f : R — R fonksiyonlarinin sabit noktalar1 oldu-
gunu kanitlayalim.

! Aslinda Cebirin Temel Teoremi’ne gére, R[X] halkasinin indirgenemez (ya da asal) po-
linomlarinin derecesi 1 ya da 2 olmak zorundadir. Derecesi 2 olan indirgenemez polinomlar
da elbette diskriminant1 0’dan kiiciik olanlardir.
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Sonug 3.9. f: R — R, dstten ve alttan sinwrl strekli bir fonksiyon olsun.
O zaman bir ¢ sayst igin f(c) = c olur.

y = flx)

Kamit: a = sup{f(z) : x € R} ve b = inf{f(z) : # € R} olsun. O zaman her
z € Rigin b < f(z) < a olur.

g(z) = f(z) -z

olsun. g’'nin siirekli oldugunu biliyoruz. Yukaridaki esitsizliklerden dolay1 g(a) <
0 < g(b) olur. Simdi Sonug 3.5’i g’ye uygularsak, g(c) = 0 esitligini saglayan
bir ¢ sayisinin varhigini goriiriiz. ¢’nin tamimindan da f(c) = ¢ gikar. O

Yukaridaki sonucun bir benzeri i¢in Aligtirma 3.14’e bakiniz.
Aradeger teoreminin giiclii sonuglarini gérmeye devam edelim.

Teorem 3.10. Bir araligin strekli bir fonksiyon altinda imgesi de bir araliktar.

Kanit: f: X — R siirekli bir fonksiyon olsun. I C X bir aralik olsun. f(I)
kiimesinin de bir aralik oldugunu kanitlayacagiz.

Eger a < 8, f(I) kiimesinden iki elemansa « ve  arasindaki her y elemanin
f(I) kiimesinde oldugunu kanitlamamiz yeterli. a, b € I i¢in, o = f(a), 5 =
f(b) olsun. O zaman, Aradeger Teoremi'ne gore a ile b arasinda f(c) = ~
esitligini saglayan bir ¢ sayis1 vardir. Bu ¢ sayisi elbette I araligindadir, yani
v =f(c) e f(I). O
Dikkat: Eger yukarida I smurh bir aralik bile olsa, f(I) sirsiz bir aralik
olabilir. Ornek: I = (0,1) ve f(z) = 1/z. Ote yandan kapal ve smirh bir
araligin siirekli bir fonksiyon altinda imgesi kapali ve sinirli bir araliktir. Bunu
yakinda Teorem 3.12 olarak gorecegiz.

I CRve f: I — R bir fonksiyon olsun. Eger I'nin her x < y elemani
icin f(x) < f(y) oluyorsa, f’ye artan fonksiyon denir. Eger I'nin her z < y
elemani i¢in f(x) < f(y) oluyorsa, f’ye kesin artan fonksiyon denir. Benzer
tanimlar azalan ve kesin azalan fonksiyonlar icin de yapilir. Artan ya da azalan
fonksiyonlara momnoton fonksiyon denir. Ayrica kesin artan ya da kesin azalan
fonksiyonlara, kesin monoton fonksiyon adi verilir.
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Sonug 3.11. Eger I bir aralik ve f : I —> R stirekli ve birebir bir fonksiyonsa
f kesin monoton bir fonksiyondur.

Kanit: Araliktan iki nokta segelim: a; ve ao. Diyelim a1 < by. Diger durum
benzer oldugundan, genelligi bozmadan f(a;) < f(b1) varsayimini yapabiliriz.
Fonksiyonun her yerde artan oldugunu gosterecegiz. Araliktan iki nokta daha
secelim: as < by. Amacimiz f(az) < f(bo) esitsizligini gostermek?. Su tanimlar:
yapalim:

a(t) =tas + (1 —t)ay ve B(t) =tby + (1 —t)by.

Elbette her ¢ € [0, 1] i¢in

olur, dolaysiyla «(t), 5(t) € I olur.

tanimini yapalim. Stirekli fonksiyonlarin bilesimi oldugu igin ¢ stirekli bir fonk-
siyondur. a(t) < F(t) oldugundan ve f birebir oldugundan, g fonksiyonu 0
degerini alamaz. Demek ki ¢g isaret degistiremez, ya g > 0 ya da g < 0 olmal.
Ama

9(0) = f(b1) — f(a1) > 0.
Demek ki g > 0. Dolayisiyla g(1) > 0. Bu da aynen f(a2) < f(b2) demek. [

Aligtirmalar

3.12. f:R — R siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f’nin goriintiisii sonlu bir kiimeyse f’nin
sabit bir fonksiyon oldugunu gésterin.

3.13. a<bve f:][a,b] — R siirekli olsun. Her z € [a,b] igin f(z) € Q varsayimin yapalim.
f’nin sabit bir fonksiyon oldugunu kanitlayin.

3.14. f : [a,b] — [a,b] siirekli bir fonksiyon ise f(z) = z esitligini saglayan bir z sayisinin
varligini kanitlayin.

3.15. I bir aralik ve f : I — R monoton artan ve sabit olmayan bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun siirekli olmasiyla f (I) kiimesinin bir aralik olmasinin egdeger oldugunu
kanitlayin.

3.16. n > 0 bir dogal say1 ve a € R=? olsun. a = b" esitligini saglayan bir b € R=Z? sayismin
varligin1 aradeger teoremiyle kanitlayin, yani at/® sayisinin varligimi kanitlayin.

Araliklar ve (birebir) siirekli fonksiyonlar arasmdaki yakin iligki igin bkz.
Altboliim 5.3.

2BEger celigki elde etmek amaciyla f(az) > f(be) varsayimini yaparsak ya by < a; olmali
yada b < az. (Neden?) f(a;) ve f(b;) degerlerinin de birbirlerine gore olas1 konumlarimi dik-
kate alirsak, istedigimiz geligkiye belki kolayca ama pek sik olmayan bir bicimde varabiliriz.
Ucuzlugu tercih etmedik!
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Darboux Fonksiyonlari. Her siirekli fonksiyonun “aradeger 6zelligi”ni sagla-
digim kanmitladik. Aradeger 6zelligi de siirekli fonksiyonlarin en 6nemli 6zellik-
lerinden biridir, hatta baslicasidir. Peki aradeger 6zelligini saglayan her fonk-
siyon stirekli midir? Yani eger I bir araliksa ve f : I — R fonksiyonu her
a, b € Iigin f(a) ile f(b) arasindaki her degeri a ile b arasinda bir noktada
aliyorsa o zaman f illa ki stirekli olmak zorunda midir? Uziilerek sOyliiyoruz
ki degildir. Bunun standart oérnegi I = R igin,

_ [ sin(1/z) eger x # 0 ise
fx) = { 0 eger z = 0 ise

fonksiyonudur. Bu fonksiyon aradeger ¢zelligini saglar ama 0’da stirekli degil-
dir.

Aradeger teoremini saglayan fonksiyonlara bazen Darboux fonksiyon-
lar: denir. Yukaridaki sonuclarin bazilar: sadece stirekli fonksiyonlar icin degil,
Darboux fonksiyonlar: i¢in de gegerlidir. Bu sonuglarin bazilarini agagidaki
aligtirmalarda bulacaksiniz.

Aligtirmalar
3.17. Teorem 3.10’un su daha genel halini kanitlayin: I bir aralik ve f : I — R bir Darboux
fonksiyonu ise f(I) bir araliktir.
3.18. I bir aralik ve f : I — R monoton bir fonksiyon olsun. Eger f(I) bir araliksa f’nin bir
Darboux fonksiyonu oldugunu kanitlayin.
3.19. I =10,2] ve f: I — R fonksiyonu

T eger 0 <z < 1ise
f(ac):{ 33—z egerl <z <2ise
kuraliyla belirlensin. f(I) kiimesinin bir aralik oldugunu ama Darboux fonksiyonu ol-
madigini kanitlayin.

3.20. I bir aralik ve f : I — R bir Darboux fonksiyonu olsun. J C I bir aralik olsun.
fi7 +J — R bir Darboux fonksiyonu mudur?

3.21. I bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon olsun. f’nin bir Darboux fonksiyonu olmasi i¢in
her J C I altaralig: igin f(J)’'nin de bir aralik olmasinin yeter ve gerek kosul oldugunu
kanitlayin.

3.22. I bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon olsun. Agagidaki kosullarin esdeger oldugunu
kanitlayin:

a. f Darboux ve birebir.

b. f kesin monoton ve f(I) bir aralik.

Bu durumda f~': f(I) — R fonksiyonunun da Darboux ve kesin monoton oldugunu
kanitlayin.

Darboux fonksiyonlariyla ilgili daha fazla bilgi i¢in bkz. Boliim 23.
Aradeger Teoremi’nin Popiiler Matematik Uygulamalari

Bu ekte Aradeger Teoremi'nin birkag uygulamasini verecegiz ama daha 6nceki
boliimlerde oldugumuz kadar matematiksel olmayacagiz.
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Popiiler Teorem 1. Yeryiziinde, herhangi bir anda, yeryizinin tam diger
tarafindaki noktayla ayni hava basincinda olan en az bir nokta vardar.
Kamit: Agagidaki sekilden takip edin. Herhangi bir meridyen ve bu meridyeni
kesen ve diinyanin merkezinden gegen herhangi bir dogru ele alalim. Bu dogru
meridyenimizi A ve B ug noktalarinda kessin. f(A) ve f(B), bu noktalardaki
hava basinci olsun. Meridyenin ekvator diizlemiyle yaptigi aci « derece ise,

g9(@) = f(A) - f(B)

olsun.

a degistikce, yani dogru, diinyanin merkezi
etrafinda meridyenimizi hep kesecek bigimde
dondiigiinde, g(a) degisir ama siirekli degisir,
yani g, [0,360) araligindan R’ye giden siirekli bir
fonksiyondur. Meridyen 180 derece déndiigiinde
bu deger eksisine doniiglr, ¢liinkii o zaman A
noktasi1 B noktasi, B noktas1 da A noktasi olur.
Aradeger teoreminden dolay1, « ile oo + 180 ara-
sinda g(f3) = 0 esitligini saglayan bir 5 agisi var-
dir. Demek ki, ekvator diizlemiyle bu £ acgisin
yapan dogru, meridyenimizi, f(A) = f(B) esitli-
gini saglayan A ve B uc¢ noktalarinda keser. [

Popiiler Teorem 2. Sckli semali ne olursa olsun, bir pasta tek bir bicak
darbesiyle iki esit parcaya bélinebilir. O

Birinci Kanit: Pastay: kesmeyen bir ¢ dogrusu secelim. (Bkz. asagidaki sekil.
Pastay1 simirli sectik.) Pasta sinirh oldugundan bdyle bir dogru vardir. Bu
dogru iistiinde ve pastanin diginda bir P noktasi secelim. Dogruyu P noktasini
sabit tutarak dondiiriirsek, dogru pastayi

bir zaman sonra kesmeye baslar, pastayi

iki parcaya ayirir. Bu parcgalardan biri- ¢
nin hacmi 0’dan baglayarak artar, ta ki

bu parca pastamin tamami olana dek.
Pastanin ve maddenin stirekli oldugunu
varsayarsak, bu artig, dogrunun /¢ ile (
yaptig1 a agisina gore siirekli olarak de-
gigir. Pastanin toplam hacmine 1 dersek,
dogrunun kestigi parcalardan biri 0 ha-
cimden 1 hacme kadar siirekli artar, dolayisiyla bir zaman sonra 1/2 olmak
zorundadir.

Ikinci Kamt: Gene pastay1 kesmeyen bir ¢ dogrusu segelim ve bir sonraki
sekilden takip edelim. ¢ dogrusunu pastanin oldugu yone dogru kaydiralim
(Gteleyelim).
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Kanit bir 6nceki kanit gibi devam eder. Bu kamitta baglangicta aldigimiz
dogrunun pastay1 kesmemesi kosulunun gereksiz olduguna dikkatinizi gekeriz,
¢iinkii pasta sinirli oldugundan, her dogru yeterince 6telenirse pastayi kesmez.

Popiiler Teorem 3. Tek bir bicak darbesiyle hem bir pasta hem de bir patates
ayne anda ki esit parcaya bolinebilir.

Kanit: Herhangi bir P noktasi ve bu noktadan gecen herhangi bir ¢ dogrusu
secelim. £’yi Gteleyerek pastayi iki egit parcaya bolebilecegimizi biliyoruz. Pas-
tay1 tam ortadan ikiye bolen bu dogru, patatesi muhtemelen iki egit parcaya
ayirmamigtir. Simdi P noktasini sabit alarak ¢ dogrusunu hafifce dondiirelim.

patates

Elde ettigimiz yeni dogruya m adini verip, aynen yukaridaki gibi, m’yi oteleye-
rek pastayi iki esit parcaya ayiralim. Bu da patatesi iki esit parcaya ayirmaya-
bilir. Dogrular1 P noktasi etrafinda dondiirmeye devam edelim. A¢1 degistikge,
pastay: iki esit parcaya ayiran dogrular patatesi de degisik oranlarda bolecek.
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patates

pasta

Pastay iki esit parcaya bolen dogrularin ¢ dogrusuyla yaptiklar: acilar 0 de-
receden 180 dereceye kadar degigebileceginden pastay1 iki esit parcaya boélen
dogrulardan birinin patatesi iki esit parcaya bolecegini kanitlamak zor degil:
Bir dogru patatesi 3’e 4 oraninda boliiyorsa, 180 derece dondiiriilmiig dogru
patatesi 4’e 3 oraninda boler, dolayisiyla belli bir agida patates iki esit parcaya
(3,5 - 3,5 oranindal) boliinmeli. O

Ornek 3.23. (Popiiler diizeyde) Yukaridaki kesimlerde bicak dikey tutulmus ve pasta
dikey darbelerle kesilmigti. Dikey olmayan kesimlere de izin verirsek, hareket 6zgiirliigiimiiz
2’den (bir nokta etrafinda déndiirmek ve diizlemde Gtelemek) 3’e gikar (bir nokta etrafinda
doéndiirmek, diizlemde 6telemek ve bigagin masanin diizlemiyle yaptig1 aciy1 degistirmek) ve
boylece hem pastay: hem patatesi hem de bir tabak makarnay: tek bir bicak darbesiyle egit
parcalara ayirabiliriz.

3.3 Sirekli Fonksiyonlarin Ug¢ Degerleri

Aradeger Teoremi’'nden, bir araligin siirekli bir fonksiyon altindaki imgesinin
gene bir aralik oldugunu biliyoruz; bunu Teorem 3.10’da kamitlamigtik. Bu
altboliimde kapali ve sinirli bir araligin siirekli bir fonksiyon altindaki imge-
sinin gene kapali ve sinirh bir aralik oldugunu gorecegiz. Bundan da stirekli
bir fonksiyonun kapali ve sinirli bir aralikta ug degerlerini (infimum ve sup-
remum degerlerini) aldigi anlagilir. Bu, matematiksel analizin ¢ok kullanilan,
hem teoride hem de pratikte sik sik bagvurulan teoremlerden biridir.

Teorem 3.12 (Ug Deger Teoremi). I C R, kapalr ve sinirly bir aralik olsun.
f I — R sturekli bir fonksiyon olsun. O zaman dyle a, b € I sayilary vardir
ki, her x € I i¢in

f(0) < f(x) < f(a)
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olur. Yani f(b) = inf f(I) = min f(I) ve f(a) = sup f(I) = max f(I) egitlik-
lerini saglayan a, b € I saylary vardwr. Bir baska deyisle strekli bir fonksiyon
kapaly bir arabkta maksimum ve minimum degerlerini alir. Gene bir baska
deyisle kapaly ve swnirl bir araligin strekli bir fonksiyon altindaki imgesi gene
kapaly ve sinwrly bir araliktr.

maksimum
deger
fa) y = flx)
minimum
deger
b I a

Siirekli bir fonksiyon, kapali ve sinirl bir T arahgmda hem minimum hem de maksimum
degerlerini alir. Aradeger Teoremi’nden dolayi, fonksiyon bu ug¢ degerler arasindaki her
degeri de alir. Yani f(I) da kapali ve sinirli bir araliktir.

Teoremi kanitlamadan 6nce yukarida soziinii ettigimiz 6nemli sonucunu
yazalim:

Teoremin kapali olmayan araliklarda yanhg oldugunu farkedelim. Nitekim

(0, 1] araligy iistiinde tanimlanmig olan f(z) = 1/x fonksiyonu siireklidir ama
tistten smirh degildir, deger kiimesi [1, 00) araligidir.

A

flx)=1/x

0 1._>

Teorem, kapali ama sinirsiz araliklarda da yanligtir. Ornegin yukaridaki gibi
f(z) = 1/x kuralyla tamimlanan f : [1,00) — R fonksiyonunun imgesi kapali
olmayan (0, 1] araligidir.

flx)=1/x

0 1

Oldukca aydmlatici bir érnek de su: (0,1) araliginda f(z) = 2? kuraliyla
tanmmlanmig fonksiyon, degerlerini gene (0, 1) araliginda alir. Bu fonksiyonun
degerleri 1’e ¢ok
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yaklagirlar ama hi¢ 1 olmazlar (bkz. tistte, soldaki grafik.) Fonksiyon, 0 ile 1
arasinda her degeri alir ama 1 degerini almaz. Bunun nedeni fonksiyonun tanim
kiimesinin (0, 1) ac¢ik araligi olmasidir. Oysa tanim kiimesini [0, 1] kapali aralig
olarak tanimlasaydik, fonksiyon maksimum degerini 1’de alacakti: 12 = 1 (bkz.
tistte, sagdaki grafik.)

Teorem 3.12’nin Kaniti: Kapali ve sinirhi araliga I, siirekli fonksiyona da f
diyelim. f(I)’min bir aralik oldugunu biliyoruz (Teorem 3.10).

Once fonksiyonun, yani goriintii kiimesi f (I)’'nin istten smirh oldugunu
kamtlayalim. f(I)'nin {stten simirh olmadigim varsayalm. O zaman her n
dogal sayisi icin, f(z,) > n esitsizligini saglayan bir x,, € I bulunur. Elbette

lim f(z,) =0
n—oo
olur.

Bu asamada, smirli her dizinin yakinsak bir altdizisi oldugunu séyleyen
Bolzano-Weierstrass Teoremi'ne [N4, Teorem 9.4] ihtiyacimiz olacak. Bolzano-
Weierstrass Teoremi’ne gore I araligi tarafindan simirlanmig olan (), dizi-
sinin yakinsak bir altdizisi vardir. Bu altdiziye (), adim verelim. (f(zy))n
sonsuza raksadigindan, bu dizinin bir altdizisi olan (f(z},)), dizisi de sonsuza
wraksar [N4, Aligtirma 8.14]. Ama f siirekli oldugundan,

S #) = £ (Jim ) <R
olur (Teorem 3.1) ki bu bir geligkidir.

Demek ki f, yani f(/) kiimesi tistten smirh. Ayni nedenden — f de iistten
siirli. Bu da f alttan sinirh demektir. Boylece f(I) kiimesinin sinirli bir aralik
oldugunu kanitladik.

Simdi ¢, f(I)min en kiigiik tistsimirt olsun. ¢'nin f(I)’da oldugunu ka-
nitlayacagiz. ¢, f(I)'nin en kiigiik {istsinir1 oldugundan, f(I) kiimesinde c’ye
yakinsayan bir (y,, ), dizisi vardir. Her n igin y,, € f(I) oldugundan, y,, = f(zy)
esitligini saglayan x,, € I vardir. Bolzano-Weierstrass Teoremi’'ne gore I araligi
tarafindan sinirlanmis olan (zy,),, dizisinin yakinsak bir altdizisi vardir. Bu alt-
diziye (), ve limitine de a diyelim. I = [u,v] olsun. Her n i¢in u < ], < v
oldugundan, Sandvi¢ Teoremi'ne gore [N4, Teorem 5.1], v < a < v, yani
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a € [u,v] = I olur. Hesap zamani geldi:
c= lim y, = lim f(z,) = lim f(z7) = f(a) € f(I).

Kanitimiz tamamlanmigtir. O
Teorem 3.12°nin Yarismin Bir Baska Kaniti: K, kapali bir aralik ve
stirekli bir f : K — R fonksiyonu olsun. f(K)nn smirh olmadigim varsa-
yalim. Bir b € R sabitleyelim. Her n dogal sayis1 icin oyle bir z,, € K elemani
bulalim ki, d(f(z,),b) > n olsun. K kapali bir aralik oldugundan, Bolzano-
Weierstrass teoremine gore (zy,), dizisinin yakisak bir altdizisi vardir [N4,

Teorem 9.4]. Bu yakinsak altdiziye (xy, )i diyelim. Limitine de z diyelim. O
zaman, f siirekli oldugundan,

) =o1=| (i ) 0] =

= lim [f (zp,) —b] > lim ng = oco.
k—ro0 k—ro0

k—o0 '

Bir celigki. O

Teorem 3.13 (Popiiler Teorem). Sabit uzunlukta bir telle, en biyik alan
kaplayacak bir dikdortgen yapilabilir. Telin uzunlugu p ise bu en buyik alan
p? /16 dar.

p216

Flx) = —x% + px/2

pl4 pl2

Kanit: Telin uzunlugu p olsun. Cevresi p olan bir dikdortgenin bir kenari z
ise, diger kenar1 p/2 — z’tir; dolayisiyla alani

f(x)zx(ig—m):—mj—i-%

olur. z’in degeri 0 ile p/2 arasinda degistigine gore, f fonksiyonunu [0, p/2]
araligindan R’ye giden bir fonksiyon olarak gorebiliriz. f siirekli oldugundan,
boliimde kanitlanan teoreme gore, kapali ve sinirli olan bu aralikta f en biiyik

degerini alir.
2

JORST

oldugundan, bu en biiyiik deger p?/16’dan kiiciik olamaz. Hatta fonksiyonun
grafigi bir parabol oldugundan, fonksiyon en biiylik degeri, 0 ile p/2 olan iki
kokiiniin tam ortasinda, yani = p/4 igin alir. O
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Bir onceki ciltte (z,,), dizisinin (n sonsuza giderken) limitini tanmimlamig ve
olduk¢a uzun bir boliimiinii bu kavrama ayirmistik [N4, Bolim 4].

Bu boliimde benzer bir limit kavrami tamtacagiz. Eger f bir fonksiyonsa,
“x, a’ya yaklagirken f(z)’in limiti” ne demektir? Burada, x, a’ya ¢ok ¢ok ¢ok
yaklagtiginda, f(z)’in belli bir sayiya ¢ok gok g¢ok yakim olup olamayacag,
oluyorsa hangi sayiya ¢ok ¢ok cok yakin olacag sorularini irdeleyecegiz.

Grafigi agagidaki gibi olan bir f : (a,b) — R fonksiyonu diigiinelim. Bu
fonksiyon (a,b) acik araliginda tanimlanmig ama a ve b noktalarinda tanim-
lanmamusg, yani f(a) ve f(b) diye bir deger yok. Ote yandan grafige bakinca
goriiliiyor ki ashinda f(a) degerinin u olarak, f(b) degerinin de v olarak tanim-
lanmas1 gerekirmis... Ne olmussa olmus, bir aksilik olmug ve f’nin a ve b’deki
degerleri atlanmus...

a (a, b) b

Yukaridaki 6rnekte neden f(a)min u olarak tamimlanmasi gerektigini dii-
stiniiyoruz? Ciinkii (a,b) araligindaki bir x sayis1 a’ya ¢ok ¢ok yakinken f(z)
degeri de u’ya ¢ok cok yakin oluyor. 2’i, sanki bir film izliyormug gibi, a’ya
dogru hareket ettirdiginizde, f(z)'in w’ya dogru hareket ettigini ve z, a’ya
yaklagtik¢a f(x)’in de u’ya yaklagtigim goreceksiniz. Bu filmi asagida izleye-
bilirsiniz.

/\y=f(x)
ol |

X

a<—x b

x, @’ya cok yaklastigimda, f(x), w’ya cok yaklasiyor
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Bir bagka 6rnege bakalim. a < ¢ < b olsun.
fila, 0]\ {c} —R,

grafigi agagidaki gibi olan bir fonksiyon olsun. Fonksiyon ¢ noktasinda tanim-
lanmamig. Oysa fonksiyon ¢’nin solunda ve saginda tanimlanmas.

Ty y=flx)
v

x, c'ye soldan yaklagtiginda, f(z) degeri v’ye yaklasiyor; ama z, c’ye sagdan
yaklagtiginda, f(z) degeri u’ya yaklagiyor. u # v oldugundan, bu durumda =z,
c'ye yaklagtiginda, f(x)’in sabit bir sayiya yaklagtigini sdyleyemiyoruz. Bu du-
rumda f’nin ¢’de tanmimlanmamis olmasi dogal karsilanabilir. Ama eger u = v
olsayd: (yani fonksiyonun grafigi asagidaki gibi olsaydi), o zaman f fonksiyo-
nunun c’deki degerini dogal olarak u olarak tanimlayabilirdik.

Okur belki de yukaridaki tartigmayla siireklilik arasinda bir bag olacagini tah-
min etmistir. Dogru tahmin!

4.1 Matematiksel Tanima Girig

Yukaridaki altboliimde limit kavramina sezgisel bir girig yapmak istedik. Limi-
tin tam matematiksel tanimina yine de hazir degiliz. Once siireklilik kavramina
biraz degisik bir gozle bakalim.

Bir fonksiyonun bir noktada siirekli olmasinin tanimini animsayalim: Bir
f: A — R fonksiyonunun bir a € A noktasinda stirekli olmasi igin gerek (ve
yeter) kogul sudur:

Her e > 0 igin dyle bir § > 0 vardwr ki |z — a| < ¢ esitsizligini saglayan her
x € Aigin, |f(x) — f(a)] <€ olsun.
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Edebi dile gevirecek olursak, bu tanmim, x, a’ya ¢ok yakin oldugunda, f(x),
f(a)’ya ¢ok yakimdir diyor. Kogul # = a i¢in hep dogru oldugundan, z’i a’dan
degisik almanin bir mahsuru yok, éyle yapalim: Bir f : A — R fonksiyonunun
bir a € A elemaninda strekli olmasi icin gerek (ve yeter) kogul sudur:

Her € > 0 i¢in oyle bir § > 0 vardwr ki, |x — a| < § egitsizligini saglayan her
xz € A\ {a} i¢in, |f(x) — f(a)| < € olsun.

Bu noktada bir artistlik yapacagiz, hem de en alasindan! Siirekliligin bu son
taniminda a’y1 illa f fonksiyonunun tanim kiimesinde almayalim da, R’nin
herhangi bir elemani olarak alalim, bakalim bagimiza neler gelecek? Bagimiza
pek bir sey gelmez, ¢iinkii eger a ¢ A ise f(a)’dan stz edemeyiz ve yukaridaki
merkezlenen italik yazida beliren |f(z) — f(a)| ifadesi anlamsiz olur, anlamsiz
olmaktan Ote yazilamaz bile! Madem &yle, biz de tamimdaki f(a) yerine R’nin
herhangi bir b elemanini koyariz! O zaman yukaridaki kogul goyle yazilir:

Her e > 0 igin dyle bir § > 0 vardwr ki, |z — a| < ¢ egitsizligini saglayan her
x € A\ {a} igin, |f(z) — b < € olsun.

f fonksiyonuyla ve a ve b noktalariyla ilgili anlamli bir kosul elde ettik. Kosul,
sezgisel olarak sunu soyliiyor: z, a’ya c¢ok yaklastiginda ama a’dan degisik
oldugunda, f(x), b’ye ¢ok yaklagir. Kosulu soyle de ifade edebiliriz: Eger x’i
a’ya yeterince yakin ama a’dan degisik alirsak, f(x)’i b’ye istedigimiz kadar
yaklagtirabiliriz.

Bu kogulu bigimsel olarak soyle yazabiliriz:

Ve>030>0((xe A\ {a}A|z—a| <) = |f(z) —b| <e).
Eger a € A ise ve b yerine f(a) yazarsak, bu aynen f’nin a’da siirekli oldugunu
sOyler.
Iste, “x, a’ya yakinsarken f(z)’in limiti b’dir” ciimlesinin taniminin yu-
karidaki gibi olmasin istiyoruz.

y=flx) |

A a-d a a+d
Eger bir 8 > 0 icin, (a-6, a+d) N A C {a} oluyorsa
her b sayis1 f’nin @’da limiti olur.

Ama bu tanim tegebbiisiinde kiigiik bir sorun var, o da su (yukaridaki sekilden
takip edin): Eger a noktasi A kiimesinin “uzagindaysa”, yani a’nin belli bir
komsulugunda A\ {a} kiimesinde hig eleman yoksa, yani bir § > 0 sayis1 igin,

(a—¥d,a+0)N(A\{a}) =10
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oluyorsa, gene bir bagka deyisle, bir § > 0 igin,
(a—d,a+96)NAC{a}

oluyorsa, o zaman, | — a| < J esitsizligini saglayan bir x € A\ {a} elemam
bulunamayacag: ic¢in, yukaridaki tanim tesebbiisiine gére, x, a’ya yakinsarken
her b sayisi f’nin bir limiti olur! (Bogkiimenin her eleman1 her kogulu saglar,
dolayisiyla bogkiimenin her = eleman: |f(x) — b| < € esitsizligini saglar.) Bu
yiizden tanimdaki a’nin her § > 0 igin,

(a—d,a+6)N(A\{a}) #0

kogulunu saglamasi gerekir ki her b sayisi limit olmasin ve “limit” denen sey
biricik olsun ve bir ise yarasin.

Yukaridaki kogulu saglayan bir a elemanina A'nin yogunlagma ya da
limit noktast denir. Limit kavramini ele almadan 6nce yogunlagsma noktasi
kavramina goz atalim.

4.2 Yogunlagsma Noktasi
A CR veaé€ R olsun. Eger her § > 0 icin,
(a=d,a+0d)n(A\{a}) #0

ise a’ya A'nin yogunlasma noktasr ya da limit noktas: ad1 verilir.

a—o a+d

A’nm yogunlagma noktasi A’da olabilir de olmayabilir de. Ornekler agagida.

Ornekler

4.1. Z’nin yogunlagma noktas1 yoktur.

4.2. Eger r # 0 ise rZ’nin yogunlagma noktas1 yoktur.

4.3. Sonlu bir kiimenin yogunlagma noktasi yoktur.

4.4. (0,1) agik araliginin yogunlagma noktalar: kiimesi [0, 1] kapali araligidir.

4.5. [0,1] kapali araligimin her noktasi kendisinin bir yogunlagma noktasidir. Bu kiimenin
bagka da yogunlagma noktasi yoktur.

4.6. (0,1) U (1,2) kiimesinin yogunlagma noktalar: kiimesi [0, 2] kapali araligidir.
4.7. Q kiimesinin yogunlagma noktalar: kiimesi R’dir.
4.8. R\ Q kiimesinin yogunlagma noktalar1 kiimesi R’dir.
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Alistirmalar
49. A={1/n:n=1,2,3,...} ve AU {0} kiimelerinin tek bir yogunlagma noktas1 vardir:
0. Kanitlaymn.

4.10. Eger her kesirli say1 bir kiimenin yogunlagma noktasiysa, her gercel sayinin bu kiimenin
bir yogunlagsma noktasi oldugunu kanitlayin.

4.11. Eger B, A'nin yogunlagma noktalarindan olugan kiimeyse, B’nin her yogunlagma nok-
tasinin B’de oldugunu kanitlayin.

4.12. {1/n+1/m:n, m € N\ {0}} kiimesinin yogunlagsma noktalarinin 0 ve bir n € N\ {0}
sayisi i¢in 1/n bigiminde yazilan sayilar oldugunu kamtlayn.

Eger A iistten simirh degilse, bazen oco’un A’nin bir “yogunlagma noktas1”
oldugunu séylemek igsimize gelecek. Benzer sekilde eger A alttan siirh degilse,
—oo’un A’'nin bir “yogunlagma noktasit” oldugunu séyleyecegiz.

Yogunlagma noktasi kavrami analizin en 6nemli kavramlarindan biridir.
Tleride daha sik sézedecegiz bu kavramdan. Okurun kavrami daha iyi hisset-
mesi ic¢in, yogunlagma noktalariyla ilgili, yakin zamanda ihtiyacimizin olma-
yacagl onemli bir sonug kanitlayalim.

Onsav 4.1. a’mn A'nin bir yogunlasma noktasr olmasy icin gerek ve yeter
kosul, A’da a’ya yakinsayan ve terimleri birbirinden farkly olan bir dizinin
bulunmasidar.

Kanit: (=) Eger a = +oo ise kamit kolay. Bundan boyle a € R varsayimin
yapalim. Demek ki her pozitif n dogal sayis1 igin,

Ap=(a—1/n,a+1/n)N(A\ {a})

olsun. A, sonsuz bir kiimedir, ¢iinkii aksi halde a yogunlagsma noktasi ola-
mazdi. Her A,, kiimesinden bir x,, elemam alalim. O zaman elbette

lim z, = a

n—oo
olur. Ama (zy,), dizisinin terimleri birbirinden farkli olmayabilir. Bunu engel-
lemek icin A, ’nin sonsuz oldugunu kullanalim: A,’den eleman sececegimize
Ap\ {ao,...,an—1} kiimesinden bir eleman segelim.

xn
A 1 { a 1
A%

a—1/n a+l/n

Soyle de kanitlayabiliriz. Her n > 0 igin,

|zn, — al

0<]xn+1—a]< 5
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esitsizliklerini saglayan x, € A elemanlar1 bulabiliriz. Bunu s0yle yapariz:
xo € A herhangi bir eleman olsun. x,, sayilarini tiimevarimla bulacagiz. x,, 'nin
bulundugunu varsayalim. 0 = |z, — a|/2 olsun. Timevarim varsayimindan
dolay1 § > 0 olur. a, A kiimesinin bir yogunlagsma noktasi oldugundan,

(a—d,a+ )N (A\{a}) #0

olur. Simdi z,4+1 elemanini bu kiimeden segelim. Istedigimiz kosul saglanir.
Tiimevarimla, her n > ¢ igin,
|z —al

oan—i
esitsizligi kolaylikla kanitlanir. Buradan x,,’lerin birbirinden farkli oldugu an-
lagilir. Ayrica, ¢ = 0 igin,

0<|zp—al <

o — a
o<l < 2=
elde edilir. Demek ki,

lim z, = a
n—o0

olur.
(<) Simdi A’da a’ya yakinsayan ve terimleri degisik olan bir dizinin var-
higini varsayalim. Boyle bir (z,,), dizisi alahm. § > 0 herhangi bir say1 olsun.

(a—96,a+0d6)N(A\{a})

kiimesinin bog olmadigin kanitlamamiz gerekiyor. Ama bu kiimede (z,,), di-
zisinin bir terimi olmali! Onsavimiz kanitlamigtir. g

Alstirma 4.13. S C R, tstten smirh ve yogunlagsma noktasi olan bir kiime olsun. £(.5),
S’nin yogunlagma noktalarindan olugan kiime olsun. £(S) nin iistten sinirh oldugunu goste-
rin. sup £(S) € L(S) igindeligini kanitlaym; yani sup £(S) nin S’nin en biiyiikk yogunlagma
noktasi oldugunu kanitlayin.

4.3 Nihayet Limit Tanimi

Simdi artik limit kavraminin matematiksel tanimini verebiliriz.

Tanim: A C R bir gercel sayilar kiimesi olsun. a € R, A’'nin bir yogunlagma
noktasi olsun. b € R olsun. Ve nihayet f : A — R bir fonksiyon olsun. Eger
her € > 0 igin,

(a—96,a+d6)N(A\{a})

kiimesinin her x elemaninin,

[f(z) = b <e
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esitsizligini sagladigr (kiimeden segilen z’ten bagimsiz) bir § > 0 sayis1 varsa,
o zaman, “z, a’ya giderken f(x)’in limiti b’dir” ya da “f(z)’in a’da limiti
b’dir” denir. Yani x, a’ya giderken f(x)’in limitinin b olmasi i¢in, her pozitif €
say1s1 icin Oyle bir pozitif § sayis1 olmal ki,

z€(a—d,a+0)N(A\{a})

kogulu,
[f(z) —b| <e

esitsizligini gerektirmeli.
Bu kogul daha simgesel olarak goyle yazilir:

Ve>030>0Ve e A(0< |z —al<d— |f(x) b <e).

Bir noktanin altim ¢izmek gerekir: “z, a’ya giderken” demek, “x, a’ya ¢ok
yaklagirken ama x, a’ya egit olmadan a’ya yaklagirken” demektir; ¢iinkii f
fonksiyonu a’da taniml olmayabilir (olabilir de ama olmayabilir de).

Ornek 4.14. Ornegin a=0ve

_expx—1

fla) = ———

olabilir. Bu &rnekte f fonksiyonu 0’da tanimlh degildir, ama gorecegimiz iizere 0’da limiti
vardir ve bu limit 1’dir. Bunu kamtlamak igin 6nce f(x)’i bir kuvvet serisi olarak bulalim.
Eger x # 0 ise

exprl:Zfioxl/i!fl:Zzlxl/i!:ixl.'*l i .xz 1+x+£2+
x x x —~ i — (i+1)! 3!

olur. z = 0 ise en soldaki ifadenin (f fonksiyonunun yani) neye esit oldugu anlamsiz bir

soru, ¢linkii z = 0 igin ifade (fonksiyon) tamiml degil. Ama sagdaki ifadeyi z = 0 igin

degerlendirebiliriz ve 1 buluruz. Buradan, =, 0’a giderken soldaki ifadenin limitinin 1 oldugu

tahmin edilebilir ve nitekim 6yledir de. Bunu kamtlayalm. ¢ > 0 olsun. Oyle bir § > 0

bulacagiz ki, eger 0 # |z| < § ise

expxr — 1

|f(z) = 1] =

—1‘<6

olacak. Bu son esitsizligin gecerli olmasi igin z’in ne kadar kiigiik olmasi gerektigini bulalim.
Yukaridaki hesaplardan,

2]~
+ HZ (1 +1)!
|:c@2+2 <o ';Z — lo]explal

gikar. En sondaki ifadeyi €’dan kii¢iik yapmaliyiz. Bulmakla miikellef oldugumuz §’y1 1’den
kiigiik almaya sozverirsek, exp fonksiyonu artan oldugundan, exp |z| < expl = e ve do-
layisiyla

exprl ‘

expx — 1

- 1\ < Jolexplal < Jole
X
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olur. Demek ki en soldaki ifadenin e’dan kiigiik olmasi igin bir de ayrica
€
x| < -
e

olmali. Simdi § = min{1, e/e} olsun. Yukaridaki hesaplardan goriilecegi lizere eger |z| < &
ise,
expxr — 1

—1‘<|w\e§56:6
e

olur.
Ornek 9.4’te bu limiti ¢ok daha teorik bir kapsamda diigiinerek bulacagiz.

Alstirmalar
4.15. Asagidaki limitleri kanitlayin:
sinx 1—cosxz 1

=1, imcosz=1, lim —— = —.
x—0 x—0 1‘2 2

lim sinz = 0, lim
x—0 xr—00 €T

4.16. sinx, cosx ve exp x’in kuvvet serisi olarak acilimlarina bakarak yukaridaki aligtirmalara
benzer aligtirmalar bulun.
Simdi limitin -oldugunda, limit olmayabilir ¢iinkii- tek oldugunu kanitla-
yalim:

Onsav 4.2. z, a’ya giderken bir fonksiyonun limiti en fazla bir sayr olabilir.
Yani x, a’ya giderken bir fonksiyonun iki farkl limiti olamaz.

Kanit: f : A — R bir fonksiyon ve a € R, A'nin bir yogunlagma noktasi
olsun. Diyelim x, a’ya giderken f’nin limiti hem b hem de ¢ oluyor ve b # c.
Kamtin anafikri su: z, a’ya ¢ok yakinken, f(x) hem b’ye hem de c’ye yakin
olamaz. Nitekim ¢ = |b — ¢|/2 > 0 olsun. d, ve . pozitif sayilari, her z € A
icin,

O0<|z—a|l<dhp—|f(x)—b <e
ve

0<l|r—al<d.—|f(x) —c| <e€

onermelerini saglasinlar. § = min{dy, d.} olsun. a, A’nin bir yogunlagma nok-
tast oldugundan, A’da 0 < |z — a| < ¢ esitsizliklerini saglayan bir x vardir. O
zaman,

b—c| =[(b—f(z))+ (f(x) =)l < [b—f(@)[+[f(z) —c] <ete=2e=[b—]
olur ve bu bir celigkidir. O

Yukaridaki 6nsav sayesinde, z, a’ya giderken f(z)’in limiti b ise, b’nin bi-
ricik oldugunu biliyoruz; dolayisiyla, géniil rahathgiyla

lim f(z) =b

r—ra

yazabiliriz.
Boliimiin giriginde yaptigimiz tartigmadan su onemli sonug cikar:
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Teorem 4.3. f : A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. Eger a, A’min
bir yogunlasma noktast degilse, o zaman f, a’da streklidir. Eger a, A’mn bir
yogunlasma noktaswysa, f’nin a noktasinda strekli olmasi icin

lim f(2) = (a)
esitligi yeter ve gerek kosuldur. O

Bu teoremle birlikte okur Aligtirma 1.13’e bir defa daha bakmal.
Teorem 3.1’den ve Teorem 4.3’ten su sonuglar cikar:

Sonug 4.4. f: A — R bir fonksiyon ve a € A, A’nan bir yogunlasma noktas:
olsun. Asagidaki onermeler esdegerdir.

a. f, a noktasinda streklidir.

b. lim,_,, f(z) = f(a)

c. A'man a’ya yakinsayan her (xy)y, dizisi i¢in, im, o f(z) = f(a) esitligi
saglanmalidar. O

Sonug 4.5. f: A —> R bir fonksiyon olsun. Asagidaki onermeler esdegerdir.
a. f sureklidir.
b. A’min A’da olan her a yogunlasma noktas i¢in lim,_,, f(z) = f(a) olur.

c. A’nin bir elemanina yakinsayan A’nan her (xy,)y, dizisi i¢in,

lim f(zn) = f (nlin;o mn>

n—oo
esitligi saglanmalidur. O
Ornekler
4.17. Su formiille tanimlanan fonksiyona bakalim: f(z) = z;:ll. Ama bir fonksiyonu tanimla-

mak igin fonksiyonun kuralin1 vermek yetmez, bir de ayrica fonksiyonun tanim ve deger
kiimelerini de vermek gerekir. (Tamim kiimesi deger kiimesinden biraz daha 6nemli-
dir.) Bu formiille tanimlanan fonksiyonun tamm kiimesi 1’i igermeyen herhangi bir say1
kiimesi olabilir; ¢iinkii fonksiyon 1’de tanimli degildir. Biz, f fonksiyonunu R\ {1}’den
R kiimesine giden bir fonksiyon olarak gorecegiz. Bu fonksiyon ashinda (kesirli ifadeyi
sadelegtirerek), f(z) = x + 1 formiiliiyle de verilebilirdi (ama z # 1 koguluyla!) Fonksi-
yonun grafigi goyle:

by y=x+1
2¢ \
grafikte delik var
1
x
1
xr -1

fx= fonksiyonunun grafigi
x-1
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1 say1s1 R\ {1} kiimesinin bir yogunlagma noktasidir. Dolayisiyla, her ne kadar fonksiyon
1’de tamiml degilse de, x, 1’e giderken fonksiyonun limitini almaya caligabiliriz:
z? —

I =

L= lim (e + 1)

Sayfa 77’de altim ¢izerek sdyledigimizi animsayin: Bir noktanin altine ¢izmek gerekir:
“r, a’ya giderken” demek, “r, a’ya ¢ok yaklasirken ama x, a’ya esit olmadan, a’ya
yaklagirken” demektir; ¢inki f fonksiyonu a’da tanimly olmayabilir (olabilir de ama
olmayabilir de), yani a sayist f’nin tanym kiimesinde olmayabilir.
Nitekim burada a = 1 ve bu say1 f’nin tanim kiimesinde degil.
g(z) = = + 1 formiiliiyle tanmlanan ve R’den R’ye giden g fonksiyonu, polinomiyal bir
fonksiyon oldugundan, siireklidir. Dolayisiyla, Sonug 4.4’ gore, z, 1’e giderken g(x)’in
limiti g(1), yani 1 + 1 = 2’dir. Sonug olarak:

lim f(z) = lim(xz + 1) = lim g(z) = g(1) = 2.

z—1 z—1 z—1
Yukaridaki 6rnek belki kolaydi ve kolay bir 6rnegi biraz fazla ayrintisiyla aciklamig
olabiliriz. Ama bunun yararh olduguna inaniyoruz.

4.18. Asgagidaki limiti bu boliimde yaptiklarimizdan yararlanarak hesaplayalim:

lim P+ -6 i @=2@+3) . w43 243 5
es2x2 + 32— 10 a2 (z—2)(x+5) o2z +5 245 T

Bir bagka 6nemli nokta daha: Cogu zaman, yukaridaki 6rnekte oldugu gibi

bir fonksiyonun degil, bir ifadenin limiti alinir. Yani fonksiyonun tanim kiimesi
belirtilmez. Bu bazen soruna yol agabilir, ¢iinkii fonksiyonun limiti fonksiyonun

tanim kiimesine gore de degisebilir. Ornegin,

ozl 1 eger z >0 ise
| =1 eger x <0 ise

kuraliyla tanimlanmig bir fonksiyonun 0’daki limiti fonksiyonun tanim kiime-
sine gore degigir. Tanim kiimesi (—o0, 0) ise limit —1’dir, tamim kiimesi (0, co)
ise limit 1’dir, tanim kiimesi R\ {0} ise limit yoktur. Tanim kiimesi R\ (—1,1)
ise limitten s6z edemeyiz bile.

Bir polinom siirekli bir fonksiyon verdiginden, agagidaki sonuglar kolaydir.

Sonug 4.6. P(T') € R[T] bir polinomsa ve a € R ise, limy_,, P(x) = P(a)
olur. O

Sonug 4.7. P(T), Q(T) € R[T] iki polinomsa, a € R ise ve Q(a) # 0 ise, o
zaman

P(x) P(a)

lim

z=a Q(z)  Qa)
olur. O
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4.4 Limitin Aritmetigi

Bu altboliimde limit almayla toplama ve carpma gibi iglemler arasindaki ilig-
kileri irdeleyecegiz. Her sey diledigimiz ya da dilenmesi gerektigi gibi olacak,
lim f(2) + lim g(z) = lim (f(2) + g())
ve

(1im £(2)) (1im g(x)) = lim f(x)g(z)
gibi egitlikler, esitligin sol tarafindaki ifadeler anlaml olduklarinda, dogru ola-
caklar. (Bu, sag taraftaki ifade de anlamh olacak anlamina gelir.)

Not. Teorem 4.3’ten dolay1 f ve g fonksiyonlari, a’da siirekli oldugunda bu
esitlikler dogrudur elbet, ama bu esitlikler a noktasi f ve g’nin tamim kiime-
sinde olmasa da gecerlidir.

Altboliimiin devaminda devamlh ayni geyi tekrarlamamak igin su tanimlari
yapiyoruz: A C R, bir gercel sayilar kiimesi. a € R, A'min bir yogunlagma
noktasi ve f ve g, A’dan R’ye giden iki fonksiyon.

Teorem 4.8. Eger f ve g’nin a’da limitleri varsa o zaman f + g ve f - g
fonksiyonlarimin da a’da limitleri vardir ve

lim f(z) + lim g(z) = lim (f + g)(x)
ve

(1im £(2)) (1im g(x)) = Tim (f - g)()

egitlikleri saglanar.

Kanit: lim,_,, f(x) = b ve lim,_,, f(z) = ¢ olsun. Once daha kolay olan
toplamadan baglayalim. € > 0 verilmig olsun. b, f’nin a’da limiti oldugundan,
oyle bir §; > 0 vardir ki, (a — d1,a + 61) N A kiimesinin her z elemani

€

F@) =¥l < §

esitsizligini saglar. Ayrica ¢, g'nin a’da limiti oldugundan, 6yle bir d2 > 0
vardir ki, (a — d2,a + d2) N A kiimesinin her x elemani

€
J— <7
l9(a) —cl < 5

esitsizligini saglar. Simdi 6 = min{dy, 2} olsun. Elbette 6 > 0 olur. Simdi
(a —d,a + 6) N A kiimesinin her = elemamn igin,
(f(z) + 9(z)) = (0 + o) = [(f(x) = b) + (9(z) — )|
<|f(@) = bl + |g(z) — |
<e€/2+e€/2=¢

olur ve birinci egitlik boylece kanitlanmig olur.
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Ikinci Esitlik. Bu bizi birincisinden biraz daha fazla ugragtiracak. Resmi
kanit1 daha sonraya birakip tartigalim. € > 0 verilmig olsun. Oyle bir § > 0
artyoruz ki, eger |x — a| < ¢ ise,

[f(z)g(z) —be| <€

olsun. Bu |f(x)g(x) — bc| ifadesiyle oynayip

|[f(2)g(x) —be| <€

esitsizliginin gecerli olmasi i¢in z’in a’nin ne kadar yakininda olmas: gerektigini
bulalim. Bunun igin elbette a’da siirekli olduklarini bildigimiz f ve g fonksi-
yonlarini hesaplarin igine sokmaliyiz. Hesaplara baslayalim:

| (@)g(z) = be| = |f(x)g(x) — f(x)c+ fz)e - bel
<[f(x)g(x) — f(z)e| + | f(z)e = be]
=f(@)[lg(x) — ] + [f(z) = blle|.

En alttaki
|f(@)]|g(x) — c| + [f(z) — bl|c|

ifadesinin € sayisindan kiigiik olmasini istiyoruz. Toplanan iki terimin her birini
€/2 sayisindan kiiciik yapabilirsek o zaman toplam €’dan kiigiik olur. Ifadenin
sagmdaki |f(z) — b||c| terimi bu agidan bir sorun teskil etmiyor, ¢iinkii ne
de olsa ¢, z’ten bagimsiz sabit bir say1 ve f’nin a’daki limiti b oldugundan,
| f(z)—0b| sayisi1 51 den kiigiik olacak bigimde segebiliriz; o zaman, | f(x)=b||c|
terimi de §’den kiiciik olur. (Eger ¢ = 0 ise, ¢/2c diye bir sey yoktur ama eger
¢ = 0 ise en sagdaki ifade zaten kaybolur. Eger ¢'nin 0 olup olmamasiyla
ugragmak istemiyorsak, yukarida merkezlenen ifadede |c| yerine |¢|] +1 > 0
say1sini koyup, i | f(x) —b| sayis1 m’den kiiciik olacak bicimde secebiliriz.
Birazdan akil yiirtitmelerimizi 6zetledigimizde aynen bunu yapacagiz.) Sagdaki
|f(x)]|g(x) — ¢| terimi daha problematik ¢linkii, |g(x) — |'yi kii¢iiltmemize
ragmen, x degistikge |f(x)| sayis1 sinirsiz bilyiirse ¢arpim ¢ok kiigiik olmaya-
bilir. Demek ki f(z)’in ¢ civarinda simirl oldugunu kamtlamaliyiz. Once bunu

kanitlayalim, daha sonra teoremin resmi kanitini veririz.

Teorem 4.9. Eger f’nin a’da limiti varsa o zaman f, a’nin bir komsulugunda
sarldir; yani oyle 6 > 0 ve M sayilary vardr ki, ejer © € (a — d,a+ )N A
ise, |f(z)] < M olur.

Kanit: lim,_,, f(z) = b olsun. Limitin taniminda ¢ = 1 alalim. Dolayisiyla
Oyle bir 6 > 0 sayis1 vardir ki, eger z € (a —9d,a+ )N Aise, |f(z)—b] <e=1
yani b — 1 < f(x) < b+ 1 olur. Eger M = max{|b — 1|,[b + 1|} ise, bu
soyledigimizden |f(z)| < M cikar. O
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Boylece Teorem 4.8’in kanmit1 biter. Biitlin bu yaptiklarimizi toparlayip
daha diizgiin bir bicimde yazalim:

Teorem 4.8’in Ikinci Kisminim Resmi Kaniti: ¢ > 0 verilmis olsun.
a. lim,_,, f(z) = b oldugundan, &yle bir pozitif 6; > 0 sayis1 vardir ki, eger
x € (a—6d1,a+61) N A ise,

€

|f(x)—b|<m

olur. Dolayisiyla bu durumda,

(1) (@) = blle] < grylel =

olur.
b. Ayrica, gene lim,_,, f(x) = b oldugundan, Teorem 4.9’a gore, dyle dy > 0
ve M > 0 sayilar1 vardir ki, eger = € (a — d2,a + d2) N A ise,

(2) [f(x)] < M

olur.
c. lim,_,, g(x) = ¢ oldugundan, Gyle bir pozitif d3 > 0 sayis1 vardir ki, eger
z € (a—0d3,a+ d3) N A ise,

3 _

3) o) — el < 5o
olur.

d. Simdi 6 = min{d;,d2,93} > 0 ve x € (a — d,a + ) N A olsun. O zaman
(1, 2, 3) esitsizliklerinden dolay,

[f(@)g(x) = be| = |f(z)g(x) — f(z)e+ f(z)e = bel
<|f(x)g(x) = f(z)e| + [f(x)c - be]
= |f(@)llg(x) — CI+|f( ) = bll¢]

olur. Teorem 4.8 kanitlanmigtir. U

Sonug 4.10. Eger f’nin a’da limiti varsa ve r € R herhangi bir gercel sayysa,
o zaman rf fonksiyonunun da a’da limiti vardir ve

lim rf(x) = r lim f(x)

Tr—ra r—ra

esitligi saglanar.
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Kanit: Teorem 4.8’de g(z) = r alarak ¢ikar. Bir baska kanit:

lim f(z) =0

r—a

olsun. Eger r = 0 ise her sey ortada. Bundan béyle r’nin 0 olmadigini varsa-
yalim. Limitin tanimina gore, 6yle bir § > 0 vardir ki, her z € (a—d,a+9J)NA
icin
€
[f(z) —b] < —

7]

olur, demek ki,
€
rf(@) —rb| = |r|[f(x) —b] < WW =e

olur. O

Bu sonucun bariz bir sonucu:

lim (—f()) = — lim f(2);

r—a r—a

tabii eger sagdaki ifadenin anlami varsa, yani sagdaki limit varsa.

. 2
Ornek 4.19. limg,_,o ( 2?+2—6 ) .

z24+32—10

Kamnit: Ornek 4.18 ve Teorem 4.8’den dolay1 sonug (5/7) = 25/49 bulunur. O

Teorem 4.8’ benzer bir sonug 1/f fonksiyonu igin de gegerlidir:

Teorem 4.11. Eger lim,_,, f(z) varsa ve 0 degilse o zaman limg,_,q 1/ f(x)
limiti de vardwr ve

. 1 1

im = —

a—=a f(x)  limgg f(2)

esitligi gecerlidir.
Bu teoremi kanitlamadan 6nce Teorem 4.9’un bir benzerini kanitlamaliyiz.

Teorem 4.12. Eger f : A — R fonksiyonunun a’da limiti varsa ve bir ¢ € R
igin, lim,_,, f(x) > ¢ oluyorsa, o zaman dyle bir 6 > 0 saysy vardur ki, her
z € (a—0d,a+0)NA\A{a} i¢in f(z) > c olur.

Kamit: lim, ,, f(x) = b > ¢ olsun. € = b — ¢ > 0 olsun. O zaman &yle bir
0 > 0 vardir ki, eger z € (a —d,a+0) N A\ {a} ise,

[f(x) =0 <
yani —e < f(z) —bvec=b—¢e < f(x) olur. O

Elbette benzer teorem “<” esitsizlik imi i¢in de gecerlidir.
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Teorem 4.11’in kanitinda yukaridaki teoremi ¢ = 0’a uygulayacagiz.

Teorem 4.11’in Kaniti: lim,_,, f(x) = b olsun. Sonug 4.10’a gore, gerekirse
f yerine —f alarak, b’nin pozitif oldugunu varsayabiliriz. ¢ > 0 olsun.

a. lim, 4 f(z) = b > b/2 oldugundan, Teorem 4.12’ye gore Gyle bir 3 > 0
vardir ki, eger x € (a — 01,4+ 1) N A\ {a} ise,

b

f(l")>§

olur.

b. Ote yandan, lim,_,, f(z) = b oldugundan, Syle bir s > 0 says1 vardir ki,
eger x € (a — d2,a + 02) N A\ {a} ise,

@) -1 < 2

olur.

Simdi § = min{d;, d2} olsun. Elbette 6 > 0 olur. Eger
rze€(a—d,a+d)NA\{a}
ise, yukaridaki iki paragrafi kullanarak,

‘1 1‘_!b—f(w)| b= f@)] _ ez

f@) bl Dllf@)] b%/2 /2

buluruz. O

4.5 Siralama ve Limit

Bir 6nceki altboliimde siralamayla ilgili bir sonug kanitladik, daha dogrusu ka-
nitlamak zorunda kaldik: Bu boliimde de yardimimiza yetigecek olan Teorem
4.12’yi kamitladik. Bu boliimde Teorem 4.12’ye esitsizlikle ilgili bagka sonuclar
ekleyecegiz.

fs g, A ve a, bir 6nceki bolimdeki gibi olsun: A C R, a € R sayis1 A'nin
bir yogunlagma noktasi ve f, g : A — R iki fonksiyon. Eger bir § > 0 i¢in her
z € (a—4d,a+0)N A elemanm

flz) <g(x)

esitsizligini sagliyorsa, o zaman “a’nin bir komsulugunda f < ¢” denir.
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Teorem 4.13. Eger lim,_,, f(x) ve lim,_q g(x) varsa ve a’nin bir komsulu-
gunda f < g ise o zaman,

lim f(z) < lim g(x)

T—a r—a

olur.

Kanit: a’nin bir komsgulugunda f < ¢ oldugundan, tamim geregi, 6yle bir
91 > 0 sayist vardir ki, her z € (a — d1,a+ 01) N A\ {a} i¢in

fz) < g(x)
olur.
lim f(z) =bve lim g(z) = ¢
olsun. b < c esitsizligini géstermek istiyoruz. Bir an igin, b > ¢ varsayimini

yapalim.
_b+tec

d
2

olsun. O zaman,
limg(zx) =c<d<b= hl)nf(:c)

Tr—a
olur. Teorem 4.12’ye gére, Gyle bir do > 0 sayisi vardir ki, eger
x € (a—0d02,a+02)NA\{a}
ise,
d < f(z)

olur. Gene Teorem 4.12’ye gore (daha dogrusu Teorem 4.12’nin bir benzerine
gore), Oyle bir 3 > 0 says1 vardir ki, eger x € (a — d3,a + d3) N A\ {a} ise,

g(z) <d

olur.

Simdi § = min{dy, d2,d3} ise, her z € (a —§,a+ ) N A\ {a} igin
f(@) >d>g(x)
olur. Buda z € (a —d,a+ )N A\ {a} iken f(x) < g(x) gergegiyle celigir. O

Teorem 4.14 (Sandvi¢ Teoremi). h, A’da tanvmb ve gercel saylarda deger
alan bir fonksiyon olsun. Eder

lim f(z) ve lim g(x)

limitleri varsa ve egitlerse ve a’mn bir komsulugunda f < h < g ise o zaman,
lim f(z) = lim h(z) = lim g(z)

olur.
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Kanit: Eger lim,_,q(h(z) — f(z)) limiti oldugunu ve bu limitin 0’a esit oldu-
gunu gosterirsek, o zaman

h(z) = (h(z) — f(z)) + f(x)
oldugundan, Teorem 4.8’e gore, lim,_,, h(x) limiti vardir ve

lim h(z) = lim (h(x) — f(z)) + lim flx) =0+ lim f(z) = lim f(z)

r—a T—ra r—ra

olur. Demek ki

lim (g(z) — f(z)) =0

r—a

esitliginden ve a’nmin bir komsulugunda
O<h—-f<g-f
esitsizliklerinden hareketle

lim (2 (z) — f(x))

T—a

limitinin oldugunu ve bu limitin 0’a esit oldugunu kanitlamamiz gerekiyor.
Biitiin fonksiyonlar1 —f ile Gteleyerek f = 0 varsayimini yapabiliriz. Bu
varsayimla
lim g(z) = lim f(z) =0

r—a T—ra

olur ve amacimiz

lim h(z) =0

rT—a

esitligini gostermeye dontisiir. Bu amacla rastgele bir € > 0 sayis1 alalim.
lim,_,, g(z) = 0 oldugundan Gyle bir ; > 0 vardir ki, (a—d1, a+01)NA\{a}
kiimesindeki her = elemani icin,

—e<g(x)<e

esitsizlikleri saglanir.
a’nin bir komgulugunda 0 < h < g oldugundan 6yle bir d2 > 0 sayis1 vardir
ki, (a — d2,a + 02) N A\ {a} kiimesindeki her z elemani igin,

0 < h(x) < g(x)

esitsizlikleri saglanir.
Simdi § = min{d;,d2} olsun. Elbette 6 > 0 olur. ¢’nin segiminden dolay1
her x € (a — d2,a + d2) N A\ {a} elemamn igin,

0 < h(x) <g(z) <e,

yani —e < h(z) < € saglanir. Boylece lim,_,, h(z) = 0 esitligi kamtlanmig
oldu. g



88 4. Limit

Sonug 4.15. Yukaridaki varsayimlara ilaveten a = sup A ve f’nin sinarh
oldugu varsayvmini yapalim. Eger f artansa lim,_, f(z) = sup f(A), eger f
azalansa limg_,, f(z) = inf f(A) olur.

Kanit: Sonucu artan fonksiyonlar igin kanitlamak yeterli. b = sup f(A) ol-
sun. Teorem 4.13’i g(x) = b sabit fonksiyonuna uygularsak lim,_,, f(z) < b
esitsizligini elde ederiz. Simdi rastgele bir ¢ < b = sup f(A) sayis1 alalm. O
zaman bir d € A icin ¢ < f(d) olur. Ayrica f artan oldugundan A’daki her
x > digin ¢ < f(x) olur. Teorem 4.13’1i bu sefer AN (d, co) kiimesi tizerinde
tamimlanmig g(x) = ¢ sabit fonksiyonuna uygularsak ¢ < lim,_,, f(x) elde ede-
riz. Bu esitsizlik her ¢ < b igin dogru oldugundan, b < lim,_,, f(z) esitsizligini
buluruz. O

Ornek 4.20. X CRve f: X — [—1,1] bir fonksiyon olsun. Mesela f, Ornek 1.36°daki
gibi bir fonksiyon olabilir. g(z) = xf(z) tamimim yapalim. Her x € X igin,

—lz| < |g(x)] < ||

oldugundan, sandvig teoremine gore limz——o g(z) = 0 olur.

Alistirmalar

4.21. Eger lim; ., f(x) varsa o zaman limg_,q | f(2)| limitinin de oldugunu ve
lim |£(2)] = |lim f(2)|
Tr—a r—a

egitliginin gegerli oldugunu kanitlayin.

4.22. limyq | f(z)| = 0 ile limy—q f(z) = O esitliklerinin egdeger olduklarimi kamtlayn. (Bi-
rinin limiti varsa ve 0’a egitse, digerinin de vardir ve o da 0’a esittir.) Ama egdegerligin
0 disinda bir say1 ig¢in dogru olmadigini bir kargiérnekle gosterin.
4.23. (an)n ve (bn)n iki yakinsak dizi olsun. lim, oo by = 0 olsun. (¢n)n, terimleri her n igin,
an —bn <cn < an+bn

esitsizligini saglayan bir dizi olsun. O zaman lim,,_, o ¢, = lim,—, o0 ar esitligini kanitla-
yin.

4.6 Bilegske ve Limit

Bu altboliimde, limit ile fonksiyonlarin bilegkesi arasindaki iligkiyi irdeleyece-
giz.

Teorem 4.16. A, BCR,a,beR, f:A— Rwveg: B— R olsun. Ayrica
f(A) C B, limgq f(z) = b ve f’nin a’nan bir komsulugunda birebir oldugunu
varsayalm!. Eger lim, ., g(x) = c ise

lim g(f(z))

T—ra

limiti vardwr ve c’ye egittir.

'Kamttan da anlasilacag {izere, eger f, a’nm bir komsulugunda en fazla bir defa b degerini
aliyorsa da teorem gegerlidir.
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Kanit: € > 0 olsun. lim,_,; g(x) = ¢ oldugundan, Gyle bir é; > 0 vardir ki her
x € (b—01,b461) N B\ {b} icin,

g(z) € (c—€,c+e)

olur. Ayrica lim,_,, f(z) = b oldugundan, 6yle bir 6 > 0 vardir ki her z €
(a—d,a+ )N A\ {a} igin,

f(x) S (b— (51,b+ 51)

olur. f, a’min bir komsulugunda birebir oldugundan, f, a’nin bu komgulugunda
b degerini en fazla bir kez alabilir. § > 0 saywsini, z € (a — §,a+ )N A\ {a}
ise f(x) # b olacak kadar kiigiik segebiliriz. Simdi x € (a — d,a 4+ 6) N A\ {a}
ise, once,

f(z) € (b—01,b+ 1) N B\ {b}

olur; sonra da, ilk paragraftan dolay:

g9(f(x)) € (c—€c+e)
olur. Kanitimiz tamamlanmistir. O

Teorem 4.17. A, BCR,a,beR, f: A—Rveg: B—> R olsun. Ayrica
f(A) C B wve limy_,, f(x) = b ve g fonksiyonu b’de sirekli olsun. O zaman

lim g(f(z)) = g(b)

r—a

olur.

Kanit: g stirekli oldugundan, lim,_,, g(f(z)) = g(limy—, f(z)) = g(b) olur.
|

Alistirmalar
4.24. Limit tanmimini uygulayarak, lim,_,3(4z — 5) = 7 esitligini kanitlayin.
4.25. limg—2(3x% + 4z — 5) limitini bulun.
4.26. lim, 2 5= = 3 esitligini kanitlaym.

4.27. lim,_,3 =22 4243 Jimitini bulun.
_ T +2 eger x> 3ise
4.28. f(x) = { dr+1 eger x < 3ise

4.29. Agagidaki limitleri bulun.

olsun. limg_,3 f(x) limitini bulun.

limw_2 lim2m2_8 im r+2
z2x+4" a>2 x—4 25024 4x — 22’

i 222 — 3z — 35 lim z3 + 922
z—5 x—5 " a—»—-3 23 + 822 —4x — 57

4.30. a > 0 olsun. lim; .o 7””90_‘/5 limitini bulun. ¢ = 0 ise limit var midir?
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4.31. limg_0 % = 2 egitligini kanitlaymn.
4.32. limy—o ZPE2=L limitini bulun.

4.33. limg_so % = % esitligini kanitlayin.

Cauchy-Siirekli Fonksiyonlar. Cauchy dizilerini Cauchy dizilerine gotiiren bir
fonksiyona bazen Cauchy-stirekli denir. Eger X # R ise, siirekli fonksiyonlar Cau-
chy-siirekli olmayabilirler. Ornegin Ornek 1.9’daki fonksiyon stireklidir ama Cauchy-
siirekli degildir. Ote yandan X = R ise Cauchy-siirekli bir fonksiyon siirekli olmak
zorundadir.

Teorem 4.18. Cauchy-strekli bir fonksiyon streklidir.
Kamt: Nitekim, eger (z,), dizisi z’e yakimsiyorsa, bir Cauchy dizisidir. O zaman,
Zo, T, T1, T, Ta, T, T3, T, Tq, - ..
dizisi de Cauchy’dir ve limiti x’tir. f fonksiyonu Cauchy-stirekli oldugundan,
f(@o), f(x), f(x1), f(=), f(xs), f(2), fza), fl), ...
dizisi Cauchy’dir. i¢inde sabit f (z) dizisi barindirdigindan, bu Cauchy dizisi f(z)’e

yakinsar. Demek ki f(z)’e yakinsayan bu dizinin bir altdizisi olan (f(zy,)), dizisi de
f(z)’e yakinsar. Teorem 4.3’e gore f siireklidir. O



5. Limit Uzerine Daha Fazla

5.1 Sagdan ve Soldan Limit

Ornek 1.8%¢ bir daha bakalim:

| 1 egerxz>0ise
fx) = { 0 eger x < 0 ise.

Bu fonksiyonun grafigi soyle:

Fonksiyon 0’da stirekli degil ama belli ki bu fonksiyon 0’da o kadar da kot dav-
ranmiyor; fonksiyon 0 dolayinda soldan 0’a sagdan da 1’e yakinsiyor... Bu
sOyledigimizi birazdan matematiksellestirecegiz.

Ote yandan, kesirli sayilarda 1 degerini alan, kesirli olmayan sayilarda
0 degerini alan fonksiyon, 0’da (ve diger noktalarda da) stirekli olmamakla
kalmiyor, bir 6énceki fonksiyondan ¢ok daha vahsice davraniyor.

Bu boliimde, ilk 6rnegimizde oldugu gibi, belki siireksiz ama gene de stirek-
siz oldugu noktalarda ele avuca gelen fonksiyonlarla ugrasacagiz.

Grafigi asagida olan fonksiyonu ele alalim. Fonksiyon belli ki a noktasinda
stirekli degil, ¢linkii x, a’ya giderken f(z) kah b’ye kah c¢’ye yakin oluyor. Daha
dogrusunu soyleyelim: z, a’ya soldan yaklagirken f(z), b’ye yaklagiyor ama z,
a’ya sagdan yaklagirken f(x), ¢’'ye yaklagiyor. Buradan f(z)’in bir soldan bir de
sagdan olmak tizere iki limiti oldugu diigiincesi dogabilir. Nitekim bu 6rnekte
f’nin bir sol limiti bir de sag limiti vardir.
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Matematiksel tanimi yapmaya galigalim: A C R bir gercel sayilar kiimesi
ve a € R, A’nin bir yogunlagma noktasi olsun. Ayricab € Rve f: A — R bir
fonksiyon olsun. Eger her € > 0 i¢in, (a — d,a) N A kiimesindeki her x sayisinin

|[f(z) —b <e

esitsizligini sagladig bir § > 0 varsa, o zaman, “z, a’ya soldan giderken f(x)’in
limiti b’dir” ya da “f(z)’in a’da soldan limiti b’dir” denir.

Ama bu tanimda bir gey eksik. Ciinkii a, A'min bir yogunlagma noktasi
olabilir ama pozitif bir § i¢in (a — §,a) N A kiimesi bogkiime olabilir ve bu
durumda her b sayisi f'nin a’da soldan limiti olur. Bunu kabul edilemez bir
durum olarak addettigimizden a ile A arasindaki iligkiyi diizeltmeliyiz.

Eger her § > 0 sayist i¢in (a — d§,a) N A # () oluyorsa, bu durumda a’ya
A’nin soldan yogunlasma noktas: diyelim. Bir bagka deyisle, eger a noktasi
(—o0, a) N A kiimesinin yogunlagma noktasiysa, a’ya A'nin soldan yogunlagma
noktasi denir. Bu da, kolayca goriilecegi iizere

sup((—oo, a)NA) =a

esitligine denktir. Benzer sekilde sagdan yogunlasma moktasy tanmimlanir;
ama sagdan yogunlagma noktasi bu sefer

inf((a, c0)NA)=a

esitligini saglar. Ornegin 1 sayis1 (0,1) arahgimn soldan bir yogunlagma nok-
tasidir ama sagdan bir yogunlagma noktasi degildir. 0, 1, 3 ve 4 noktalar1

(0,1)uU(1,2)U(3,5)

kiimesinin sagdan yogunlagsma noktalaridir; 1 ve 4 aymi zamanda soldan yo-
gunlagma noktalaridir.

A’nin sagdan yogunlagma noktalari

N

A’nin soldan yogunlagsma noktalari
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Her soldan (ya da sagdan) yogunlagma noktasi bir yogunlagma noktasidir
ama bunun tersi dogru degildir.
Simdi tanim verebiliriz:

Tanim: A C R bir gercel sayilar kimesi olsun. a € R, A’nwn soldan bir
yogunlasma noktasy olsun. b € R olsun. Ve nihayet f : A — R bir fonksiyon
olsun. Eger her € > 0 i¢in, (a — d,a) N A kimesinin her x elemaninin

[f(z) —b] <e
esitsizligini sagladuge bir § > 0 sayist varsa, o zaman, “x, a’ya soldan giderken
f(x)%in limiti b’dir” ya da “f(z)’in a’da soldan limiti b’dir” denir.

Yani z, a’ya giderken f(z)’in soldan limitinin b olmas: i¢in, her € > 0 says1
icin Oyle bir 6 > 0 sayis1 olmali ki,
ze€(a—da)NA

kosulu,

[f(z) —b] <e

esitsizligini gerektirmeli. Bu kosul daha simgesel olarak goyle yazilir:
Ve>036>0Vee A(0O<a—x<d—|f(z)—b <e).

Sagdan limit benzer gekilde tanimlanir.
Sagdan ve soldan limitler daha 6nce gordiigiimiiz limit kavramindan pek
degisik kavramlar degildirler. Nitekim su teorem dogrudur:

Onsav 5.1. ACR, a,beR ve f: A— R yukardaki tanvmdaki gibi olsun.
Herhangi bir o > 0 sayise segelim. g fonksiyonu f fonksiyonunun (a—o,a)NA
kiimesine kisitlanmast olsun. O zaman, “x, a’ya soldan giderken f(x)’in limiti
b’dir” énermesiyle lim,_,, g(x) = b dnermesi esdejer onermelerdir.

Ayrica eder a, A’'min sagdan bir limit noktasy degilse, “x, a’ya soldan gi-

derken f(x)’in limiti b’dir” énermesiyle lim,_,, f(x) = b onermesi esdeger
onermelerdir.
Kanit: Bariz. O

Yukaridaki sonug bize biiyiik bir rahatlik saglar. Normal limit i¢in ka-
nitladigimiz birgok sonucu boylece sagdan ve soldan limitlere genisletebiliriz.
Birazdan bir¢ok uygulama ornegi verecegiz.

Asagidaki 6nsav ve teoremlerde, aksi belirtilmedikce, bir f fonksiyonunun
a’da soldan limitinden s6z ediliyorsa, a’nin fonksiyonun tanim kiimesinin sol-
dan bir yogunlagma noktasi oldugunu varsayacagiz.

Onsav 5.2. Soldan limit varsa tektir.
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Kanit: Aynen Onsav 4.2 gibi. Okura alistirma olarak birakilmigtir. Onsav
5.1’den de hemen cikar. O

Onsav 5.2 sayesinde, z, a’ya soldan yaklagirken f(x)’in limiti varsa, bu
limiti,

lim f(x)

r—a~

olarak yazma hakkim kendimizde buluruz. Bu durumda, Onsav 5.1’deki ta-
nimla
lim f(z) = lim g(z)

T—a~ T—a
olur. Sagdan limit de

lim f(x)

r—a™t
olarak gosterilir.

Onsav 5.3 (Sandvig Teoremi). f, g ve h ¢ fonksiyon olsun. Tanwm kimele-
rinin kesigimine A diyelim. a sayist A’nin soldan yogunlasma noktasy olsun.
Eger f ve h'nin a’da soldan limitlert varsa ve bu limitler birbirlerine esitlerse
ve pozitif bir a sayse igin (a — a,a) N A kiimesindeki her x sayist,

f(x) < g(x) < h(z)

esitsizligini saghyorsa, o zaman g’nin de a’da soldan limiti vardir ve bu ¢
limit de birbirine esittir.
Kanit: Onsav 5.1°den ve oénceki sandvig teoreminden (Teorem 4.14) ¢ikar.
Dogrudan da kanitlayabiliriz: f ve h’nin a’daki soldan limitlerine b diyelim.
€ > 0 rastgele olsun. d; > 0 ve o > 0 sayilary, tamim kiimesindeki her x € A
icin,

0<a—z<d—|f(z)—b <e
ve

O0<a—x<dy—|h(z)—0b <e
onermelerini saglasin. 6 = min{c, d1,02} olsun. O zaman, 0 < a —x < J ise,

f(2) = b < g(x) — b < h(z) b,
dolayisiyla

l9(x) — b < max{h(z) —b,—(f(z) —b)} <e

olur. Kanit bitmistir. ]
Onsav 5.4. f’nin a’da sajdan limiti varsa, g(x) = f(—x) esitligiyle tanumla-
nan g fonksiyonunun —a’da soldan limiti vardwr ve iki limit birbirine egittir.

Kanit: Okura alistirma olarak birakilmigtir. O

Ayni 6nermeler sag ile sol terimleri degis tokus yapildiginda da gecerlidir
elbet.
Teorem 4.8’in analogu sag ve sol limitler i¢in de gecerlidir.
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Teorem 5.5. Eger f ve g'nin a’da sagdan (ya da soldan) limitleri varsa o
zaman f + g ve f - g fonksiyonlarmn da a’da sagdan (ya da soldan) limitleri
vardwr ve

lim f(z)+ lim g(z)= lim (f+ g)(x)

ve
(im s@) (1m o)) = tim (7-9)0)

egitlikleri saglanyr. Ayrica ejer r € R 1ise,

lim rf(z) =r lim f(x)
z—a™t z—at

olur.

Kanit: Onsav 5.1 ve Teorem 4.8’den cikar. Ikinci énerme icin Sonug 4.10
uygulanmali. O

Teorem 4.11’in muadili de ayni nedenden dogrudur:

Teorem 5.6. Eger lim,_,,+ f(z) varsa ve 0 degilse o zaman lim,_,,+ 1/ f(x)
limiti de varder ve

lim = !
z—at f(l)) a limg .+ f({L’)

egitligi gecerlidir. O

Teorem 5.7. a, f fonksiyonunun tanim kimesinin soldan ve sagdan yogun-
lasma noktasy olsun. f’nin a’da limiti olmast i¢in yeter ve gerek kosul, fonksi-
yonun o noktada soldan ve sagdan limiti olmasy ve bu limitlerin birbirine esit
olmalaridir. Ayrica bu durumda ¢ limit de birbirine esittir, yani

i f() = T f(2) = lim f(2)
olur.

Kanit: Fonksiyonun bir noktada limiti varsa, fonksiyonun o noktada soldan
ve sagdan limiti oldugu ve bu limitlerin egit oldugu tanimlardan dolay1 bariz.
Simdi fonksiyonun a noktasinda soldan ve sagdan limiti oldugunu ve bu li-
mitlerin egit olduklarini varsayalim. Sol ve sag limitlere b diyelim. Fonksiyonun
a’da limitinin b oldugunu kamtlayacagiz.
€ > 0 herhangi bir say1 olsun. b, f'nin soldan limiti oldugundan, 6yle bir
01 > 0 vardir ki, (a — 01, a) N A kiimesinin her = eleman

[f(z) —b] <e

esitsizligini saglar. Ayrica b, f'nin sagdan limiti oldugundan, Oyle bir d9 > 0
vardir ki, (a,a + d2) N A kiimesinin her x elemam

[f(z) —b] <e

esitsizligini saglar.
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Simdi 6 = min{dy, J2} olsun. Elbette § > 0 ve (a — §,a + ¢) N A kiimesinin
her x eleman: |f(x) — b| < € esitsizligini saglar. O

Ornek 5.1. Asagqidaki esitligi kanitlayin.

lim expr — 1 — 1.
x—0 T
Kamt: Kanittan 6nce kiigiik bir ayrint1: Burada limiti alinacak fonksiyonun tanim kiimesine
0’1 dahil etmemek gerek, ¢iinkii ifade 0’da tanimsiz. Limiti almak i¢in bir de 0’in tanim
kiimesinin yogunlagsma noktasi olmasi gerek. Tamim kiimesini R \ {0} alabiliriz 6rnegin.

Limiti alinacak ifadeyle oynayalim:

n

co " ] T [e5S] n—1
expr —1 Qo fr —1 n:lm_zx
T T T n!

n=1

En sagdaki ifadenin z, 0’a giderken limitini alacagiz. Dogrusu pek kolaya benzemiyor.
Neyse ki ifadenin soldan ve sagdan limitini alabiliriz. Once z’in pozitif oldugunu varsayalim.
O zaman,

expxr — 1 =gt = gt 2 2"
l<— =2 oy <Z(n_1)'zz [T eXpT
n=1 n=1 n=0
olur. Demek ki, > 0 oldugunda,
-1
1 p2 < expzT

elde ederiz. Arpa exp x, siirekli bir fonksiyon, dolayisiyla 0’da limiti var ve bu limit de exp 0’a,
yani 1’e egit. Onsav 5.3’e gore

lim &Py
z—0+ x
y = —x > 0 olsun.
expr —1 exp(—y)—1 ﬁ*l 1 expy-—1
T -y ) eXpy Y

esitliginden, Onsav 5.4’ten ve biraz énce yapilanlardan dolay:

lim m: lim Lw:lxlzl
z—0~ T y—0t eXpy Y
elde ederiz.
Teorem 5.7’ye gore, son iki sonuctan,
lim &P2 -1 _
z—0 X
egitligi elde edilir. (]
Alistirmalar
5.2. limp_0 w = exp x esitligini kanitlayin.
4r —2 eger x > 3 ise . _ . _
5.3. f(z) = { 9 +1 egerx <3 ise olsun. lim,_,5+ f(z) = 10 ve lim,_,5- f(z) = 7

esitliklerini kanitlayn.
5.4. lim,_, o+ I%I ve lim,_, - % limitlerini bulun.
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Eger A C R kiimesinin iistsinir1 yoksa, bazen, oo’'un A’nin soldan yogun-
lagma noktas1 oldugunu soyleme ihtiyacini hissedebiliriz. Benzer seyi altsiniri
olmayan kiimeler ve —oo i¢in de s6yleyebiliriz, ama bu sefer sagdan yogunlagma
noktasi sozkonusu olur elbette (bkz. sayfa 75).

5.2 Limitler ve Sonsuzlar

Bu altboliimde, iginde hem limiti hem de sonsuzlari barindiran kavramlardan
s0z edecegiz. Ornegin,

lim f(x) =, ilgif(x) =00 ve 3}1_}11010]0(3:) =00

T—r 00
gibi esitliklerin matematiksel anlamlarini verecegiz.

Ornek 5.5. Birinci duruma bir érnek verelim.

32 —4x+5

formiiliiyle tanimlanan fonksiyonu ele alalim. Bu fonksiyon her gergel say: igin tanimhdir.
x ¢ok ¢ok biiylidiigli zaman bu fonksiyonun degerleri ne olur? Biraz diigiiniince anlasgilacag:
tizere, & cok bilyiik oldugu zaman, 3z terimi paydaki

32° — 4z +5
terimine hitkmeder, yani = ¢ok biiyiik oldugunda, 3z%'nin yaninda
—4x +5

pek kiigiik kalir, esamesi bile okunmaz. Ornegin z = 1000 iken 3z? sayis1 3 milyondur, ama
—4x 4 5 sayis1, mutlak degeri alindiginda bile sadece 4000 dolayindadir. 3 milyonun yaninda
4000’in s6zil bile edilmez! = daha da bityiidiikce 322 ile —4x + 5 arasindaki fark astronomik
olur. Benzer sey payda igin de gegerlidir. Demek ki = ¢ok ¢ok biiyiik oldugunda, f(z)’in
kabaca 3x2/2x2, yani 3/2’ye esittir:

322 —dz+5 322

3
@) ="—%m7 ®az~3

2’e birkag deger vererek, f(x)’i -6rnegin Excel’de- hesaplayalim.

f
f
£(3) = 1,052631..
10) = 1,31840...

(1) = 1,3333...
(
(
(
£(100) = 1,480175991...
(
(
(
(

2) =

~

£(1.000) = 1,49800175..
£(10.000) = 1,49980001...
£(100.000) = 1,4998...
£(1.000.000) = 1,49998...



98 5. Limit Uzerine Daha Fazla

Goriildigi gibi = buytlidiikkge f(x) degeri 1,5 sayisina yani 3/2’ye ¢ok yaklagiyor. “x sonsuz
oldugunda”, f(x) sanki tam 3/2 olacak! Iste bu béliimde “z sonsuz oldugunda” sézlerine
anlam verecegiz. Biz “x sonsuz oldugunda” demeyecegiz de (giinkii olmaz Oyle sey!), “z
sonsuza gittiginde” diyecegiz.

f(z)in z biyidikee 3/2'ye ¢ok yakin bir deger oldugu soyle de anlasilabilir: Pay1 ve
payday1 z2’ye bolelim.

f(x)_3x274a:+5_374/x+5/x2N§
T2 41 241/ T2

Beliren
4/x, 5/x°, 1/2°

gibi ifadeler, beliren 3 ve 2 sayilar1 yaninda gok kiigiik kalirlar, x biiytidiikge bu ifadeler 0’a
¢ok yaklagirlar, sonsuz diye bir gercgel say1 olsa, 0 degerini alacaklar, ama Oyle bir gercgel say1
olmadigindan sadece 0’a yakinsamakla yetiniyorlar.

Biitiin bu séylediklerimiz edebiyata girer simdilik. Agagida, tanimlar1 ma-
tematiksel olarak verecegiz.

5.2.1 Sonsuzda Limit

f :R — R bir fonksiyon ve b € R olsun. “x sonsuza gittiginde f(x), b’ye gi-
der” ya da “b’ye yakinsar” ciimlesinin matematiksel anlamini verecegiz. Edebi
anlami goyle: Eger a’i yeterince biiyiik alirsak, f(z)i b’ye istedigimiz kadar
yaklagtirabiliriz, yani f(z) ile b arasindaki fark: istedigimiz kadar kiigiik yapa-
biliriz, yeter ki x belli bir sayidan biiyiik olsun.

y

/; y=flx)

x sonsuza gittiginde b’ye yakinsayan iki fonksiyonun grafigi

Ornek 5.5te b = 3/2 ve eger 2’i 10.000’den biiyiik alrsak, f(z) ile 3/2
arasindaki fark 0,001’i ge¢mez. Eger f(x) ile 3/2 arasindaki farkin 0,000001’1
gecmemesini istiyorsak, o zaman z’i daha da biiyiik almalyiz. (Ne kadar
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biiytik almamiz gerektigini bulmak zorunda degiliz! Yeter ki yeterince biiytik

aldigimizda f(z)’in b’ye istedigimiz kadar yakin olacagini bilelim. Ote yandan

2’1 ne kadar biiyiik almak gerektigi kendine 6zgii hog bir problemdir.)
Matematiksel tanimi verme zamani geldi: Eger her € > 0 icin,

r>A=|f(x)—bl <e

Onermesini saglayan bir A sayisi varsa, o zaman, “x sonsuza gittiginde f(x),
b’ye yakinsar (ya da gider)” denir.

Birazdan kanitlayacagimiz tizere b sayisi, oldugunda, tektir; yani eger z
sonsuza gittiginde f(z) bir sayiya yakinsiyorsa, f(x) ikinci bir sayiya daha
yakinsayamaz. Bundan aldigimiz yetkiyle,

lim f(x) =5

T—00

yazacaglz.

Ornekler

5.6. limy—oo 1/ =0.
Kanit: f(z) = 1/x denklemiyle tanimlanan fonksiyonun tanim kiimesini 0’1 igermeyen
ve Ustten simirsiz herhangi bir X C R olarak segebiliriz. € > 0 olsun. A = 1/¢ olsun.
Eger x € X sayisi, ¢ > A esitsizligini sagliyorsa, o zaman
1 1 1
= — =< ==
f@) =0l == < g =¢
olur. Istedigimizi kamtladik. O
5.7. Ornek 5.5'teki fonksiyonun z sonsuza giderken 3/2’ye yakinsadigini, yani
iy 3774w +5 3
matematiksel tanima uygun olarak kanitlayalim.
Kanit: € > 0, verilmig olsun. Oyle bir A bulacagiz ki, her = > A igin,

OB

<€

esitsizligi saglanacak. (Burada f(z), limiti alinacak kesirli ifadeyi simgeliyor.) Bunu
yapmak i¢in
2

‘f (z) — g‘
ifadesiyle oynayip, bu ifadenin e’dan kiigiik olmasi i¢in A’nin ne kadar biiyiik olmasi
gerektigini bulacagiz.

3¢ —dw+5 3| _|2(B2° —4x+5)-3(2° +1)| _| -8z +7
222 +1 2 2(2x2 4+ 1) 2222+ 1) 2(222 + 1)

Bu agamada z’i 1’den biiyiik almaya and icelim ki paydaki —8z + 7 ifadesi negatif olsun.
Hesaplara kaldigimiz yerden devam edelim:

| — 8z + 7| 8x — 7 8z 8x 4

_ |78m+7|.”

2222+ 1) 2241 " 2241 227 &

Simdi z’i 4/€’dan biiyiik alirsak istedigimiz esitsizlige ulagiriz. 2’1 bir de ayrica 1’den
biiyik almaliydik. Demek ki A sayisini max{1,4/e} olarak secebiliriz.
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Alistirmalar

5.8. Su egitlikleri limit tanimindan hareketle kanitlayn:

i 3% F4z=5 3 . 5e’tdr—5 5 | Battdw—5

z— 00 222 — 1 T2 x50 —22247 0 2 50 22347

5.9. Asgagidaki limitleri bulun ve buldugunuz limitin ifadenin gergekten limiti oldugunu
tanimdan hareketle kanitlayn.

T+ 4x -5 T+ 42 -5
lm ————, lim —————

r—00 4$2 -1 r—00 4[1}3 -1

Yukaridaki aligtirmalarda, limiti alinan fonksiyonlarin her gercel sayida
tammlanmadig1 dikkatinizi ¢ekmistir. Ornegin en son alstirmada, z = 1 / 41/3
icin f(z) tammsizdir. Ama ne énemi var kil.. “z sonsuza giderken” f(z)’in
kaga yakinsayacagl x’'in ¢ok biiylik degerlerini ilgilendiren bir soru, f(z)’in
birka¢ sayida aldig1 degerden bagimsiz. Ornegin, f ve g fonksiyonlar1 belli bir
B sayisindan sonra esitlerse, yani her z > B i¢in f(x) = g(x) oluyorsa, o
zaman, x sonsuza giderken f(x)’in limiti varsa x sonsuza giderken g(z)’in de
limiti vardir ve bu iki limit birbirine egittir. Bunu gérmek ic¢in, tamimdaki A
sayisin1 B’den biiylik segmek yeterli.

Demek ki ashinda = sonsuza giderken f(z)'in limitini almak i¢in fonk-
siyonun biittin R kiimesi {izerinde tanimli olmasi gerekmiyor, sadece tanim
kiimesinde z’in sonsuza gidebilmesi, yani tanim kiimesinin tistten sinirli olma-
masi, yani sayfa 97’de verdigimiz tanimla oo’un tamim kiimesinin soldan bir
yogunlagma noktasi olmasi yeterli. Verdigimiz tanimi genisletelim.

Tanim. X C R, dstten sinwrl olmayan bir kime olsun. f : X — R bir
fonksiyon olsun. Eger her e > 0 igin,

(xeXvex>A)=|f(x)—b <e

onermesini saglayan bir A sayisi varsa, o zaman, “x sonsuza gittiginde f(x),
b’ye yakinsar (ya da gider)” denir.

Dikkat edilirse, X = N oldugunda, x sonsuza gittiginde f(x)’in b’ye ya-
kinsamasiyla (f(n)),, dizisinin n sonsuza gittiginde b’ye yakisamasi ayni kav-
ramlardir.

x sonsuza gittiginde hicbir sayiya yakinsamayan fonksiyon 6rnegi vermek
zor degildir. f(z) = z ve f(z) = 22 fonksiyonlar z biiyiidiigiinde siirekli bii-
yiirler ve higbir sayiya yakinsamazlar. Ama sinirli olup da x sonsuza gittiginde
hicbir sayiya yakinsamayan fonksiyon ornekleri de vardir. —1 ile 1 arasinda
yer alan sin  fonksiyonu boyle bir 6rnektir (istelik siireklidir); bunun kanitin
Altboliim 9.4’te gorecegiz.

Belki yapay bulunabilecek bir 6rnek:

| 1 egerxeNise
f(:c)—{ 0 eger x ¢ N ise



5.2. Limitler ve Sonsuzlar 101

fonksiyonu alttan ve tistten sinirhdir ama x sonsuza giderken limiti yoktur.

ty

A NVANAN
7 W,

P y = flx)

x

x sonsuza gittiginde higbir sayiya yakinsamayan
iki fonksiyonun grafigi

Simdi limitin -oldugunda- bir tane oldugunu kanitlayalim.

Onsav 5.8. X C R, dustten swniwrl olmayan bir kime olsun. f: X — R bir
fonksiyon olsun. Eder x sonsuza gittiginde f(x), b’ye yakinsiyorsa o zaman x
sonsuza gittiginde f(x) baska bir sayiya yakinsayamaz.

Kanit: z sonsuza gittiginde f(z) hem b’ye hem de c’ye yakinsasin ve b # ¢
olsun. € = |c¢ — b|/2 olsun. B ve C sayilari,

(xeXvex>B)=|f(x)—bl <e¢/2

ve
(reXvexr>C)=|f(x)—c <e€/2

6nermelerini saglayacak bigimde segilsin. O zaman x = |B| + |C| + 1 i¢in,
hem |f(z) — b| < € hem de |f(x) —¢| <€
olur. Demek ki,
2e=|b—c| <|b—f(x)|+|f(x) —c|<e€/24+€/2=¢

olur. Bir celigki. O

Dolayisiyla x sonsuza gittiginde f(z), b’ye yakinsiyorsa,

lim f(x) =5

T—00

yazabiliriz. (Birka¢ tane olsaydi, limitlerden birini, érnegin en biiyligiinii seg-
mek zorunda kalabilirdik, karekok fonksiyonunda yaptigimiz gibi...)
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Eger X CY C R ise, X iistten sinirh degilse ve f : Y — R fonksiyonu z
sonsuza giderken b’ye yakinsiyorsa, fnin X’e kisitlanisi olan fx fonksiyonu
da x sonsuza gittiginde b’ye yakinsar. Elbette! Ama bunun tersi dogru degildir,
yani x sonsuza gittiginde f, b’ye ya da bagka bir yere yakinsamadan da fix
fonksiyonu b’ye yakinsayabilir. Biraz 6nce buna bir 6rnek verildi,

| 1 egerxeNise
f(x)_{o eger x ¢ N ise

ornegi. Ote yandan z sonsuza gittiginde Jix fonksiyonu b’ye yakinsiyorsa, f
fonksiyonu -eger bir yere yakinsiyorsa- ancak b’ye yakinsayabilir.

x sonsuza giderken alinan limitlerde toplama, carpma ve bolmede bir sorun
¢ikmaz, her sey aynen tahmin edildigi gibi olur.

Teorem 5.9. X C R, dstsinirly olmayan bir kiime, r € R ve f,g: X — R
iki fonksiyon olsun. Eger x sonsuza gittiginde f(x) ve g(x), siraswyla b ve ¢’ye
yakinsiyorsa o zaman T sonsuza gittiginde

f(x) £ g(x), rf(x) ve f(x)g(x)

fonksiyonlary siraswyla
b=Eec, rb ve be

sayilarina yakinsar. Eger ¢ # 0 ise ve 1/g fonksiyonu tanvmlanmassa, o zaman
1/g fonksiyonu 1/c’ye yakinsar.

Kamit: [N4, Teorem 5.4]"iin kamtindan pek bir farki yok. Okura aligtirma
olarak birakiyoruz. Son énerme igin [N4, Teorem 5.5]’ten esinlenebilir. O

Alistirmalar

5.10. Eger f(x) sinirh bir fonksiyonsa,

esitligini kanitlayin.
511. NC X C Rve f: X — R bir fonksiyon olsun. z sonsuza gittiginde f(z)’in limiti

olsun.
lim f(z) =bve lim f(n)="5
n—oo

T —r00

esitliklerinin egdeger olduklarini kanitlayin.

5.12. limz oo 7”2:1"“ =1 esitligini kanitlayin.

5.13. limy—oo (Va2 + x4+ 1 — ) = 1/2 esitligini kanitlayimn.

5.14. limg o0 3”@1}% = % esitligini kanitlayimn. Bunu 6nce tamima bagvurarak, sonra da
yukarida kanitlanan sonuglari kullanarak yapin.

5.15. limy oo 25422 Jimitini bulun.

Bilegkeyle limitin iligkisi biraz daha problematiktir.
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Teorem 5.10. X C R, dstten sumrl olmayan bir kime ve f : X — R, bir
fonksiyon olsun.

Jim f(z) =b

olsun. f(X) CY C Riging:Y — R bir fonksiyon olsun. Ayrica (b’nin
Y 'nin bir yogunlasma noktasi oldugunu ve)

lim g(x) = ¢

z—b

esitliging varsayalm. Bir de f~1(b) kiimesi iistten simirsiz oldugunda g(b) = ¢
esitligint varsayalim. O zaman

lim g(f(z)) = c

T—00

olur.

Kanit: ¢ > 0 olsun. lim, ., g(x) = ¢ oldugundan, 6yle bir § > 0 vardir ki,
egery € Y, 0 < |y — b| < ¢ esitsizliklerini saglyorsa,

lg(y) —c| <e

olur. Ote yandan, lim, .o f(z) = b oldugundan 6yle bir A vardir ki, z > A
esitsizligini saglayan her z € X igin,

[f(z) —b] <6
olur. Eger f~!(b) kiimesi iistten sinirhysa, A’y1
(A,00) N f7Hb) =0

olacak kadar biiyiik secelim.
Simdi z € X sayis1 z > A esitsizligini saghyorsa,

|f(x) = 0] <6
olur ve eger f(z) # b ise (6rnegin f~!(b) kiimesi iistten smirhysa), bundan,

9(f(z)) —cl <e

cikar. Eger f~1(b) kiimesi iistten smirh degilse, f(x) = b esitliginin saglandig:
x noktalarinda da gene

9(f(z)) —c| = g(b) —c| =0<e

olur. O
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Sonug 5.11. X C R, dstten sinwrly olmayan bir kiime olsun. f : X — R, bir
fonksiyon olsun.

lim f(z) =5
T—00
olsun. f(X) CY C R i¢indeliklerini saglayan bir Y kimesi i¢in g : Y — R,

b’de stirekli bir fonksiyon olsun. O zaman

lim g(f(z)) = ¢

T—00

olur. O

5.2.2 Eksi Sonsuzda Limit

Yukarida yaptiklarimizi motamot x eksi sonsuza yakinsarken de yapabiliriz.
Tanimi verelim.

Tanim. X C R, alttan sinwrl olmayan bir kime olsun. f : X — R bir
fonksiyon olsun. Eger her e > 0 igin,

(xeXvex <A =|f(x)—bl<e
onermesini saglayan bir A sayist varsa, o zaman, “r eksi sonsuza gittiginde
f(z), b’ye yakwnsar (ya da gider)” denir.

x, eksi ya da art1 sonsuza yakinsadigindaki limitler arasinda ¢ok yakin bir
iligki vardar.

Teorem 5.12. X C R, alttan simrl olmayan bir kime ve f : X — R, bir
fonksiyon olsun. Asagidaki iki onerme esdegerdir:
a. xz, eksi sonsuza gittiginde, f(x), b’ye yakinsar.

b. lim,; ,~ f(—2) = 0.
Kanit: Cok bariz. O

Bu teorem sayesinde, bir onceki boliimde kanitladiklarimizdan asagidaki
sonuclar: elde ederiz:

Sonug 5.13. X C R, alttan swmrl olmayan bir kime olsun. f : X — R,
bir fonksiyon olsun. Ejger x eksi sonsuza gittiginde f(x), b’ye yakinsiyorsa, o
zaman, T eksi sonsuza gittiginde f(x) baska bir sayya yakinsayamaz.

Kanit: Ya aynen Onsav 5.8’deki gibi kanitlanir ya da Teorem 5.9 ve Onsav
5.8 kullanilir. O

Dolayisiyla eger x eksi sonsuza gittiginde f(x), b’ye yakinsiyorsa
lim f(z)=19
T—>—00

yazabiliriz.
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Sonug 5.14. Teorem 5.9, x, eksi sonsuza giderken de gecerlidir. O
Aligtirmalar
5.16. limg o Y22 — 1 esitligini kamtlayin.

5.17. limg—_ oo (\/ 24+ rx+14+ x) = —1/2 esitligini kamtlayn.

5.2.3 Sonsuza Iraksamak

Bazen bir fonksiyon belli bir noktaya yaklagtiginda sinirsiz bigimde biiytiyebi-
lir. Ornegin, .
flz) = 22
kuraliyla tanimlanmig fonksiyon x, 0’a ¢ok yakinken ¢ok biiytir. Bu durumda,
“r, 0’a giderken f(z) sonsuza raksar (ya da gider)” deriz.
Bigimsel tamim soyle:

Tanim. f : X — R bir fonksiyon olsun. a, X ’in bir yogunlasma noktas:
olsun. Eger her A ic¢in,

(xeXvel<|zr—al<d)= f(z)>A

onermesini saglayan bir 6 > 0 sayist varsa, o zaman, x, a’ya giderken f(x)
sonsuza wraksar (ya da gider) ya da f’nin a’da limiti sonsuzdur denir
ve bu

lim f(z) = oo

olarak yazlur.
Eksi sonsuza iraksamay1 da tanimlayalim:

Tanim. f : X — R bir fonksiyon olsun. a, X in bir yogunlasma noktas:
olsun. Eger her A ic¢in,

(xeXvel<|x—a|l<d)= flz)< A

onermesini saglayan bir 6 > 0 varsa, o zaman, x, a’ya giderken f(x) eksi
sonsuza wraksar (ya da gider) denir ya da f(z)’in a’da limiti eksi son-
suzdur denir ve bu

lim f(z) = —oo

olarak yazilr.

Eger bir fonksiyonun a’daki limiti oo ise, a’daki limit bagka bir say1 ya da
—oo olamaz elbette.

Sonsuza iraksamak, aynen yakinsamak gibi toplama ve ¢arpma iglemleriyle
uyumludur.
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Teorem 5.15. lim,_,, f(x) ve limy_, g(x) ya bir gergel sayr ya da +oo olsun,
yani R = RU{oo, —oo} kiimesinde olsunlar. R kiimesinde toplamays, ¢carpmay:
ve bolmeyi soyle tanmimlayalim:

X|—o|s<0 | 0 [s>0] | —0|s<0 | 0 |s>0] o
—00 o o —00 —o0 —o0 0 0
+| | s
r<0| o | 7rs 0| rs |- r<0| o | sir 0| slr |—oo
Sl M 0 0o o] o 0
r | —o|r+s | o
r>0 |- | rs 0| rs | o r>0| —o| s/t 0| slr | e
00 | —oo0 | —oo oo | oo oo 0 0 0
(stitun/sira)

(Bos hanelerde igslem tanymlanmamastir.) Eger * islemi, toplama, ¢carpma ya
da bolme islemlerinden birini simgeliyorsa ve

(lim f(x)) * (hm g(:n))

Tr—a T—ra

islemi yukaridaki tablolarda tanimlanmissa, o zaman,
lim (f(x) * g(x)) = (lim f(x)) « (1im g())
olur.
Kanit: Okura birakilmigtir. O
Sonug 5.16. lim,_,, f(z) = +o0 ise ve r € R\ {0} bir gercel sayysa,

lim rf(z) = r lim f(x)

Tr—a Tr—a
esitligi saglanar. O

Sonug 5.17. f : X — R bir fonksiyon ve a, X ’in bir yojunlasma noktas:
olsun. O zaman,

lim f(z) = 00 < lim —f(x) = —oo
ve )
lm f(z) =00 = lim =25 =0
onermeleri dogrudur. O

Ikinci nermedeki = imi < imiyle degistirilemez; érnegin
flz) =

fonksiyonu x, 0’a giderken 0’a gider ama 1/z fonksiyonu x, 0’a giderken sonsuza
gitmez.
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Ote yandan, f(z) = 1/z fonksiyonu z sagdan 0’a giderken sonsuza, soldan

0’a giderken de eksi sonsuza yakinsar. Bu terimleri de tanimlayalim:

Tanim. f : X — R bir fonksiyon olsun. a, X ’in soldan bir yogunlasma

noktast olsun. Ejer her A ic¢in,

(xeXvel<a—z<d)= f(z)>A

egitsizligini saglayan bir 6 > 0 varsa, o zaman, x, a’ya soldan giderken f(x)
sonsuza wraksar (ya da gider) denir ve bu

lim f(z) = o0

olarak yazilr.

Diger lim,,_,,+ f(z) = 200 tanimlarini vermeyi ve bu tanimlar igin Teorem
5.9’un muadilini kanitlamay:1 okurlara birakiyoruz.
Ornek 5.18. Ornegin,

lim 1/z = —oco, lim 1/z =00, lim 1/2° =00, lim 1/z® = 0o
z—0" z—0t z—0" z—0t

olur. f(z) = 1/x ve f(x) = 1/2* fonksiyonlarinm grafikleri asagida.

A7

N

flx)=1/x

Flx) = 1/x2
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Sonsuzda f(z)’in Sonsuza Iraksamasi: Son olarak,

lim f(z)=+o00

r—*+oo

ifadesine bir anlam verelim. Sadece

Jim () = o

ifadesini tanimlamak yeterli diye diigtiniiyoruz.
Ifadenin sezgisel anlam agik olmali: x ¢ok ¢ok ¢ok biiyiidigiinde f(z)’in
de ¢ok c¢ok ¢ok biiyiidiigli anlamina gelir.

Ornekler

5.19. limyyeo & = limy— o0 2% = limy 00 /T = 00.

5.20. Bir bagka ornek daha:
I S5zt —dx 4+ 2 _
e 623+ 1 -

igte tanim:

Tanim. X C R, dstten sinwrly olmayan bir kime olsun. f : X — R, bir
fonksiyon olsun. Eger her B sayist i¢in,

(xre X vex>A)= f(z)>B

onermesini saglayan bir A sayist varsa, o zaman, “r sonsuza gittiginde
f(z) sonsuza wraksar (ya da gider)” denir. Bu durumda,

i f(a) = o

yazariz.

Diger lim,, 1+ f(2) = oo tanimlarini ve tanimlarin toplama, ¢arpma ve
bélmeyle uyumlu olduklarimi kanitlamay: ve agagidaki sonuclar: okura biraki-
yoruz.

Teorem 5.18. f # 0 ve g # 0 iki polinom olsun. a ve b bu polinomlarin
baskatsayisiysa, € = ab/|ab| = £1 olsun.

Eger deg f < degg ise limy_o0 f(x)/g(x) =0,
Eger deg f > degg ise lim, o f(x)/g(x) = €0,
Eger deg f = degg ise limy_,o0 f(x)/g(x) = a/b
olur. O

Sandvig Teoremi’nin uygun versiyonu da bu tiir limitler icin gecerlidir:
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Teorem 5.19. f ve g, tanwm kiimeler: ustten simrle olmayan iki fonksiyon

olsun. Eger f < g ve lim,_,~ f(z) = 00 ise limy_o0 g(x) = 00 olur. O
Ornekler
5.21. limgz_ o €xpx = oo olur ¢linkii eger = > 0 ise

5.22.

5.23.

5.24.

oo xn
expr = Z o >1+=x
i=1
olur ve istedigimiz Teorem 5.19’dan gikar.

Benzer sekilde her n € N igin lim; 0o Z5* = oo esitligi de kanitlanir, yani exp fonksi-

yonu tiim polinomlardan daha hizli sonsuza gider.

Eger f fonksiyonu R tizerinde tanimliysa, lim, o f(z) ve limgz—s — oo f(—x) limitlerinden
biri RU{+oc0} kiimesinde varsa, o zaman digeri de vardir ve limitler birbirine esittirler.

f: (a, b) — R siirekli bir fonksiyon olsun. lim,_,,+ f(z) limiti olmak zorunda degil. Me-
sela f(z) = 1/x kuralhyla tamimlanmig f : (0, 1) — R fonksiyonunda, lim,_,o+ f(z) =
oo olur. Ama bundan ¢ok daha dramatik Ornekler de var. f : (0,1) — R fonksi-
yonu z degigkeni 0’a yaklagtikca —1 ile 1 arasinda giderek daha sik inip ¢iksin. érnegin
f(z) = sin(1/z) bdyle bir fonksiyondur.

-1

Ama sin fonksiyonuyla ya da f’nin grafigiyle herkes hasgir nesir olmayabilir. Bu érnegi
biraz degistirelim: Eger n > 0 tekse, f’nin grafigi (1/n, 1) noktasiyla (1/(n + 1),—1)
noktasina baglayan dogru pargasi olsun. Eger n > 0 giftse, f’'nin grafigi (1/n, —1)
noktasiyla (1/(n + 1), 1) noktasina baglayan dogru pargas: olsun. Grafik agagidaki gibi,
1’e yaklagtikca siklagiyor.

v 4

1

174\ 172
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5.25.

5.26.

5.27.

5. Limit Uzerine Daha Fazla

Goriildiigi tizere x, 0’a giderken f(z) degeri —1 ile 1 arasinda inip cikiyor. Ote yandan
Sonug 5.21’de ayni sorunun monoton fonksiyonlarda yasanmadigim gorecegiz.

Eger limy o0 f(z) = 00 ise limy— oo 1/f(x) = 0 esitligini kanitlamak zor degildir, nitekim
eger f(x) alabildigine biiyiiyorsa, z’i yeterince biiylik alarak 1/f(x)’1 istedigimiz kadar
0’a yakin yapabiliriz. Buradan ve 6nceki 6érneklerden

lim expz = lim exp(—z) = lim 1/expz =10
Tr—r—00 Tr—r0o0 Tr—r00

bulunur.

Yukaridaki érneklerin sonucu olarak exp fonksiyonunun R ile R”° arasinda bir esleme
oldugu cikar. Nitekim lim; o expx = 0 ve limg— o expx = 0o oldugundan, aradeger
teoremine (Teorem 3.3) gore exp fonksiyonu 0’dan biiyiik her degeri alir. Ayrica kesin

artan oldugundan [N4, Sonug 10.14], exp birebir bir fonksiyondur.

Bir 6nceki 6rnegi kullanarak a > 0 ve r € R igin a” tammu sdyle yapilabilir: Once a = ®

egitligini saglayan bir b bulunur ve a” = €’ = exp br tammu yapilir. Bir¢ok kitapta da a”
say1s1 bu yontemle tanimlanir. Buradan da = +— a® fonksiyonunun siirekli oldugu hemen
gikar. Ama biz bu kitapta a” sayisim tanimlamak i¢in bagka bir yontem kullanacagiz
(bkz. Bolim 6).

Alistirmalar
5.28. Eger limg; o0 f(z) = limzooo g(x) = o0 ise, limeoo(f(z) + g(x)) = o0 esitligini
kanitlayin.
5.29. Eger lim,; o0 f(z) = 00 ve g smurhysa, lim, o (f(z) + g(z)) = oo esitligini kanitlayn.
5.30. Sonug 5.16 ve 5.17’yi a = oo i¢in kanitlayn.
5.31. Asagidaki limitleri bu béliimdeki yontemleri kullanarak bulun.

5.32.
5.33.

5.34.
5.35.

5.36.

lim 3zt +4zx+2 lim —6z% +4x+2
T— 00 6x3 + 1 T r—oo 6x3 + 1 ’

lim 323 +4x +2 lim —5x? +4dx +2
z—00 43 +1 T 3500 1022 +1
limg 00 expz = 00 ve limg—,o0 exp(—z) = 0 esitliklerini kanitlayin.

Asgagidaki limitleri bulun.

. 2expx—3 . 2expxr — 3
lim — lim —,
z—oo bexpxr + 7 z—o0 Hexp2x + 7
lim 2exp(—x) — 3’ im dexp3x —expz
z—o0 Hexp(—xz) + 7  z—oco Texp3x + exp 2w
limg o % limitini bulun.
Asagidaki limitleri bulun:

lim x3 — 27 lim z3 — 8x2 4+ 9z + 18
e=3 x—3 @3 z2—5zx+6 '
_ o2 —

lim &P expS’ lim P22 eXp6‘
z—3 r—3 z—3 z—3

a herhangi bir say1 olsun.

x—0 T
limitini bulun.
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5.37. Asagidaki limitleri bulun:

x> —27 8z% + 9z + 18 3z3 — 27

lim , lim ,  lim , lim
5.38. Asagidaki limitleri bulun:
z® — 27 82” + 9z + 18 32 — 27

zﬁlrfnoo Tx+4"’ I%HPOO —z3 -5z +6’ zﬁlgloo —5x3 4+ 2z — 3’

. (=222 + 92 + 18)3 - 3% — 27 502 — 7
es—oco 0 —5r24+6  x—oo \ —Hx3 +2x—3 2z —3 )’
fm (3 _Eol ozl i (3T +1 225
@0 \ 12 x 224+1)7 a5 x2 3x+3)’
i (3L 222 — 5
z—00 72 3z+3 )
5.39. Asagidaki limitleri bulun:
m z® —27 im z —27 lim 3z° — 17 fim z? —1
z—0+ Tx ’ z—0— Tx ’ r—3" —x3 + 277 z—3~ —x3 — 27
5.40. Asagidaki limitleri bulun:
o VI9tx—3 ; 2 . (8—m)/P -2
lim — lim expz”, lim ——,
z—0 x z—0 z—0 x
lim %, lim (Vz + 34 — vz), lim ((z —5)"% — 2'/%).
x—0 exXxpxr — 1 xr—r00 T —r00
5.41. Asagidaki limitleri bulun:
lim —— lim 1 im —— lim
z—1t 332—1’ rx—1— $2—1’ z—1+ "11'2—17 rz—1— $2—1.
5.42. Asagidaki limitleri bulun:
lim expz, lim expx, lim zexpx,
T—00 T——00 T——00
. . . 1
lim rexpz, lim exp—, lim exp—.
z—0 z—0t T z—0— x
5.43. Asagidaki limitleri bulun:
lim expx’ lim ex};x7 lim 2P% (n €N)
T—00 xX r—o0 I r—o0 T
(“Eksponansiyel biiyiime” tabirinin mengei bu limittir.)
22 eger x > 0 ise . 45
544. f(z) = { 32 eger z < 0 ise olarak tanimlansin. x, sonsuza, eksi sonsuza, 0™ ’ya ve
07 ’ye giderken f’nin limitlerini bulun.
5.45. n bir dogal say1 olsun. lim,_, o " exp x limitini bulun.
5.46. Asagidaki limitleri bulun.

lim exp(expz),
Tr—r— 00

lim exp(expz), lim exp(1/exp(1l/z)),

(222 + 9z + 18)3

26 — 522 +6

m —,
T——00 |1,"

lim —.
z—0 sinx

111
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5.3 Monoton Fonksiyonlar, Limit ve Siireklilik

Ornek 5.24’te, eger f : (a, b) — R siirekliyse lim,_,,+ f(z) limitinin olmaya-
bilecegini gormiistiik. Burada eger fonksiyon monotonsa (stirekli olmasina bile
gerek yok) her geyin yolunda gidecegini gorecegiz.

Bir I C R kiimesi {izerine tanimlanmig artan bir f : I — R fonksiyonu
diigiinelim. Ornegin sdyle bir sey:

Ay
y = flx)

x, tanim kiimesinin iistsinirina (soldan tabii ki) gittiginde, fonksiyonun sonlu
ya da sonsuz bir limiti olmasi -her zaman dogru olmasa da- makul bir 6ngo-
ridiir. Asagida aklimiza hemen gelen olasi dort durum goriintiyor:

Ay by

AR
®

1}
S

lim__ f(x) = lim,_,, f(x)

lim__ f(x)=o lim_ f(x)=b

Artan bir fonksiyonun, x, tanim kiimesinin iistsinirina gittiginde, sonlu ya da
sonsuz bir limiti var midir ve varsa bu limit nedir?

Her ne kadar yukaridaki sekillerde fonksiyonlar siirekli gibi goriinse de,
fonksiyonlarin siirekli olmalarina pek gerek yok sanki. Fonksiyon siirekli de
olsa stireksiz de olsa, limit olmali gibi...



5.3. Monoton Fonksiyonlar, Limit ve Sireklilik 113

Teorem 5.20. A C R ve a = sup A olsun. Eger f artansa lim,_,, f(x) =
sup f(A) olur.

Kanit: Sonug 4.15’in kanitinin bir benzerini yapacagiz. Nitekim o kanitta
a’nin ve sup f(A)’nin sonlu sayilar oldugunu neredeyse hig kullanmamgtik.
b = sup f(A) olsun. Eger b sonluysa, Teorem 4.13’ii g(x) = b sabit fonksiyo-
nuna uygularsak lim,_,, f(x) < b esitsizligini elde ederiz. Eger b sonsuzsa bu
esitsizlik elbette dogru. Simdi rastgele bir ¢ < b = sup f(A) sayis1 alalim. O
zaman bir d € A igin ¢ < f(d) olur. Ayrica f artan oldugundan A’daki her
x > digin ¢ < f(x) olur. Teorem 4.13’1i bu sefer AN (d, co) kiimesi iizerinde
tanmmlanmig g(z) = ¢ sabit fonksiyonuna uygularsak ¢ < lim,_,, f(z) elde ede-
riz. Bu esitsizlik her ¢ < b i¢in dogru oldugundan, b < lim,_,, f(z) esitsizligini
buluruz. O

Sonug 5.21. ] C R, a € RU{£o0} ve f : I — R monoton artan bir
fonksiyon olsun.
i. Eger a, I’nin soldan yogunlasma noktasiysa

lim f(z) =sup{f(z):xz€l, x <a}

T—a—
olur. (Eger a = 0o ise a~ = 0o olsun.)

ii. Eger a, I'’nin sagdan yogunlasma noktasiysa

lim+f(:1:) =inf{f(z):z€l, a<ax}

olur. (Eder a = —o0 ise a*™ = —oo olsun.)

Kanzit: Birinci 6nermeyi kanitlamak yeterli, ikincisi benzer. I'y1 a’da keserek,
yani I yerine (—oo, a) N I kiimesini alarak sup I = a varsayimini yapabiliriz.
Bu durumda sonug Teorem 5.20’de verilmistir. U

Benzer bir sonug, elbette azalan fonksiyonlar i¢in de gecerlidir.
cel CRve f:I— R monoton bir fonksiyon olsun.

f (c +) _ f (e eger ¢, I'nin sagdan yogunlagma noktasi degilse
a lim,_,.+ f(z) eger ¢, I'min sagdan yogunlagma noktasiysa

f (c_) B f (o) eger ¢, I'nin soldan yogunlasma noktas: degilse
N lim, ,.- f(z) eger ¢, I'nin soldan yogunlagma noktasiysa

tanimlarini yapalim. f monoton artan ise

Tp(e) = (") =1 (c7)
f monoton azalan ise

Tp(e) = f(e7) = f(c")

olarak tanmimlanir. J¢(c) sayisina f'nin c’deki sigramas: denir.
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Elbette f'nin bir ¢ noktasinda siirekli olmasi demek, aynen J¢(c) = 0
demektir (Teorem 5.7 ve Sonug 4.4). Bundan da hemen su ilging olgu ¢ikar:

Sonug 5.22. Monoton bir fonksiyon sadece (sonlu ya da sonsuz) sayilabilir
sayrda noktada streksiz olabilir.

YA

Kanit: I CR ve f: I — R (mesela) artan bir fonksiyon olsun.
D ={cel: f fonksiyonu c'de siireksiz}

olsun. Her ¢ € D igin I. = (f(¢7), f(c")) olsun. I. agik bir araliktir ve
uzunlugu J¢(c) > 0 oldugundan bogkiime degildir. Ayrica iki farkli ci, ¢ € D
icin, I., ve I., ayrik araliklardir. Oysa R’de sayilabilir sayida ayrik agik aralik
olabilir!. g

Birazdan bir aralik iizerinde tanimli kesin monoton bir fonksiyonun tersinin
de stirekli oldugunu kanitlayalim. Once bir 6nsav:

Onsav 5.23. I C R ve f : I — R monoton bir fonksiyon olsun. Eger f(I)
da bir araliksa f stureklidir.

Birinci Kanit: Su basit olguyu kullanacagiz: Bosg olmayan acik bir J araligiyla
bir K araliginin kesigimi ya bosgkiimedir, ya sonsuzdur, ya da K tek bir nok-
tadan olusur.

Gerekirse f yerine — f fonksiyonunu alarak, genelligi bozmadan f’nin artan
oldugunu varsayabiliriz.

Diyelim f fonksiyonu ¢ € I noktasinda siireksiz. O zaman f(c™) < f(c1)
olur. f artan bir fonksiyon oldugundan (f(c™), f(c")) agk arahgiyla f(I)

'Bos olmayan her acik araliktan kesirli bir say1 secersek, ayrik acik aralik sayismin kesirli
say1 sayisindan fazla olamayacagim goriiriiz.
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araligl en fazla f(c) noktasinda kesigebilir. Eger kesigim tek bir noktaysa, bi-
rinci paragrafta soyledigimiz geregince, f(I) tek bir noktadan olusuyor demek-
tir, yani f sabit bir fonksiyondur. Bundan boyle

(f(e7), fle)nfI) =

varsayimini yapahm. f(c) € f(I) N [f(c7), f(¢T)] oldugundan,
[F(e7), F(eD N f(I) = {f(e)}

olur. Dolayisiyla f(c) her iki araligin da ug noktalarindan biridir (birinin sag
u¢ noktasiysa, digerinin sol ug noktasi olmalidir ve tam tersi). f(c), f(I)'nin
ug noktasi oldugundan, f’nin monotonlugundan ya I C (—oo, ¢] ya da I C
[e, 00) oldugu c¢ikar. Diyelim ikinci siktayiz; dolayisiyla f(c ) f(c) olur.
Bu durumda, f artan oldugundan, f(I) C [f(c), 00) olur. Varsayimimizdan
7(e) = F(e) < f(c*) elde ederiz. Simdi, [f(c), f(c)] N F(T) = {f(0)} =
{f(c)} esitliginden, f(I) = {f(c)} ¢ikar, ki bu da f sabit fonksiyon demektir.
I C (—o0, ¢] sikki da benzerdir.

Ikinci Kamit?: f(¢7) < t < f(ct) olsun. Eger ¢ tamm kiimesinin soldan
yogunlagma noktasi degilse, f(c¢) = f(¢7) < t olur. Aksi durumda, bir z < ¢
vardir ve f(z) < f(¢7) < t olur. Demek ki her iki durumda da f(z) < t ve
x < c esitsizliklerini saglayan bir € I bulduk. Benzer sekilde ¢ < f(y) ve
¢ < y egitsizliklerini saglayan bir y € I bulunur. Demek ki

te[f(x), f(y)l € FU).
Bu, her t € (f(¢™), f(cT)) i¢in dogru oldugundan,

(f(e7), f(eN) € f(),

yani (f(c7), f(c™)) = (f(c7), f(c")Nf(I) olur. Ama (f(c7), f(cF))Nf(I) C
{f(c)}. Demek ki (f(c™), f(c™)) C {f(c)}, bir geliski. O

Teorem 5.24. I bir aralik ve f : I — R kesin monoton ve strekli bir fonksi-
yon olsun. O zaman J = f(I) bir araliktir ve f : I — J fonksiyonunun tersi
olan g : J — I fonksiyonu streklidir.

Kanit: Teorem 3.10’a gore J bir araliktir. Ayrica g de kesin monotondur. Bir
onceki onsava gore g siireklidir. O

Sonug 5.25. I bir arahk ve f : I —> R birebir ve strekli bir fonksiyon olsun.
O zaman J = f(I) bir arabktir ve f’nin tersi olan g : J — I fonksiyonu
streklidir.

2Bu kanit ve yukaridaki kanit1 temizledigi icin Yusuf Unlii’ye tesekkiirler.
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Kanit: Sonug 3.11°e gore f kesin monotondur. Teorem 3.10’a gore J bir
araliktir. Teorem 5.24’e gore g stireklidir. g

Tanim kiimesi bir aralik olan kesin monoton fonksiyonlar sayilabilir birkag
noktada siireksiz olabilirler ama ters fonksiyonlar1 her yerde siirekli olmak
zorunda:

Sonug 5.26. [ bir aralk ve f : I — R kesin monoton bir fonksiyon olsun.
O zaman f’nin tersi olan g : f(I) — I fonksiyonu streklidir.

Kanit: Her seyden 6nce ¢’nin oldugunu gérelim. Ardindan ¢’nin de monoton
oldugunu gorelim. Simdi sonu¢ Onsav 5.23’ten hemen ¢ikar. O



6. Surekli Fonksiyon
Genisletmek ve Us Almak

6.1 Siirekli Fonksiyon Genigletmek

[N4, Altboliim 3.1]’de, her ¢ kesirli sayis1 ve her a pozitif gercel sayisi igin,
adina “a’nin ¢’tincii kuvveti” denilen ve a? diye yazilan bir say1 tanimlamigtik.
(a4 sayisimin varhgl, Aradeger Teoremi'nden de ¢ikar, bkz. Aligtirma 3.16.)

q € Z iken, a4, ilkokuldan beri bildigimiz kuvvet almaydi. ¢ = 1/2 iken de
a? sayismi yillar 6ncesinden 6grenmistik: a'/?2 = \/a, yani a’nin karekokii.

Demek ki, érnegin (4/ 2)3/ ® diye bir sayimnin varhgmi -tam olarak hesapla-
yamasak da- biliyoruz, ancak (y/2)V? diye, hatta 2V? diye bir saymin varhgimni
heniiz bilmiyoruz ¢linkii bir gergel sayinin /2 gibi kesirli olmayan bir kuvvetini
simdiye kadar hi¢ tammlamadik!. Iste bu boliimde pozitif bir gercel sayinm
gergel bir kuvvetini almay1 ve ¢cok daha fazlasini 6grenecegiz.

Yapacagimiz ig aslinda oldukca basit. Eger a > 0 ve r herhangi birer gercel
saylysa ve (qn)n kesirli say1 dizisi r’ye yakinsiyorsa, o zaman a” sayisi (a?"),
dizisinin limiti olacak, yani (tanim geregi)

a = lim a?

n—o0
olacak.
a € R> sabit bir say1 olsun. f : Q — R fonksiyonu
flq) = a’

olarak tanimlansin. (Aslinda f fonksiyonu degerlerini R>? kiimesinde alir; ama,
bunun énemi olmayacak.) f’yi R’den R’ye giden (ashnda R>? kiimesine giden
ve gene siirekli olan) bir fonksiyona genigletmek istiyoruz. Bunu yapmak i¢in
dort olguya ihtiyacimiz olacak:

'Bu dedigimiz tam dogru degil; [N4, Béliim 20]’de iis alma kitabin sonunda ek olarak
tamimlanmigti. Ama Yusuf Unlii'niin kaleme aldigi o béliim, ikincisini elinizde tuttugunuz
bu analiz ciltlerinin diginda degerlendirilmeli.
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1. f(q) = a? formiiliiyle tanimlanmig f : Q — R stirekli bir fonksiyondur.

2. Eger (qn)n, terimleri kesirli sayilar olan bir Cauchy dizisiyse, (f(gn))n
de bir Cauchy dizisidir. (Her siirekli fonksiyonun bu 6zelligi olmayabilir; bkz.
Ornek 1.9. Bu 6zelligi olan siirekli bir fonksiyona Cauchy-siirekli denir ve Ca-
uchy stirekli fonksiyonlar stireklidirler. Bkz. Altbdliim 4.6.)

3. Q, R’de yogundur, yani herhangi iki gercel say1 arasinda kesirli bir say1
vardir. Bunun bir bagka esdeger ifadesi, her gercel sayiya yakinsayan bir kesirli
say1 dizisinin varhgidir.

Uciincii 6nermenin dogrulugunu [N4, Teorem 2.13] ya da [N4, Teorem
8.7)’den biliyoruz, ama ilk iki énermenin kanitlanmasi gerekiyor. Gereksine-
cegimiz dordiincii 6nerme ise “teorem” adim fazlasiyla hakediyor:

Teorem 6.1. A, R’nin yogun bir altkimesi ve f: A — R strekli bir fonksi-
yon olsun. Ayrica terimleri A’da olan her Cauchy dizisinin imgesi de bir Ca-
uchy dizisi olsun, yani f Cauchy-sirekli olsun. O zaman, g4 = [ esitliginin
saglandgy bir ve bir tane g : R — R sdrekli fonksiyonu vardwr. Ayrica eger
r herhangi bir gercel saywysa ve terimleri A’dan olan (an), sayr dizisi r’ye
yakinsiyorsa, o zaman

g(r) = lim f(an)

n—o0

olur.

“A, R'de yogun” demek, R'nin herhangi iki farkli elemaninin arasinda
A’dan bir eleman var demektir; ya da her z € R ve her € > 0 i¢in |z —a| < €
esitsizligini saglayan bir a € A eleman1 var demektir; ya da verilmig her gercel
saylya yakinsayan terimleri A’dan secilmis bir say1 dizisi var demektir.

Bir sonraki sekil teoremi gorsellestiriyor.

'R R

> A
> ~— R

Teoremin kanit1 bu boliimiin sonuna kadar siirecek.
Teoremdeki ¢ fonksiyonunun (eger varsa) bir tane oldugunu kanmitlamak
pek zor degil, hemen kamtlayalim:

Teorem 6.2. Eger R’den R’ye giden iki siirekli fonksiyon R’nin yogun bir
altkiimesinde birbirlerine esitse, o zaman bu iki fonksiyon her yerde esittir.

Kanit: Eger g; ve g2, R’den R’ye giden iki siirekli fonksiyonsa ve R'nin yogun
bir altkiimesinde birbirlerine esitlerse, o zaman g; — go olarak tamimlanan h
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fonksiyonu R’den R’ye giden ve R’nin yogun bir altkiimesinde sabit 0 degeri
alan bir fonksiyondur. A'nin R iizerinde sabit 0 degeri aldigin1 kanitlamak
yeterli.

h’nin 0 degeri aldig1 yogun altkiimeye A diyelim. a € R, herhangi bir gercel
say1 olsun. A, R’de yogun oldugundan, terimleri A’da olan ve limiti a olan bir
(an)n dizisi vardir. h siirekli oldugundan,

h(a) =h ( lim an> = lim h(a,) = lim 0=0

n—o0 n—o0 n—o0

olur (bkz. Teorem 3.1). O

f(q) = a¥ fonksiyonunun kanitlamaya soz verdigimiz ilk iki 6zelligini ka-
nitlamay1 bir sonraki altbéliime birakip Teorem 6.1°in kanitina girigelim.

Teorem 6.1’in Kaniti: x € R olsun. A, R’de yogun oldugundan, terim-
leri A’da olan ve z’e yakinsayan bir (ay), dizisi vardir. (ay,), dizisi yakinsak
oldugundan bir Cauchy dizisidir. Varsayima gore (f(ay))n de bir Cauchy di-
zisidir, dolayisiyla bu dizinin R’de bir limiti vardir. g fonksiyonunun z’teki
degerini,

(1) g(x) = lim f(an)

n—o0

olarak tanimlamak istiyoruz. Ama bunu yapmadan énce,

lim f(a,)

n—oo
degerinin, x’e yakinsayan (a,), dizisinin se¢iminden bagimsiz oldugunu, sa-
dece ve sadece x’e gore degistigini kamitlamamiz gerekiyor; yani terimleri A
kiimesinden olan (ay,), ve (b,), Cauchy dizilerinin R’deki limitleri esitse (li-
mitler x’e esitse), o zaman

lim f(an) = lim f(by)

n—oo n—oo

esitliginin dogru oldugunu kanitlamaliyiz, ¢iinkii aksi halde vermek istedigimiz
(1) tanmm gegersiz olur. (Dikkat, kanitin burasinda bir hinlik var.) Nitekim,
(an)n ve (by)y dizisi R’de aym limite yakisadiklaridan,

ap, bOa ag, b17 ag, an as, b37 s

dizisi de bu limite yakinsar [N4, Aligtirma 8.9]; dolayisiyla bu yeni dizi de bir
Cauchy dizisidir. Varsayima gore,

f(ao), f(bo), f(a1), f(b1), f(az), f(b2), ...
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dizisi de bir Cauchy dizisidir ve dolayisiyla R’de bir limiti vardir. Bu dizi-
nin altdizileri olan (f(an))n ve (f(bn)), dizileri de zorunlu olarak bu limite
yakinsarlar [N4, Teorem 8.2].

Demek ki
g(z) = lim f(a,)

n—o0

tanimu gegerli bir tanimdir, bu tamm, (a, ), dizisine gore degil, sadece x’e gore
degisir. g4 = f esitligi, a € A i¢in a, = a tanumin yaparsak,

g(a) = lim f(a,) = lim f(a) = f(a)
esitligi sayesinde bariz oldugundan, is, ¢’nin siirekli oldugunu kanitlamaya kal-
di. Kanitlayalim. x € R verilmis olsun. g’nin x’te siirekli oldugunu kanitlaya-

cagiz. Once su savi kanitlayalim:

Sav. z € R ve € > 0 verilmis olsun. Oyle bir § > 0 sayisi vardur ki ejer a € A
sayisy |z — a| < § egitsizliging saglyorsa, o zaman |g(z) — f(a)| < € esitsizligi
de saglanar.

Sav’in Kaniti: z’i sabitleyelim. Diyelim sav yanlig. O zaman &yle bir € > 0
say1s1 vardir ki, her n > 0 dogal says icin,

hem |z — a,| < 1/n hem de |g(x) — f(an)| > €

egitsizliginin saglandig1 bir a,, € A sayis1 bulunur. Ama o zaman da A’nin
(an)n dizisi x’e yakinsar ama g(x) = lim,_~ f(a,) olmaz. Bu da ¢g'nin tani-
miyla geligir. Sav kanitlanmigtir. 0

Simdi ¢g’'nin siirekli oldugunu kanitlayabiliriz.

Birinci Kanit: x € R olsun. (z,,),, 2’e yakinsayan herhangi bir dizi olsun.
lim,, 00 g(zy) = g(z) esitligini kamtlayacagiz. Boylece Teorem 3.1’e gore ¢g’'nin
siirekliligi kanitlanmig olacak. Bir n gostergecini sabitleyelim. Sav’a gore, her
k > 0 tamsayisi i¢in 6yle bir § > 0 sayis1 vardir ki, eger a € A sayis1 |z, —a| < ¢
esitsizligini sagliyorsa, o zaman

1

9(n) = fla)] <

esitsizligi de saglanir. Ayrica, A yogun oldugundan,

. 1
|zy, — ap k| < min {(5, k:}

esitsizligini saglayan bir a, j € A sayisi vardir. Dolayisiyla

‘g(wn) - f(an,k)’ < %
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olur. Simdi (ayp p)n dizisine bakalm. |z, — ay | < 1/n oldugundan, yani
Ty — — < Qpp < Tp+ —
n n

oldugundan, Sandvi¢ Teoremi’'ne (Teorem 4.14) gore,

lim ap, =2
n—oo

olur. Bundan ve g’nin tanimindan da

g(x) = lim f(ann)

n—oo

¢ikar. Ote yandan |g(z,) — f(ann)| < 1/n, yani

1 1
flann) n 9(zn) < flann) + n
oldugundan, gene Sandvig Teoremi’'ne (Teorem 4.14) gore,

lim g(z,) = nll_{I;o flann) = g(x)

n—oo
elde edilir. Teorem 6.1 kanitlanmistir. O

g¢’nin Siirekliliginin fkinci Kamti: z € R ve ¢ > 0 olsun. § > 0, Sav’daki
gibi olsun, ama § sayisi € igin degil de €/2 igin se¢ilmis olsun, bir bagka deyisle
eger a € A elemani |z — a| < 0 esitsizligini sagliyorsa, o zaman

9(@) = f(a)] < 5

esitsizligi saglansin. Her y € (x — §/2, 2 + §/2) elemam igin,

l9(x) —g(y)| < e
esitsizligini kanitlayarak teoremin kanitini bitirmek istiyoruz. Diyelim bu dogru
degil. O zaman
0
J— < —
lz—yl <5
ve

l9(x) = g(y)| = €
esitsizliklerini saglayan bir y elemani vardir. Diyelim,

9(y) = g(r) + e

(Bkz. agagidaki sekil. Diger durumun kanmt1 benzerdir.)
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x-0 x-0/2y x x+0/2  x+d

O zaman, eger a € A sayisi, y'nin en fazla §/2 kadar yakinindaysa,

o 9
|x—a\§\x—y[+]y—a|<§+§:6

oldugundan,
€
l9() — F(@)] < 5

esitsizligi saglanmali, dolayisiyla,

J(@) < gla) + 5 < g(@) + € < g(y)

olmali. Ama o zaman da,

9() = F(@)| = 9(v) = f(@) > g(y) — (9(2) + 5) = g(@) +e = (g(a) +5) = 5
olur. Demek ki her a € A sayisi igin, eger
4]

ly—al < B}

ise,
l9(y) = f(@)] > 5

esitsizligini kanitladik. Bu da g’'nin tanimiyla bariz bir celigkidir. Teorem 6.1
ikinci kez kanitlanmigtir. O
Alistirmalar

6.1. f ve g fonksiyonlar1 Teorem 6.1’deki gibi olsunlar.
i. f sabit fonksiyonsa g’nin de sabit oldugunu kanitlayin.
ii. f siirh bir fonksiyonsa g’'nin de sinirli oldugunu ve sinirlarin degismedigini kanitlayin.
iii. f artansa g’nin de artan oldugunu kanitlayin.
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6.2 Gergel Sayillarda Us Almaya Dogru

Simdi en sona biraktigimiz ilk iki 6nermeyi kamtlayalim (bkz. sayfa 118).

Teorem 6.3. a € R=0 sabit bir sayr olsun. f: Q — R0 fonksiyonu f(q) =
a? olarak tammlansin. O zaman

i. f sireklidir.

ii. Eger (qn)n, terimleri kesirli sayar olan bir Cauchy dizisiyse, (f(qn))n de
bir Cauchy dizisidir.

Teorem 6.1 ve 6.3 sayesinde, her a € R>? ve her b € R icin, a® olarak
gosterilen, daha 6nce bildigimiz gii¢ alma fonksiyonuyla uyumlu olan ve b’ye
gore siirekli bir fonksiyona sahip oluruz.

Teorem 6.3’tin Kaniti1: Eger ¢ = 0 ya da a = 1 ise her sey bariz. Bundan
boyle a # 0, 1 olsun.

i. Bir an i¢in f’nin 0’da siirekli oldugunu varsayalim. p € Q, herhangi bir kesirli
say1 olsun. f’nin p’de de siirekli oldugunu gosterecegiz. € > 0 olsun. f’nin 0’da
stirekli oldugunu varsaydigimizdan, 6yle bir 6 > 0 vardir ki, eger |gq| < ¢ ise,

11— a’ = o — | = [£(0) - f(g)] < —

olur. Simdi ¢ € Q kesirli sayisi, |¢ — p| < § esitsizligini saglasin. O zaman,
() = f(q)] = |a? — a9| = |a? — aPT @ P)| = aP|1 — a97P| < ¢

olur, yani f, p’de de stireklidir. Demek ki f’nin 0’da siirekli oldugunu kanitla-
mak yeterli.

Eger a = 1ise, f, sabit 1 fonksiyonu oldugundan elbette siireklidir. Bundan
boyle a’nin 1 olmadigini varsayalim.

Bir an icin, eger a < 1 ise f’nin siirekli oldugunu bildigimizi varsayalim. O
zaman a > 1 ise de f’nin siirekli oldugunu gosterelim. a > 1 ve b = 1/a olsun.
O zaman b < 1 olur. Demek ki varsayima gore,

g(q) = b1

olarak tammlanan g : Q — R>? fonksiyonu siireklidir. Ote yandan,

f<q>=aq:(2>q:b1q:g(1®

oldugundan, yani f = 1/g oldugundan, f de siireklidir (Teorem 2.11). De-
mek ki bundan boyle 0 < a < 1 esitsizliklerini varsayabiliriz. Varsayalhm. Bu
varsayimdan dolay1 f fonksiyonu azalan bir fonksiyondur [N4, Teorem 3.8.vii].
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f'nin 0’da siirekli oldugunu kanitlamamiz gerektigini animsatalim. Meshur
¢ > 0 verilmig olsun. Oyle bir § > 0 bulacagiz ki, eger ¢ kesirli saysi lq| <6
esitsizligini saghyorsa, |1 — a?| < € olacak. €'u 1’den kii¢iikk almanin higbir
mahsuru olamaz; 6yle yapalim. Demek ki

0<1l—e<1.

Diledigimiz §’y1 6nce pozitif kesirli ¢ sayilar1 i¢in bulacagiz (ve bulacagimiz bu
0’ya §; diyecegiz). € lizerine yukarida yaptigimiz varsayimdan dolayi,

lim (1 -¢)"=0

n—0o0

olur. Dolayisiyla bir u € N dogal sayis: igin,
(1-e"<a

olur. 47 = 1/u olsun ve ¢ kesirli sayis1 0 < ¢ < ¢ egitsizliklerini saglasin.
Demek ki,
1—e<a’=a% < af

ve dolayisiyla
1—af=1-a?<e.

Bu durumda istedigimiz gibi bir §; bulduk. (Bir bagka deyisle f'nin 0'in sa-
ginda siirekli oldugunu kanitladik.)
Simdi negatif kesirli sayilari igin bir d2 > 0 bulacagiz. € > 0 oldugundan,
lim (1+4¢€)" =00
n—oo

olur. Dolayisiyla, Oyle bir N vardir ki,

1
~<(1 N
" (1+¢)

olur. 02 = 1/N olsun. ¢ negatif kesirli sayisi, —q = |q| < d2 esitsizligini saglasin.
O zaman,

l—e<l<al=1/a) "<+ N=(1+e) 92 <1+e
olur [N4, Teorem 3.8.iv], yani
l—e<a? <1+e,

yani |1 — af| < e olur.
Son olarak, 6 = min{d1,d2} olsun. Eger ¢, |q| < § esitsizligini saglayan
herhangi bir kesirli sayiysa, g negatif de olsa, pozitif de olsa,

la? —a®| = |a? — 1] < ¢

olur, yani f fonksiyonu 0’da siireklidir.
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ii. Simdi, (gn)n bir Cauchy dizisi olsun. (f(gy))n dizisinin de bir Cauchy dizisi
oldugunu gosterelim. a # 0, 1 varsayimini yapabiliriz.

(gn)n bir Cauchy dizisi oldugundan simirhdir [N4, Teorem 7.10]. Demek ki
(f(gn))n dizisi de sinirhidir [N4, Teorem 3.8.vi ve vii]. Bu smir 0’dan (ve elbette
sonsuzdan) uzak oldugundan, yani (f(gy))n dizisi 0’a yakinsayamayacagindan
(Neden? Ipucu igin sayfa 126’daki grafiklere bakin) (f(gn))n ve (1/f(qn))n
dizilerinden biri Cauchy dizisiyse, digeri de Cauchy dizisidir [N4, Alstirma
7.60]. Dolayisiyla a € (0, 1) varsayimin yapabiliriz. Boylece f azalan bir fonk-
siyon olur [N4, Teorem 3.8.vi]. (f artan bir fonksiyon olsaydi da pek bir gey
degismezdi, benzer kanit isi goriir.)

e > 0 olsun. Her n i¢in f(q,) < A olsun. f fonksiyonu 0’da stirekli oldugun-
dan, 6yle bir 6 > 0 vardir ki, eger ¢ € Q sayis1 |g| < § esitsizligini sagliyorsa,
0 zaman .

[f(a) =1 =1f(a) = FO)] <
olur. (g,)n bir Cauchy dizisi oldugundan, 6yle bir N vardiwr ki, her n, m > N
icin, |¢n — @m| < 9 olur. Simdi hesap yapalim: n, m > N igin,

|f(gn) — flgm)| = la®™ — a®"| = a®"[a®™ """ — 1| = a®|f(qn — qm) — 1|

gA\f(qn—qm)—1]<A><%:e

elde ederiz. Bu da (f(gy))n dizisinin Cauchy oldugunu gosterir. Teorem ta-
mamiyla kanitlanmigtar. O

6.3 Gergel Sayilarda Us Alma

Teorem 6.1’in ve yukarida yaptiklarimizin sonucunu gikaralim.

Sonug 6.4. a > 0 bir gergel saywysa, her ¢ € Q i¢cin f,(q) = a? esitligini
saglayan bir ve bir tane sirekli f, : R — R>% fonksiyonu vardwr. Eger r
herhangi bir gercel sayiysa ve (qn)n kesirli sayr dizisi r’ye yakinswyorsa, o
zaman fq(r) sayist (fo(qn))n dizisinin limitidir, yani

fa(r) = nh—golo fa(Qn)
olur.

Kanit: Teorem 6.1 ve 6.3’ten hemen ¢ikar. U

Sonug 6.4’te var oldugu soyleyen f, fonksiyonunun bir r gercel sayisindaki
imgesini a” olarak yazacagiz. Demek ki,

a’ = lim a?.
n—oo
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Her r > 0 i¢in 0" sayisini 0 olarak tanimlayalim.

a” sayist “a 4sst r” olarak okunur ve bu tiir fonksiyonlara dissel fonksi-
yonlar adi verilir. Elbette eger r € Q ise, [N4, Altboliim 3.1]’de tanimlanan
a? ile bu boliimde tanimlanan a? ayni anlama gelirler. Bu kanitin bir 6zetini
Teorem 11.1’de bulabilirsiniz.

Sonug 6.4’ten oldukca kolay bicimde, her r € R icin expr = e" esitligi ¢ikar
(bkz. Teorem 11.1).

Ussel fonksiyonlarm tahmin edilen (ve ilk ve orta 6gretimde sorgulanmadan
kabul ettirilen) 6zellikleri vardir. Bu 6zellikleri teker teker kanitlayalim. Biitiin
bu 6zellikler kesirli sayilarda tanimlanan iis alma fonksiyonunun 6zelliklerinden
ve gercel sayilarda tanimlanan iis alma fonksiyonunun tanimindan cikacaktir.

Sonug 6.5. Her a,b > 0 ve her r, s gercel sayilar: i¢in su 6zellikler dogrudur.
i. " =ad"a’.

ii.ad=1"=1.

iii. 1/a”" =a™".

iv. (a")® =a"".

v. (ab)" = a"b" ve (a/b)" =a" /b".

vi. Eger a > 1 ise r — a” fonksiyonu artandir, a < 1 ise azalandar.

vii. Ejer a # 1 ise r — a” fonksiyonu R ile R>? arasinda bir eslemedir.
viii. 0 <7 vea <bisea” <.

ix.0>rvea<bisea" >0b".

X. Eger a > 1 ise lim, oo a® = 00, eger a < 1 ise lim, o a® = 0 olur.

Sonucu birazdan kamtlayacagiz. Once, cesitli a > 0 sayilar icin f (x) =a”

fonksiyonlarin grafigini ¢izelim:

flx) = b*
f(x) = dx f(x) =u* y A f(x) & f(x) =a~
. ;

b
a

flx)=1=1%
d
s u

1 - .

Altboliim 11.3’te grafiklerin gercekten boyle oldugunu gosterecegiz.
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Kanit: (r,), ve (Sp)n, sirasiyla r'ye ve s’ye yakinsayan kesirli say1 dizileri
olsun. Kamitta yukaridaki f, yazilimini kullanmak yararh olacak:

fa(r) =a".

fa fonksiyonunun siirekli oldugunu ve egitliklerin r ve s kesirli say1 olduklarinda
dogru olduklarini kullanacagiz [N4, Teorem 3.8].
i. Hesap ortada:

fa(r)fa(s) = nh_{I;O fa(rn) nh—>120 fa(sn) = nh_{I;O fa(rn)fa(sn)

:nlLrEO falrn +5p) = fa ( (1 + Sn)) = fa(r+s)

lim
n—oo
olur. Her esitligin neden dogru oldugunu okur kurcalamalidir.
ii ve iii. Kanit okura birakilmigtir. Aynen yukaridaki gibi ele alinmali.
iv. Once s’nin bir dogal say1 oldugunu varsayalim. O zaman, (i)’e gore (s
lizerine tlimevarimla), a™ = (a")® olur, yani bu durumda esitlik dogrudur.
Simdi s pozitif bir kesirli say1 olsun. u, v, pozitif dogal sayilar olmak iizere
s = u/v yazahm. O zaman, bir 6nceki paragrafa gore,

(aTS)U — a’l"SU — aru — (a’r')u
olur, yani
a"s = (ar)u/v _ (CLT)S.
Demek ki s, pozitif bir kesirli say1 iken de esitlik dogru. Esitligin her kesirli
say1 i¢in dogru oldugu (ii) ve (iii)’ten gikar.
Simdi s bir gergel say1 olsun. O zaman,

@7 = falrs) = fulr Jim (s0)) = fu( lim (rs.)) = lim_fa(rs,)

= T fur(s) = fur(5) = (a”)°

olur. (Her adimim neden dogru oldugunu kontrol edin liitfen.)
v. Dogrudan hesap:

(ab)” = lim (ab)™ = lim a"b™ = lim a™ lim 0™ = a"b".

Tkinci esitlik i¢in bunu ve (iv)’ii kullanacagiz:
(a/b)" = (abil)r =a" (bil)r =db T =a" (V) =a" /.
vi. a > 1 olsun. r < s olsun. O zaman r ve s’ye yakinsayan (7, ) ve (Sp)n

dizilerini her n icin
Tn < Sp
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olacak bicimde segebiliriz ve, a > 1 oldugundan,

fa(r) = lim fo(ry) < lim fo(sp) = f(s)
n—oo n—oo
elde ederiz. Eger a < 1 ise kanit benzerdir.
vii. @ > 1 varsayiminm yapalim. O zaman,
lim a" = oo
n—oo
oldugundan,
lim a™™ =0
n—oo

olur. b € R>? herhangi bir say1 olsun. O zaman n ve m dogal sayilari icin,
am<b<a

esitsizlikleri saglanir. Aradeger teoremine gore belli bir x i¢in b = a® olur.
Demek ki f, ortendir.
Simdi f, nin birebir oldugunu kanitlayalim. " = a® olsun ama r # s olsun.
Diyelim r < s.
r<p<g<s

esitliklerini saglayan p ve ¢ kesirli sayilarini segelim. (vi)’dan dolay1
a"<d<al<ad®*=d"

elde ederiz. Bir celigki.

viii. a < b olsun ve r’ye yakisayan pozitif (g, ), kesirli say1 dizisi alalim.
[N4, Teorem 3.8.iv|’e gore her n i¢in a? < b% olur. Limit alarak a”" < b"
buluruz. Esitligin olamayacagini gosterelim. ¢ = b/a > 1 tamimim yapalim ve
(Gn)n dizisini belli bir ¢ < r kesirli sayisindan biiyiik segelim. O zaman [N4,
Teorem 3.8.vi]'ya gore 1 = 19 < ¢? < ¢ olur. Limit alarak 1 < ¢ < ¢
buluruz. Demek ki (i) ve (ii)’ye gore 1 < ¢" =b"/a", yani a” < b".

ix. 7" = 1/2" oldugundan bir éncekinden ¢ikar.

X. a > 1 varsaymmm yapalim. Onerme, lim,_,c a™ = oo esitliginden ve
(vi)’dan gikar. @ < 1 durumu igin 1’den biiyiik olan 1/a’y1 ele alin ve birinci
kisimdan yararlanin. O

Aligtirmalar

6.2. 7 € R, sabit bir say1 olsun. g(z) = 2" kuraliyla tamimlanmug g : R”° — R>° fonksiyonu-
nun siirekli oldugunu goésterin. g ne zaman bir eglesmedir?

6.3. > 0 sabit bir say1 ve (2, ), yakinsak dizi olsun.

. T
lim z, = ( lim mn)
n— oo n—o0

egitligini kanitlayin.
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6.4. r € R\ {0} sabit bir say1 olsun. (z, )., sonsuza raksayan bir dizi olsun.

lim z;, = oo
n— oo

esitligini kanitlayin.
6.5. Eger a > lise, lim;—_ oo a® = 0, eger a < 1ise, lim,—, o a® = oo egitliklerini kanitlayin.
6.6. limg; oo 2% limitini bulun.
6.7. [N4, Teorem 19.1]’i kesirli p sayilarindan gergel p sayilarina genellestirin, yani su teoremi
kanitlayn:

Teorem 6.6. p gercel bir sayr olsun. O zaman,
o~ L
> 5
i=1

serisi p > 1 ise yakinsaktir, aksi halde wraksaktur.

Eger p > 1ise, > ;2| - says1 ((p) olarak yazilir. ¢ fonksiyonu Riemann zeta fonksi-
yonu olarak bilinir ve matematikte (6zellikle sayilar kuraminda) ¢ok énemlidir.

6.4 Bernoulli Esitsizlikleri

Artik pozitif bir a gergel sayisinin bagka bir r gercel sayis1 i¢in r’inci tissiinti al-
masini bildigimize gore (yani a” sayisinin anlamii bildigimize gore), Ber-
noulli egitsizlikleri adiyla bilinen ve ileride ¢ok yararh olacak olan 6nemli
esitsizlikleri aradan cikarabiliriz?.

Teorem 6.7 (Bernoulli). Eger x > —1 ve o € [0,1] ise
(1) (1+2)*<1+az.

Eger x > —1 ve o ¢ [0, 1] ise

(2) (14+2)*>1+4 ax.

Ayrica eger a # 0, 1 ise (1) ve (2) de esitlik sadece x = 0 igin mimkindir.

Birinci Kanit: [N4, Teorem 3.26]'da ay, ..., a, > 0 ise,
a+-+a
(AGn) nal...an§¥
n
esitsizligini ve esitligin ancak ve ancak a; = ... = a,, ise olabilecegini kanitla-

migtik. Bu esitsizlik kanitimizda 6nemli olacak.

’Bu esitsizlikleri [N4, Altboliim 3.3]’te de ele almustik. Ieride, Sonug 12.4’te ayn1 sonucu
hemen hemen ayni kanitla ama biraz daha temiz bir bicimde kanitlayacagiz.
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Once (1)1 o’nin kesirli say1 oldugu durumda kamtlayahm. o > —1 ve
1 < m < n tamsayilari i¢in « = m/n olsun. (AG,,)’yi kullanarak hesaplayalim:

(I+2)*=1+a)"" = /(1 +2)" = /1 +z)m1mm
< m(l+z)+(n—m) n+ma

m
=1+—x=1+ax.
n n
Esitlik sadece 1 + x =1 ise, yani « = 0 ise miimkiindiir.
Simdi (1)1 « bir gercel say1 oldugunda kanmitlayalim. « gergel sayisina
yakinsayan herhangi bir (g, ), kesirli say1 dizisi i¢in, 7 saysi,

r® = lim r

olarak tanimlanmisti. a € (0,1) oldugundan g, kesirli sayilarim da (0,1) ara-
liginda segebiliriz. Boylece,
(14+2)%=lim (1+2)" < lim (1+¢,z) =1+ ax
n—oo n—oo
olur. Simdi esitligin sadece z = 0 igin gecerli olabilecegini kanitlayalim. Bu
amagla o < g < 1 egitsizliklerini saglayan bir ¢ kesirli sayisi secelim. a/q < 1
oldugundan,
1+2)1<1+4 2
q
esitsizligini biliyoruz. Kesirli sayilar igin egitligin sadece x = 0 igin dogru
oldugunu bildigimizden (kanitin ilk paragrafi), eger x # 0 ise,

I+z)*<|(l14+—-2) <l+azx
q

olur. Birinci kismin kaniti bitmigtir.
Sira (2)’ye geldi. Eger ar < —1 ise sol taraf pozitif, sag taraf negatif olamaz
ve bu durumda 6nerme bariz. Bundan boyle ax > —1 varsayimini yapalim.
Diyelim o > 1. Teoremin biraz once kanitladigimiz birinci kismini x yerine
az’e ve a yerine 1/« € (0,1) sayisina uygulayalim. O zaman,

1
I+an)/*<14+—az=1+z
a

olur ve egitlik ancak ax, yani z = 0 ise gegerli olur. Her iki tarafin da a’inci
kuvvetini alirsak,
(14 az) < (14 x)°

olur ve teorem kanitlanir.
Simdi o < 0 varsayimin1 yapalim. Oyle bir n > 1 dogal sayis1 bulalim ki,
0 < —a < n olsun. Demek ki 0 < —a/n < 1. Teoremin birinci kismina gore,

Q+z)m<1-%y
n
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olur ve egitlik ancak x = 0 ise dogrudur. Demek ki,

1 o
142)" > ——  >1+4—g.
(14 z)%™ > [—ag + i
Iki tarafin da n’inci kuvvetini alirsak, n > 1 oldugundan, bir énceki paragrafta
kanitladigimizdan,

(0% « n
(1+x) 2<1+—x> >1+ax
n

elde ederiz. Teorem tamamen kanitlanmistir3. O

Ikinci Kanit: [N4, Teorem 3.21)’de, her p € Q kesirli sayis1 ve her —1 < z
gergel sayisi i¢in, eger 1 < pise 1 +pzr < (1 4+ x)P ve eger 0 < p < 1 ise
1+ pzr > (1 + z)? oldugunu kamitlamigtik. Bu esitsizligi p yerine, r gercel
sayisina yakinsayan (py), dizisinin terimlerine uygularsak ve n sonsuza gi-
derken esitsizliklerin limitini alirsak teoremin neredeyse tamami kanitlanir.
Kalanin kaniti1 bir 6nceki kanitin son paragrafinda verilmistir. O

Ornekler

68 0<a<lwvex>11se

(z+ 1) —2* g0l o % —(z—1)°
o4 fe%
egitsizligini kanatlayin.

Kanit: Teorem 6.7’ye gore,

(1+1) <14+ % ve (171) <1-¢
X X X X

cikar. Bu esitlikleri z“ ile carparsak,

(x+1)* <24+ az® ' ve (- 1) <z% —az®"!

elde edilir. g
6.9. 0 < a<1wvem<n dogal saylar ise ise
1 «@ _ @ o o o « _ _ 1 [e%
(DT =m? e L (1) et (M D
o o
olur.
Kanit: Bir 6nceki problemi = yerine m, m + 1, ..., n sayilarina uygulayalim:
(m+1)%—m®> < ma—l < m®—(m—-1)~

(m+2)*—(m+1)*
[e3

(m+1)%—m*
a

< (m+1)*" <

n®—(n—1)<

(n+1)*—n® a—1
()% —n? < n < ~

3Bu teoremi ileride bir defa daha Sonug 12.4 olarak kanitlayacagiz. Iki kamt ¢ok benzer
olacak ama ikincisi daha temiz olacak.
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ve bu egitsizlikleri altalta toplayalim. Sag ve sol taraflardaki sadelestirmelerden sonra
aynen istenen esitsizlikleri buluruz. g

6.10. Eger
1 1 1

NZNRVES ¥/1.000.000

ise, xin tamkismant bulun.
Kanit: Yukaridaki problemde m = 4, n = 1.000.000 ve o = 2/3 alirsak,

1.000.001%/3 —42/3 . | _ 1.000.000%/3 — 32/3
<47V3 4 57Y3 4 41.000.000712 <
2/3 to At 2/3

buluruz. Sol taraf igin:

1.000.0012/3 _42/3

s (1.000.001%/® — 42/3) > 21.000.000%/3 — 3 42/3

3

2

$10.000 — £ 2*/3 = 15.000 — ¥/54 > 15.000 — 4 = 14996
esitsizligini kullanalim. Sag taraf icin,

L000.000° 2372 £(10.000 — 3%/%) = £10.000 — §3%/3
15.000 — 2 /9 < 15.000 — 22 = 14.997

esitsizligini kullanalim. Boylece 14.996 < z < 14.997 buluruz ve [z] = 14.996 olur. O

6.5 Us Almanin Siirekliligi

Bu altboliimde x +— z" fonksiyonlarimin siirekli olduklarini kanitlayacagiz.

Teorem 6.8. RZ0 kiimesinden R ye giden f(x) = x" kuralyla belirlenmis s
alma fonksiyonu streklidir.

Kamit: 27" = 1/2" oldugundan, = — z" ve x — z~" fonksiyonlarindan biri

stirekliyse, digeri de siireklidir. Boylece, gerekirse r yerine —r alarak, r > 0
varsayimini yapabiliriz. Eger n = [r] € Nve s =r —n € [0,1) ise, 2" = z"z*
oldugundan ve x +— z™ fonksiyonu siirekli oldugunu bildigimizden (n bir dogal
say1 ¢iinkil), r yerine s alarak, r € (0,1) varsayimini yapabiliriz.

Fonksiyonun 6nce 0’da siirekli oldugunu kanitlayalim. ¢ > 0 olsun. § =
€/7 olsun. Eger 0 < z < 4 ise 2" < 6" = ¢ olur. Demek ki fonksiyon 0’da
siirekliymis.

Simdi fonksiyonun 1’de stirekli oldugunu kanitlayalim. Gene bir ¢ > 0
alalim. Oyle bir § > 0 bulacagiz ki, |z — 1| < 6, yani 1 — 6 < 2 < 1+ § icin
|z" —1] < e olacak. §’y1 1/2’den kii¢iik segmeye sozvererek 1/2 < z varsayimini
yapabiliriz. O zaman Teorem 6.7’yi x — 1’e uygulayarak

" <14r(x—1)
elde ederiz. Eger © > 1 ise, bundan

2" = 1| =2"-1<r(x—1)=rlz—1]
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gikar ve 0’y1 €/r’den (ve 1/2’den) kiigiik almanin yettigini goriiriiz. Eger x < 1
ise, 1/x > 1 oldugundan, (1/z)" = 1/2" sayisimu 1’e istedigimiz kadar yaklas-
tirabiliriz. Bu sefer §’y1

1 1
——1<2)ise ——1<e€
x x”

olacak bigimde (ve elbette s6zverdigimiz gibi 1/2’den kiigiik) secelim. Simdi

eger 1 —x < 0 ise,

1 )
- —1<-<20
x x

ve dolayisiyla

1
——1<e
:LAT‘

olur; buradan da
l—a2" <ex" <e

¢ikar. Demek ki fonksiyon 1’de siirekliymis.
Simdi fonksiyonun rastgele bir a > 0 sayisinda siirekli oldugunu gosterelim.

T
() -1
a
oldugundan ve bir 6nceki paragrafta £ sayisin1 1’e yeterince yakin alarak
T
(e
a

sayisini istedigimiz kadar kii¢liltecegimizi gérdigiimiizden, fonksiyon a’da da
siirekli olur. Daha ayrintili olmak gerekirse, verilmig bir € i¢in §; > 0 sayisi,

“'ET _aJT" :aT‘

|z — 1| < 6 ise [2" — 1] < ¢/a”

esitsizligi saglanacak bigimde se¢ilsin. 6 = dya olsun. Eger |[x —a| < § = d;a ise,
|z/a — 1] < 61 ve dolayisiyla |(z/a)” — 1] < €/a” olur; buradan da |z" —a”| < €
gikar. U

Sonug 6.9. a € A CR ve f: A— R fonksiyonu a’da stirekli olsun. Ayrica
f'nin bir 6 > 0 i¢in AN (a —6,a+06) komsulugunda negatif olmadigini varsa-
yalim. Son olarak r > 0 olsun. O zaman [ : AN(a—§,a+3d) — R fonksiyonu
sureklidir.

Kanit: Teorem 6.8’den ve Teorem 2.21°den ¢ikar. U
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7. Fonksiyon Dizilerinin
Noktasal Yakinsamasi

X herhangi bir kiime olsun. Mesela X C R olabilir (ama olmayabilir de).
Fonk(X,R) ya da kisaca Fonk X, X’ten R’ye giden fonksiyonlar kiimesini sim-
geleyecek. Fonk X kiimesi iizerine toplama ve carpma iglemleri vardir: Iki fonk-
siyonu toplamak ya da carpmak icin, fonksiyonlarin degerleri toplanir ya da
carpihir. Bu iglemlere fonksiyonlarin noktasal toplama ya da noktasal
carpwvma adi verilir. Aym sekilde fonksiyonlar: birbirinden ¢ikarabiliriz ve bir
fonksiyonu sabit bir gercel sayiyla garpabiliriz.

Ornek 7.1. X = R ve f(z) = 22, g(z) = = + 1 ise, (fg)(z) = f(z)g(z) = z*(x + 1) ve
(f + 9)(x) = * + 2 + 1 olur. Ayrica eger r € Rise (rf)(z) = r - f(z) = r2® olur.

Her n dogal sayisi igin bir f,, : X — R fonksiyonu, yani Fonk(X) kiime-
sinin bir (fy,)y dizisi verilmig olsun. O zaman her z € X igin ayr1 bir (f,(x)),
say1 dizisi elde etmis oluruz. Her z € X igin bu (f,(x)), say1 dizisinin bir
limiti olabilir ya da olmayabilir. Diyelim her = € X i¢in (f,(x)), say1 dizisinin
bir limiti var. x’e gore degisebilecek bu limite f(z) diyelim. Boylece, (fn)n
fonksiyon dizisinden bir f : X — R fonksiyonu elde ederiz.

f fonksiyonunun bu (fy,)n fonksiyon dizisinin limitini oldugunu séylemek her-
halde kabul edilir bir tanim olur. Oyle de yapacagiz. Tek farkla ki, “limit”
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yerine “noktasal limit” soziinii kullanmay1 yegleyecegiz ¢iinkii ileride fonksi-
yon dizileri i¢in daha dogal bir limit kavrami bulacagiz.

Bigimsel tanimi verelim: X herhangi bir kiime olsun. X’ten R’ye giden
bir (fy)n fonksiyon dizisi verilmis olsun. Eger her z € X igin (f,(x)), say1
dizisinin bir limiti varsa, o zaman, (f,), fonksiyon dizisinin, her x € X igin,

flz) = lim fo(z)
olarak tanimlanan f : X — R fonksiyonuna noktasal yakinsadigs ve f’nin
(fn)n fonksiyon dizisinin (noktasal) limiti oldugu sdylenir. Bu durumda,

f: lim fn

n—oo

ya da
fg lim f,
n—oo

yazilir. Egitligin tistiindeki p, Ingilizce noktasal anlamima gelen pointwise soz-
ciigliniin p’sidir.

Bir (f,) fonksiyon dizisinin noktasal limiti varsa, bu limit elbette biricik-
tir.

Boylece Fonk(X) kiimesinde (ashim sorarsaniz oldukga ilkel) bir yakinsaklik
kavrami tanimlamig olduk. (ﬂeride ¢ok daha iyisini yapacagiz.)

Hemen birkac érnek verelim. Orneklerimizde X hep R’nin bir altkiimesi
olacak ama daha once de dedigimiz gibi 6yle olmak zorunda degil.

Ornekler

7.2. X =R ve fo(x) = x/n olsun. Her = € R igin,

lim fo(z) = lim = =0

n— oo n—oo M

olur. Demek ki (fn). fonksiyon dizisinin limiti sabit 0 fonksiyonuymus. f,, fonksiyon-
larinin grafikleri asagida. Giderek yataylagiyorlar ve en sonunda f = 0 fonksiyonuna
yakinsiyorlar.

u [

£

f3

——
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7.3. X =10,1] ve fn(z) = 2" olsun. O zaman,

. | 0 egerxz#1ise
lim_ fn(z) = { 1 egerz=1Iise

n—oo
olur. Demek ki (fy), fonksiyon dizisinin limiti,

| 0 egerxz#1ise
f(as)—{ 1 egerxz=1Iise

formiiliiyle tanimlanan f fonksiyonudur.

»
>

Bu 6rnekte, f,, fonksiyonlarinin her birinin siirekli ama f fonksiyonunun (1 noktasinda)
stireksiz olduguna dikkatinizi ¢ekeriz. Demek ki siirekli bir fonksiyon dizisinin noktasal
limiti siirekli olmak zorunda olmayabilir. Bu da oldukca rahatsiz edici bir durum.

74. X =R ve

2 n

T T T
fa(@) =1+ S+ or++

. .. . P
olsun. O zaman, exp fonksiyonun tamimina gore, lim,_,o fn(z) = expz olur. Benzer
sonug, gene tamimlardan dolay1 sin ve cos fonksiyonlar: i¢in de gegerlidir:

n 2i41 n
. EET . 1I7 _ 1ye
Smx_nhfio;( V'aignr s® nlgrio;( D G

7.5. Her n > 0 dogal say1s1 igin

2n*4+n—1z+3n->5

n2

falz) =

olsun. O zaman, lim,— oo fn () L 92 olur.
7.6. f:R — R herhangi bir fonksiyon olsun. n € N igin f,, : R — R g0yle tanimlansin:

_ [ f(z)  eger |x| <nise
ful(@) = { 0 aksi halde

O zaman lim,— e fn L f olur. Demek ki her fonkiyon sinirli fonksiyonlarin noktasal
limiti olarak yazilabilir.

7.7. Her fonksiyonun periyodik fonksiyonlarin noktasal limiti olarak yazilabilecegini kanitla-
yin.
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Ornek 7.3’te siirekli bir fonksiyon dizisinin noktasal limitinin siirekli olmaya-
bilecegini gordiik. Daha 6nce de dedigimiz gibi bu oldukca rahatsiz edici bir
sey. Tleride fonksiyonlarn yakmsamas: kavramiyla hafifce oynayarak bu ra-
hatsiz edici seyden kurtulacagiz ve diizgtin yakinsaklik olarak adlandirilan
yepyeni bir yakinsama kavramiyla siirekli bir fonksiyon dizisinin limiti strekli
olacak.

Asagidaki teoremin kaniti ¢ok basittir, benzer esitliklerin say1 dizileri i¢in
gecerli olmasindan kaynaklanir.

Teorem 7.1. X, herhangi bir kime olsun. (fn)n ve (gn)n, X ten R’ye giden
ki fonksiyon dizisi ve r € R olsun. Eger
. P . D
Jm a2 5 ve Jim g0 2 g
ise, (fn+ gn)n, (rfn)n ve (fngn)n fonksiyon dizilerinin de noktasal limitleri

vardir ve ,

limy, o0 7 fn £ rf
ve
lim (fuga) = fo
esitlikleri saglanir. Ayrica eger her x € X i¢in g(x) # 0 ve gn(x) # 0 ise,
(fn/gn)n fonksiyon dizisinin de noktasal limiti vardur ve

lim&pf

esitligi saglanar.
Kanit: Okura birakilmigtir. O

Aligtirmalar

7.8. X =10,1] ve fn(z) = nz(l — )" olsun. O zaman lim, _, f, noktasal limitinin sabit 0
fonksiyonu oldugunu kanitlaymn. f,,(1/n) > 1/6 esitsizligini kanitlayin.

7.9. X =R ve her n < 0 dogal say1s1 icin,

n  eger 0 <z < 1/nise

fn(@) = { 1 yoksa

olsun. O zaman,
lim f, =1

n—o0
olur (yani limit, sabit 1 fonksiyonudur.)
7.10. X =R ve her n > 0 dogal sayis1 i¢gin,

fn(z) =

n  eger 0 <z <1/nise
1 yoksa

olsun. O zaman, (fr)» dizisinin limiti var midir?
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7.11. f, :[0,1] — R goyle tanimlansin:

nz eger 0 <z < 1/2n ise
fal@) =< 2n—nz  eger 1/2n <z < 2/n ise
0 eger 2/n < x <1 ise.

Bu fonksiyonlarin grafiklerini gizin. (Agagida!) Fonksiyonlarin limitinin sabit 0 fonksi-
yonu oldugunu kanitlayin.

A

fs

/s

1 // \f3

164 X 1/3% 12 273 1
1/5 1/4 215

Son alistirmada da goriilecegi {izere, fonksiyonlarin noktasal yakinsamasi pek
mutlu bir kavram degil: Maksimum degerleri sonsuza gidebilen bir fonksiyon
dizisi noktasal olarak 0’a yakinsayabiliyor.






8. Fonksiyon Dizilerinin
Duzgun Yakinsamasi

8.1 1Ilk Tamim ve Ornekler

Bir 6nceki boliimde bir fonksiyon dizisinin bir bagka fonksiyona noktasal yakin-
samasinin ne demek oldugunu gordiik. Tanimi animsatalim ¢linkii bu tanimi
hafifce degistirerek ¢ok daha giiclii bir “fonksiyon dizisi yakinsamas1” kavrami
elde edecegiz:

X herhangi bir kiime ve X ’ten R’ye giden bir ( f,,), fonksiyon dizisi verilmis
olsun. Eger her z € X icin (f,(z)), say1 dizisinin bir limiti varsa, o zaman
(fn)n fonksiyon dizisinin, her z € X i¢in,

fz) = lim fy(z)

olarak tamimlanan f : X — R fonksiyonuna noktasal yakinsadigr ve f'nin
(fn)n fonksiyon dizisinin noktasal limiti oldugu soylenir. Bu durumda,

f£ lim f,
n—oo

yazilir. Bir bagka deyisle, (f;,), fonksiyon dizisinin limiti olan lim,,_, . f,, fonk-
siyonu, her z € X icin,

(i ) () = Jim, gl

olarak tanimlanmistir.

Tanimu biraz daha agacak olursak, bir (f, : X — R),, fonksiyon dizisinin
bir f : X — R fonksiyonuna yakinsamasi i¢in, her x € X ve her ¢ > 0 igin
oyle bir N olmali ki, her n > N igin,

[fn(z) = f(2)] <e

olsun.



144 8. Fonksiyon Dizilerinin Diizgiin Yakinsamasi

Bunu simgesel olarak yazalim:

f£ lim f,

n——aoo

esitligi, aynen,
(Vz e X) (Ve >0) AN (Vn > N) |fo(z) — f(z)| <€

anlamina gelir.
Buradaki N sayisi x’e ve €’a gore degisir. Zaten yukaridaki matematiksel
formiildeki siralamada da 3N ifadesi

(Vz € X) (Ve > 0)

ifadesinden sonra gelir. Yani her € X ve her € > 0 igin, istenen kogulu sag-
layan ayr1 bir N olabilir. Bu bagimlihig1 gostermek icin bazen N yerine N, .
yazilir.

N’nin €’a gore degismesi olagan ¢iinkii ne de olsa € kiictildiikge

[fn(z) = f(2)] <e

esitsizligini saglamak, yani f,(z)nin f(x)’e € kadar yakin olmasimi saglamak
gliclesir: Genelde € kiigiildiikge bu esitsizligin saglandigi n sayisin biiytitmek
gerekir. Pek ender durumlarda N, ¢’dan bagimsizdir.

N’nin z’e gore degismesi de olagan bulunabilir. Nitekim x degistikce

[fn(z) = f(x)] <e

esitsizliginin saglanmas gecikebilir. Ote yandan bazen de gecikmez, baz1 du-
rumlarda, hatta oldukga sik rastlanan bazi durumlarda, belli bir N’den biiyiik
n sayilari i¢in

[fu(z) = f(z)] <e
esitsizligi her 2 € X elemani icin saglamr. Ornegin her n icin f, = f ise, yani
(fn)n dizisi sabit bir diziyse bu kesinlikle boyle olur; ama bundan ¢ok daha
heyecanli 6rnekler gorecegiz. Bu durumda, (f,, : X — R),, fonksiyon dizisinin
f : X — R fonksiyonuna diizgtin yakinsadigs soylenir ve
lim f, = f
n—oo
yazilir. (Esitligin iistiindeki « harfi, Ingilizce diizgiin demek olan uniform soz-
ciiginiin u’sudur.)
Diizgiin yakinsakligin bicimsel tanimi soyle:

(Ve > 0) AN (Vo € X) (Vo > N) |fa(z) — f(2)] < .
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Bu formiilii bir 6nceki formiille kargilagtirmakta ve “Vx € X7 simgelerinin
nereden nereye gectigini gozlemlemekte yarar vardir.

Diizgiin yakinsakligi sozle ifade edelim: Eger her ¢ > 0 icin, her n > N ve
her z € X igin,

[fn(z) = f(z)| <e

esitsizliginin saglandig1 x’ten bagimsiz bir N sayisi varsa, (fy), fonksiyon di-
zisinin f fonksiyonuna dizgin yakinsadigr soylenir.

Diizgiin yakinsakligin noktasal yakinsakliktan su 6énemli ayrimi var. Diiz-
giin yakimsaklikta, (f,(z)), dizileri f(z) sayilarina “ayni hizla” yakmsarlar.
Oysa noktasal yakinsaklikta yakinsama hizi1 x’e gore degigebilir. Dolayisiyla
diizgiin yakinsaklik, noktasal yakinsakliktan cok daha giiclii bir kavramdir.
Yakin zamanda avantajlarini gérecegiz. Noktasal yakinsamak, diizgiin yakin-
sakliktan ¢ok daha kolaydir: Bir fonksiyon dizisi diizgiin yakinsaksa ayni za-
manda noktasal yakinsaktir ama bunun tersi dogru degildir:

Teorem 8.1. Eger (f,)n fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna dizgin yakinsi-
yorsa noktasal da yakinsar.

Kanit: Bu kadar agiklamadan sonra bu teoremin ayrica bir kamita ihtiyaci
oldugunu sanmiyoruz: Eger bir N her z igin igimize yariyorsa, elbette her x
icin bu N isimize yarar! O

Diizgiin yakinsaklik kavramini geometrik olarak da ifade edebiliriz ve boy-
lece kavrami biraz daha sezgisellestirebiliriz. ( f,,), fonksiyon dizisi f’ye diizgiin
yakinsasin. € > 0 verilmis olsun. O zaman yeterince biiyiik n’ler ve her x igin,

|fu(z) — f(2)] <,
esitsizligi yani
flx)—e< folz) < f(x)+€

esitsizlikleri saglanir. Bir bagka deyisle, yeterince biiyiik n’ler icin f,, fonksi-
yonlar1 f — e ile f 4 € arasindadir. Sekil agagida.

A f,, fonksiyonlar
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Demek ki (f,), fonksiyon dizisinin f’ye diizgiin yakinsamasi i¢in yeter ve gerek
kogul, her € > 0 i¢in, f, fonksiyonlarimin bir zaman sonra f —e ile f+e¢ geridinin
igine girmesidir.

Boylece Fonk(X) kiimesi iizerine daha giiclii (yani gergeklesmesi daha zor
olan) bir yakinsaklik kavrami daha tanimlamig olduk. Bu yeni yakinsaklik
kavrami X'’in elemanlarina teker teker odaklanmaktan ziyade X kiimesini bir
biitiin olarak ele aliyor.

Birazdan ornekler verecegiz (gegen boliimiin 6rneklerinin tistiinden gege-
cegiz) ama 6nce bunca agiklamadan sonra ¢ok bariz olmasi gereken bir de su
onsavi aradan ¢ikaralim:

Onsav 8.2. Y C X iki kiime olsun. (fn)n, X 'ten Rye giden bir fonksiyon
dizisi olsun. Eqer (fn)n dizisi f fonksiyonuna diizgin yakinsiyorsa, o zaman
(fuy )n fonksiyon dizisi fy fonksiyonuna dizgin yakinsar.

Kanit: Eger bir N her x € X igin igimize yariyorsa, elbette bu N her x € Y
igin de igimize yarar! O

Birazdan gorecegimiz iizere (6rnekleri boldur zaten) bu teoremin tersi
yanhstir, yani (f,)n dizisi f fonksiyonuna noktasal yakinsasa ve (f,y ), fonk-
siyon dizisi fly fonksiyonuna diizgiin yakinsasa ve hatta Y bir bi¢cimde X'te
“yogun” olsa bile (fy,), dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsamayabilir.

Aligtirmalar

8.1. X =Y UZ olsun. (fn)n, X’ten R’ye giden bir fonksiyon dizisi olsun. Eger (f,y)n
ve (fn|z)n fonksiyon dizileri diizgiin yakinsaksa, (fn)n fonksiyon dizisinin de diizgiin
yakinsak oldugunu kanitlayin.

8.2. Eger X sonluysa, noktasal yakinsak her fonksiyon dizisinin diizgiin yakinsak oldugunu
kanitlayin.

Gelelim 6rneklere. Bir 6nceki boliimiin 6rneklerindeki noktasal yakinsak-
liklarin diizgiin yakinsaklik olup olmadiklarini irdeleyecegiz. Eger dizi diizgin
yakinsak degilse, fonksiyonlarin tamim kiimesi olan X’in 6yle (olabildigince
genig) bir Y altkiimesini bulacagiz ki Y’ye kisitlanmig fonksiyon dizisi diizgiin
yakinsak olsun.

Ornekler

8.3. X =R ve fn(x) = x/n olsun. Ornek 7.2’de bu dizinin noktasal limitinin sabit 0 fonksi-
yonu oldugunu gordiik. Bakalim diizgiin yakinsaklik var mi.
Teorem 8.1’e goére fonksiyon dizisi ancak sabit 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsayabilir.
Zaten bu bir sonraki sayfada ¢izdigimiz fonksiyon grafiklerinden de bariz bigimde gorii-
liiyor.
Eger f, fonksiyonlarinin grafiklerine bakarsak diizgiin yakinsakligin olmadigini hissede-
riz: Belli ki z biiytidiikge (fn(z))n yani (z/n), dizisi 0’a yakinsamakta gecikiyor, ya da
g0yle agiklayalim: fy,’ler hi¢bir zaman sabit 0 fonksiyonunun (—e, €) seridine girmiyor.
Bunu bigimsel olarak kanitlayalim.



8.1. ilk Tanim ve Ornekler 147

£

f3

_—
el ?fs

7 x

-4

€ = 1 olsun. Diyelim &yle bir N var ki her n > N ve her « € R igin,
|fn(z) =0 <e=1,

yani |%| < 1, yani |z| < n. Ama bu son egitlikten daha sagma bir sey olamaz! Her x
sayisinin mutlak degeri elbette n’den kiigiik degildir. Demek ki diizgiin yakinsaklik yok.
Ama gimdi f, fonksiyonlarini sinirli bir arahiga kisitlayalim, diyelim bir A > 0 igin,
fonksiyonlar1 [—A, A] araligina kisitladik. Bakalim neler olacak... Bu fonksiyonlara g,
diyelim:

gn = fn)[-4,4]-
(gn)n fonksiyonlar dizisinin sabit 0 fonksiyonuna diizgiin yakmsadigini kamtlayacagz.
Bunun boyle oldugu asagidaki sekilden de anlagiliyor: Fonksiyonlar sadece [—A, A] ara-
higma kisitlandigindan (A ¢ok biiyiik bile olsa), gn fonksiyonlar: (n yeterince biiyiik
alindiginda) (—e, €) seridine girer. Bunu bigimsel olarak kanitlayalim simdi.

\ 81

¢ > 0 verilmis olsun. Oyle bir N bulacagiz ki, her n > N ve her z € [—A, A] igin,

|gn () = 0 <,
yani
T
’*’ <€,
n
yani
m <n

€
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8.4.

8. Fonksiyon Dizilerinin Diizgiin Yakinsamasi

olacak. Bu son esitsizligin yeterince biiylik n’ler igin saglandigim1 gérmek pek o kadar
zor degil, ¢iinkii her z € [—A, A] i¢in |z| < A, dolayisiyla eger n’yi n > A/e olacak
bigimde alirsak istedigimizi elde ederiz.

Daha da bicimsel kanit1 verelim: € > 0 verilmis olsun.

A
N>Z
€

esitsizligini saglayan herhangi bir dogal say1 secelim, 6rnegin,

olsun. O zaman her n > NN dogal sayis1 igin, é <N+1<nve

A
jgnta) -0 = |2 =1 < A o
n n n
olur. Kanitimiz tamamlanmigtir. a
Onsav 8.2°den dolay1 f, fonksiyonlarmin R'nin herhangi sinirh bir altkiimesine kisitlan-
misglar1 sabit 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

X =[0,1] ve fn(z) = 2™ olsun. O zaman,

. 0 egerx#1ise
lim fn(w) = { 1 eger x =1 ise

n—oo

olur. Demek ki (f,)» fonksiyon dizisinin noktasal limiti,

f(:v):{ 0 egerxz#1ise

1 egerxz =1 ise

formiiliiyle tamimlanan f fonksiyonudur. Dolayisiyla (). fonksiyon dizisi ancak bu f
fonksiyonuna diizgiin yakinsayabilir.

1+e ) 5
1 €
1-¢
fi
e+ L
el 1

Yakinsakligin diizgiin olmadigini kanitlayacagiz. Yukaridaki sekilden de bunun anlasil-
masi lazim. Belli ki 1 mizik¢ilik yapiyor. f’nin 1’de aldigi 1 degeri yiiziinden, kiiciik bir
€ i¢in, f, fonksiyonlar1 hi¢gbir zaman f merkezli ¢ kalinhigindaki seride girmiyor. Bunu
bigimsel olarak kanitlayalim.

Bu sefer ¢ = 1/2 alalim. Diyelim &yle bir N var ki her n > N ve her z € [0, 1] igin,

[fae) = @) < e= 5
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olsun. O zaman her n > N ve her z € [0, 1) i¢in de,

@) = f@)l < = 3,

yani

95"—\9£n|<1
N 2

olur. Bunun 6zel bir hali olarak, her z € [0, 1) i¢in

1
N+1

< —
v 2

)

olur. Ama bu dogru olamaz, ciinkii g(z) = V! fonksiyonu siireklidir ve x, (soldan) 1’e
dogru giderken bu fonksiyonun limiti 1’dir:

lim 2Vt =1.

r—1"
Dolayisiyla 1’e yeterince yakin z’ler icin 2™ 7' sayis1 1’e ¢ok yakin olmal, yani 1/2%yi
agmali. Demek ki (fr)n fonksiyon dizisi diizgiin yakinsayamaz.
Simdi bir 6nceki 6rnekte yaptigimiza ¢ok benzer bir sey yapalim. Cok kiigiik ama pozitif
bir « sayist segelim ve fonksiyonlarimizi [0, 1] araligindan R’ye yollayacagimiza, [0, 1 —
araligindan R’ye yollayalim. Bu durumda fonksiyon dizisinin sabit 0 dizisine diizgiin
yakinsadigini kanitlayabiliriz.

A

—g 4 1-a 1

Bu, yukaridaki sekilden de anlagiliyor. 1 — a < 1 oldugundan, n’yi yeterince biiyiik
secersek, f fonksiyonlar: (—e, €) seridinin igine girerler.

Nitekim, € > 0 olsun. Oyle bir N bulacagiz ki her n > N ve her z € [0,1 — @] igin,
2™ = |fn(z) — 0] < € olacak. 2" < (1 — «)™ oldugundan, her n > N i¢in

l1-a)"<e

esitsizligini saglamak yeterli. Boyle bir N bulmak miimkiin miidiir? Evet! Ciinki
0<l-ax<l1

oldugundan,

lim (1-a)"=0

n—oo

esitligi gegerlidir, yeterince biiyiik her n sayisi, (1 — )" < € esitsizligini saglar.
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85. X =Rve ,
T "
fn(x):1+ﬂ+§+---+m
olsun. O zaman, exp fonksiyonun tanimina gore,
lim fn.(z) =expz
n—>roQ
olur. Demek ki,
lim f, Zexp.
n—-> 00
Peki diizgiin yakinsaklik var mi? Yok! Nitekim eger z’i pozitif alirsak,
xn+1
— > >0
expx — fn(z) > nrl) >
olur ve € > 0 ve n € N ne olursa olsun, bu say1 x ¢ok biiyiik alindiginda €’u asar.
Ote yandan (daha 6nceki iki érnekte de oldugu gibi), eger f, fonksiyonlarini R'nin sinirh
bir altkiimesine kisitlarsak, o zaman yakinsaklik diizgiin olur.
Okurun bu agsamada bunu kanitlamaya caligmasinda biiylik yarar vardir. Bolim 9’da
kuvvet serileriyle ilgili ¢ok daha genel bir sonug¢ kanitlayacagimizdan, bunun kanitini
ileriye sarkitiyoruz.
Alistirmalar
8.6. Ornek 8.4’teki (fn)n dizisinin (0,1) acik arahginda diizgiin yakinsak olmadigim kanit-
layin.
8.7. Ornek 8.5’teki (fn)n dizisinin sinirh her aralikta exp fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini
kanitlayin.
8.8. fn(x) =™ /n olsun ve f,’yi [—1,1] kapal araliginda tamimh bir fonksiyon olarak gore-
lim. (fn)n dizisinin sabit 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini kanitlayin.
8.9. fn:(0,1) — R fonksiyonu,
1
fn(@) = 1+nx
kuraliyla tanimlanmig olsun. (f,). fonksiyon dizisinin sabit 0 fonksiyonuna noktasal
yakinsadigini ama diizgiin yakinsamadigini kanitlayin.
8.10. fy :[0,00) — R fonksiyonu,
fal@) = =
" T 1l4nx
kuraliyla tamimlanmis olsun. (f,), dizisinin sabit 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini
kanitlayin.
8.11. f, : R — R fonksiyonu,
2
T
@ = 13
kuraliyla tamimlanmis olsun. (f,), dizisinin sabit 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini
kanitlayin.
8.12. f, : R — R fonksiyonu,

3
fu(z) = T na?

kuraliyla tanimlanmig olsun. (f,). dizisinin her smirh kiimede diizgiin yakinsadigini
ama sinirsiz kiimeler iizerinde diizgiin yakinsamadigini kanitlayin.
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8.13.

8.14.

8.15.

8.16.

8.17.

X = p=*(R), R’nin sonlu altkiimelerinden olugan kiime olsun. z € X igin |z|, #’in
eleman sayisini simgelesin ve
|z

fa(z) =

n

tammini yapalim. lim f,, & 0 olur. (fn)n dizisi sabit 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsarlar
mi?
X = p(N) ve z € X igin

min x

fal) =

olsun. (fn)n dizisi diizgiin yakinsak midir?
X = p(N) ve z € X igin

n

min{minz, 1}

fil) = TR
olsun. (fn)n dizisi diizglin yakinsak midir?
reX =p~¥(R)igin Yo =) _rolsun ve
_Xz
fn(x) L

tanimim yapalm. lim f,, £ 0 olur. (fn)n dizisi sabit 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsarlar
mi?
reX =p~“R7)\Digin Yz =3, 7 ve maxz = max{r : r € X} olsun.

folz) = 2T

nmaxx

tammum yapalm. lim f,, £ 0 olur. (f»)» dizisi sabit 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsarlar
m1?

8.2 Diizgin Yakinsaklhigin Duzgiin Tanimi

Bir 6nceki altboliimde bir fonksiyon dizisinin bir bagka fonksiyona diizgiin ya-
kinsamasinin ne demek oldugunu gordiik. Bu altboliimde ayni kavramin daha
kullanigh ve bir¢cok anlamda daha dogru bir tanimini verecegiz.

Once diizgiin yakinsakhigin tanimim ammsatalim: X herhangi bir kiime ve

X’ten R’ye giden bir (f,,), fonksiyon dizisi verilmis olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in,

her n > N ve her x € X i¢in, |fp(x) — f(z)| <€

Onermesini saglayan bir N sayisi varsa, (f,), fonksiyon dizisinin f fonksiyo-
nuna diizgiun yakinsadigr soylenir.

Bu tanimda,

(@) = f2)] <€

esitsizligi yerine

[fn(z) = f(x)] < e
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esitsizligini almak bir gsey degistirmez. Yani yukaridaki tanimla su tanim ayni
anlama gelir: Eger her € > 0 igin,

her n > N ve her z € X i¢in, |f,(x) — f(z)] < e

onermesini saglayan bir N sayisi varsa, (fy), fonksiyon dizisinin f fonksiyo-
nuna dizgiun yakinsadigr soylenir.

Nitekim birinci tanimdaki kogul her € > 0 icin saglaniyorsa, elbette ikinci
tanimdaki kosul da her € > 0 icin saglanir, ¢iinkii ne de olsa

[fa(z) = f(2)] < €= [fulz) = f(z)] <€

onermesi dogrudur. Simdi ikinci tanimdaki kogulun her € > 0 icin saglandigini
varsayalim ve birinci tanimdaki kogulun her € > 0 igin saglandigin1 kanitlaya-
lim. € > 0 verilmis olsun. Ikinci tanim e yerine € /2’ye uygulayalim: her n > N
ve her z € X igin,

[fu(z) — f2)] <

esitsizliginin saglandigi bir N sayisi1 vardir. Bu N sayisi igimizi goriir: Her
n > N ve her z € X igin,

DN ™

[fu(z) = fz)] <

esitsizligi, dolayisiyla
(@) = f(2)] <€

esitsizligi saglanir. Kanitimiz bitmigtir.

Bu altbéliimde yapmak istedigimiz i¢in ikinci tamim daha kullanigh olacak.
Bundan boyle ikinci tanimi kullanacagiz.

Simdi su basit ama 6nemli gézlemi yapalim: Eger her x € X icin,

[fu(z) = f(z)| < e

esitsizligi gecerliyse, o zaman,

sup{|fn(z) — f(z)| : z € X} <€
esitsizligi de gecerlidir. Ve bunun ters istikameti de dogrudur: Eger bir n sayisi
icin,

sup{|fn(z) — f(z)| : z € X} <€

esitsizligi gecgerliyse, her x € X icin

[fn(z) = f(z)] < e
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esitsizligi gecerlidir. Dolayisiyla diizglin yakinsakligin tanimini goyle de vere-
biliriz: Eger her ¢ > 0 icin,

her n > N i¢in sup{|fn(z) — f(z)|:z € X} <e

Onermesini saglayan bir N sayisi varsa, (f), fonksiyon dizisinin f fonksiyo-
nuna diizgun yakinsadigr soylenir.
Simdi,
1fn = fIl = sup{|fu(z) — f(2)| : € X}

tanimini yapalim ve diizgiin yakinsakligin son tanimindaki

sup{|fn(z) — f(z)| : = € X}

ifadesi yerine || f,, — f|| sembolizmini kullanalim. O zaman diizgiin yakisakligin
tanimi su sekle doniisgiir: Eger her € > 0 icin,

her n > N igin ||f, — f]| < €

Onermesini saglayan bir N sayisi varsa, (f,), fonksiyon dizisinin f fonksiyo-
nuna diizgiun yakinsadigr soylenir.

Elde etmek istedigimiz tanima adim adim yaklasiyoruz... Normlara uymak
icin ufak bir degisiklik daha yapalim. Aynen ta en bagta yaptigimiz gibi

lfn = fll <€

ifadesi yerine
[ fn = fll <e

ifadesini alabiliriz. Iste hedefledigimiz yeni tammn sondan bir énceki hali:
Eger her € > 0 i¢in, her n > N igin,

1fn = fll <€

esitsizliginin saglandig1 bir N sayis1 varsa, (f,), fonksiyon dizisinin f fonksi-
yonuna duzgin yakinsadigr soylenir.
Bu son kosulun ne dediginin farkina vardiniz mi1? Bu kosul aynen,

lim |[fn = f|| =0
n—00

diyor! Tek bir farkla ki ||f, — f||’'ler illa say1 olmak zorunda degiller, co da
olabilirler. Eger sonsuz tane n igin ||f,, — f||'ler co oluyorsa, o zaman bunlarin
limiti 0 olamaz ve diizglin yakinsaklik yoktur. Eger en fazla sonlu tane n icin
|| fr — fl||'ler oo oluyorsa, o zaman ||f, — f||’ler arasmndan sonsuz olanlarim
cikarip geri kalan say1 dizisinin yakinsakligina bakabiliriz.

Simdi tanimin son halini yazabiliriz:
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Tanmim. X herhangi bir kiime ve X'ten R’ye giden bir (fn)n fonksiyon dizisi
verilmis olsun. Eger lim, o ||fn — f|| = 0 ise, (fn)n fonksiyon dizisinin f
fonksiyonuna diizgin yakinsadaigs soylenir.

Son iki boliimde igledigimiz 6rnekleri bu yeni tanim igiginda tekrar ele
alalim.

Ornekler

8.18. X =R ve fn(z) = x/n olsun. Ornek 8.3’te bu dizinin noktasal limitinin sabit 0 fonksi-
yonu oldugunu ama dizinin diizglin yakinsak olmadigini gérdiik. Diizgiin yakinsamanin
olmadigin || f,, — 0|| degerlerini hesaplayarak gorelim:

[|fn — 0| :sup{)E—O’ :xeR} :sup{m :xER} = oo.
n n

Demek ki (|| fr. — 0||)~ dizisi 0’a yakinsamiyor, hatta bir say1 dizisi bile degil. Dolayisiyla
(fn)n dizisi 0’a (ya da bagka bir fonksiyona) diizglin yakinsayamaz.

Simdi f, fonksiyonlarini bir A > 0 igin, [— A, A] araligina kisitlayalim. Bu fonksiyonlara
gn diyelim:

gn = fn|[-A4,A]-
Bu durumda (gn ). dizisinin sabit 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsar, nitekim,
|z

0< Hgn—OH:sup{’%—O’ ix € [—A,A]}:sup{; cx € [—A,A]} <

A

n
oldugundan lim,—, ||gn — 0]| = 0 olur.

8.19. X =10,1] ve fn(z) = 2™ olsun. O zaman,

0 egerx#1ise
1  egerx=1ise

lim fn(z) =

n—00

olur. (fn)n fonksiyon dizisinin noktasal limiti,

f(x)z{ 0 egerx #1ise

1  egerx=1ise

formiiliiyle tanimlanan f fonksiyonudur. Ornek 8.4’te f’nin bu dizinin diizgiin limiti
olmadigini kanitlamigtik. Aym seyi

lim [ fr — £l
n— oo

limitini hesaplayarak gosterelim. Tanim kiimesini, [0,1] yerine [0,1) alip diizgiin ya-
kinsakhigin olmadigini gostersek de olur (bkz. Teorem 8.2). O zaman, (fy), dizisinin
noktasal limiti sabit 0 fonksiyonu olur ve dolayisiyla

lim || —0]|
n—oo

limitinin olmadigini ya da olsa bile bu limitin 0 olmadigini kanitlamamiz gerekir. Nite-
kim,
[1fn = Ol = sup{|z" — 0] : 2 € [0,1)} = sup{|z[" : € [0,1)} = 1
oldugundan,
Tim || 0] = 1#0
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olur ve (fy)n dizisi sabit 0 dizisine diizgiin yakinsamaz.

Simdi ¢ok kiigiik ama pozitif bir « sayist segelim ve fonksiyonlarimizi [0, 1] araligindan
R’ye yollayacagimiza, [0,1 — o] araligindan R’ye yollayalim. Bu durumda fonksiyon di-
zisinin sabit 0 dizisine diizgiin yakinsadigini kanitlayabiliriz:

[|fn —0]] =sup{|z™ — 0] : 2 €[0,1 — ]} =sup{Jz|" :z € [0,1 —a]} = (1 — )"
oldugundan,
lim ||fr, —0]] = lim (1—a)" =0
n— oo n—oo
olur ve bu sefer (f,)» dizisi sabit 0 dizisine diizgiin yakinsar.
8.20. X =R ve

2 n

x x xT
f@ =1+ 5+ T+ D

olsun. O zaman, exp fonksiyonun tanimina gore,
lim fn(x) =expzx
n— o0

olur. Demek ki,

. p
lim f, =exp.
n— oo

Diizgiin yakinsakligin olmadigini gostermistik. Bir daha gosterelim:

i f:‘:mER}

m=n-+1

. [e’e) lim. RZO < .’L’n+1 . R _
2 sup Z m.xe 2 sup m.xe = oQ.

m=n-+1

|Ifn — exp|| =sup {|fn(x) —expz|: z € R} = sup{

Kanitimiz bitmigtir.
Ama sinirh bir aralikta yakinsaklik diizgiin olur. Bunun ¢ok zor olmayan kanitini okura
birakiyoruz.

8.21. X ve Y birer kiime olsun. f, : X — R fonksiyon dizisinin g : X — R fonksiyonuna
diizgiin yakinsadigini varsayalim. h : ¥ — X herhangi bir fonksiyon olsun. O zaman
(fnoh : Y — R), fonksiyon dizisi go h : ¥ — R fonksiyonuna diizgiin yakinsar.
Elbette, ne de olsa (fy). dizisi igin bulunan N sayisi, (f, o h), dizisi i¢in de ige yarar.

Bu altboliimde bir fonksiyon dizisinin bir bagka fonksiyona diizgiin yakin-
samasinin ikinci ve daha kullanigh bir tanimini gordiik. Bunun igin

1fIl = sup{|f(2)| : 2 € X} € RZ° U {o0}

tanimina ihtiya¢ duyduk. Bu 6nemli bir tanimdir, o kadar ki, “lizerinde dur-
maya deger” demek bile yeterince giicli bir ifade degildir.

||f|| ifadesi bazen kitaplarda ||f||o olarak geger; adina da f'nin stp-
norm’u denir. Asagida stipnormun bazi basat 6zelliklerini ve Fonk X kiime-
sinin 0zel bazi altkiimelerini gorecegiz.

8.3 Fonksiyonlarin Sipnormu

Bir f € Fonk X fonksiyonu igin,
1fI] = sup{[f(z)| : = € X}
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tanimin1 yapalim. Elbette ||f||, bir gercel say1 olabilecegi gibi co da olabilir.
Yani ||f||, R=° U {oo} kiimesinin bir elemanidir.
Ornekler

8.22. X =R ve f(z) =z ise, ||f|| = oo olur.
8.23. Ote yandan, X = R ve f fonksiyonu,

1
&) =1
kuraliyla tamimlanmigsa, agagidaki grafikten de goriilecegi lizere, || f|| = 1'dir.

8.24. Ama dikkat f(z) = x/(z + 1) ise de ||f|| = 1 olur ama |f(z)| = 1 esitligini saglayan bir
x yoktur.

Teorem 5.15te RZ0 U {£o0} kiimesi iizerine toplama, carpma ve bir siralama
tanimlamigtik. Bu toplama ve siralamaya gore, her f € Fonk X = Fonk(X,R)
ve her x € X igin,

f) < [f(@)] <[/l

olur elbette. Ayrica || f||, yukaridaki esitsizligi her x € X igin saglayan R=% U
{oo} kiimesinin en kiigiik elemamdir.
Su sonucu kanitlamak oldukcga kolaydir:

Onsav 8.3. Her f, g € Fonk X ve her r € R i¢in, su énermeler dogrudur:
i. ||f]] =0 ve f =0 egitliklerinden biri dogruysa digeri de dogrudur.

i | f{l = [r]- I f]]-

iii. [|f+gll < |[f1] + [lg]]-

ivo |- gll < 11 Mgl

Dolaypswyla, her f, g, h € Fonk X icin sunlar dogrudur:

a. [|[f—gll=0& f=g.
b. [|f —gll = llg — flI.
c. [If —gll <IIf = hll+I[Ih— £l

Kanit: Ilk iki 6nerme, tammdan dolay1 bariz; aslinda tigiinciisii de:

1f + gll =sup{|f(z) + g(x)| : 2 € X} <sup{|f(z) +[g(z)| : v € X}
<sup{[f(x)| : x € X} +sup{|g(z)| : v € X} = [[f]| +[g]]

Dordiinciistinii ve ikinci kismi okura aligtirma olarak birakiyoruz. g

Onsav 8.3’teki 6zelliklerin, aynen gercel sayilar lizerine tanimlanmig olan
mutlak deger fonksiyonu icin de gecerli olduguna ozellikle dikkatinizi ¢cekmek
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isteriz. Yani Fonk X yerine R kiimesini alsak ve || || yerine mutlak degeri alsak,
yukaridaki onsavin R ve mutlak deger icin dogru oldugunu, lise, hatta ortaokul
yillarindan beri bildigimizin farkina variriz. Tek farki, Fonk X kiimesindeki
bir f elemam i¢in || f|| denen seyin sonsuz olabilmesi; oysa R’de mutlak deger
sonsuz olamaz tabii. Ama tek derdimiz bu olsun! Bunun da yakin gelecekte
caresini bulacagiz.

Algtirma 8.25. Onsav 8.3.iv’ii kamtlaym. Onsav 8.3.iii ve iv’teki esitsizliklerin her zaman
dogru olmadigini gdsterin.

8.4 Fonk X Uzerine Mesafe
Eger f ve g, Fonk X kiimesinden iki eleman ise, f ve g arasindaki mesafeyi

d(f,9) = min{L,[[f — g[[}

olarak tanimlayalim. Boylece d(f, ¢g) hicbir zaman sonsuz olmaz, hatta hicbir
zaman 1’1 agamaz. Ama bizim i¢in d(f, g)'nin 1’1 agmamasi degil, Onsav 8.4’te
kanitlayacagimiz ozellikleri 6nemli olacak. Nitekim herhangi bir a > 0 i¢in

d(f,g9) = min{a, [|f — g][}

olarak tanimlanmig olsaydi da herhangi bir sey degismezdi, yapacaklarimizin
hepsi bu yeni d i¢in de gegerli olurdu. d( f, g)’'nin tamiminda beliren 1’in yegane
islevi, f ile ¢ arasmdaki mesafenin sonsuz olmasimi engelleyip Onsav 8.3'in a,
b ve ¢ ozelliklerini saglamasi (bkz. Onsav 8.4). Eger ||f — g|| sonsuz olma-
saydi boyle bir tanima ihtiya¢ duymazdik bile. Nitekim, sinirli fonksiyonlarla
caligirken yukaridaki d(f, ¢) tanimin unutup,

d(f,g) = IIf — gl|

tanmmuyla ¢aligmak bizi magdur etmeyecek (6te yandan pek bir sey de ka-
zandirmayacak!)
Bu arada, daha ileri gitmeden,

d(f,9) <1, d(f,9) = lf —gll ve [lf =gl <1

Onermelerinin birbirine denk olduklarini da farkedelim. Yani kii¢ciik mesafeler
icin, d(f, g) ile ||f — g|| arasinda bir ayrim yoktur.

Onsav 8.4. Her f, g, h € Fonk X icin su onermeler gecerlidir:

i. d(f,g) € R2,

ii. d(f,g) = 0 ve f = g esitliklerinden biri gecerliyse, digeri de gegerlidir.
iii. d(f,g) =d(g, ).

iv. d(f,g) < d(f,h) + d(h,g).
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Kamt: Bunlarm her biri Onsav 8.3'in ve tanimm birer sonucudur. (i) ¢ok
bariz. (ii) de:

d(f, f) = min{L, ||f - ||} = min{1,0} = 0.

Diger yandan d(f,g) = 0 ise, o zaman,

0= d(f,g) = min{1,||f — gll}

oldugundan |[|f — g|| = 0 buluruz; bundan da Onsav 8.3’ gore f = g cikar.
(iii)"tin kaniti: Onsav 8.3’ten dolayz,

If=gll=11(=D)(g = Hll=1-1]llg = fll = llg = flI.

oldugundan, d(f,g) = d(g, f) olur.
(iv)’tin kamty: Eger d(f, h) ya da d(h, g) mesafelerinden biri 1 ise, esitsizlik
elbette gecerli olur. Ikisinin de 1’den kii¢iik olduklarini varsayalim. O zaman,

d(f,h) = |If = hl|

ve
d(h,g) = [[h = gl|

olmak zorunda. Dolayisiyla,

d(f,g9) =min{L,[|f —g[l} <|[f =gl <[I(f = h) + (h—9)[|}
<|[lf = hll +[|h = gll = d(f, h) +d(h, g).

Teorem kanitlanmigtir. ]

Bu agsamada durup biraz soluklanalim ve ne kamtladigimiza dikkatlice
(ama belli bir mesafeden) bakalim. Gergel sayilarda mutlak degerin de benzer
ozellikleri vardir: Her x, y, z gercel sayis1 i¢in, su 6nermeler dogrudur:

i. |z —y| € RZY,

il. |z —y|l=0& 2=y,

iii. [z —y| =y —al,

iv. [z —y| < |z —z|+ ]z —y|

Yani Fonk X yerine R kiimesini alsaydik ve her x, y € R igin,

d(z,y) = |z =yl

tanimim yapsaydik da, Onsav 8.4 gecerli olacaktu.
Onsav 8.4’teki dort 6zellige sahip bir d fonksiyonuna mesafe fonksiyonu
denir. Demek ki,

d(f,g) = min{l, |[f — g[}
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kurahiyla tamimlanmig d : Fonk X x Fonk X — R fonksiyonu, Fonk X kiimesi
tizerine bir mesafe fonksiyonudur. Bu yiizden (Fonk X d) ciftine metrik uzay
adi verilir. Aynen bunun gibi,

kuraliyla tanmimlanmig d : R x R — R fonksiyonu da R iizerine bir mesafe
fonksiyonudur ve (R, d) ¢ifti de bir metrik uzaydir.

Onsav 8.4’te kamtlanan dort 6zelligi saglayan bir d fonksiyonuna “me-
safe fonksiyonu” denmesi nedensiz degildir. Nitekim bu dort 6zellik “mesafe”
kavraminin saglamasi gereken Ozelliklerin 6ziidiir: Mesafe denen sey, eger ger-
¢ekten “mesafe” adimi hakediyorsa, her seyden 6nce bir gercel say1 olmali ve
hi¢ negatif olmamali. Bu, Onsav 8.4.i’de verilmis. Ayrica, ancak bir noktanm
kendisine olan mesafesi 0 olabilmeli; iki farkli noktanin mesafesi pozitif olmali.
Bu da Onsav 8.4.ii’de verilmis. Ayrica mesafe simetrik olmali, yani A'nin B’ye
mesafesi B'nin A’ya olan mesafesine esit olmali. Bu, Onsav 8.5.iii’te verilmis.
Ve son olarak, A’dan B’ye gitmek i¢in bir C' noktasindan gegilmek istenirse,
mesafeyi kisaltmig olamayiz. Bu son 6zellige tiggen esitsizligi adi verilir. Bu
ozellik de Onsav 8.4.iv’te verilmistir.

“Ucggen esitsizligi”

Sonug olarak, Onsav 8.4’teki dort ozellik, sezgisel olarak hissettigimiz “me-
safe” kavraminin vazgecilmez ve en bagat o6zellikleridir. Bu yiizden boyle bir
fonksiyona mesafe fonksiyonu adi verilir. Ve bu yiizden mesafe kavraminin
tanimlandigi kiimeye de metre’den tiireyen metrik uzay denir.

Bir metrik uzay, bir M kiimesi ve Onsav 8.3'in a, b ve ¢ ozelligini
saglayan bir d : M x M — R2° fonksiyonu icin, (M,d) biciminde yazilan
bir ¢ifttir. d’ye M {izerine mesafe denir. Cogu zaman d’nin ne oldugu bilinir
ve gozardi edilerek, (M, d) metrik uzay1 yerine M metrik uzay: denir. Ornegin
M = R ise, aksi sOylenmedikge d(x,y) = |z — y| alnir.
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M

Bir metrik uzay!

Bir metrik uzayin her altkiimesi, aym1 mesafe fonksiyonuyla bir metrik
uzaydir. Bu durumda altkiimeye altuzay adi verilir.

Bu ciltte amacimiz hicbir bicimde metrik uzaylarin genel teorisini goster-
mek degil, ama bu dile simdiden aligmakta yarar var diye diiglintiyoruz. Metrik
uzay konusunu dérdiincii ciltte [N5] igleyecegiz.

R’de tamimlanan hemen hemen her kavram metrik uzaylarina da genel-
lestirilebilir, hele metrik uzay iizerine toplama ve carpma gibi iglemler varsa.
Ornegin, yakinsaklik, limit, Cauchy dizisi, siireklilik, tamlik gibi kavramlar
gergel sayilardan metrik uzaylara genellestirilebilir. Bunun i¢in, R’de yapilmig
bir tanimda goriinen her

[z =yl
tiirlinden ifade yerine
d(z,y)
koymak yeterlidir; boylece aynm kavrami metrik uzaylara genellegtirmis oluruz.

Her metrik uzayda toplama ve carpma gibi iglemler olmaz. Ama R ve
Fonk X metrik uzaylarinda, mesafe diginda bir de toplama, ¢gikarma, carpma
ve “bir sayiyla carpma” gibi iglemlerimiz var. Bu iglemler ve mesafe kavrami sa-
yesinde, ge¢miste R icin tamimladigimiz birgok kavrami Fonk X metrik uzayina
genellestirecegiz.

8.5 Fonk X Uzayinda Yakinsaklik

(fn)n, Fonk X kiimesinden bir dizi olsun. f € Fonk X olsun. Eger her ¢ > 0
icin,
n > N ise d(fn, f) <e€

kogulunu saglayan bir N varsa, (f,),’nin f’ye yakinsadigs soylenir. Bu ko-
sulun aynen

lim d(fy, f) =0

demek oldugunu okurun dikkatine sunariz. Ama eger (d(fy, f))n dizisinin limiti
0 ise, bu sayilar bir zaman sonra 1’in altina girerler ve o zaman da

d(fmf) = min{l? an - fH} = an - f”
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olur, yani

lim || f, — f|| =0
n—oo

olur. Bunun tersi de dogrudur: Eger
lim ||f, — f||=0
n—oo

ise, o zaman ||f,, — f]| sayilar1 bir zaman sonra 1’in altina girerler ve o zaman
gene

A(fn, ) = mind L, || fo = fII} = [[fn = [l

esitligi gecerlidir, yani
lim d(fn, f)=0
n—oo
olur. Dolayisiyla tanimi s0yle de verebilirdik: Eger her € > 0 icin,
n> N ise ||fn— f|]| <€
kogulunu saglayan bir N varsa, (f,),’nin f’ye yakinsadigs soylenir. Sonug:

Bu altboliimde tanimlanan bu yakinsaklik kavrami, aynen, énceki althéliimde
tanmimlanan diizgiin yakinsaklik kavramidir, ne bir fazla ne bir eksik!

/

(f-€, f+¢€) seridi

Bir (f,), fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi,
her € > 0 i¢in, dizinin belli bir gostergecten sonra f’nin € seridinin
icine girmesi demektir.

Demek ki ( f,,)n fonksiyon dizisinin f’ye diizglin yakinsamasi i¢in yeter ve gerek
kosul, her € > 0 icin, f,, fonksiyonlarinin “bir zaman sonra”, yani belli bir N
gostergecinden sonra, yukaridaki ve agagidaki sekillerdeki gibi, f —eile f + €
seridinin icine girmesidir.
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A R f,, fonksiyonlar

Verilmisg bir (f,), dizisi eger yakinsaksa, tek bir fonksiyona yakinsayabilir.
Limitin biricikligi bir 6nceki paragraftan ve boéliimlerden belli: (fy,), dizisi
f’ye yakinsiyorsa, f ancak (f,), dizisinin noktasal limiti olabilir (bkz. Teorem
8.1). Boylece

lim f, = f
n—oo

esitligini yazma hakkini kazaniriz. Boyle bir f’nin oldugu bir diziye yakin-
sak ya da daha dogru olarak dizgin yakinsak dizi denir. f’ye de (fp)n
dizisinin dtizgtin limiti ya da stupnormuna goére limiti denir. Noktasal
yakinsaklikla karigmasin diye, gecen boliimlerde de belirttigimiz gibi,

lim f, = f

n—oo
yerine,

lim f, = f

n—oo
yazilir.

Bu bulgularimizi bir 6nsav halinde toparlayalim:

Onsav 8.5. (fn)n, Fonk X kimesinden bir dizi ve f € Fonk X olsun. Asagi-
daki onermeler esdegerdir:

a. lim, o0 fro = g

b. limy, 00 d(fn, f) = 0.

c. lim, o ||fn — f|| = 0.

d. lim, oo (fn — f) = 0. O

Onsavin son kosulundaki 0 elbette sabit 0 fonksiyonunu simgelemektedir.

Ornekler

8.26. Sabit olmayan bir polinomiyal fonksiyon +oo’da +oo’a raksadigindan, sabit olmayan
polinomiyal fonksiyonlardan olusan bir (f,, : R — R),, dizisi R’nin simirsiz bir altkiimesi
tizerinde sinirh bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsayamaz. (Sayfanin tepesindeki gekilden
bu kolaylikla anlasiliyor.)
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8.27. Siniis fonksiyonunun —1 ile 1 arasinda deger aldigin biliyoruz [N4, Aligtirma 16.6]. Siniis
fonksiyonlarinin,

; oy 23 o 27 e p2ntl
sinz = lim \z =3+ 5 -5 o+ D Gy

olarak tanimlandigini da animsayalim. Bir 6nceki 6rnege gore, bu yakinsaklik R tizerinde
diizgiin olamaz, sadece noktasal bir yakinsaklik s6z konusudur. Ama yakin zamanda
yakinsakhigin her sinirli aralik iizerinde diizgiin oldugunu kanitlayacagiz (bkz. Sonug
9.2). Ayn seyler kosiniis fonksiyonu icin de gegerlidir elbette.

Aligtirmalar

8.28. Her f, g, h € Fonk X igin,
d(f,g) =d(f —g,0) =d(f —h,g—h)

esitliklerini kanitlayin. (Buradaki 0, elbette sabit 0 fonksiyonu anlamia geliyor.)

8.29. X = R olsun. Her n dogal sayisi i¢in, f, : R — R fonksiyonu, n diginda her yerde 0
degerini alsin ve n’de de n degerini alsin.

lim f, £0

n— oo
egitliginin dogru ama

lim f, =0

n— oo

esitliginin yanlhs oldugunu kanitlayin.
8.30. X = R olsun. Her pozitif n dogal sayis: i¢in, f, : R — R fonksiyonu, n diginda her
yerde 0 degerini alsin ve n’de 1/n degerini alsin.

lim f, =0
n—oo

esitligini kanitlayin.

8.6 Diizgiin Yakinsakhigin Aritmetigi
Simdi diizgiin yakinsaklhigin aritmetigi iizerine birkag sonu¢ kanitlayalim.

Teorem 8.6. X bir kiime olsun. (fn)n ve (gn)n, X ten R’ye giden iki fonksi-
yon dizisi ve r € R olsun. Eger

. u . u
Jm v Jim g% g
ise, (fn + gn)n ve (7 fn)n fonksiyon dizilerinin de dizgin limitleri vardur ve
lim (f + gn) = f+g ve lim rf, =rf
n—oo n—o0

olur.
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Kanit: Birinci egitligin kanit1 tamamen,

(fr 4 gn) = (F + DI = [[(Fn = F) + (gn = @I < [[f = Fll + [lgn — 9l

esitsizligine dayanir ve Sandvig Teoremi sayesinde Onsav 8.5’ten hemen cikar.
Ikincisini okura birakiyoruz. O

Belki sagirtica ve hayal kirikligina neden olacak ama, benzer sonu¢ ¢arpma
icin bu genellikte dogru degildir. Buna hemen bir 6rnek verelim.

Ornek 8.31. X = R olsun.
1
ful) = = ve gu(e) = g(w) = @

olsun. O zaman

lim f, Z0ve lim g, =g
n— oo n— oo

olur. Teorem 7.1’e gore
lm fngn =0
n—oo

olur elbette ama Ornek 8.3’ gére
lim fngn =0
n—oo
olmaz.
Ote yandan eger her f, ve her g, fonksiyonu X iizerine sinirliysa o zaman Teorem 8.6
carpma i¢in de gegerlidir. Sinirli fonksiyonlarla bir sonraki boliimde ilgilenecegimizden bunun

kanitini erteliyoruz. (Dileyen asagidaki 8.39’uncu aligtirmaya bakabilir.) Bunu bildigimizi
varsayarsak, R’nin her simirh I altkiimesinde,

nli_)ngo(fngn)\l =0
oldugunu buluruz.

Asagidaki aligtirmalarda tersi séylenmedikge X bir kiime ve (f,), gibi
diziler fonksiyon dizileri; ayrica her fonksiyon X’ten R’ye gidiyor.

Alistirmalar

8.32. X =R olsun. f, : R — R fonksiyonlar: s6yle tanimlansin:

n  eger x > n ise
fn(z) = z  eger —n < x < nise
—n  eger x < —n ise

fn fonksiyonlarimin grafiklerini ¢izin. Noktasal yakinsadig1 fonksiyonu bulun. (f,), dizisi
bu noktasal limite diizgiin yakinsar mi?
8.33. X =(0,1) ve fn(x) = z™ olsun.
lim f, Z0

n— o0
esitligini ve her n igin ||fn|| = 1 esitligini gosterin. Demek ki siipnormu 1 olan bir fonk-
siyonlar dizisi, siipnormu 1 olmayan bir fonksiyona noktasal olarak yakinsayabiliyorlar.
8.34. Eger limy,co fn = fise limy oo || fn|| = || f|| esitligini kanitlayn. (Tersinin dogru olmasi
s6zkonusu bile olamaz!)
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8.35. X =R ve fn(z) =z + 1/n olsun.

g, fnl@) =2

esitliginin dogru oldugunu ama

lim f,(z)* = 2°

esitliginin yanlg oldugunu gosterin.
8.36. lim,— oo fr = f olsun. f’nin sirh oldugunu varsayalim, yani ||f|| < oo olsun. Sunu

kanitlayin: Oyle bir A ve N vardir ki, her n > N igin, ||fn]| < A. (Yani (||fnl|)n
dizisinin kuyrugunun siirh oldugunu kanitlayin.)

8.37. Her sey yukaridaki aligtirmadaki gibi olsun ama f illa sinirli olmasin. O zaman bir 6énceki
aligtirmadaki sonucun dogru olmayabilecegini kanitlayin.

8.38. Eger her f,, simirhysa ve (fy), dizisi diizgiin yakinsaksa, o zaman (|| fn||)» say1 dizisinin
sinirli oldugunu kanitlayin.

8.39. (fn)n ve (gn)n, X’ten R’ye giden iki simirh fonksiyon dizisi olsun. Eger limy, o0 fn = f
ve limy, 00 gn = g ise,
lim fn'gnéf'g
n—oo
esitligini kamtlaym. (Ipucu: Bir 6nceki aligtirmadan yararlanacaksimz.)
8.40. lim, oo fn = f olsun. Sunu kamtlayn: € > 0 ne olursa olsun, Syle bir N sayis1 vardir
ki, her n,m > N igin,
1fn = fmll <€
olur. (Bu son 6zelligi saglayan dizilere Cauchy dizileri adi verilir. Bu diziler bir sonraki
altbolimiiniin konusu olacak.)

8.7 Cauchy Dizileri

Simdi gergel sayilardan Fonk(X,R) metrik uzayina genellestirecegimiz ikinci
kavrami ele alalim: Cauchy dizisi kavramai.
(fn)n, Fonk X metrik uzayindan bir dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in,

n,m > N ise d(fn, fm) < €

kogulunu saglayan bir N varsa, (f,),’ye Cauchy dizisi adi verilir.

Tamimdaki €’u dilersek 1’den kiigiikesit alabilecegimizden (eger tamim 1’den
kiigiikesit €’lar i¢in dogruysa her € i¢in dogrudur), tanimdaki d( f,,, fm) yerine
|| fr. — fm|| alabiliriz. Dolayisiyla tanimi “Eger her € > 0 igin,

n,m > N ise ||fn — fml]] <€

kogulunu saglayan bir N varsa, (f,),’ye Cauchy dizisi ad1 verilir” olarak
degistirebiliriz.

Aynen gergel sayilarda oldugu gibi, Fonk(X, R) metrik uzayinin her yakin-
sak dizisi Cauchy dizisidir ve her Cauchy dizisi yakinsaktir. Bu ikinci 6zellik,
yani her Cauchy dizisinin yakinsak olma 6zelligi her metrik uzay tarafindan
paylasilmaz. Ornegin Q’de bu dogru degildir. Her Cauchy dizisinin yakinsak
oldugu metrik uzaylarina tam metrik uzaylar: denir.
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Teorem 8.7. Fonk X metrik uzayrmin her yakinsak dizisi bir Cauchy dizisi-
dirt. Ayrica Fonk(X,R) metrik uzayinwn her Cauchy dizisi yakinsaktir. Daha
ayrintily séylemek gerekirse, Fonk(X,R) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi-
nin noktasal limiti vardwr ve dizi bu noktasal limite diizgun yakinsar. Kisacast
Fonk(X,R) metrik uzay: tamdar.

Kanit: Birinci kismin kaniti standart ve oldukga kolay:
. u
Jim fu % f
olsun, yani
lim ||f, — f|[ =0
n—oo
olsun. € > 0 rastgele secilmisg olsun. O zaman Oyle bir N vardir ki, her n > N
icin
€
1= Il < 5

olur. Dolayisiyla Teorem 8.3.iii’e gore, her n,m > N igin,

1= Fll =11 = D)+ (F = L)l S [ = U = full < 545 =

olur. Demek ki (f,), dizisi Cauchy dizisiymis.
Simdi teoremin ikinci kismini kanitlayalim. (fy,)n, Fonk(X, R) metrik uza-
yinda bir Cauchy dizisi olsun. Demek ki her ¢ > 0 igin,

n,m > N ise ||fn — fml|| <€

kogulunu saglayan bir N vardir. Bir bagka deyisle, her ¢ > 0 i¢in, n,m > N
ise

sup{|fn(z) — fm(z)| 1z € X} <e
kosulunu saglayan bir N vardir. Bundan da tabii ki, her ¢ > 0 ve her x € X
igin, n, m > N ise

‘fn(x> - fm(x)’ <€

kogulunu saglayan bir N’nin varhg: ¢ikar. Demek ki, (f,(z)), dizisi gercel
sayilarda bir Cauchy dizisidir. Gergel sayilar tam oldugundan [N4, Altb6lim
8.2], bu dizinin bir limiti vardir. Limite f(z) diyelim:

flz) = lim fp(z).
Boylece X’ten R’ye giden bir f fonksiyonu bulmusg oluruz. Simdi

lim f, = f
n—0o0

!Bu 6nerme her metrik uzayda dogrudur; ama sonraki énermeler her metrik uzayda dogru
degildir.
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esitligini kanitlamamiz gerekiyor.

Okurun, verecegimiz kanitin ne kadar zekice oldugunu kavrayabilmesi i¢in
en az bir saat kendi basina kanmitlamaya caligmasinda yarar vardir.

Herhangi bir € > 0 secelim. N de yukaridaki gibi olsun. m > N sabit bir
say1 olsun. Demek ki her x € X ve n > N igin,

|fn($) - fm(x)‘ <€

esitsizligi saglanir. Simdi bu esitsizlikte n’yi sonsuza gotirelim (m ve z sabit
kalacaklar). Gergel sayllardan gergel sayilara giden mutlak deger fonksiyonu
stirekli oldugundan (Onsav 1.8 ya da Algtirma 1.32), Sandvi¢ Teoremi’nden,

€2 T [fule) ~ (@) = | i (fa(@) ~ f(@))] = |F(@) — fnl)]
elde ederiz. Bu esitsizlik her z € X ic¢in dogru oldugundan,

elde ederiz. Her € > 0 icin,
m>N=|[f - fml|l <€

Onermesinin saglandigi bir N sayis1 bulduk. Ama bu aynen,
lim || f = fm|| =0
n—oo

demektir, yani gercekten de lim,,_so fn = f olur. Kanitimiz bitmistir. O

Alistirma 8.41. Teorem 8.7’yi kanitina (bir defa daha!) bakmadan kanitlayn. (Onemlidir!)

8.8 Sinirhh Fonksiyonlar Kiimesi />°(X)

(X, R) ya da kisaca £*°(X), X kiimesinden R’ye giden sinirh fonksiyonlar
kiimesi olsun:

fel>®(X) s f(X) sirh.

Eger f, g € (>°(X) ise, elbette ||f — g|| bir gercel say1 olur. Dolayisiyla Onsav
8.3’e gore,

d(f,g) = min{1, |[f —gll}
yerine

d(f,9) =Ilf —4l|
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alirsak da ¢°°(X) bir metrik uzay1 olur. Iki metrikten birini seelim. Hangisini
sectigimiz bizim i¢in 6nemli olmayacak. Fikirleri sabitlemek agisindan, diyelim
d(f,g9) = ||f — g|| metrigini sectik.

£°(X) kiimesi toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve sabit bir sayiyla carpma iglem-
leri altinda kapalidir tabii ki. Ancak bélme islemi altinda kapali degildir, mesela
(0,1) aralig: tizerine f(z) = x formiiliiyle tanimlanmig fonksiyon sinirhdir ama
g(z) = 1/x fonksiyonu sinirh degildir. Ama elbette eger f fonksiyonu smirliysa
ve 0'in yakinina ugramiyorsa, o zaman 1/ f fonksiyonu da smirhdir.

Teorem 8.8. X bir kiime olsun. £°°(X), d metrigi i¢in tam bir metrik uzaydur.

Kanit: ¢°°(X) kiimesinin d igin bir metrik uzay oldugu belli. Tamhg kanit-
layalim. ¢°°(X) metrik uzayindan bir (f,), Cauchy dizisi secelim. £*°(X) C

Fonk X oldugundan ve Teorem 8.7'ye gore Fonk X tam oldugundan, (f,)n
dizisi bir f € Fonk X fonksiyonuna diizgiin yakinsar. f'nin simirh oldugunu
kanitlamaliy1z. Diizgiin yakinsamanin taniminda € = 1 alalim. O zaman bir n
icin d(fn, f) < 1 olur, dolaysiyla her z € X i¢in,

[fuz) = f(z)] <1

olur. Boyle bir n’yi sabitleyelim. zo € X sabit bir eleman olsun. B sayisi, her
x € X igin,

[fn(@) = fn(zo)| < B

esitsizligi saglanacak bigimde segilsin. (f,, siirh bir fonksiyon oldugundan,
boyle bir B vardir.) Simdi her z € X igin,

[f (@) = f2o)| <|f(2) = fu(@)] + [fa2) = fulzo)| + | fu(2o) — f(20)]
<l1+B+1=B+2

olur. Bu da f’nin sinirh bir fonksiyon oldugunu gosterir. g
Onsav 8.9. (°(X) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi sinarldar.

Kanit: (fy)n, £°°(X) metrik uzaymnda bir Cauchy dizisi olsun. Teorem 8.8e
gore bu dizinin diizgiin bir limiti vardir, diyelim f. Yakinsakligin tanimindaki
€ sayisini 1 olarak alalim. Ve N, her n > N igin,

If = fall <1
olacak bicimde se¢ilmig olsun. Demek ki, her n > N icin,

Ul = [1(Fn = ) + FIN < Ao = S+ AT < T+ S]]

elde ederiz. Dolayisiyla, eger M = max{||foll, || f1ll, -- -, [|[/~n]|, || f]|} + 1 ise,
her n icin, ||f,|| < M olur. O
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Tkinci Kamt: Yukaridaki kanit pek hosumuza gitmedi, ¢iinkii kamt Teorem
8.8’1 kullaniyor, ama kanitlamak istedigimiz 6nsav tam olsun ya da olmasin
tliim uzaylarda gecerli. Yukaridaki kanittaki gibi f’yi kullanmayan bir kanit
verelim. Cauchy dizisi tanimindaki € sayisini 1’e egit alalim. O zaman Oyle bir
N vardir ki, her n, m > N icin

1fn = fmll <1

olur. Demek ki her n > N igin,

| frn — fng1]] < 1

Buradan da her n > N igin,

fnll < 1 fa = el F vl < vl +1

¢ikar. Demek ki her n icin,

[ ful| < max{||foll, [l f1ll, -, [[fnsall} + 1
olur. O

Simdi dizgiin yakinsakligin aritmetigi iizerine sonuglar kanitlayalim. Te-
orem 8.6 ve ardindan gelen Ornekten farkh olarak ¢°°(X) metrik uzayinda
fonksiyon carpmasi da terbiyeli bir davranig sergiliyor.

Teorem 8.10. X bir kiime olsun. (fn)n ve (gn)n, £°°(X) den iki dizi olsun ve

r € R olsun. Eger
lim f, = f ve lim g, =g
n—oo n—oo

ise, (fn+ gn)n, (fugn)n ve (rfn)n fonksiyon dizilerinin de dizgin limitleri
vardir ve

limy, 00 (fn +gn) = f+g,
limy, 00 (fn.gn) = fa,
limy, o0 7 fr = rf
olur.
Kanit: Birinci ve {iclincii esitlik aynen Teorem 8.6; yalmz f + g ve rf fonk-

siyonlarinin ¢°°(X) uzaymda olmalar1 gerektiginin kanitlanmasi1 gerekiyor ki
bunu da Onsav 8.3’ten biliyoruz. fg € £°°(X) olgusu da aym 6nsavdan gikar.

(fngn) = fg

lim
n—oo
esitligini kanitlayalim. € > 0 verilmig olsun. Teorem 8.8’den ¢’'nin siirh ol-
dugunu biliyoruz. A > 0 sayis1 ||g|| < A olarak segilmis olsun. Ayrica Onsav
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8.9’dan (fy), dizisinin siirh oldugunu biliyoruz. B > 0 sayisi, her n igin
|| fn]| < B olarak sec¢ilmis olsun. Varsayima gore, her n > Ny igin,

€

- <

esitsizligini saglayan bir N7 vardir. Gene varsayima gore, her n > Ns igin,

€
= £l < 5
esitsizligini saglayan bir Ny vardir. N = Nj 4+ N3 olsun. O zaman her n > N
icin,
[fngn — fall = |(fagn — fng) + (fng = FON < | fngn — fugll + [[fag — fol|
€ €

<[lfall - llga = gll+1fn = Fll-llgll < B+ (55) + (55) - A=¢

esitlikleri saglanir. Demek ki,

T (fuga) £ fg

olur. O

8.9 Siirekli Fonksiyonlar Kiimesi C(X)

X C R olsun. X’ten R’ye giden siirekli fonksiyonlar kiimesi C(X,R) ya da
kisaca C(X) olarak gosterilir.

C(X) € Fonk X

oldugundan, C(X)’i d mesafesi altinda bir metrik uzay olarak algilayabiliriz.
Eger X simirh ve kapali bir araliksa, Teorem 3.12’ye gore,

C(X) € £2(X)
olur?. Aksi durumda gerek goriiliirse
C(X)Ne£X(X)

altuzayina bakilabilir.
Bu altboliimde C(X) metrik uzayim irdeleyecegiz. Akla ilk gelen soru bu-
nun tam bir metrik uzay olup olmadig sorusu:

Teorem 8.11. Strekli fonksiyonlardan olusan dizilerin dizgin limiti de sturek-
lidir. Yani C(X) tam bir metrik uzaydar.

2Bu dedigimiz genel olarak eger X simurli ve kapali bir kiimeyse de gegerlidir.
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Bu teorem agagidaki sonugtan ¢ikar.

Onsav 8.12. Eger (fy, : X — R),, dizisi f fonksiyonuna diizgin yakinsiyorsa
ve fn fonksiyonlarinin her biri bir a € X noktasinda siirekliyse, o zaman f
fonksiyonu da a noktasinda streklidir.

Kanit: € > 0 olsun. Oyle bir N secelim ki, her n > N icin,
€
d(f7 fn) < g

olsun. n = N + 1 olsun (mesela). O zaman her x € X igin,
€
3

olur. f,, fonksiyonu a’da siirekli oldugundan a’y1 igeren Oyle bir I agik aralig
vardir ki, her z € I N X igin,

fal@) = ful0)] < 3

|f(z) = fa(z)| <

olur. Simdi = € I N X i¢in hesaplayalim:

[f(2) = f(@)| < [f(2) = fa(@)] + | ful2) = fala)] + [fn(a) — f(a)]

€ € €
<-+-+-=c¢€

-3 3 3
olur. Dolayisiyla f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. O
Sonug 8.13. C(X) ve C(X) NL>®(X) metrik uzaylary tamdar. O
Ornekler

8.42. Her n dogal sayist i¢in fn : (a,b] —> R strekli bir fonksiyon olsun. (a,b) agik aralige
ustinde limy,— 00 frn = f ve ayrica limy o0 frn(b) = ¢ varsayrmlarine yapalim. O zaman
limg s f(x) = ¢ olur.

Kanit: g : (a,b] — R fonksiyonu

| f(z) eger z € (a,b) ise
9(x) = { c eger x = b ise

olarak tanimlansin. O zaman,

/o = gll =sup{|fn(z) — g(z)| : z € (a,b]}
= max{sup{|fn(z) — f(2)| : 2 € (a,0)}, | fn(b) —c[}
=max{|[fn — fIl, |fn(b) — ¢}
olur. (En tistteki || f, — g|| siipnormu (a, b] iizerine, en alttaki || f, — f|| stipnormu (a, b)

acik arahig1 iistlinde tamimlanan siipnormdur.) En alttaki || f — f|| ve | fn(b) —c| ifadeleri
n sonsuza giderken 0’a gittiginden,

lim |[|fn —gll =0
n—oo
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8. Fonksiyon Dizilerinin Diizgiin Yakinsamasi

olur. Demek ki (a,b] tizerine
lim f, =g
n—oo

olur. Dolayisiyla g siireklidir (Teorem 8.11) ve

lim g(z) = g(b) = ¢

r—b

olur (Sonug 4.4). Ama b diginda g(z) = f(x) oldugundan, elbette

lim g(x) = lim f(x)

z—b

egitligi de gecerlidir. O

Aligtirmalar

8.43.

8.44.

8.45.

8.46.

8.47.

8.48.

8.49.

[0,1] kiimesinde tanimli ve R’de deger alan oyle bir siirekli fonksiyon dizisi bulun ki,
dizinin noktasal limiti olsun ama dizinin limit fonksiyonu sinirsiz olsun.
R’den R’ye giden .
fn(z) = n(l+22)

fonksiyonlarinin sabit 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini kanitlayin.

1 eger |z| > 1/n ise
(fr)n = { nlz| eger x| < 1/n ise
diizgiin yakinsak midir?

olarak tanmmlanan (f, : R — R), fonksiyon dizisi

Oyle bir (fn : [0,1] — R),, siirekli fonksiyon dizisi bulun ki siirekli bir fonksiyona
noktasal yakinsasin ama diizgiin yakinsamasin.

Eger f, fonksiyonlar: simirhiysa ve (fn)n dizgin yakinsaksa (fn)n dizisinin siirh bir
dizi oldugunu gosterin.

[0, 00) araligindan R’ye giden ve terimleri

x

fole) =

formiiliiyle tamimlanan (f,)» fonksiyon dizisinin noktasal yakinsadigini ama diizgiin
yakinsamadigini kanitlayin. Bu fonksiyon dizisinin diizgiin yakinsadigi bir altkiime bu-
lun. (f, fonksiyonlarini sizin i¢in agagida ¢izdik.)

A

fo

i

172

f

1 fa

Fulz) =z (1 + %)

olsun. 3 fonksiyonu irrasyonellerde 0 degerini alsin ve birbirine asal a ve b tamsayilar

icin
(%) -

z € R i¢in
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8.50.

8.51.

8.52.
8.53.

8.54.

8.55.

olsun. )
ga(x) = f@) + -

olsun. (fn)n ve (gn)n dizilerinin her sonlu aralikta dizgin yakmsadigini ama (frgn)n
dizisinin hicbir sonlu aralikta diizgiin yakinsamadigini kanitlayin.
z € (0,1) igin .

ful@) = 1+ nx
olsun. (fn)n dizisinin (0, 1) tizerinde noktasal yakinsadigini ama diizgiin yakinsamadigini
kanitlayin.

Eger X kapali bir araliksa ve (fn : X — R),, dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsiyorsa
ve g: X — R\ {0} fonksiyonu siirekliyse, (fn/g)n dizisinin f/g fonksiyonuna dizgin
yakinsadigini kanitlayin.

Her f, g € £=(X) icin, |||f[| = |lgll] < ||f + gl| esitsizligini kanitlaym.

Y = R olsun. Her n € R ve her z € R igin, foyi(z) < fo(z) ise ve limn—oo fn =
0 ise Y3(—1)"fn(x) serisinin, yani (37 (—1)"fi), dizisinin diizgiin yakinsadigom
kanitlayin.

f + R — R diizgiin siirekli (bkz. Ornek 1.24) ve her n > 0 dogal sayis: i¢in fr(z) =
f(z 4+ L) olsun. (fn)n dizisinin f’ye diizgiin yakmsadigim kanitlaym. Eger f diizgiin
stirekli degilse bunun dogru olmayabilecegini gosterin.

fn :+ X — R fonksiyonlar1 f fonksiyonuna diizgiin yakinsasin. X’in (z,), dizisi
noktasina yakinsasm. (fn(zn))n dizisinin f(z)’e yakinsadigini kanitlayin.






9. Weierstrass M-Testi ve
Sonuclari

9.1 Kuvvet Serileri

Bolum 22’de ¢ok daha ayrintili bir bigcimde gérecegimiz bicimsel kuvvet serile-
rini birinci ciltte kisaca gormiistitk [N4, Altboliim 18.4]. Animsatalim. Bunlar,

o)

ZaiXi

1=0

ZaiXi

bi¢iminde yazilan (formel, bigimsel, anlamsiz) ifadelerdi. Burada her a,, bir
gercel sayidir. X ise anlamsizdir. Ancak X, gercel sayilarda deger alan bir
degisken olarak goriilmek istenebilir. Nitekim, ifadede X yerine sabit bir x
gercel sayisim koyup ve (z = 0 bile olsa) 20 = 1 anlagmas1 yapip, bicimsel
kuvvet serisini

Zail'i

serisi olarak gormek isteyebiliriz (3 a;z° serisine kuvvet serisi adi verilir);
tabii seri yakinsaksa... Degilse, serinin z sayisinda 2raksak oldugunu soyleriz.
(Serinin z’te tanymsiz oldugunu da soyleyebiliriz.) Ornegin x = 0 ise, seri
kesinlikle yakinsaktir ve ag degerine egittir. Diger sayilarda limit olabilir de
olmayabilir de, bazen olur bazen olmaz. Onceki ciltte sunu kanitlammstik: Oyle
bir R > 0 sayis1 vardir ki, >~ a;2% serisi € (—R, R) i¢in mutlak yakinsar ama
x ¢ [-R, R] icin wraksar [N4, Teorem 18.6]; z = £R icin ise limit olabilir de
olmayabilir de, kuvvet serisine gore degisir. Bu R sayisi,

1
 limsup,ey |an|/"

ya da daha kisa olarak

olarak belirlenmistir ve adina yakinsaklik yaricapt denir. R'nin oo ya da
0 olabilecegini de animsatalim. Ornegin, exp x, sinx, cos x kuvvet serilerinde
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(bkz. Ornek 7.4) R sonsuzdur, yani bu kuvvet serileri R’den R’ye giden birer
fonksiyon verirler. Ote yandan,
>

kuvvet serisi igin R = 1'dir ve bu kuvvet serisi sadece (—1,1) araliginda bir
fonksiyon tanimlar. (Bu fonksiyon da, bilindigi iizere, f(z) = (1 — 2)~! fonk-
siyonudur.)

9.2 Fonksiyonlarin Sonsuz Toplami

Kuvvet serileri, a;X* gibi polinomiyal fonksiyonlarin sonsuz toplami olarak
algilanabilir. Boyle algilandiginda, kuvvet serilerini genellestirmek isten bile
degildir: a; X" fonksiyonlar toplanabildigi gibi herhangi f;(z) fonksiyonlar: da
toplanabilir. Hatta bu durumda x, herhangi bir X kiimesinden bir eleman
olarak da gorilebilir.

X herhangi bir kiime olsun. Her i dogal sayisi i¢in, f; € Fonk(X) olsun.
Bu fonksiyonlar: teker teker toplayip,

Zfi:f0+f1+"'+fn
i=0

fonksiyonlarina bakabiliriz. Ardindan bu sonlu toplamlarin n sonsuza giderken

Y fi=) fi=lm Y f
1=0 =0

tanimini yapalim. “Tanim yapalim” dedik ama bu aslinda ¢ok eksik bir tanim-
dir. Tanimda iki sorun var:
1. Tamimda limitin noktasal limit mi yoksa diizgiin limit mi oldugu s6ylen-

limitini alabiliriz:

memis.

2. Limit yoksa tanim ne demek oluyor?

Birinci sorun o kadar onemli degil clinkii her seyden o6nce eger diizgiin
yakinsaklik varsa noktasal yakinsakligin da oldugunu ve bu durumda noktasal
limitle diizgiin limitin birbirine egit olduklarini biliyoruz. Ayrica hangi yakin-
saklik sozkonusuysa o yakinsakligin adini ayrica zikredebiliriz; fonksiyonlarin
toplaminin noktasal ya da diizgiin yakinsak oldugunu soylemek bu sorunu
¢ozer.

Ikinci soruna gelince: Nitekim bu sonsuz toplam (yani limit) baz nokta-
larda yakinsak olabilir, baz1 noktalarda da olmayabilir. Bu sorunu da sonsuz
toplamin hangi kiimede yakinsak oldugunu belirtmekle ¢ozeriz.

Demek ki s6ylenmesi gereken,

> i
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serisinin X’in bir A altkiimesinde noktasal ya da diizgiin yakinsak oldugudur.
Boylece tanimdaki belirsizlikler giderilmis olur. Ikinci durumda Y f; serisinin
dizgiun yakinsadigr soylenir.

Ornekler

9.1. exp, cos ve sin fonksiyonlar1 R iizerine noktasal yakinsaktir ama R tizerine diizgiin
yakinsak degildir (Ornek 8.5 ve 8.26). Ama -birazdan kanitlayacagimiz tizere- R'nin her
siirl altkiimesi lizerine bu seriler diizgiin yakinsaktir.

9.2. S a' serisi (—1,1) aralig1 iistiinde noktasal yakinsaktir ama diizgiin yakisak degildir
Ote yandan her 0 < a < 1 igin seri [—a, a] aralig istiinde diizgiin yakinsaktir. (Birazdan
gorecegiz bunlari.)

9.3. fn, [ ve g fonksiyonlar: (a,b] araligindan R’ye gitsin. f, ve g strekli olsun. (a, b] ize-
rinde Y o0 fn = f olsun. Ve son olarak (a,b) agik arahgu tistimde Y oo fn = g olsun.
O zaman f(b) = g(b) olur.
Kanit: Teorem 8.11%e gore f fonksiyonu (a, b] iizerinde siireklidir. Demek ki,

g(b) = lim g(z) = Tm 3 fu(z) = lm f(z) = f(b)

Tz—b—

olur. O

9.3 Weierstrass M-Testi

Bir fonksiyon serisinin diizgiin yakinsak olup olmadigini anlamanin en kolay ve
en pratik yolu Weierstrass M-testi ad1 verilen agagidaki testi uygulamaktir.

Teorem 9.1 (Weierstrass M-Testi). X herhangi bir kime ve (f; : X — R);,
herhangi bir fonksiyon dizisi olsun. Her i i¢in, || fi|| < M; esitsizligini saglayan
ve Y M; serisinin yakinsak oldugu M; saylary varsa, o zaman Y f; serisi
diizgiin yakinsaktur.

Testin ne kadar uygulanabilir oldugu her halinden belli, ne de olsa diizgiin
yakinsaklik gibi alengirli bir kavrami, daha agina oldugumuz gercel say1 seri-
lerindeki normal yakinsakliga indirgiyor.

Weierstrass M-Testi’nin Kaniti: Varsayima gore her ¢ i¢in f; € °(X).
Dolayisiyla Teorem 8.8’e gore, testi kanitlamak igin,

> i
i=0 n

dizisinin siipnorm i¢in bir Cauchy dizisi oldugunu kanitlamak yeterli. Bu di-
zinin iki teriminin farkinin siipnormunu belirleyelim. n > m olsun. Hesapla-
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yalim:
n m n
D F=Yf Z fll < D0 Al
1=0 1=0 1=m-+1 i=m-+1
m
Z M; = ZM > M.
i=m+1 =0

En sondaki sayiyi, n ve m sayilarini yeterince biiyiik secerek, istedigimiz kadar
kiigiiltebilir miyiz? Evet, ¢inkii ) M; serisi yakinsak oldugundan, yani

(),

dizisi yakinsak oldugundan bir Cauchy dizisidir. Simdi verilmig bir € > 0 igin,
N’yi, her n > m > N igin,

n m
ZMi — ZMZ <e€
1=0 1=0

esitsizligi dogru olacak bigimde segelim. Boylece her n, m > N igin,

_Zfi Z fi
=0

n

< > Al

i—m+1 i—m+1
m
=D IRTES SIS SEEY
i=m+1 =0
olur ve boylece Weierstrass M-Testi’'nin kanit1 tamamlanir. O

Teoremi uygularken secilen M;’nin x’ten bagimsiz olmasina 6zen goster-
meli.
Hemen uygulamalara gecelim.
Sonug 9.2. exp, cos ve sin fonksz'yonlarmm serileri olan
2i+1

Z i’ Z 22 2!’ Z(_l)ih

serileri R’nin her swmrlh altkimesi tizerinde dizgin yakinsaktur.
Kamt: Diizgiin yakinsakhigi [— R, R] aralig1 icin kamtlamak yeterli. Oyle ya-
palim. Bu araliktan herhangi bir  alalim. Once exp’in dizisini sinirlayalim:

n

2
I

1=0

n

Z’x‘ Z i—>epr

1=0 =0
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oldugundan, Weierstrass M-Testi'nde, f;(x) = 2'/i! ve M;’yi R'/i! olarak al-
mak yeterli.
Simdi cos z’in serisine bakalim.

n
<)
1=0

Bu sefer de M;’yi R* /(2i)! olarak almak yeterli. sin x serisi benzerdir ve okura
birakilmistir. O

n

2 (-1 (2i

=0

24

(20)!

%

)!

(=1)'

IA

n ; n ; 2n P

__ ‘HﬂQl }22@ R
(24)

i =0 i=0

)

Yukaridaki sonugtan ¢ok daha genel bir sonug gegerlidir:

Teorem 9.3. R, Y a;x’ serisinin yakinsaklk yaricapr olsun'. S < R olsun.
O zaman Y. a;x° serisi [—S, S] arahgu iistinde diizgiin yakinsaktor.

Kanit: Seri S’de mutlak yakmsaktir [N4, Teorem 18.6]. Dolaysiyla, Y |a;| S
serisi yakinsaktir. Weierstrass M-Testi'ni f;(x) = a;2" fonksiyonlaria ve M; =
la;|S* sayilaria uygulayalim. O

Bu teoremden kuvvet serilerinin yakinsakliginin oldukga giiglii oldugu ¢i-
kiyor.

Sonug 9.4. Kuwvvet serileri yakinsaklhk yaricaplar: icinde streklidir.

Kanit: Kuvvet serisi > a;2° olsun. Yakinsaklik yaricapt R olsun. a, |a| < R
esitsizligini saglayan bir a alalim. Sonra da |a| < S < R esitsizliklerini saglayan
bir S say1 alalim. [—S, S] kapali aralig1 iistiinde,

n .
sp(z) = Z a;x’
=0

fonksiyonlar1 (polinomiyal olduklarindan) stirekli fonksiyonlardir. Ayrica, Te-
orem 9.3’e gore bu kapali aralik iizerinde,

lim s,(z) = Zawi
n—oo

olur, yani yakinsaklik diizgiindiir. Demek ki stirekli fonksiyonlarin diizgiin li-
miti olan serimiz [—S, S] kapali aralig1 tizerinde siireklidir (Teorem 9.1). Do-
layisiyla a’da da stireklidir. O

Daha 6nce Teorem 2.9 ve Aligtirma 2.5’te elle ve hesap yaparak kanit-
ladigimiz exp, sin, cos fonksiyonlarmin siirekliligi yukaridaki sonugla hemen
kanitlanir.

'R = oo da olabilir.
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Sonug 9.5. exp, sin, cos fonksiyonlart R tzerinde streklidir.

Kanit: a € R olsun. Yakinsaklik yaricapi oo oldugundan, Sonug 9.4’e gore
fonksiyonlar [a — 1, a + 1] kapali araliginda siireklidir, demek ki a’da da siirek-

lidir. g
Ornek 9.4. Ornek 4.14’te hesap yaparak 1 buldugumuz

lim expx — 1

x—0 xT

limiti daha teorik miitalaalarla bir kez daha bulalim. Kolay bir hesapla, (—1,0) araliginda
expr—1 = T
r Z (i+1)!

elde edilir. Ama > 02 (z%)' serisinin yakinsaklik yaricapi oo’dur. Simdi Ornek 8.42'de ka-

nitlanan sonugta a = —1, b =0, f(z) = SR f (z) =37 (132_711)1 ve ¢ = 1 alahm. (—1,0)
aralig1 tizerinde

o] i

f(z) = expr —1 _ ; (if—l)! = lim f.(z)

xT n— oo

olur. Sonug 9.4’e gore (—1,0) arahg tlizerinde lim, o fn = f olur. Ornek 8.42’ye gore
lim f(z)= lim f,(0)=1
z—0— n—00

olur. Benzer gekilde

lim f(z)=1
z—0t
esitligi de kanitlanir. Teorem 5.7’ye gore limgy—0 f(x) = 1 olur. a

Aligtirmalar
9.5. 372, ﬁ sin 37 dizisinin R {izerinde diizgiin yakinsadigini kanitlayin.
9.6. >°, ﬁ dizisi R’nin hangi altkiimeleri iizerinde diizgiin yakinsadigini bulun.

9.7. Su serilerin diizgiin yakinsak olduklarini kanitlayin:

oo [e o) (e}
Y e oy

n2 ’ n3/27 [E2+TL2
n=1 n=1 n=1

9.8. >, % serisinin diizglin yakinsak oldugu agik bir aralik var midir?

9.4 Trigonometrik Fonksiyonlar ve Pi Sayisi

Siniis ve kosiniis fonksiyonlarin [N4]’te bir seri olarak tanimlamigtik. Tanim-
lar1 animsatalim:
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Bu altboliimde sintis ve kosiniis fonksiyonlarinin temel birkag 6zelligini bu-
lacagiz ve 7 sayisini tanimlayacagiz.
Serilerin kismi toplaminda x = 0 alarak kolayca gortilecegi iizere,

sin0=0ve cos0=1

olur. sin fonksiyonunun bir bagka sayida 0 degerini alip almadigin1 hentiz bil-
miyoruz.

Ayrica sin x ve cos x degerlerinin her x gergel sayisi i¢in tanimlh olduklarim
gozlemleyelim, yani yukaridaki seriler her x € R icin yakinsaktir, hatta mut-
lak yakinsaktir. Bu d’Alembert kistasindan [N4, Teorem 18.1] hemen ¢ikar.
Dolayisiyla yukaridaki sin ve cos serileri R’den R’ye giden birer fonksiyon
tanimlarlar. Ama noktasal yakinsakliktan ¢cok daha iyisini kanitlamistik gecen
altboliimde: sinx ve cosx serilerinin kismi toplamlari, sin ve cos fonksiyon-
larma her siirli kiitmede diizgiin yakmsar (Sonug 9.2); dolayisiyla sin ve cos
fonksiyonlar1 her yerde siireklidir (Sonug 9.5).

Fonksiyonlar: tanimlayan serilere bakinca hemen goriilecegi tizere,

sin(—z) = —sinz ve cos(—z) = cosz
olur; Ornegin,
n ; n ;
] ' -(—I‘)2Z+1 ) ) x2z+1 )
— g — L S —_ — — v = —
sin(—x) nlglgo ' (-1) @it 1) nl;rrgo Z( 1) N sin z.

Yani siniis tek bir fonksiyondur, kosiniis ise ¢ift. Bir bagka deyisle siniis fonk-
siyonunun grafigi O(0,0) noktasina gore simetriktir ve kosiniis fonksiyonunun
grafigi y eksenine gére simetriktir. Biitiin bunlar, siniis ve kosiniis fonksiyon-
larini > 0 iken anlamanin yeterli oldugunu gosterir.

Simdi ¢ok yararh iki egitlik kanitlayalim:

Teorem 9.6. Her xz,y € R i¢cin asaqidaki esitlikler gecerlidir:

sin(z + y) =sinx cos y + siny cos x,
cos(x + y) = cos z cosy — siny sin z.
Kanit: Bu esitlikler [N4, Teorem 16.6]’da kamtlanan “Cauchy ¢arpimi for-

miili”nden ¢ikar. Okura kolaylik olmasi acisindan Cauchy carpimi teoremini
buraya alalim.

Olgu [Cauchy carpimi, Cauchy-Mertens Teoremi|. > x; mutlak yakin-
saksa, > y; yakinsaksa ve

k
2k = Z TiYj = inyk—i
i=0

i+j=k
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olarak tamimlanmigsa, o zaman Y z; serisi de mutlak yakinsaktir ve

Su=(Ta) (Xw)

olur.

Cauchy ¢arpimini kullanarak sin x cos y ve sin y cos x serilerini hesaplayalim
ve bulduklarimizi toplayalim. Sansimiz yaver giderse, aynen teoremin soyledigi
gibi sin(z + y)’nin serisini bulacagz.

Once sin z cos y’yi hesaplamak amaciyla,

x9; =0, Y2i = (_1>i(y21')17
2i+1
241 = (_1)1(;“)” Y2i+1 =0

alalim. O zaman, teoremdeki zy,
k= Z TiYj = Z TiYj
i+j=k i+j=k, i tek, j cift

olur. Dolayisiyla k ¢iftse z; = 0 olur. Simdi k’'nin tek oldugunu varsayip ve k
yerine 2k + 1 alip z9x+1’1 hesaplayalim:

k k i1 PP )
= . = —1 f— _1 e
22k+1 ZZ; T2i+1 Y2(k—i) Zz(;( ) (2i +1)! (1) (2(k —1))!
$2i+1 y2k—2i

- Z(_l) (2i + 1)! (2k — 2i)!-

kzk: 2kz+1 2i+1y2k72i
(2i + 1)1(2k — 2i)! (2k + 1)!

1=

2k + 1\ 911 ok—2i
2k+1'2(2z+1> Y '

Bu toplami s0yle de yazabiliriz:

o (_1)k 2k +1 u, v
Z2k+1 = m Z < w >1’ Y

ut+v=2k+1, utek

Demek ki Cauchy carpimi teoremine gore, sinx cosy, bu 29541 sayilarinin top-
lamaidir.

Bunu aklimizda tutup ayni yontemle sin gy cos x serisini hesaplayalim. He-
saplar1 yeniden yapmaya gerek yok; yukarida buldugumuz formiilde x ile y’yi
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degis tokug edelim: sin y cos x, agagidaki tox41’lerin toplamidir.

_(-DF 2k +1\ , .

utv=2k+1, utek

ut+v=2k+1,u ¢ift

Demek ki sin x cosy + siny cos x, 2911 ile top41’lerin toplaminin, yani,

(—DF 2k +1 R (@ 4y
t _ N 7 u, v — _1 N g

terimlerinin toplamidan olugan seridir [N4, Sonug 14.16]. Bu seri de elbette
sin(z + y)’nin serisidir. Birinci egitlik kanitlanmigtir. Tkinci esitlik de aym
yontemle ve kolaylikla kanitlanabilir. O

Bu formiillerde y yerine —y ya da +x alirsak,

sin(z —y)  =sinxcosy —sinycosz,
cos(z —y) =coszcosy+sinxsiny,
sin (2z =2sinzcosz,
cos (2z) = cos®z — sin®

2 2

cos“x +sin“z=1

2

esitliklerini buluruz. (Not: Burada cos? z, (cosx)? anlamima gelmektedir.)

Sonug 9.7. S = {x : sinxz = 0} toplamsal bir gruptur, yani 0 bu kimededir ve
bu kiimeden iki elemanwn farks ve toplame da bu kimededir. Ozel olarak, o € S
ise —a=0—a €S olur.

Kamit: Agagidaki formiillerden hemen c¢ikar.

sin (z —y) =sinz cosy — siny cos x,

sin (z + y) =sinz cosy + siny cos x.
Ayrintilar1 okura birakiyoruz. O
Sonug 9.8. cos ve sin fonksiyonlar: —1 ile 1 arasinda deger alr.
Kamit: Biraz 6nce kanitlanan cos?  + sin? 2 = 1 esitliginin bir sonucudur. O

Onsav 9.9. (0,/6) araliginda siniis fonksiyonu pozitif degerler alir.
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Kanit: sinz fonksiyonunun taniminda terimleri ikiger ikiger gruplayalim. O
zaman, sin x, terimleri

x4i+1 $4i+3 1‘4i+1 ( .’B2 >

@i+1)!  (4i+3)  (4i+1) 4i + 2)(4i + 3)

olan seriye esittir [N4, Teorem 14.8]. Bu terimlerin her birinin belli bir (0, «)
araliginda pozitif olduklarini kanitlayacagiz, yani

2
(41 + 2)(4i + 3)
terimlerinin her i dogal sayisi i¢in belli bir (0, «) araliginda pozitif olduklarim:
kanitlayacagiz. Ama bu terimlerin en kiic¢iigii # = 0 i¢in bulunan terimdir.
Demek ki,
2
x
1—-—>0
6
esitsizligiyle bogusmaliy1z. o = /6 almak yeterli. g

Sonug 9.10. Bir w sayist i¢in, S = {z : sinz = 0} kimesi wZ’ye esittir.

Kanit: Onsav 9.9’a gore 0, S’nin bir yogunlagma noktasi olamaz. Sonug 9.7’ye
gore S’nin hi¢ yogunlagsma noktasi olamaz. (Eger a, S’nin bir yogunlagma
noktasiysa, a’ya diledigimiz yakinlikta s € S noktalar: buluruz, ama o zaman
da s — a € S noktas1 0’a ¢ok yakin olur.)

Eger S = 0 ise # = 0 almak yeterli. Bundan boyle S’nin 0 olmadigini
varsayalim.

Eger a € § ise, —a € S oldugundan ve S’nin yogunlasma noktasi olmadi-
gindan, S’nin en kiigiik pozitif eleman1 vardir. Bu elemana 7 diyelim. Sonug
9.7’ye gore wZ C S. Tersini kanitlayalim: o € S olsun. Eger o = 0 ise o € 7Z.
Bundan boyle o # 0 olsun. « yerine —« alarak, o’nin pozitif oldugunu varsa-
yabiliriz. n = [a/7] ise,

«
n<—<n+1
T

olur. Yani,
nr<a<(n+l)r

olur ve dolayisiyla
0<a—mr<(n+l)m—nr=mn

ve, nm € wZ C § igindeliklerinden dolayi, o — nm € S olur; dolayisiyla Sonug
9.7’ye gore
a—nm=0vea=nm el

olur. O



9.4. Trigonometrik Fonksiyonlar ve Pi Sayisi 185

Yukarida bulunan 7 sayisimin 0’a egit olup olmadigimi heniiz bilmiyoruz.
Birazdan 0’a esit olmadigim kamtlayacagiz. nZ = (—m)Z oldugundan 7’yi
negatif olmayacak bigimde segebiliriz. Oyle yapalim, bundan béyle m > 0 olsun.

Onsav 9.11. Siniis fonksiyonu 0’dan buyik bir sayida 0 degerini alir, yani
>0 olur.

Kanit: Her = > 0 igin sinx > 0 esitsizligini varsayalim. O zaman,
sin2x = 2sinz cosx

denkleminden, x > 0 ise cosz > 0 cikar; dolayisiyla,

2 2

0 < cos2x = cos“x —sin“x
bulunur, yani

sinx < cosx.

Ayrica, her x,y > 0 igin,
cos(z 4+ y) = cosxcosy —sinysinz < cosx cosy < cosx

olur, ki bu da kosiniis fonksiyonunun RZ° {izerinde azalan oldugunu gosterir.
Bu ve cos?z + sin?2 = 1 denkleminden de siniis fonksiyonunun RZ? iize-
rinde artan oldugunu anlariz. Sonu¢ 5.21°den, lim, ., cosx ve lim, .o Sinx
limitlerinin oldugu ortaya cikar. Bu limitlere sirasiyla ¢ ve s diyelim. Elbette
0 <s<c<1. Gene cos’z +sin®x = 1 esitliginden dolay

2

cikar. cos 2z = cos? x — sin? « denkleminden de,

¢ikar. Bu iki denklemi toplarsak,
2¢2 —c—1=0

buluruz. Cozersek ¢ = 1 ya da —1/2 gikar, ki ¢ > 0 olmak zorunda oldugundan,
¢ = 1 bulunur. Ama kosiniis fonksiyonu 0’da 1 degerini aliyor ve z arttik¢a
azaliyor ve sonsuzda da 1’e yakinsiyor. Bundan kosiniis fonksiyonunun sabit 1
fonksiyonu oldugu cikar. Demek ki siniis fonksiyonu da sabit 0 fonksiyonuymus,
ki bu da Onsav 9.9 ile celisir.

Demek ki siniis fonksiyonu pozitif sayilarda 0’dan kiiciikesit degerler alabi-
liyor. Siniis fonksiyonu siirekli bir fonksiyon oldugundan, aradeger teoreminden
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dolay1, siniis fonksiyonunun pozitif bir sayida 0 degeri aldig1 anlagihir. Demek
ki m > 0 imis. O

Ikinci Kamit?: Oncelikle cos2 < 0 oldugunu gosterelim.
4 .16 o~ (=p"2* 2in—2 24n
2=1—-+4+— — = —— — 0
€08 + 24 + z;) (2n)! Z (4n —2)!  (4n)! <
olur ciinkii sagdaki her parantez negatiftir. cos0 = 1 > 0 oldugundan, aradeger

teoreminden dolay1 0 < p < 2 kogulunu saglayan bir p sayisi i¢in cosp = 0
olur. O halde sin 2p = 2sinpcosp = 0 olur. O

m’'nin S kiimesinin en kiiciik pozitif sayisi olduguna dikkatinizi g¢ekerim.
Demek ki,
7 =min{z > 0 : sinz = 0}.

Bundan ve Onsav 9.9’dan, /6 < 7 bulunur. Yukandaki ikinci kamttan da
m < 4 esitsizligi anlagiliyor.

Teorem 9.12. cos(w/2) = 0, sin(w/2) = 1, cosm = —1. Ayrica her x € R

1¢Im,
sin(x + 7/2) = cosz,
cos(z +m/2) = —sinz,
sin(r +m) = —sinz,
cos(x +m) =—cosz,

sin(x +27) =sinx,
cos(z +2m) =cosz

olur. Ayrica m sayisi, herhangi bir x € R igin,
sin(z + 27) = sinx ve cos(z + 27) = cosx
egitliklerinin saglandige en kiictik pozitif sayidar.
Kanit: 0 = sin7 = 2sin(7/2) cos(7/2). Ote yandan 7/2 ¢ 77, yani
sin(m/2) # 0.

Demek ki cos(m/2) = 0. Bundan da sin(7/2) = +1 gikar. Ama sin(7/2) = —1
olsaydy, siniis fonksiyonunun siirekliliginden ve Onsav 9.9’dan dolayz, siniisiin
0’la /2 arasinda bir yerde, yani 7’den kiiciik bir sayida 0 olmas1 gerekirdi, ki
bu mumkiin degildir. Demek ki

sin(7/2) = 1.

2Yusuf Unli’ye tesekkiirler.
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Buradan da,
cosm = cos?(m/2) — sin?(7/2) = —1

gikar. Devam edelim:
sin(z + 7/2) = sinx cos(7/2) + sin(7/2) cos z = cos
ve benzer sekilde
cos(z + m/2) = cosx cos(m/2) — sinzsin(n/2) = —sin .
Bu esitlikleri, 7 = 7/2 + 7/2 yazarak iki defa uygularsak

sin(x + m) = —sinz,

cos(x +m)=—cosx
elde ederiz. Son esitlikleri, 2 = 7w + 7 yazarak iki defa uygularsak

sin(x 4+ 2m) = sinx
cos(x + 2m) = cosx

elde ederiz.
Teoremin son kismina gelelim. « sayisi, herhangi sabit bir z € R igin,

sin(x + 2a) = sinx ve cos(z + 2a) = cosx
esitliklerinin saglandig1 en kiigiik pozitif say1 olsun. O zaman,
cos(2a) = cos((x + 2a) — x) = cos* x +sin’z = 1

olur. Bundan da

2 2 2

1 = cos(2a) = cos’> a —sin’ a = (1 —sin® a) —sin’a = 1 — 2sin® a

ve sina = 0 gikar. U
Sonug 9.13. sin ve cos fonksiyonlarinin imgesi [—1,1] araligidur.

Kanit: sin ve cos fonksiyonlarmin siirekli olduklarini bildigimizden (Sonug
9.5), Aradeger Teoremi'ne ve Sonu¢ 9.8’e gore bu fonksiyonlarm 1 ve —1
degerlerini aldigim1 gostermemiz yeterli. Bu da Teorem 9.12’den kolaylikla
cikar. O

Diger trigonometrik egitlikleri okura aligtirma olarak birakiyoruz.
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10. ig ve Digbiikey
Fonksiyonlar

10.1 Tanim

Bu béluimde analizde ¢ok onemli bir rol oynayan, ornegin esitsizlikler konu-
sunda sik sik bagvuracagimiz énemli bir kavrami ele alacagiz: Digbiikeylik.

Digbiikey bir fonksiyon, asagida gosterildigi gibi grafigi canak anten gibi
“yukar1t dogru” olan bir fonksiyondur.

ty

Disbiikey bir fonksiyon

Ama grafigi agagidaki gibi olan bir fonksiyon digbiikey degildir:

%

Disbiikeylik gri bolgede bozuluyor;
grafik gri alanda “asagiya donuk”.

X

Yukaridaki 6rnekteki gibi bir fonksiyon digbiikey olmasa da fonksiyonun dig-
biikey oldugu tanim bdlgeleri olabilir.
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N

A A

Fonksiyonun digbiikey oldugu bolgeler gri renkte.
Bunlar grafigin “yukariya doniik” olan bélgeleridir.

Digbiikey fonksiyonun matematiksel tanimi goyle: I, R’nin bir araligi ve
f : I — R bir fonksiyon olsun. Eger I’dan alinan her a < z < b elemanlari
i¢in, f(z) degeri, agagidaki sekilde gosterilen u sayisindan kiigiikesitse, o zaman
f’ve digbtikey denir.

Tanimdaki » sayisinin nasil belirlendigi herhalde sekilden anlasiliyordur: u
sayisi, diizlemin (a, f(a)) noktasiyla (b, f(b)) noktasindan gegen kirigin istiin-
deki, birinci koordinati x olan noktasinin ikinci koordinatidir. Bu tanimi daha
cebirsel bir hale getirelim.

a ile b arasindaki her z noktasi, bir ve bir tek ¢ € (0, 1) sayisi igin,

(1) z=(1-t)a+tb

olarak yazilabilir. Nitekim (1) esitliginin saglanmasi i¢in, kolay bir hesapla
gorilebilecegi tizere,
T—a

b—a

(2) t=
almak yeterli ve gereklidir. Bunun tersi de dogrudur: Her ¢ € (0, 1) say1s1 i¢in,
(1 —t)a+tb

sayisi a ile b arasindadir.
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Eger x = (1 —t)a+tb ise yukaridaki sekilde belirtilen u sayisini ¢ cinsinden
bulmak zor degildir. Lisede 6grendiginiz geometriye giiveniyorsaniz Tales te-
oremiyle u kolaylikla bulunur. Aksi halde (a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalarindan
gecen dogrunun denklemini bulup = yerine (1 — t)a + tb yazmak gerekir: Bu

dogru,
_ ) —fla)  fla)b— f(b)a
b—a b—a
denklemiyle verilir. Simdi x yerine (1 — t)a + tb yazalim. Sadelegen hesaplar
bize u = (1 —t)f(a) + tf(b) esitligini verir.
Bu asamada, digbiikeylik tanimim bigimsel (yani cebirsel) olarak verebili-
riz: I ve f yukaridaki gibi olsunlar. Eger her a, b € I ve her ¢ € (0, 1) igin,

(3) (I =t)a+1tb) < (1 —1t)f(a) + (D)

esitsizligi saglaniyorsa, o zaman f fonksiyonuna digbtikey denir.

Y
fla)
(1 -t)f(a)+ tf(D)
F((1 = t)a+ th)
f(b)
:

a (1-ta+tb b

(3) formiiliinde (1) ve (2) formiillerini kullanirsak, digbiikeylige esdeger bir
tanim elde ederiz: Her z € (a,b) icin,

r—a b—=x
@ Fl@) < T2 0) + o f(a),

Biraz daha gik bir formiilasyon goyle: f’'nin digbiikey olmasi i¢in yeter ve gerek
kosul, her a,b € I igin ve toplam1 1 olan her pozitif «, 3 sayilar: igin,

(5) flaa+Bb) < af(a)+ Bf(b)

esitsizligidir.

Dikkat: Digbiikey bir fonksiyonun tanim kiimesinin her zaman bir aralik ol-
dugu varsayilir.

Ornekler

10.1. = ~ 1/|z| kuraliyla tamimlanan g : R”® — R fonksiyonu digbiikeydir. Ayni kuralla
tammlanan h : R<® — R fonksiyonu da digbiikeydir. Ama tanmm kiimesi bir aralik
olmadigindan, gene aymi kuralla tanimlanan f : R\ {0} — R fonksiyonunun digbiikey
olup olmadig sorusu sorulamaz.
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10.2.

10.3.

10. ig ve Digblikey Fonksiyonlar

f(x) = 1/lxl kuraliyla tanimlanmis f : R\ {0} — R fonksiyonu
iki digbiikey parcadan olugmasina kargin digbiikey degil.

flx) = 22 formiilityle tamimlanan fonksiyon biitiin R tizerine digbitkeydir. Bunu kanit-
lamak igin, her ¢ € (0,1) igin,

(1 =t)a+tb)> < (1 —t)a® + tb°

esitsizligini kamtlamamiz lazim. Hesaplardan korkmayip a/b yerine z koyarsaniz, esit-
sizligin her a ve b igin dogru oldugunu kanitlamak ¢ok kolay.
exp fonksiyonunun digbiikey oldugunu kanitlayalim. Bu amacla a < b esitsizligini sag-
layan a ve b sayilar1 ve a + 8 = 1 esitligini saglayan iki pozitif o ve 8 sayilar: alalim.
(5)’e gore

eanr,Bb S aea +,66b

esitsizligini kanitlamaliyiz. Taraflar1 e®*+P® sayisina béliip, o + 8 = 1 esitligini kul-

lanirsak, bu esitsizligin,
1< aele™® 4 ﬁeaw*a)

A=a) jle carparak,

esitsizligine denk oldugunu goriiriiz. Simdi bu esitsizligi e
eﬁ(bfa,) S Oé+ﬁ€b7a
egitsizligini kanitlamamiz gerektigini goriiriiz. Eger x = b — a > 0 yazarsak,

e’* < Be® 4+ o

esitsizligini kanitlamamiz gerektigi anlasiliyor. Kanitlayalim:
=D ST
i=0 i=1

istedig'imiz kanitlanmigtir.

Sl ) S =(ath)+BY =0 o
i=1 =1

Aligtirmalar

10.4.

10.5.

10.6.

10.7.

Bu ve asagidaki aligtirmalarda kolaylik olsun diye tiim fonksiyonlarin R iizerine taniml
oldugunu varsayalim. Iki digbiikey fonksiyonun toplamimn da digbiikey oldugunu kanit-
layn.

Eger f disbiikeyse ve a, b € R ise z — f(az 4+ b) fonksiyonunun digbiikey oldugunu
kanitlayin.

f ve g iki digbiikey fonksiyon olsun. Ayrica f artan olsun. O zaman f o g fonksiyonunun
digbiikey oldugunu kanitlayin. Benzer bir sonucu igbiikey fonksiyonlar icin ifade edin
ve kanmitlayimn. Eger f(z) fonksiyonu digbiikeyse, exp f(x) fonksiyonunun da digbiikey
oldugunu kanitlaym. Demek ki her a, b € R icin = — e***® fonksiyonu digbiikeydir.
Digbiikey fonksiyonlarin noktasal limitinin digbiikey oldugunu kanitlayin.
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10.8. Yukaridaki iki aligtirmadan, her » € R i¢in z — e"® fonksiyonunun digbiikey oldugunu
kanitlayin.

f fonksiyonunun i¢biikey olmasi demek, — f fonksiyonunun digbiikey ol-
mas1 demektir; bir bagka deyisle (3), (4) ve (5) esitsizliklerinin ters ¢evrilmesi,
yani fonksiyonun “agagiya donik” olmasi demektir.

Tammdaki esitsizlikleri (<) kesin esitsizliklere (<) dontstiiriirsek, kesin
icbiikey ve kesin digbiikey kavramlarma ulagiriz. Ornegin f(z) = |z| fonk-
siyonu R iizerine digbiikeydir ama kesin digbiikey degildir. f(xz) = mz + b
formiiliiyle verilmis fonksiyon, ki grafigi bir dogrudur, hem digbiikey hem de
icbiikeydir.

Digbiikeyligin (dolayisiyla i¢biikeyligin de) esdeger bir tanimi agagida.
Onsav 10.1. I, R’nin bir araligs ve f : I —> R bir fonksiyon olsun. f nin

disbiikey bir fonksiyon olmasi igin gerek ve yeter kosul, I'nmin a < x < b egit-
sizliklerini saglayan her a, x ve b elemanlary i¢in,

fz) = fla) _ f(b) = f(=)

T —a - b—=x

esitsizliginin saglanmasidir, yani, asaqrdaki sekilde goruldigi gibi, kiriglerin
egiminin saga gittikce artmasidar.

/

2 x b

Kanit: f'nin digbiikey oldugunu varsayalim. x € (a, b) olsun. (4)’ten,

b—=x x—a
<
Fl@) < T f(a) + T2 f()
gikar. Bu esitsizligin taraflarindan f(a) gikarirsak ve taraflar1 « —a’ya boélersek,
fz) = fla) _ f(b) = fla)
T —a - b—a

elde ederiz. Ilk esitsizligin taraflarindan bu sefer f (b) gikarip taraflar1 b — x’e

bolersek,
fa) ~ F0) _ fla) = 1)
b—x - b—a
elde ederiz. Son iki esitsizlik istedigimizi verir.
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Simdi diger istikameti kanitlayalim. Kogulun saglandigini varsayalim. Ko-
suldan f(z)’i tecrit ettigimizde, aynen

b—x T —a
b b
Fl) < 22 50) + 525 0)
kogulunu, yani (4) esitsizligini elde ederiz. O

10.2 Dagbiikeylik ve Siireklilik

Digbiikey ve igbiikey fonksiyonlar ¢ok vahsi fonksiyonlar olamaz, 6érnegin sti-
rekli olmak zorundadirlar.

Teorem 10.2. A¢ik bir aralhk tzerine tanimlanmus disbikey ve icbiikey fonk-
siyonlar stureklidirler.

Kanit: I, R'nin bir araligi ve f: I — R digbiikey bir fonksiyon olsun. b € T
olsun. I’dan a < b < c esitsizliklerini saglayan a ve ¢ sayilar segelim. x € (b, ¢)
rastgele olsun. a < b < x oldugundan, (4) formiiliinden (z’le b'nin yerlerini
degistirerek),

b—a r—0b
1) < =2 f@) + = (@)
elde ederiz. Buradan da
r—a b—=x
Fl@) 2 T2 F ) + T f(a)

gikar. Ayrica b < x < ¢ oldugundan, gene (4) esitsizliginden,

Tz —0b c—x
<
f@) < T2 10 + ST 5 0)
buluruz. Demek ki,
T —a b—=x T —0b c—x

TL ) + e fa) < f@) < T () + ST )

c J—
Simdi, bu formiilde, b < x < c¢ egitsizligini bozmadan z’i b’ye gotiirelim. Sol
ve sag taraflar f(b)’ye esit olurlar ve sandvi¢ teoreminden (Onsav 5.3)

f(b) = lim_f(x)

z—bt

cikar. Benzer sekilde,

F(b) = lim f(x)

r—b—
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esitligi kanitlanir. Demek ki,
lim f(z) = f(b)

b
ve f siirekli (Teorem 5.7). I¢biikey fonksiyonlar icin kanit benzerdir. g

Bu teorem ve Ornek 10.3 sayesinde exp fonksiyonunun siirekli oldugu bir
defa daha kanitlanmig olur.

Ama aralik kapahysa siireklilik olmayabilir. Ornegin f : [0,1] — R fonksi-
yonu (0, 1) tizerinde 0 degerini alsin ama 0 ve 1’de 1 degerini alsin. f digbiikey-
dir ama 0 ve 1’de siirekli degildir.

10.3 Dagbiikey Fonksiyonlarin Carpimi

Iki digbtikey fonksiyonun carpimi digbilikey midir? Yanit, net bir hayir!

Ornekler

10.9. f(x) = 2® ve g(x) = —1 fonksiyonlar1 digbiikeydir ama f - g carpimi digbiikey olmadig1
gibi kesin i¢biikeydir.

10.10. f(z) = 2* ve g(x) = x fonksiyonlar1 digbiikeydir ama f - g carpimi digbiikey degildir. Bu
iki Oornege dikkatlice bakarsak, sorunun fonksiyonlardan birinin bazen negatif degerler
almasinda yattigini sanabiliriz. Sorun burada yatmiyor, bir sonraki érnekte gorecegimiz
iizere pozitif digbiikey fonksiyonlarin ¢arpimi da digbiikey olmayabiliyor.

10.11. f(z) = z* ve g(z) = (z — 1)? fonksiyonlar1 digbiikeydir ama f - g carpim digbiikey
degildir. Nitekim eger a = 0, b = 1 olarak alirsak ve ¢ € (0, 1) herhangi bir sayiysa,
(f - 9)((1 = Da+1tb) = (- g)(t) = t*(t — 1)*
ve
(1=0)(f-g)(a)+t(f-g)(b) =0
olur. Demek ki,
(f-9) (X =t)a+tb) > (1 =t)(f - g)(a) +t(f - g)(b)

olur ve f - g fonksiyonu digbiikey olmaz.

Gene de digbiikey fonksiyonlarin ¢arpimi hakkinda bir teorem var. Sadece
heyecan katmak amaciyla degil, daha pedagojik olmasi i¢in teoremin Once
kanitini verelim, 6nermesini daha sonra yazariz.

Iki pozitif ve digbiikey fonksiyon alalim: f ve g. Bunlarn ¢arpiminm digbii-
key oldugunu kanitlamak istiyoruz. Bu sonucun yanls oldugunu bildigimizden,
“kanitlamak istiyoruz” yerine “kanitlamaya calisalim” demek daha az yanlig
olurdu.

a ve b tanmim araligindan iki say1 olsun. ¢t € (0, 1) rastgele olsun.

t(f-g)a)+ (@ =t)(f-9)(b) = (f-g)(ta+ (1 -1)d),

yani

(6)  tfla)g(a)+ (1 —¢)f(b)g(b) = f(ta+ (1 —1)b) - g(ta+ (1 —¢)b)
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esitsizligini kanmitlamak istiyoruz. f ve g’nin digbiikey oldugunu bildigimizden,
tf(a)+ (1 —1)f(b) = f(ta+ (1 —1t)b),
tg(a) + (1 — H)g(b) > glta+ (1— £)b)

esitsizliklerini biliyoruz. f ve g fonksiyonlari pozitif olduklarindan, bu iki esit-
sizligi taraf tarafa carpip,

[££(a) + (1= ) B)][tg(a) + (L — )g(8)] > f(ta+ (1 — 1)b) - glta + (1 — 1))

esitsizligini elde ederiz. Demek ki (6) esitsizligini kanitlamak igin,

tfla)g(a) + (1 =) f(b)g(b) = [tf(a) + (1 = ) f(B)][tg(a) + (1 = 1)g(D)]

esitsizligini kanitlamak yeterli. Bu son esitsizlik de,

tf(a)g(a) + (1 =) f(b)g(b) > t*f(a)g(a) + (1 — )* f(b)g(b)
+t(1 = 1)(f(a)g(b) + f(b)g(a))

esitsizligine denk. Esitsizligin sagindaki ilk iki terimi sola gecirip, pozitif olan
t — t? terimlerini sadelestirirsek, son esitsizligin

f(a)g(a) + f(b)g(b) = f(a)g(b) + f(b)g(a)

esitsizligine denk oldugunu goriiriiz. Bu da,

(f(a) = £(b))(g(a) — g(b)) = 0
esitsizligine denktir. Eger

fla) > f(b) & g(a) > g(b)

ise bu esitsizlik dogrudur ve sadece bu durumda dogrudur. Bir teorem kanit-
ladik:

Teorem 10.3. Eger f ve g fonksiyonlar: pozitif ve disbiikeylerse ve her a, b
i¢in

fla) > f(b) < g(a) > g(b)
esdegerligi dogruysa, o zaman f - g fonksiyonu da disbikeydir. Dolayisiyla f
pozitif ve disbikeyse ve n € N ise f" fonksiyonu da disbikeydir. O

Ornekler

10.12. Bu teoremin 6zel bir durumu olarak, eger n € N ise z — |z|" fonksiyonunun digbiikey
oldugunu anlariz, ama bir sonraki altboliimde bundan daha genel bir teorem kanitlaya-
cagiz: Her r > 1 gercel sayis1 icin ¢ — z” fonksiyonu R iizerine digbiikeydir.

10.13. Bir 6nceki 6rnekten yukaridaki teoremin igbiikey fonksiyonlar icin yanlg oldugu gikar,
nitekim x > || fonksiyonu icbiikeydir ama z + |z|* fonksiyonu icbiikey degildir. Ornek
10.17°de bir bagka érnek verecegiz.

10.14. Ornek 10.3’ten exp fonksiyonunun digbiikey oldugunu bildigimizden, her n dogal sayist
igin, exp™ fonksiyonu Teorem 10.3’ten dolay:1 R iizerine digbiikeydir.
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10.15. Teorem 10.3’ten ve yukaridaki 6rnekten dolayi, her n ve m dogal sayilar igin f(z) =

x2™ exp™ x fonksiyonu R iizerine digbiikeydir.

10.16. n ve m dogal sayilar icin f(z) = 2™ exp™ z fonksiyonu RZ° iizerine digbiikeydir.

10.4 Ters Fonksiyonun Biikeyligi

Bir veya birkag fonksiyonun digbiikeyliginden yola ¢ikarak bagka fonksiyonlarin
dis ya da ic¢biikeyligini kanitlayabiliriz miyiz? Evet.

e [ dig/igbiikeyse, tammdan dolay1 —f i¢/digbiikeydir.

e Dig/icbiikey fonksiyonlarin toplam dig/igbiikeydir.

e f ve g digbiikey fonksiyonlarsa max{f, g} fonksiyonu digbiikeydir. (Ama
min{ f, g} digbiikey olmayabilir.)

e f dig/igbiikeyse, her a ve b sayisi igin f(ax+b) fonksiyonu da dig/icbiikeydir.

Ama eger f digbiikeyse, f hep pozitif degerler alsa bile, 1/f hakkinda ge-
nellikle pek bir sey soyleyemeyiz. Mesela f(x) = 1422 fonksiyonu digbiikeydir
ama 1/f ne i¢biikey ne de digbiikeydir (bkz. asagidaki sekil).

digbiikey -1 icbiikey 1 disbiikey

Eger f: 1 — J C R icbtikey bir eslemeyse, f'nin bilegke iglemi igin tersi
olan f~!:J — I fonksiyonunun digbiikey ya da icbiikey olmas1 gerektigini
sOyleyebilir miyiz? Hayir. Ornegin,

fla) =a?

formiiliiyle tanimlanmig f : R< — R>? fonksiyonu ve tersi olan,

i) =

formiiliiyle tanimlanmg fonksiyon digbiikeydir. (Neden?) Ote yandan exp :
R — R>Y fonksiyonu digbiikey bir eglemedir (Ornek 10.3 ve 5.26) ama exp
fonksiyonunun tersi olan log fonksiyonu i¢biikeydir (kanit1 birazdan).

Agagidaki teorem, digbiikey bir fonksiyonun tersinin i¢ ya da digbiikeyligi
hakkinda bir bilgi veriyor.
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Teorem 10.4. I ve J, R’nin iki aralgi olsun. f : I — J disbiikey bir esleme
olsun. Eger f artansa f~1 icbikeydir. Eer f azalansa f~' dusbiikeydir.

Kanit: Onsav 10.1i uygulayacagiz. J'den y; < y < yo sayilarim secelim.
x1, , To sayllari, I’dan ve

f(x1) =1, f(z) =y, f(22) = »2

olacak bicimde segilsin.
f'nin artan oldugunu varsayalim. O zaman z; < x < x3 olur. f digbiikey
oldugundan, Onsav 10.1’e gore

Yy—Un < Y2 —y
r—x1 To—X

esitsizligi gegerlidir. Pay ve paydadaki tiim terimler pozitif olduklarindan,

r — I Z.CCQ—:L'
Yy—un Y2 — Y

elde ederiz. Bu da aynen Onsav 10.1’e (ya da benzerine) gére, f~! icbiikey
demektir. Tkinci onermenin kaniti aynidir. O

10.5 Us Almanin Biikeyligi
Bu altboliimde cesitli » gergel sayilari igin,
x> |z|”
formiiliiyle tanimlanmig fonksiyonlarin biikeyligini irdeleyecegiz.

Onsav 10.5. Eger r > 1 bir gercel sayysa x — |x|" fonksiyonu R zerine
dasbiikeydir' .

Kanit: 0 <t <1 vex, y € R olsun. Amacimiz
(L=t +ty" < (L —1)[x]" + |y
esitsizligini gostermek. [(1 —t) x + ty| < (1 —t) |z| + t |y| oldugundan

(L=t ]z +tly))" < (1 —t) || +t[y"

!Gorkem Ozkaya’'nin ¢ok giizel ve orijinal bir kanitini, Yusuf Unlii’den aldigim ve agagida
bulacagimiz kanittan sonra tiziilerek kaldirmak zorunda kaldim. Hem Goérkem Ozkaya’ya hem
de Yusuf Unlii’ye tegekkiir ederim.
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esitsizligini gostermek yeter. s = (1 —¢)|z| + ¢ |y| > 0 olsun. Elbette s > 0
varsayimini yapabiliriz ¢iinkii aksi halde gostermek istedigimiz esitsizlik bariz.

azﬁveb:M
s S

tanmimlarini yapalim. Tammlardan dolayr (1 —¢)a + tb = 1 olur. Ayrica,
Bernoulli egitsizliginden (Teorem 6.7) dolay:

l+r(a—1)<ad vel+r(b-1)<?d"
elde ederiz. Bunlarin agirlikli toplamlarini alarak
1-t)Q4+r(a—-1)+t(Q+rbd-1)<(1—-t)a" +tb"

buluruz. Ama biraz basit cebirle esgitsizligin sol tarafinin 1’e egit oldugu anla-
siliyor. Demek ki,
1<(1—t)a" +1tb.

a ve b yerine degerlerini koyarsak istedigimiz
s'< (=) fx|” +tly
esitsizligi gikar. O

Bu fonksiyonlarin grafikleri agagida.

-1 1

r buyudiikee, x - IxI” fonksiyonu (-1, 1) araliginda yassilasir;
bu araligin disinda ise daha hizli «’a yaklagir.

Onsav 10.6. Ejer 0 < r < 1 bir gercel sayysa x — x" fonksiyonu R>0
tzerinde i¢bukeydir.

Kanit: Her z > 0 i¢in (2")Y/" = z ve (z'/")" = & oldugundan, R>" araligin-
dan R araligma giden z — 2" fonksiyonunun tersi z — z!/" fonksiyonudur.
Sonug simdi Onsav 10.5 ve Teorem 10.4’ten hemen ¢ikar. O

Bu fonksyonlarin grafikleri de agagidaki gibidir:
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y=x23
y=x12
y = x13
y = x4
y= x5

| 1
Bazia € (0,1)sayilari i¢in y = x“ fonksiyonu (el yordamuyla cizilmistir.)

Ornekler

10.17. Onsav 10.6 ve 10.5’ten, Teorem 10.3’iin icbiikey fonksiyonlar icin yanls oldugu cikar.
Nitekim Onsav 10.6’ya gore flz) = 22/3 fonksiyonu i¢biikeydir, ama f - f fonksiyonuna
esit olan g(z) = z4/3 fonksiyonu Onsav 10.5%e gore digbiikeydir. Bu konuda ayrica bkz.
Ornek 10.13.

Onsav 10.7. Eger r <0 ise, x +— x" fonksiyonu R>? dizerine disbiikeydir.

Kanit: Bu amagla x, y > 0 ve a + b = 1 egitligini saglayan a, b > 0 sayilari
alalim.

(1) (az +by)" < az" +by"

esitsizligini gostermeliyiz. x = y ise kamitlayacak bir gey yok. Gerekirse x ve
y’nin yerini degistirerek, y > x esitsizligini varsayabiliriz. Bu esitsizligi r < 0
kesirli sayilari igin gostermek yeterli, ¢iinkii eger (1) esitsizligi kesirli sayilar i¢in
gecerliyse, limit alarak gercel sayilar icin de gegerli oldugu anlasgilir. n > 0 dogal
sayist icin z — z~1/™ fonksiyonu pozitif bir fonksiyon oldugu i¢in, Teorem
10.3’e gore bu fonksiyonun digbiikey oldugunu gostermek yeterli. Demek ki,

(ax + by) V" < az™V™ 4 byt

esitsizligini gostermeliyiz. Bu esitsizligin n’inci kuvvetini alip,  ve y yerine
sirasiyla " ve y" yazalim. Esitsizlik,

(az™ 4+ by”)_1 < (cw_1 + by_l)”

esitsizligine doniiglir. Bu son egitsizligi 2™ ile ¢arpip z = y/x > 1 tammim
yapalim:
(a4 bz")"t < (a+bzt)"

esitsizligini elde ederiz. Son bir kez daha diizenlersek,

2) (a+b2")(az + b)" > 2"
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esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligi n > 1 ve z > 1 igin gosterirsek, (1)
gosterilmis olacak. Bunu tiimevarimla yapmay: éneriyoruz. Aslinda (2), n =
0 igin gegerli oldugundan tiimevarimi n = 0’dan baglatabiliriz. Simdi (2)’yi
varsayip,

(3) (a+bz")(az + b)" Tt > 2

esitsizligini kanitlayalim. Sol taraftaki ifadeden yola koyulalim: (2)’yi kullana-
rak,
(a+ bz (az + b)"T = (a + bz" ) (az + b)(az + b)"

> (a+ bz" ) (az +b) (a-fgzn)

elde ederiz. Demek ki (3)’i kanitlamak igin,

ZTL

n+1
(a+bzm) — :

(a+bz"")(az +b)

esitsizligini kanmitlamak yeterli. Paydalar: yok edip sadelestirirsek,
(a+b2""1)(az +b) > z(a + b2")
esitsizligini kanitlamamiz gerektigini buluruz. Bunu agalim. Sag tarafta
za+b2"" = za + b+ 02" — b= (az +b) +b(z"T! — 1)

esitligi var. Demek ki

(a4 bz""H(az 4+ b) > (az +b) + b(z"TL — 1)
esitsizligini kanitlamaliyiz. Sagdaki az + b ifadesini sola gegirelim:

(a+b2"™ —1)(az +b) > b(z"T = 1)
elde ederiz. Ama a — 1 = b; bunu sol tarafa atarak,
(=b+bz")(az +b) > b(z" T — 1)
esitsizligini kanitlamamiz gerektigini goriiriiz. Sadelestirirsek,
az+b>1

esitligini kamitlamamiz gerektigini goriiriiz. Ama a, b>0,a+b=1ve z > 1
oldugundan, bu esitsizlik bariz. Istedigimiz kanitlanmisgtir. 0

Bu fonksiyonlarin grafikleri de agagidaki gibidir:
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r < 0 igin z — " fonksiyonlarin grafikleri

Bu boliimde yaptiklarimizi bir teoremde 6zetleyelim:

Teorem 10.8. Ejer r > 1 ya da r < 0 ise © — x" fonksiyonu R>Y dizerine
disbiikeydir. Eger r € (0,1) ise x — x" fonksiyonu R>? idizerine icbiikeydir. [

Daha o6nce ¢izdigimiz grafikleri toplu halde gosterelim:

=305
AY=X )
y y=x
y = x4
y=x32/¥= x4
y = x? y=x
y = x23
12
=X
3;_ pRIE
y = x4
y=x5
1
X

Eger a > 0 ise z — a® kuraliyla tanimlanmig R’den R>Y kiimesine giden
fonksiyonun digbiikey oldugunu ileride, Teorem 11.5’te gorecegiz.

Yukarida yapilanlardan ve Teorem 10.2°den, = — 2" fonksiyonunun R>°
iizerinde siirekli oldugu ¢ikar. Ama ayni sonucu biikeyligi kullanmadan Teorem
6.8’de kanitlamigtik zaten. Elbette, iki siirekli fonksiyonun bilegkesi oldugun-
dan, x — |z|" fonksiyonu da R iizerine stireklidir.

Alistirmalar

10.18. Eger p > 1 ve a, b > 0 ise, (a + b)P < 2P~ 1aP 4 2P 1bP esitsizligini kanitlayin.
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10.6 Yerel/Global Minimum/Maksimum

Dig/igbiikey fonksiyonlar kavrami, analizin vazgecilmezi olan esitsizlikleri ka-
nitlamak i¢in ¢ok giiclii bir alettir. Birgok uygulamasini gorecegiz.

ac€ X CRvef:X — R bir fonksiyon olsun. Eger her x € X i¢in f(z) >
f(a) oluyorsa, a’ya f’nin minimumu ya da global minimumu adi verilir.
Bu durumda f(a)’ya f’nin minimum degeri ad1 verilir. Eger a’y1 igeren agik
bir [ araligi i¢in, f(z) > f(a) kogulu her z € X NI i¢in saglaniyorsa, a’ya yerel
minimum adi verilir. Global minimum her zaman bir yerel minimumdur elbet
ama tersi dogru olmak zorunda degildir. Yerel ve global maksimum ve
maksimum deger benzer gekilde tanmimlanir.

a b c

a, b ve ¢ yerel minimumlar. a ve ¢ global minimum degiller.
Eger tanim kiimesi goriinenden ibaretse b global minimumdur.

Teorem 10.9. I bir arahk ve f : I — R disbiikey bir fonksiyon olsun.

i. Her yerel minimum aynt zamanda global bir minimumdur ve eger kesin
disbiikeyse f’nin en fazla bir global minimumu vardar.

ii. Eger kesin disbiikeyse f 'nin maksimum degerini veren noktalar ancak I ’nin
u¢ noktalary olabilirler.

Kanit: i. a, f'nin yerel minimumu olsun. J, her = € I N J sayis1 i¢in f(z) >
f(a) esitsizliginin saglandig a’y1 igeren agik bir aralik olsun. x € I herhangi
bir eleman olsun. O zaman, dyle bir 0 < e vardir ki, her ¢ € (0, €) sayis1 igin,

(1-tha+tzelInJ
olur. Demek ki,

(1=8)f(a) +tf(x) = fF((1 = t)a+tx) > f(a),
yani
(1 =t)f(a) +tf(x) = f(a),
olur. Bundan da, bariz sadelestirmelerden sonra, f(z) > f(a) gikar. Demek ki
a global minimummus.

Simdi a ve b, minimum degeri veren iki degisik say1 olsun. a ve b global
minimum olduklarindan, f(a) = f(b) olur. Her ¢ € (0,1) say1s! igin,

F(1=t)atth) < (1-1)f(a)+f(8) = (1-1)f(a)+tf(a) = f(a) < F((1—t)a-+1b),
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yani f((1 —t)a + tb) = f(a) olur. Demek ki f fonksiyonu a ile b arasinda bir
sabittir. Ama bu da kesin digbiikeylikle celisir.

ii. Simdi ¢’nin I'nin iginde yerel bir maksimum oldugunu varsayalim. O zaman
a’y1 igeren oyle bir J C [ acik araligi vardir ki, b < a < c esitsizliklerini
saglayan her b, c € J sayilari icin,

f(6) < f(a) ve f(c) < f(a)
olur. Boyle b ve c sayilar1 segelim.
a=(1—-t)b+tc
esitligini saglayan bir ¢ € (0, 1) alalim. Digbiikeyligin tanimindan dolay,

fla) = f(L=t)b+tc) < (1 =) f(b) + tf(c) < max{f(b), f(c)} < f(a)
olur. Demek ki
f(a) = max{f(b), f(c)}.
Ayrica eger f(b) # f(c) ise,

fla) = f((L =t)b+te) < (L =1)f(b) +tf(c) <max{f(b), f(c)} < f(a)

olur, bir geliski. Dolaywsiyla f(b) = f(a) = f(c) ve f, J iizerinde sabit deger
alan bir fonksiyon. Bu da f’nin kesin digbiikeyligiyle geligir. O
Aligtirmalar

10.19. Eger bir [ araligi tizerine tanimlanmig bir f fonksiyonu siirekliyse ve her a,b € I igin,

(a0 < Lt s0

esitsizligini sagliyorsa f’nin digbilikey oldugunu kanitlayin.

Digbiikey Kiimeler. Konu digbiikey fonksiyonlardan agilmigken, bir bagka
onemli digbiikeylik kavramindan soz edelim.

A C R? olsun. Eger her a, b € A icin, a ve b arasindaki dogru parcasi da
A’nin i¢indeyse, A’ya

= N

digbiikey bir altkiime  digbiikey olamayan bir altkiime
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digbiikey denir. (Bu kavram kolaylikla n boyutlu R™ uzaya genisletilebilir.)
Bir bagka deyisle, eger her a, b € A ve her t € (0, 1) igin,

(I1-tha+tbe A

ise A’ya digbiikey denir. (Burada, b = (b1, by) ise, tb = (tb1,tby) olarak
tanimlanmustir.) R? elbette digbiikeydir.

Aligtirmalar

10.20.

10.21.
10.22.

10.23.

10.24.

10.25.

10.26.

10.27.

10.28.

Eger I C R bir araliksa ve f : I — R digbiikeyse, f’nin grafiginin iistiinde kalan noktalar
kiimesinin, yani
{(z,y) e IxR:y> f(x)}

kiimesinin digbiikey oldugunu kanitlayin.

Sonlu ya da sonsuz sayida digbiikey kiimenin kesigiminin digbiikey oldugunu kanitlayin.
Eger A C R? ise, A’y1 igeren tiim digbiikey kiimelerin kesigiminin, A’y1 igeren digbiikey
bir kiime oldugunu kamtlayin. Bu kiimeye A’nin digbiikey zarfi dersek ve bu kiimeyi
dbz A olarak gosterirsek, dbz A'nin A’y1 igeren en kiigiik digbiikey kiime oldugunu ka-
nitlayin (yani dbz A, A’y1 igeren her digbiikey kiimenin altkiimesidir.)

Su ozellikleri kanitlayn:

i. ACdbz A,

ii. dbz(dbz A) = dbz A,

iii. dbz(AN B) = dbz AN dbz B,

iv. dbz @ = 0.

Asagidaki ii¢ seklin her birinin ayr1 ayri digbiikey zarfim ¢izin.

010

e ]

o

A C R? olsun. A’nin digbiikey olmasi icin, “Her z1,...,zn, € A ve toplam 1 olan her
t1,...,tn € (0, 1) icin

tix1 + -+ lpTn
eleman1 A’dadir” kosulunun yeter ve gerek oldugunu kanitlayn.
Yukaridaki koguldaki gibi bir

tixy + -+ tpTn
noktasina x1,..., %, noktalarinin digbiikey kombinasyonu adi verilir. A C R? ol-
sun. A’nin noktalarimin tiim digbiikkey kombinasyonlar: kiimesinin A’nin digbiikey zarfi
oldugunu kanitlayin.
A C R? olsun. dbz A’nin her elemaninin aslinda A’nm ii¢ noktasinin bir digbiikey kom-
binasyonu oldugunu kanitlayin. (Constantin Carathéodory’nin daha genel bir teoremi
i¢in bkz. Teorem 10.10 [Cal.)
A, B CR? ve t € R olsun.

A+B={a+b:ac Abe B}

ve
tA={ta:a € A}
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olsun. Eger A ve B digbiikeyse bu kiimelerin de digbiikey olduklarini kanitlayin. A’nin
digbiikey olmasinin, her ¢t € (0,1) igin

(1-t)A+tACA

igindeliginin yeter ve gerek oldugunu kanitlayin.

10.29. A C R? digbiikey bir kiime ve f : A — R bir fonksiyon olsun. f’nin digbiikey olmasinin
tanimini verin. Eger f digbiikeyse her u i¢in,

{z: f(z) <u} ve {z: f(z) <u}
“seviye kiimelerinin” digbiikey olduklarini kanitlaym.
10.30. Yukardaki iki alistirmay1 R*’den R™’ye genellegtirin.
10.31. ai,...,an € R ve a € R olsun.

{(z1,...,2zn) ER" t @121 + - - + anTy < a},
{(xh...,mn)6R":a1x1+---+anl’nﬁa}7
{(x1,...,2n) ER" @121 + - + anxn = a}

kiimelerinin digbiikey olduklarini kanitlayin. Bundan, herhangi bir sayida dogrusal esit-
ligin ya da esitsizligin ortak ¢oéziimleri kiimesinin digbiikey oldugunu kanitlayin.

Boliimii Constantin Carathéodory’nin bir teoremini kanitlayarak bitirelim.

Teorem 10.10 (Constantin Carathéodory). A C R™ olsun. P, A’nin digbiikey
zarfinan bir elemana olsun. O zaman P, A’nin en fazla n + 1 tane noktasinin
disbiikey zarfindadur.

Kanit: P € dbz A olsun. O zaman sonlu sayida Py, ..., P, € A vektori ve
toplami 1 eden t1, ..., t, > 0 sayilar igin

k
P=Yun
i=1
olur. £ > n + 1 ve her ¢ i¢in ¢; > 0 varsayimlarini yapabiliriz. Bu durumda
Po—P,....P.— P
vektorleri lineer bagimhidirlar. Demek ki hepsi 0’a egit olmayan s, ..., sy € R
sayilar1 igin,
k
Z 5i(P;—P1)=0
i=2
olur. s; sayisini

k
81:—5 Si

=2
olarak tanmimlarsak,

k k
ZsiPi =0 ve Zsi =0
i=1 i=1
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elde ederiz. Tkinci esitlikten s;’lerden en az birinin > 0 oldugu ¢ikar. Ikinci
esitlikten, her a € R icin,

k k k
P=P—a-0= Ztipi —CLZSZ‘PZ' = Z(tZ —asi)Pi
i=1 i=1 i=1
oldugu ¢ikar. Burada a sayisini
.t 5j
a=minq—:i1=1,...kves; >0, =—=>0
S; tj
olarak alirsak, her ¢ icin,
ti
- Z -~ =q
S; Sj
olur, dolayisiyla her i igin t; — as; > 0 olur. Ayrica
k k k
Ssi—at) =Y si—ad ti=1-a-0=1.
i=1 i=1 i=1

Boylece P’yi farkl bir bigimde P;’lerin digbiikey kombinasyonu olarak yazdik:

k
P = Z(tz — CLSZ')F)Z'.

=1

Ama t; —as; = 0. Demek ki P’yi ashnda k’dan daha az sayida noktanin
digbtikey kombinasyonu olarak yazdik. Bu sayiy1 n + 1’e kadar indirebiliriz
tabii ki. O






11. Logaritma ve Us Alma

Logaritmalar degisik yontemlerle tanimlanabilir. Liselerde tanimlandig1 bigi-
mi,
r=logy < y=10%,

bu yollarin bir yandan en kolay1 bir yandan da en zorudur. En kolayidir
¢iinkii dogrudan uygulamaya yoneliktir. En zorudur ¢linkii:

1. 107, 10V2 gibi sayilar tammlamadan varsayar,

2. Her porzitif y sayisinin 10* gibi bir sayiya esit oldugunu kanitlamadan
varsayar.

Logaritmay1 tanimlamanin bir bagka yolu bu ciltte gormeyecegimiz integral
kullanmaktir.

Biz burada logaritmay1 neredeyse liselerde tanimlandigi bigimiyle tanim-
layacagiz; iki farkimiz olacak:

1. 10 tabani yerine e tabani kullanacagiz,

2. Higbir olguyu kanitlamadan kullanmayacagiz.

Logaritmay1 (ama log’u degil In’yi), exp fonksiyonunun tersi olarak tanim-
layacagiz. Ama Once biraz exp fonksiyonundan sézedelim.

11.1 exp Fonksiyonu

Sayfa 126’da a” sayilarimi tamimlamig ve e” = expr esitligini gostermistik. O
kanitin genig bir 6zetiyle baglayalim:
(1) Pozitif bir a sayis1 ve bir ¢ kesirli sayisi i¢in, a? sayisim [N4, Bolim 3.1]'de
(tahmin edilecegi gibi, liselerde gosterildigi bigimde) tanimlamig ve [N4, Te-
orem 3.8]’de a? sayisinin 6zelliklerini kanitlamigtik.
(2) Bu ciltte, Sonug 6.4’te ve sonrasinda, pozitif bir a sayis1 ve bir r gergel
sayisi i¢in, a” saywsini, r’ye yakinsayan herhangi bir (gp,), kesirli say1 dizisi
icin,

a” = lim a'

n—oo

olarak tanimlamigtik ve r — a” fonksiyonunun R’den R’ye giden siirekli bir
fonksiyon oldugunu gostermistik.
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(3) [N4, Altboliim 10.4]’te exp fonksiyonunu
expr = Z o
1=0
olarak tamimlamigtik ve exp 1 sayisina e adim vermistik. [N4, Sonug 10.9)’da
her ¢ kesirli sayis1 i¢in,
expqg = e?

esitligini kamitlamigtik.
(4) Bu ciltte, Teorem 2.1’de exp’in siirekli bir fonksiyon oldugunu kanitlamig-
tik.
(5) Gene bu ciltte, Teorem 6.2’de R’den R’ye giden ve Q tizerine aym degerleri
veren iki fonksiyonun egit olduklarini kanitlamigtik.

Simdi bunlar kullanarak agagidaki teoremi kanitlayabiliriz:

Teorem 11.1. Her x gercel sayist i¢in expx = e* olur.

Kanit: Yukaridaki 2 ve 4 sayili notlara gore, R’den R’ye giden exp fonksiyo-
nuyla r — €" fonksiyonlar stiireklidir ve 3 sayili nota gore kesirli sayilar iizerine
ayni degerleri alirlar. 5 sayili nota gore bu fonksiyonlar esittirler. O

Gegmiste cesitli vesilelerle exp fonksiyonunun 6zelliklerini kanitlamigtik.
Bu sonuglarin bazilarini da ozetleyelim:

Teorem 11.2. a. exp fonksiyonu R’den R>? kiimesine giden birebir ve orten
ve stirekli bir fonksiyondur.

b. Her z, y € R i¢in exp(z + y) = (expx)(expy) ve (expx)? = expxy olur.
Ayrica exp(—z) = 1/expx ve exp0 =1 olur.

c. exp kesin artan bir fonksiyondur.

d. exp disbiikey bir fonksiyondur.

e. lim, ,oexpx =00 velim, , expxz =0 olur.

Kanit: a. Ornek 5.26 ve Teorem 6.8.
b. [N4, Teorem 10.11 ve Sonug 10.12] ve Sonug 6.5.iv.
c. [N4, Sonug 10.14]
d. Ornek 10.3.
e. Ornek 5.21 ve 5.25. O

11.2 Dogal Logaritma

Teorem 11.2’ye gore exp : R — R>Y fonksiyonu siirekli, disbiikey ve artan bir
eslemedir. exp fonksiyonunun tersine dogal logaritma diyelim ve bu fonksi-
yonu In simgesiyle gosterelim:

In:R>% — R.
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Tanmim geregi
lhy=z & expr=y

olur. Teorem 5.24’e gore In fonksiyonu siireklidir. Dogal logaritmaya bazen
kisaca logaritma da denir.

Artan bir fonksiyonun tersi de artan oldugundan, In fonksiyonu da artan
bir fonksiyondur. exp fonksiyonu digbiikey oldugundan Teorem 10.4’e goére In
igbiikey bir fonksiyondur. Ayrica, lim, .~ exp z = oo oldugundan

lim Inz = o0
r—r00

olur ve limg,—_ o exp x = 0 oldugundan,

lim Inx = -
z—01

olur. Bu bulgularimizi teorem adi altinda 6zetleyelim.

Teorem 11.3. In: R>Y — R artan, icbiikey ve siirekli bir eslemedir. Ayrica

Iim Inz =00 ve lim Inz = —o0
T—00 x—0t

olur. O
In fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir. (Birbirinin tersi olan fonksiyon-

larin grafigi y = = dogrusuna gore birbirinin simetrigidirler.)

y=expx= e"

e y=x

y=Inx

Logaritmanin birkag 6zelligini kanitlayalim. Elbette kanitlarimizda logarit-
manin tanimina, yani
lny=z < expr=y
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formiiliine ve exp fonksiyonunun 6zelliklerine bagvuracagiz.

e exp(0 =1 oldugundan In1 = 0 olur.

e expl = e oldugundan Ine = 1 olur.

e exp fonksiyonu 0’dan biiyiik sayilarda 1’den biiyik ve 0’dan kiglik
sayilarda 1’den kiiciik degerler aldigindan,

hy>0sy>1

onermesi gegerlidir.
e Iny ==z velny; = x; olsun. (Burada y ve y; pozitif olmak zorundalar,
yoksa esitlikler anlamsiz olur.) Demek ki,

eXpr =Yy Ve eXpri = Y.
Bu iki esitligi taraf tarafa carpalim:
(expz)(exp 1) =y
elde ederiz. Ote yandan
(expz)(expx1) = exp(z + 7).

Demek ki,
exp(r + 1) = yy1-

Logaritmanin tanmimindan dolayz,
Inyyys =z+z; =Iny+1lny

esitligi gegerlidir. Bir bagka deyisle, nasil exp fonksiyonu toplamay1 ¢arpmaya
doniistiiriiyorsa, exp’in tersi olan In fonksiyonu da ¢carpmay1 toplamaya donitis-
turir. Eger y ve y1 negatif degerler alabilirse, yukaridaki esitligi,

In |yy1| = In |y| + In |y1]

olarak yazmak gerekir.
e Iny = x ve r bir gergel say1 olsun. Teorem 11.3’ten dolay1

e =expr=y
ve gene Teorem 11.3’ten dolay1
exprr = e = (") =y"

(bkz. Teorem 6.5.iv). Demek ki

Iny" =xr=rx=rlny
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olur. r = —1 i¢in In(1/y) = — Iny elde edilir.
Eger y’'nin negatif degerler almasina izin verirsek, yukaridaki egitligi,

Iny|" =rinly|
olarak yazmak gerekir. Ornegin, y'nin negatif olabilecegini géz éniinde tutarak,
Iny? =21In|y|

yazmali.
e exp ve In fonksiyonlar: birbirlerinin tersi olduklarindan, her y > 0 icin

eV = explny =y

ve her x igin
Ine* =lnexpr ==

olur.
e n > ( sabit bir dogal say1 olsun. lim; s ;rl‘—/xn = 0 esitligini kanitlayalim.

x> 1 iken y = lnTx tanimini yaparsak, x = €™ olur. Dolayisiyla,

. Inz .oon
lim —— = lim no_ 0
T—00 1‘1/” y—oo ey

olur (Aligtirma 4.22).
Bulduklarimizi 6zetleyelim:

Teorem 11.4. Her x,y € R>? ve her r € R igin,

i.In1=0.

ii. lIne=1.

iii. ny >0y >1.

iv.lnzy =Inz + Iny.

v.Iny" =rlny ve Ine” =r.

vi. In(1/y) = —Iny.

vii. eV =y,

vili. lim, 0o 2% = 0 olur. O

zl/n

Ornekler

11.1. Eger z > 0 ise lim,— oo 24/" = 1 olur ¢iinkii

lim 2™ = lim exp (l lnz) = exp ( lim hl—z) =exp0=1.
n— oo n— 00 n n—oo N
11.2. Eger z > 0 ise limy, o0 (1 +zl/”)” = oo olur c¢linkii bir 6nceki 6rnege gore n’inci kuvveti
alman 1 + 22/ sayilar1 2’ye yakindirlar.
11.3. a, b, z > 0 olsun. Eger a + b > 1 ise lim,— 00 (b + azl/")” = oo olur, eger a +b < 1 ise
limp oo (b + azl/")” = 0 olur. Nitekim,

lim (b+az'/™)" = lim exp (nln(b + azl/"))
n— o0

n—o0o
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ve Ornek 11.1%e gore
lim (b+az"/") =b+a

n— oo

olur. Bunu g6yle de bulabiliriz: limy,— o (b+ azl/") = b+ a oldugundan yeterince biiyiik
n dogal sayilar1 icin b+ az'/" degerleri a + b sayisima yakm olurlar; dolayisiyla a + b’nin
degerine gore n’inci kuvvetler ya sonsuza ya da 0’a giderler.

114. Eger a,b > 0 ve a+ b = 1 ise, limy, o (b + azl/")" = 2% olur ama bu esitligi bu
agsamada gostermek kolay olamayabilir, bir sonraki ciltte, tiirev konusunu irdeledikten
sonra gosteririz.

11.5. z > 0 olsun. Eger 0 < a < 2 ise Ornek 11.1’e gore yeterince biiyiik n dogal sayilar:
icin az'/" < 2, yani —1 < 1 — az*/™ olur, demek ki —1 < 1 — az'/™ < 1 olur. Béylece
limp—oo(l — azl/")" = 0 elde ederiz.

Aligtirmalar

11.6. f: R — R fonksiyonu her z, y € R i¢in f(zy) = f(x) + f(y) esitligini saglasm. f =0
oldugunu gosterin.

11.7. f : RZ® — R2° fonksiyonu her z, y € R icin f(zy) = f(x) + f(y) esitligini saglasin.
f = 0 oldugunu gosterin.

11.8. f: R — R fonksiyonu her z, y € R igin f(zy) = f(x)f(y) esitligini saglasin. f # 0, 1
varsayimini yapalim. f(0) = 0 ve f(1) = 1 esitligini gosterin. Her ¢ € Q igin (z?) = f(x)?
esitligini gosterin.

11.9. f:Q — Q fonksiyonu her z, y € Q i¢in f(zy) = f(z)f(y) esitligini saglasin. f’nin asal
sayilarda aldig1 degerlerle belirlendigini kanitlayin.

11.3 Us Alma Uzerine

Altbélim 6.3’te tanimladigimiz (z, y) — a¥ s alma fonksiyonu ashnda iki
degiskenli bir fonksiyondur. Eger ikinci koordinati sabitlersek elde edilen x —
2% fonksiyonunun analizi oldukca kolaydir ve bunu Sonug 6.5’te ve Teorem
10.8’de yapmigtik. Simdi birinci koordinati sabitleyip, fonksiyonun ikinci ko-
ordinata gore nasil degigtigine bakalim, yani x +— a* fonksiyonunu analiz ede-
lim. Tabii @ > 0 olmali. Ayrica a = 0 ya da 1 iken sabit fonksiyonlar elde
edildiginden, a # 0, 1 durumlarini incelemek yeterli.

Teorem 11.5. Ejer 1 # a > 0 ise x — a® kuralyla tanvmlanms R’den R>0
kiimesine giden fonksiyon disbiikey ve stirekli bir eslemedir. Ayrica a > 1 ise
fonksiyon artandir, yoksa azalandir. Son olarak, eger a > 1 ise

lim a® = o0 ve lim a® =0,
T—r00 r—r—00
eger a <1 ise

lim ¢®* =0wve lim a® =00
Tr—r00 Tr—r—00

olur.
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Kanit: x herhangi bir gercel say1 olsun. O zaman

vii L)
z V1 elna X exlna — exp(mlna)

a
olur. Bundan da x — a” fonksiyonunun = — xlna ve exp fonksiyonlariin
bileskesi oldugu anlasilir. Bu iki fonksiyon da stirekli oldugundan, = +— a®
fonksiyonu siireklidir!.

Ayrica exp fonksiyonu artan oldugundan (yani siralamay1 korudugundan),
x — a” fonksiyonunun artan ya da azalan olmasi x — =z Ina fonksiyonunun
artan ya da azalan olmasiyla dogrudan iligkilidir, ki bu da In a’nin pozitif ya
da negatifligiyle, yani a’'nin 1’den biiyiik ya da kiigiik olmasiyla ilgilidir.

Aligtirma 10.5’te, f(x) fonksiyonuyla f(az+b) fonksiyonunun i¢/digbiikey-
liginin ayn1 oldugunu sdylemistik (kanit1 da kolaydir), dolayisiyla

x+— a” =exp(zlna)

fonksiyonu aynen exp fonksiyonu gibi digbiikeydir.
Digbiikeyligi ve Teorem 10.2’yi kullanarak da siirekliligi kanitlayabilirdik.
Simdi a # 1 iken r — a” fonksiyonun bir egleme oldugu a* = exp(zlna)
fonksiyonundan cikar.
Son olarak limitleri hesaplayalim. Eger a > 1 ise Ina > 0 olur ve

lim o = lim exp(zlna) = oo
T—>00 Tr—00

ve
lim o= lim exp(zlna)=0

T——00 T——00

bulunur. Eger a < 1 ise Ina < 0 olur ve

lim a” = lim exp(zlna) =0

T—00 T—>00
ve
lim o= lim exp(zlna) =00
T—r—00 T—r—00
bulunur. g

Teoremi kullanarak cesitli @ > 0 sayilan igin x — a” fonksiyonlarinin
grafiklerini cizebiliriz.

"Yukarida kanitlanan a® = exp(zIn a) esitligi a® sayisinin bir tanimi olarak da verilebilir.
Bazi kitaplarda a® sayis1 boyle tanimlanir.
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y=0b"
y=a*
y=1
y = la*
y = 1/b*
1 e i

11.4 Basgka Tabanlarda Logaritma

In fonksiyonunu yukarida
hny=x<e’=y
formiiliiyle tanimlamigtik, yani In fonksiyonunu
ree’

kuraliyla verilmis fonksiyonun tersi olarak tanmimlamistik. Eger e yerine bir
bagka a # 1 pozitif sayisi alirsak ne olur? Bigeycikler olmaz, sadece logaritmay1
bir bagka tabanda tanimlamis oluruz.

log, : R”" — R
fonksiyonu R’den R>? kiimesine giden
r—a”
kuraliyla tamimlanmis fonksiyonun tersi olsun. Demek ki
log,y=r<a" =y

ve her z > 0 icin
log,a” =z

ve her y icin
alogay =y.

Bu fonksiyona a tabaninda logaritma denir. Elbette log, = In olur. Eger
a’nin ne oldugu belliyse, log, yerine kisaca log yazildig: da olur.
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Aynen In i¢in kanitladigimiz gibi,

log, y" =rlog, y

olur. Nitekim eger x = log, y ise, a® = y ve dolayisiyla a*” = y" olur, buradan
da log, y" = xr = rlog, y cikar.

Bu arada log, = In egitligine dikkatinizi ¢ekeriz. log, fonksiyonunu uzun
uzun caligmaya gerek yok, clinkii log, fonksiyonunu log, cinsinden yazabiliriz,

yeter ki a ve b # 1 olsun:
alogay =y

esitliginin her iki tarafina log, fonksiyonunu uygularsak,

log, (a*¥) = log, y,

yani,
log,, ylog, a = logy v,

buluruz. Demek ki

] _ logy, y
Oga y - 10gb a .
Eger b = e alirsak,
Iny
log, y = na

esitligini buluruz. Son olarak, Teorem 11.5’teki, a > 0 ve € R igin,
a® = exp(zlna)

esitligine dikkatinizi cekerim. Her iki tarafa da In uygularsak bunun dogrulugu
hemen anlasilir.

Alistirmalar

11.10. f(z) = zlnx fonksiyonunun R>? iizerine digbiikey oldugunu kanitlaymn.
11.11. Bir I araliginda tanimlanmig ve pozitif degerler alan bir f fonksiyonu alalim. Eger

g(z) = log f(x)

fomiiliiyle tanimlanmig fonksiyon digbiikeyse, f’ye logaritmik disbiikey denir. Logarit-
mik digbtikey fonksiyonlarin digbiikey olduklarini kanitlayin.

flz)=a"

formiiliiyle tanimlanmig fonksiyonun digbiikey olmasina kargin logaritmik digbiikey ol-
madigini gosterin.






12. Esitsizlikler Gecidi

Altboliim 6.4’te analizde gok 6nemli olan Bernoulli esitsizligini kanitlamigtik.
Bu boliimde analizde one ¢ikan birkag klasik esitsizlik daha kanitlayacagiz.

12.1 Jensen Esitsizligi ve Sonuclari

Teorem 12.1 (Jensen Esitsizligi). I bir aralik ve f : I — R digbiikey bir
fonksiyon olsun, o zaman her x1,...,xy, € I ve herty, ..., t, > 0 sayplar: i¢in

Z;’%Ll tlml c I
Zz’:l ti

olur ve

f (ZL ti$i> < iz bif (@)
Yt )T Xkt
esitsizligi gecerlidir. Eder f kesin disbiikeyse esitlik ancak ve ancak x1 = ... =
Ty 1se gecerlidir. Eger f icbiikeyse esitsizlik ters cevrilir.

Not 1. Esitsizlik sik sik ¢ + --- + ¢, = 1 durumunda ifade edilir. Nitekim

esitsizlikte t; yerine,
12

Z?:1 ti

alirsak o zaman daha basit goriiniimlii olan

S (Zh%) <> tif(x)
=1 =1

formiilini elde ederiz.

Not 2. Formiildeki ¢; sayilarma, x; ve f(x;) sayillarmin agerliklar: diyebili-
riz; o zaman toplamlar agarlikls ortalamalar olarak algilanabilir, “ortalama
aliyoruz ama bazi sayilara digerlerinden daha fazla ya da daha az énem veri-
yoruz” anlaminda. Teoreme gore, eger f digbiikeyse, sayilarin agirlikls orta-
lamalarinan f-imgesi, f-imgelerin agirlikli ortalamasindan kiiclikesittir.



222 12. Esitsizlikler Gegidi

Teorem 12.1’in Kaniti: Kanmit1 f'nin digbiikey oldugu durumda yapalim,
¢iinkii diger durumda kanit ¢ok benzer. Not 1’deki degisikligi yaparak t’lerin
toplaminin 1 oldugunu varsayabiliriz.

min{z;} < tyz1 + - + tha, < max{z;}

oldugundan ¢z + --- + tyx, € I olur. Esitsizligi n iizerinden tiimevarimla
kanitlayacagiz. n = 1 durumunda her iki taraf birbirine esittir. n = 2 durumu
ise aynen digbiikeyligin tanimindan gikar. Simdi n > 3 olsun ve esitsizligin
n — 1 i¢in dogru oldugunu varsayalim. ¢ty + --- +t,_1 =t ve t, = s olsun. O
zaman t 4+ s = 1 olur elbette. Hesaplara baglayalim.

n n—1 n—1
f (Ztm) =f (tzt;xi +smn) <tf <Ztﬂ) +5f(xn)
i=1 ; i=1
<tz fx, + sf(xn) = tha:z + sf(xn) = thxz

Esitsizligin kanit1 bitmigtir. Simdi fonksiyonun kesin digbiikey oldugunu var-
sayalim. Yukaridaki hesaplardaki ilk esitsizlik ancak ve ancak

ise gecerlidir. Ikinci esitsizlik ise (tiimevarimla) ancak ve ancak
T1=...= Tp_1
ise gecerlidir. Bu ikisi esitligin ancak ve ancak
Tl =...=Tp_1= Ty
ise gecerli oldugunu gosterir. O

Aligtirmalar

12.1. Jensen esitsizligini n € N igin f(x) = 2™ kuraliyla tamimlanmig fonksiyonlara uygulayin.

12.2. Jensen esitsizligini r € R i¢in f(z) = " kuraliyla tanimlanmig fonksiyonlara uygulaymn
(bkz. Teorem 10.8).

12.3. Jensen esitsizligini a > 0 igin f(x) = a” kuraliyla tanimlanmig fonksiyonlara uygulayimn
(bkz. Teorem 11.5).

12.4. Jensen esitsizligini f(z) = Inz kuraliyla tamimlanmig fonksiyona uygulayin.

Eger her i = 1,...,n icin t; = 1/n alirsak, f igbiikeyse, teoremden,

f (i Z:m) > 13" f)
=1 i=1
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formiiliinti elde ederiz. Simdi f(z) = Inz olarak alahm, ve z; sayilarim (zorunlu
olarak) pozitif alalim. Logaritmanin i¢biikey oldugunu biliyoruz (Teorem 11.3).
Dolayisiyla,

1 « 1 « 1
1n<§ x2>2§ lnxi:—ln(wy--:rn)zln[(xl---xn)l/”]
n n n
i—1 i=1

olur. Logaritma (ya da exp) artan oldugundan, bundan,

> YE T

elde ederiz, ki bu da meshur aritmetik-geometrik ortalama esitsizligidir.
(Birinci ciltte bunun daha temel bilgilere dayanan kanitlarim vermigtik [N4,
Teorem 3.26].)

Tit - F g
n

Sonug 12.2 (Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi). Eger x1, ..., x, sa-
ylary pozitifse

T+,

(AG,) -

olur ve egitlik ancak ve ancak x1 = ... = x, ise gegerlidir. U
(AG,,) esitsizliklerini kolaylkla genellestirebiliriz':

Sonug 12.3 (Genellegtirilmis Aritmetik-Geometrik Esitsizligi). a1, ..., a, ve
T1, ..., Tn pozitif gercel sayilar olsun. Eger ri +---+r, =1 ise

ay' ---apr <rpay 4 rpan
olur. Esitlik ancak ve ancak ay = ... = a, ise gecerlidir.

Kanit: b; = Ina; tamimim yapalim. exp kesin digbiikey oldugundan, Jensen
esitsizligine gore

exp(riby + -+« +1pby) <riexpby + -+ rpexpby,
olur. Sag taraf icin exp b; = a; esitligini, sol taraf icin
T .
exp(rib;) = eV = (ebi> =a;

esitligini kullanirsak istedigimizi elde ederiz. Son 6nerme Teorem 12.1’in ikinci
ciimlesinden cikiyor. O

Bernoulli esitsizliklerini (Teorem 6.7) bir defa daha kanitlayabiliriz? :

'Bu ve bundan sonraki sonuclar i¢in Yusuf Unli’ye ¢ok tegekkiir ederim.
*Verecegimiz kanit aslinda Teorem 6.7'nin ilk kamtiyla aymdir ama bu bicimiyle kanit
daha temiz.
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Sonug 12.4 (Bernoulli). Eger 2 > —1 ve o € (0,1) ise

(1) (14+2)* <1+ azx.

Eger x > —1 ve a ¢ [0, 1] ise

(2) (1+2)*>1+ ax.

Ayrica (1) ve (2) 'de esitlik sadece x = 0 i¢in mimkindiir.

Kamit: —1 <z # 0 ve a € (0,1) olsun. Genellegtirilmig aritmetik-geometrik

esitsizliginde (Sonug 12.3) n =2, a1 =14+ 2z, a0 =1, 11 =avers =1—«
alirsak,

A+2)*=0+2)1""<al+z)+(1-a)=1+ax

buluruz.
Eger a ¢ [0, 1] ise kanit aynen Teorem 6.7'nin kanit1 gibidir. O
Alistirmalar
12.5. Jensen esitsizliginden, her a1, ..., an, > 0 gercel sayisi ve her k > 1 dogal sayis1 i¢in

k

(0«1+"~+an)k Snk_l(aq "

+...an)

esitsizligini kanitlayin.
12.2 Young Esitsizligi

Kanitlayacagimiz bir sonraki esitsizlik Young esitsizligi diye bilinir.

Teorem 12.5 (Young Esitsizligi). a ve b > 0 olsun. p ve q saylar pozitif
olsun ve

1 1
T+ =1
p g
esitligini saglasin. O zaman
P e
(Ib S af + —
q

esitsizligi saglanwr. Ayrica, esitlik sadece aP? = b4 iken gecerlidir.

Kanit: Kanitin piif noktasi,

p q

p q
Inab=1Ina+1Inb= Ina + Inb

esitligidir.
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In fonksiyonunun icbiikeyliginden, eger ¢t ve s sayilari ¢ + s = 1 egitligini
saghyorsa ve o, 8 > 0 ise

In(ta+sp) > tlna+sln g

elde ederiz. Ayrica, In keskin i¢biikey oldugundan, esitlik ancak ve ancak o = 8
ise gegerlidir. a ve § yerine sirasiyla a? ve b? koyarsak,

In (ta? + sb?) > tlna? + slnb?

elde ederiz, ve esitlik ancak ve ancak a? = b7 ise gecerlidir. Simdi de ¢ =1 /D
ve s = 1/q alalim. Tk buldugumuz esgitlikten devam edelim:

p q

— <In
p q

Inab=Ina+1nbd =

Ina? Inb? alP b
+ < +

elde ederiz. In fonksiyonu artan oldugundan istedigimiz esitsizligi elde ederiz.
Ayrica In keskin artan oldugundan, esitlik ancak a? = b? ise gecerlidir. g

Ikinci Kamt?: 2? # y? olsun. Aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginin
genel halinden dolay1 (Sonug 12.3)

2P q
Ly

oy = (2P ()
y = (2")/" (y?) P

olur. P = y? ise

1 1 p q
Ty = yq/py — y‘I(l/ZH'l/Q) =yl = < + > Yl = - + v
p q b q

olur. O

Aligtirmalar

12.6. Her sey Teorem 12.5’teki gibi olsun, bir de ayrica ¢ > 0 olsun. O zaman,

P q
ab < “ 4 b
p EQ/Pq
esitsizligini kanitlayin.
12.7. Teorem 12.5’1 a, b ve p, ¢ sayilar1 igin degil de, a1, a2, ..., a, > 0 sayilar1 ve
1 1 1
— 4+ — 4+ 4+ — =1
p1 D2 Pn
esitligini saglayan p1, p2, ..., pn > 0 sayilar i¢in kanitlayin.

3Yusuf Unli’ye tesekkiirler.
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12.3 Holder ve Cauchy-Schwarz Esitsizlikleri

Teorem 12.6 (Holder Esitsizligi). xi, z2, ..., n ve y1, Y2, ..., Yn pozitif
gercel saylar olsun. p ve q sayilary pozitif olsun ve

1 1

242 =1

P q

egitsizligini saglasin. O zaman

n n 1/17 n 1/q
Zu’ﬂiyi < (Z QCf) (Z yf)
i=1 i=1 i=1

Kanit: z; ve y; yerine sirasiyla,
Ly ve Yi
1 1
(Cia e ()

yazarak (burasi énemli!)

olur.

n n
doal =) ul=1
i=1 =1

varsayimini yapabiliriz. Bu agamada, artik,

n
Z Ty < 1
i=1
esitsizligini kanitlamaliyiz. Young esitsizligine gore, her ¢ = 1,2,...,n ic¢in

yi

ziy < =5 +
p q

olur. Bu egitsizlikleri taraf tarafa toplarsak,

n n n
Zygzp+zy— zu Zyz R
1= 1= 1=

buluruz, ki bu da istedigimiz esitsizliktir. O

Meshur Cauchy-Schwarz egitsizligi, Holder esitsizliginin p = ¢ = 2
durumudur:

Sonug 12.7 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi). z1, x2, ..., T, ve y1, Y2, ..., Yn ger-

olur. O
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Cauchy-Schwarz esitsizliginin bagka basit ve giizel kanitlar: vardir, verme-
den gecmek olmaz. z bir bilinmeyen olsun ve ikinci dereceden olan su polinoma
bakalim:

(1’12’ + 91)2 +--- 4+ (.’L‘nZ + yn)Z-

Bu polinomun en fazla bir kokii olabileceginden (ancak y1 /x1 = ... = yn /2y, ise
bir kék olabilir, o kok de —y; /x;’dir), polinomun diskriminanti 0’dan kiigiikesit
olmalidir. Bu polinom,

(257) 235+ (30)

biciminde yazilabilir. Bu polinomun diskriminantinin dortte biri olan

(&) - () (59)

sayisidir ve 0’dan kiigiikesit olmalidir.
Bu kanittan ayrica esitligin ancak ve ancak a; ve b; sayilarinin birbirine
oranlar1 ayniysa gerceklesebilecegi cikar. O

Cauchy-Schwarz esitsizliginin bir bagka kaniti:

n 2 n n n
(zxiyi) S e =S 2 Y ()
i=1 =1

i=1 j=1 1<i<j<n

esitliginin en sagdaki terimlerine, kanitlamasi cok kolay olan 2a3 < o? + 32
esitsizligini uygulayalim:

n 2 n
(zy> <t S @h+akd)
=1 =1

1<i<j<n

elde ederiz. Ama bu son esitsizligin sagindaki ifade

n n
<Z ff?> >
i=1 j=1

ifadesine egit. Buradan istedigimiz ¢ikar. O

Cauchy-Schwarz esitsizliginin dordiincii kaniti:
n
> (wiy; — 29i)° > 0
ij=1
esitsizliginden yola cikip soldaki ifadeyi agin. Esitsizligi kolayca elde edeceksi-
niz. Bu kanmitta, Cauchy-Schwarz egitsizliginde esitligin ancak ve ancak her ¢
ve j icin x;y; = x;y; esitligi dogruysa gecerli oldugu hemen gortiniiyor. O



228 12. Esitsizlikler Gegidi

12.4 Minkowski Esitsizligi

Bu altboliimde fonksiyonel analizin temellerinde énemli bir yer tutan (ve
sonlu toplamlardan integrallere genellegtirilebilen) iinlii Minkowski esitsizligini
kanitlayacagiz.

Teorem 12.8 (Minkowski Esitsizligi). =1, z2, ..., Tn, Y1, Y2, -, Yn > 0 ve
p > 1 olsun. O zaman,

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z(wi—i‘yi)p) < (Z xf) + <Z yf)

i=1 i=1
olur.

Kanit: ¢ sayisimi 1/g + 1/p = 1 olacak sekilde tammlayalim ve biraz 6nceki
Holder esitsizligini (ti¢iincii satirdan dordiincii satira gecerken, tam iki kez)
kullanalim:

n

@ity = (@i y) @+ )
=1

=1

(i(@i + )P+ yilz + )P )

I
AM:

@
Il
—

IA
— \ITM:
o "
I s

n
il + 9P Y yilwi+ oyt
i=1
1

wf) "4 (i: yf) p (i(wz + yz‘)(p_l)q> q
=1 =1 =1

n v n o \r\ /7 -3
> wf) + (Z yf) (Z(xz + yz‘)p> :
=1 =1

=1

IN

En agagida ve en sagdaki terimi en yukariya gegirirsek, istedigimizi elde ederiz.
O

Eger p = 2 alirsak, Minkowski esitsizligi n boyutlu R” metrik uzayinda
tggen egitsizligi olarak bilinir: Bir iggenin iki kenarinin uzunluklarinin top-
lami tigiinciisiiniin uzunlugundan kiiciik olamaz.

Minkowski egitsizligi 0 ile 1 arasindaki higbir p sayisi igin gegerli degildir.
(Okura aligtirma,).

Sonug 12.9. 0 <p <1 wvex, y>0 olsun. O zaman (x + y)? < 2P + yP olur.
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Kanit: z = y/z alarak (1 4+ z)P? < 1 4 2P esitsizligini kanitlamak yeterli.
z=t"/P ver = 1/p > 1 alarak, (1 +#")V/7 < 1+t esitsizligini kanitlamak
yeterli. Teorem 12.8’de 1 =1, y; = 0, z2 = 0, yo» = ¢ alirsak istedigimizi elde
ederiz. 0

12.5 Mahler Esitsizligi

Teorem 12.10 (Mahler Esitsizligi). x1, zo, ..., T ve Y1, Y2, ..., Yn pozitif
gercel sayilar olsun. O zaman,

n n n
[Ter+ut =TT + [T o
k=1 k=1 k=1

olur.

Kanit: Aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden dolay1 (Teorem 12.2)

- i \7" 1
I(5) <aXat
S \Tit i ne ity

ve

IN

n 1/n n
=\ Ti + Yi NS Tityi

olur. Bu ikisini toplarsak,

n T 1/n n ) 1/n
) HGE) <
L \Ti i 1 \%i + y;

)

elde ederiz. g
Teorem 12.11. Ejer 0 <z < 1 ve 0 < r < s ise, (1 —a")/" < (1 — x%)1/*
olur.

Kanit: z — z'/7 fonksiyonu [0, 1] araliginda bir eglemedir; dolayisiyla esit-
sizligi « yerine z'/" icin kamtlamak yeterlidir. O zaman esitsizlik

(1 - x)l/r < (1 - xs/r)l/s
esitsizligine doniisiir. uw = s/r > 1 dersek,
(I—x)*<1-—2"

esitsizligini kamtlamamiz gerektigini goriiriiz. Us alma fonksiyonunun siirek-
liliginden ve kesirli sayilarin yogunlugundan dolayi, bu son esitsizligi kesirli u
sayilar1 i¢in kanitlamak yeterli. ¢ > p > 0 dogal sayilar i¢in u = ¢/p olsun.

(1— x)q/p <1-— 29/P
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esitsizligini kanitlamaliyiz. x yerine aP koyarsak,
(1—2P)1 < (1—a9)P

esitsizligini kanitlamamiz gerektigini goriirtiz. Bunu, p’yi sabitleyip ¢ tize-
rine tiimevarimla kanitlayacagiz. ¢ = p icin sorun yok. Tiimevarim adimina

baglamadan Once,
1—x\”
1—aP <1< (1429
1— a4

esitsizliginden, paydalar: egitleyerek
(1—29P(1 —aP) < (1 —z9t)P

esitsizligini elde edelim. Simdi hem bunu hem de tiimevarim varsayimini kul-
lanarak,

(1 —2P)t = (1 — 2P)9(1 — 2P) < (1 — 29)P(1 — 2P) < (1 — 27T1)P

olur. Teorem kanitlanmigtir. O

12.6 «o’inc1 Mertebeden Ortalama
Bir a # 0 gergel sayisi igin,

af + -+ a2\
n

Ca = Colar,...,an) = <

olsun. Burada a; sayillarimin negatif olmadiklarimi varsayiyoruz. Bu sayiya
ai,...,a, saylarinm o 2ncr mertebeden ortalamas: adi verilir®.

Dikkat ederseniz,
a1+ +an

n

Cl1 =
sayisi aritmetik ortalamaya esittir.
1/2
(a%+---+a%> /
cg=|—-7="
n

sayisina ise kuadratik ortalama denir.
n
C—l = —-———-----—-—-
1 1
o Tt

sayist harmonik ortalama olarak bilinir.

“Bu altbsliim igin biiyiik 6lgiide [Ko]’dan yararlanilmistir. Ama [Ko]'nun da [SCY]’den
yararlandig1 anlagiliyor.
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Geometrik ortalamaya g adinin verildigini animsatiriz:

g= a1 an.

Bundan boyle
co=9
tanimini yapacagiz. Boylece her a € R igin ¢, = ¢q(aq, . . ., a,) sayisi tanimlan-
mis oldu. ¢y taniminmin rastgele bir tanim olmadigi, bir nedeni oldugu birazdan
kanitlayacagimiz Sav’dan anlagilacak.
Bu altboliimde asagidaki teoremi kanitlayacagiz:

Teorem 12.12. aq, ..., a, > 0 olsun. Eger a < B ise co < cg olur. Ayrica
eger o < 0 < B ise cq < g < cg olur. Ve her durumda esitlik ancak a; = ... =
a, 1se mumkindir.

g < c1 aynen (AG,,) esitsizligi demek oldugundan bu teorem Sonug 12.2’de
kanitlanan (AG,,) esitsizligini genellestirir.

Teoremin kaniti biraz uzun siirecek. Once su durumu halledelim:
Sav. Her o < 0 < 8 igin co < cg < cg olur ve esitlik ancak a1 = ... = a, ise

maumkindir.
Kanit: (AG,,) esitsizliginden dolay,

esitsizligini ve esitligin sadece a; = ... = a, i¢in gegerli oldugunu biliyoruz.
Her iki tarafin da 1/a’inc1 kuvvetini alirsak, (1/a < 0 oldugundan, bkz. sayfa
204’teki sekiller),

1/
aa+...+aa
g = nal...an2<1 i n) = Cq

elde ederiz. Ayrica esitligin ancak a1 = ... = a,, ise gegerli oldugu belli. Bu,
gostermek istedigimizin yarisidir. Diger yarisi da ayni sekilde gosterilir. Sav
kanitlanmistir. O

Teorem 12.12’nin Kanaiti: a; > 0 oldugundan, c, > 0 olur.

1/p
<af+---+a5>
66: _——

n

oldugundan
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olur. Eger

dy = <‘“> o dy =
Ca

tanimini yaparsak, bir onceki esitlik,

B/ B/o
ca dy"" +---+dp
(1) = < !

Ca

esitligine doniisiir. Ote yandan,

n

)1/5

(d1+-7-;+dn>1/“ _ ((aa

Demek ki,

Simdi z; sayilarim

di=1+u;

esitligi dogru olacak bigimde tanimlayalim. Elbette

1+ +x, =0

olur.

12. Esitsizlikler Gegidi

Eger 0 < o < 8 ise, B/a > 1 oldugundan, Teorem 6.7’ye gore,

df/a: (1—}-1:1)6/&214-%1’1

(%)

4= (14 z)Plo>14 84,

olur. Bu esitsizlikleri toplarsak,

d'" = (1+m)?/0 2 14 Gy

df/a+---+d§/aZn+§(x1+-~-+:cn):n

elde ederiz. Bu ve (1) esitliginden,

Ca

yani

cﬁ>ca

s (df/a+---+d§/°‘

/8
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bulunur. Kanitta esitsizligi bir kez (ashnda n kez!), o da

(1+l’i)ﬁ/a21+é$i
(6

esitsizliklerinde kullandik. Burada esitlik ancak ve ancak x; = 0, yani d; = 1,
yani a; = ¢, ise gegerlidir. Demek ki esitligin olmasi icin tiim a; sayilariin
Co'ya esit olmasi gerekir.

Eger « < < 0ise 0 < f/a < 1 oldugundan, Teorem 6.7’ye gore, (*)’daki

esitsizlikler ters doner ve kamitin devami yukaridaki gibi getirilir.

« ve fnin farkl igaretlerde oldugu durumu Sav’da ele almigtik. Teorem

12.12 boylece tamamiyla kanitlanmigtir O

Altbdliimiin bundan sonrasinda bu teoremin sonuclarini ve uygulamalarini

gorelim.

Ornekler

12.8.

12.9.

12.10.

Eger x, y, z > 0 sayilar x +y + z = 1 egitligini saghyorlarsa,

1 n 1 + 1 >9
1+ 14y 1+2 4

egitsizligini gosterin. Esitlik ne zaman mimkindiir?
[http://matkafasi.com/672/disbukeylik-ve-esitsizlikler]
Kanit: c_; < ¢; egitsizligini kullanalim:

3 L)ty r At 4

1 1 1 — o
14+x + 1+y + 142 3 3

Esitlik = y = 2z = 1/3 durumunda miimkindiir. g
Pozitif x, y, z, t sayldar icin © +y + z +t = 12 ise 2% + y* + 22 + t* > 36 oldufunu
gosterin.

Kanit: ¢; < ¢z oldugundan,

3=

syttt _ (P40 1/2
4 - 4 ’

yani basit bir hesapla z2 + 3% + 22 4+ t*> > 36 oldugu anlasilir. Esitlik ancak z =y = z =

t = 3 ise mimkiindiir. a

Pozitif x, y, z, t saylar icin x® +y? 4+ 22 =7 ise 2® + y> + 2> en az kag olabilir?

Coziim: ¢z < c¢3 oldugundan,

Z_ m2+y2+z2 1/2< x3+y3+z3 1/3
3 3 - 3 ’

yani basit bir hesapla
7\ 3/2
P4y 4+22>3 <§>

oldugu anlasilir. Esitlik ancak x = y = z = 4/7/3 ise miumkiindiir. O
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12.11.

12.12.

12. Esitsizlikler Gegidi

Pozitif x, y, z, t sayilar x> +y> + 2> = 24 egitligini saflyorsa, x+y—+ 2z < 6 esitsizligini
sagladiklariny gosterin.
Kanit: c¢3 > ¢; oldugundan,

,_ <x3+y3+z3>1/3 Lrty+z
3 - 3
olur ve bu da problemi ¢ozer. d
ai, - .., an pozitif olsunlar. Sunlar, kantlayin:
Eger a > 1ise (a1 + -+ an)® <n* a4+ --- + a2) olur.
Ejer 0 < a <1 ise (a1 + -+ +an)® >n*""(af +---+a2) olur.
Kanit: a > 1 durumunu ele alalim. ¢, > ¢; oldugundan,

af +---+ap\ ' art---+an
n - n

olur. Boylece birinci kisim kanitlanir. Ikinci kisim da benzerdir. (]
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13. Genellestirilmis Binom
Acilima

Liseden beri bildigimiz binom agilimini animsayalim: Eger = bir gercel say1 ve

n bir dogal sayiysa,
n
(14+2)" = Z <n>:1:Z
i
i=0

()=

katsayilarina binom katsayilar: denir. Binom katsayilarini sadelestirerek ya-

<n> n! n(n—1)--(n—i+1)

olur. z¥’lerin oniindeki

zalim:

il(n—14)! i

i
Eski tanim1 unutup, binom katsayilarini bundan boyle,

<n> nn—1)---(n—i+1)

i) i
olarak tanimlayalim. Arada bir fark yok gibi goriinse de bu yeni tanimin dnce-
kine gore iki avantaji var:
1. Birinci tanim ¢ > n iken anlamsizdi, oysa simdi ¢ > n iken yeni tanim 0
sonucunu veriyor, ¢iinkii carpimin ortalarinda bir yerde (n — n) ifadesi beliri-
yor!. Dolayisiyla bu yeni tanimla, binom acilimini

(1+2)" = i <7;>x’

=0

olarak yazabiliriz. Boylece ifade (basitlesmez belki ama) bir seriye doniisiir.

'Bilindigi iizere (n — a)(n —b)--- (n — 2) ifadesinin agilimi 0’dir!
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2. Binom katsayilarinin yeni taniminda n bir dogal say1 olmak zorunda
degildir, herhangi bir a gercel sayis1 da olabilir:

(a) _ala-1--(a—-itl) al@-1)---(a—(i-1))

i

i! il

Ayrica eger « yerine X yazarsak, katsayilar: kesirli sayilar olan i’inci dereceden
bir polinom elde ederiz:

(X) X(X-1)---(X=(i—-1))

i) il € QX].

Eger ¢ = 0 ise tanim1 1 olarak kabul ediyoruz:

()

Bundan boyle her a € R gergel sayis1 ve her ¢ € N dogal sayis1 igin,

<a> _afe—1) - (a—it])

7 7!

tanmmini yapalim. ¢ = 0 i¢in tanimi gene 1’e esit kabul ediyoruz. Aynen
bildigimiz binomiyal katsayilarinda oldugu gibi,

« «
11 VS
(i+ ><i+1) (c Z)(z‘>
Teorem 13.1. Her o € R ve x € (—1,1) igin

(%) i (?) ' = (1+2)"

=0

esitligi gecerlidir.

olur. Eger a € R\ N ise soldaki serinin yakinsaklik yarigapr 1°dir. Dolayisiyla
her a € R igin seri mutlak yakinsaktur ve her 0 < r < 1 dgin [—r,r] dzerine
diizgiin yakimsaktr.

Bir sonraki teoremde soldaki serinin x = 4+1’de nasil davrandigin gorece-
giz.

Teoremin kanit1 biraz zaman alacak ve pek kolay olmayacak. Tiirev bilsey-
dik, kanit1 ¢cok daha kolay bir bigimde yapabilirdik. Bir sonraki ciltte ayni te-
oremin bir bagka kanitini veririz. Ayn sonug bu kitapta Altaltboliim 22.9.2’de
de kanitlanmigtir.

2k versiyondaki kaniti toparlayan ve kaniti daha okunur hale getiren Yusuf Unlﬁ’ye
tegekkiir ederim.
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Adimlarimizi harflerle numaralandiracagiz.

a. (*) egitligi her a € N i¢in dogrudur.

Kamt: Bu durumda (*) esitligi bildigimiz binom agilimidir. Hatta bu du-
rumda, esitlik sadece (—1, 1) araligindaki sayilar igin degil, tiim z gercel sayilar
icin gecerlidir. O

b. (*) esitligi « = —1 i¢in dogrudur.
Kanit: Bunun dogrulugunu kontrol etmek icin once,

<_1> (D= (lmid )

? 2!

hesabinmi yapalim. Simdi seriyi hesaplarsak,

o0 1 (o9}
1\ i N qyid -1
S ()= ca=ain
1=0 =0
buluruz. Demek ki (*) esitligi « = —1 i¢in de dogruymus. O

Ote yandan, eger a bir gercel sayiysa, (*) esitliginin sol tarafindaki se-
rinin yakinsak oldugunu bilmedigimiz gibi, yakinsaksa da pozitif bir sayiya
yakinsadigimi bilmiyoruz. Simdilik... Birazdan bunu kanitlayacagiz.

c. Her x € (—1,1) igin (*) esitsizliginin sol tarafindaki seri mutlak yakinsar
ve a € N ise yakinsaklik yaricaps 1°dir.

Kanit: Bunu kanitlamak icin d’Alembert yakinsaklik kistasim1 kullanacagiz
[N4, Teorem 18.1]. Once, a ¢ N oldugundan katsayilarin # 0 oldugunun
farkina varalim ve sonra gu hesab1 yapalim:

(z-(,il) 't a(a_(ilJ)r'i.)(!a_i) 't a—1i

(?) o a(o‘*l)"'i(ﬁf(ifl)) i BRI L.

Demek ki ¢ sonsuza gittiginde, sol taraftaki oranin limiti —z olur. Mutlak
degerleri aldigimizda, limit |z| gikar, yani 1’den kiigiiktiir. d’Alembert ya-
kinsaklik kistasia gore (*) esitliginin sol tarafindaki seri mutlak yakinsar ve
yakinsaklik yaricapi 1’dir. O

Bundan bdyle bu seriye f,(z) adin verelim:

falz) = f: C“) 2

1=0

d. Her a, B € R ve x € (—1,1) igin

(1) fa(2)fp(x) = foyp()
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() 0)) =2 (")

esitligi gecerlidir.
Kanit: Bunun kaniti biraz uzun stirecek. Cauchy ¢arpim formiilii'ne gore (bkz.

sayfa 181) , ,
2 <(j><]> B (an >

i+j=n

esitligi, yani

egitligini kamitlamaliyiz. § yerine Y yazip kanitlamak istedigimiz esitligi Y
cinsinden iki polinomun esitligi olarak gorelim:
a\ (Y a+Y
2 = .
g = ()6 -0
i+j=n

Her iki taraf da n’inci dereceden polinomlar. Ayrica bagkatsayilar: esit: Her
ikisinin de bagkatsayis1 1/n!. Demek ki bu iki polinomun n degisik sayida ayn
degerleri aldiklarimi kanitlamak yeterli. Her iki polinomun da 0, 1, ..., n — 1
sayilarinda ayni degerleri aldigini kanitlayacagiz ve boylece istedigimize ulaga-
cagz:

Sav. Her k=0,1, ..., n—1 ic¢in,

> (0=

i+j=n

Sav’in Kaniti: Eger k£ < j ise, soldaki ifadedeki binom katsayilarimin 0 ol-
duklarimi biliyoruz. Demek ki, kanitlamak istedigimiz esitlik,

L2 0000

esitligine biirtiniiyor. « yerine X yazarak, bu son esitsizligi de bir polinom
olarak gorelim:

® x (G-

i+j=n,j<k

Bu son esitligi kanitlayacagiz. Her iki taraf da katsayilar1 kesirli sayilar olan
polinomlar. Toplamdaki ¢, en fazla n’ye esit olabiliyor ve bu durumda j = 0.
Demek ki sol taraf n’inci dereceden bir polinom. Sag taraftaki de n’inci derece-
den elbette. Ayrica her iki polinomun bagkatsayisi 1/n!. Demek ki eger bu iki
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polinom n degisik sayida ayni degerleri aliyorlarsa esit olacaklar. Nitekim bu
iki polinomun 0, 1, ..., n sayillarinda egit degerler aldiklarini kanitlayacagiz.
Demek ki her £ =0,1,...,n dogal sayis1 i¢in,

> 0060

i+j=n,j<k

esitligini kanitlamaliy1z. Gene ¢’den biiyiik ¢’ler gereksiz. Demek ki her ¢ =
0, 1, ..., n dogal sayst igin,

2200000

esitligini kanitlamaliyiz. Basit bir kombinatorik problemi bu. ¢ tane kadin ve
k tane erkekten olugan bir toplulukta n kisiyi kag degigik bicimde segebiliriz?
Elbette sagdaki ifade kadar. Ote yandan sececegimiz n kisi arasinda 0 kadin,
1 kadin, 2 kadin, ..., £ kadin olacagini ayr1 ayr1 diigliniirsek, soldaki ifadeyi
buluruz. Demek ki iki ifade birbirine esittir. Boylece hem sav, hem (3), hem
(2), hem de (d) maddesindeki savimiz kanitlanmig oldu.

Artik, her «, f gergel sayisi icin (1) esitligini biliyoruz. Dolayisiyla her n
dogal sayis1 icin ve her « igin,

(4) fa(@)" = fra(z)
esitligini de biliyoruz.
Simdi
A={a€eR: herze (-1,1) igin (1 4+ 2)* = fo(2)}
tanimini yapalim. Amacimiz A = R egitligini kanitlamak. O

e. Z C A igindeligi gecerlidir.

Kamit: N C A igindeligini biliyoruz. Ayrica —1’in de A’da oldugunu kanit-
ladik. Ve (1) esitliginden dolay1 A toplama altinda kapahdir: Eger o, 8 € A
ise,

farp(@) = fa(@)fp(z) = 1+ 2)* (1 +2)’ = (L +2)**.

Dolayisiyla a € A ve n € Nise na € A olur. BundandaZ = (-1)NUNC A4
icindeligi gikar. O

f. Q1, paydast tek olan kesirli sayilar kiimesi ise Q1 C A olur.
Kanit: n € Z ve m € N igin, (4)’ten dolay,

foym(@)™ = fa(x) = (1+2)"
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olur. Demek ki eger m tek bir sayiysa

Fom(@) = (L4 z)"/™

ve n/m € A olur. (Eger m cift sayiysa ayn esitligi elde etmek igin f,, /,(z) > 0
olgusu gerekli. Eger x > 0 ise bunu kanitlamak ¢ok zor degil, ancak eger = < 0
ise bunu bu asamada nasil kanitlayacagimizi bilmiyoruz.) (]

R = A esitligi biraz daha zamanimiz1 alacak. Bunun igin 6nce su sonucu
kanitlayalim:

g. Her gercel sayu bir Qq-dizisinin limitidir.
Kanit: Once 1/2’den baslayalim.

1
25
=1

serisi elbette mutlak yakinsaktir. Toplama = dersek,

1 1
3x:Z§:1—|—Z§:1+x
=0 =1

ve z = 1/2 olur. Demek ki

oldugundan, bundan 1/2’nin bir Q;-dizisinin limiti oldugu anlagilir. Cauchy
carpim formiiliine gore, tiimevarimla, 1/2" de bir Q;-dizisinin limitidir. Her
kesirli say1 n € N, a € Z ve b € 2N + 1 icin

1l a

2n b

olarak yazildigindan, bundan her kesirli sayinin bir Q-dizisinin limiti oldugu
anlagilir. Dolayisiyla her gergel say1 da bir Q1-dizisinin limitidir. U

(g)'nin Ikinci Kaniti®: = € R olsun. Her n € N igin,

B [(2n + 1)x]
n = Tont1l €

3Yusuf Unlii’den.



243

olsun. [(2n+ 1)z] < (2n+ 1)z < (2n+ 1)z + 1 oldugundan,

<x<
=T <t g =

olur. Demek ki,

0<z— < .
>~T —(Qn o+ 1

Bundan da lim,, . g, = x ¢ikar.

h. Kanmitin Sonu: Sabit bir z € (—1,1) verilsin. § > 1 ve i € N igin,

ve

tanimlarini yapalhm.
fa(@) = _gi(B)
i=0
esitligi gbzden kagmamali. Sag taraftaki serinin 8 degigkeni i¢in diizgiin ya-
kinsadigini kanitlayacagiz (z’i sabitlemistik) ve boylece sabit bir z € (—1,1)
icin
B fp(x)
fonksiyonunun siirekli oldugu cikacak.

N =[]+ 1 ve i > N olsun. Elbette § < N < i olur. Sayfa 238’deki
formiilden ((*) formiiliiniin hemen tstiindeki formiil)

1a; — (2 + 1)ai+1 =1a; — |ﬁ — i|a¢ =1a; — (Z — ,B)CLZ = Bai > a;

gikar. Buldugumuz bu
iai — (Z + 1)ai+1 > a;
esitsizliklerini ¢ = N’den baslayarak i = n’ye kadar taraf tarafa toplarsak, her
n > N igin, sadelestirmelerden sonra,
Nay — (n+1)a, > ay + - + ap,
dolayisiyla
Nay > an + -+ ay

buluruz. Simdi

n
Sp — E a;
=0
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olsun. Biraz 6nce buldugumuz esitsizlikten, her n > N igin,

n
Sn =8N-1+ Z a; < sy-1+ Nan
i=N

buluruz. Demek ki >~ a; serisi (kismi toplamlar {istten simirh oldugundan)
yakinsaktir. Ayrica
I} )
a0 = |(7)

oldugundan, Weierstrass M-testinden dolay1

Z 9:(B)
i=0

serisi [1,00) arahginda diizgiin yakinsaktir. Yakisanan fonksiyona g(3) diye-
lim.

< a;

9(B) = fa(x)

esitligini yukarida gérmiigtiik. g;(3) fonksiyonlar1 da aymi aralikta siirekli ol-
dugundan, g fonksiyonu siireklidir?.

B’ya tistten yakinsayan bir Q-dizisi secelim, diyelim (gy,),. O zaman (g)
maddesinden dolay1

oo
/6 = 1 qn = 1 qn /L = 1 = pumy
()" = Jim 1+ = Jim 3 ()" = tim g(an) = 9(5) = fote)
=
olur.
Simdi rastgele bir « € R alalim. n tamsayisint o + n > 1 olacak bigimde

secelim. O zaman,

(1+2)"" = fasn(@) = fal@) falz) = fale)(1 +2)"

olur ve bundan da istedigimiz
fa(z) = (14 2)%

esitligi cikar. Teorem 13.1 tamamen kanitlanmistir. U

Alstirma 13.1. Bu algtumada g(z + y) = g(x)g(y) esitligini saglayan siirekli ve sa-
bit 0 fonksiyonundan farkli g : R — R fonksiyonlarimin bir a > 0 sayis1 i¢in g(z) = a”
bigiminde oldugunu gorecegiz. Elbette, boyle bir a varsa, bu a sayis1 g(1)’e esit olmalidir.
Bundan boyle g, yukaridaki fonksiyonel esitligi saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. (Bu
esitligi saglayan ancak siirekli olmayan fonksiyonlarin varligi Zorn Onsav1’yla biraz cebir
kullanilarak kanitlanabilir.)

4Bu sik kanit icin Yusuf Unlﬁ’ye cok tesekkiir ederiz.
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a. Eger bir z igin g(x) = 0 ise her z igin g(x) = 0 oldugunu gosterin. Bundan boyle g’nin
sabit 0 fonksiyonu olmadigim varsayalim.

b. g(0) = 1 ve her z i¢in g(—z) = g(z) " esitliklerini kanitlayn.

c. Fonksiyonun pozitif degerler aldigini kanitlaym. Bundan boyle a = g(1) > 0 olsun.

d. Her n € N ve z € R igin g(nz) = g(z)" esitligini kantlayn.

e. Her n € Z ve z € R igin g(nz) = g(x)" esitligini kanitlayin.

f. Her ¢ € Q ve z € R igin g(gqz) = g(x)? esitligini kanitlayin.

g. Her ¢ € Q i¢in g(q) = a? esitligini kanitlayin.

h. Her z € R i¢in g(z) = a® esitligini kanitlayin.

Simdi, eger @ > 0 ise sinir noktalarinin bir sorun tegkil etmedigini kanitla-
yacaglz:

Teorem 13.2. « > 0 sabit bir say olsun. Eger x € [—1,1] ise
= (a
1 « — 7
(1+2) ZO ()x

olur. Serinin yakinsaklik yaricapr 1’dir ve seri [—1, 1] tzerinde diizgtin ve mut-
lak yakinsar.

Kanit: « = 0 ise her iki taraf da 1’e esit olur. Bundan bdyle o > 0 varsayimini
yapalim. ¢ € N i¢in

tanimini yapalim. N = [a] + 1 ve i > N olsun. Elbette @« < N < i olur. Sayfa
238’deki (*) formiiliinden

ia; — (i + 1)aj11 =ia; — |a —ila; = ia; — (1 — a)a; = aa;

gikar. Buldugumuz bu ia; — (i+1)a;+1 = aa; esitliklerini ¢ = N’den baglayarak
i = n’ye kadar taraf tarafa toplarsak, her n > N igin,

Nany — (n+1)ap+1 = alany + -+ ap),

dolayisiyla
Nay > alany + -+ ap)

buluruz. Simdi
n
Sn — E 473
i=0

olsun. Biraz once buldugumuz esitsizlikten, her n > N igin,

- N
Sp =8N-1+ § a; < SN-1+ —an
(6]
i=N
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buluruz. Demek ki ) ;% a; serisi (kismi toplamlar iistten smirh oldugundan)
yakinsaktir. Ayrica her x € [—1,1] ve i € N igin,

()

oldugundan, Weierstrass M-testinden (Teorem 9.1) dolay:

> ()~

=0

< a;

serisi [—1, 1] arahiginda diizgiin yakimsaktir; dolayisiyla bu aralikta stireklidir.
Ayrica Teorem 13.1’den dolay1 = € (—1,1) i¢in

(14 2)" = ; (fj) 7t

olur. Esitligin sag ve sol tarafindaki fonksiyonlar [—}, 1] araliginda siirekli ol-
duklarindan esitlik = 41 igin de gecerlidir® (bkz. Ornek 9.3). O

Elimiz degmigken yukarida ele alinmayan diger durumlar1 da gézden geci-
relim.

Teorem 13.3. Y (9)xz' serisi,

i. Eger a € (—00,0) ve x = —1 ise waksar.

ii. Eger a € (—oo, —1] ve = 1 ise wraksar.

iii. Eger a € (—1,0) ve x = 1 ise kosullu yakinsar.

Kanit: a <0 olsun. 7 > 2 icin,

<a> ala—1)(a—2)-(a—(i—1))

i)~ il
_ol=a)@2=a) - ((=1) ~e) (—1)i-1

7!

oldugundan, = = —1 ise,

olur. Sag taraftaki ) isareti altindaki tiim parantezler pozitif olduklarindan,
yakinsaklik varsa mutlak yakinsaklik vardir. 8 = —a > 0 olsun. Her 5 > 0

SYusuf ["Jnh'j’ye bu g1k kanit icin tesekkiir ederim.
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dogal sayis1 icin, j + 8 = j — a > j oldugundan, yukaridaki hesabi devam
ettirerek,

=0

=1_a_a§:(1*a)(2foz)~--((if1)fa)

i!

1+8)2+p)---((i—1)+8)

7!

_1+5+BZ

=2

:1+B+ﬁi(1+ﬁ)(1+§)m<1+i_ﬁl)

1

=2

1
>1+6+p) - =
=2

buluruz. Demek ki x = —1 ve o < 0 ise seri 1raksar. Birinci 6nerme kanitlan-
migtir.

Eger x =1 ise, seri

(%) ey mOE-a) (=D —a)

7!
i=2

serisine esittir. Dolayisiyla eger @ < —1 ise, genel terim 0’a gitmez ¢linki mut-
lak degeri sonsuza gider. Nitekim 8 = —« olsun. k tamsayis1 1 < k < § olacak
bicimde secilsin ve sabitlensin. ¢ sonsuza gittiginde,

1-a)2-a)--- (-1 —a)] (B+1)(B+2)---(F+i-1)
il il
kA D(E+2) (ki 1)

i!

(k+i—1)
N k4!
(i+k—1DG+k—2)-(i4+1)

= — 00

k!

olur. Demek ki bu durumda seri iraksar.
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Son olarak x = 1 ve a € (—1,0) olsun. f = —« € (0,1) tanumim yapahm;

2 (0)-x()
= afa—D(a-2) - (a—(i-1))
:1+a+;

i!

:1*/”% (=B)(=B-1)(B=2) (=B (i-1))
=2

7!

:1_5_1_25(5"‘1)(54-2)""@—1—(2'—1))(_1)1.

7!

=2
olur. Genel terimin mutlak degerinin, yani,

BB+ 1)(6+2).~--(6+ (i—1))

7!

dizisinin azaldigini gormek kolay. Eger bu dizinin, ¢ sonsuza gittiginde 0’a
gittigini gosterirsek, o zaman Leibniz’in dalgalanan seriler iizerine teoremini
[N4, Teorem 17.1] kullanarak serinin yakinsak oldugunu kanitlayabiliriz. Bunu
gosterelim®. € = 1 — B olsun. 0 < € < 1 olur. O zaman, Ahstirma 13.2°den
dolayn,

5(5+1)(ﬁ+2).“'(ﬁ+(i—1)) (1-€e2—¢)---(i—¢

7! 7!

=-9(1-5)(1-3)
< exp(—€) exp (;) exp (‘)

(-5 %)
= ex —€— — — e — —
P 2 i

G
=exp|—€ell+ -+ -+~
2 1

1
R )

)

olur. Eger i’yi sonsuza gotiiriirsek,

1 1
I+-+-+-
2 1

1 1
ell+=4+--+=
2 7

SKanit1 veren Serdar Boztag'a sonsuz tesekkiirler.

ve dolayisiyla
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ifadesi sonsuza iraksar ve Sandvi¢ teoreminden, istedigimiz limiti gercekten
de 0 buluruz. Demek ki bu durumda seri kogullu yakinsar (yani yakinsar ama
mutlak yakinsamaz). O

Alistirmalar
13.2. 0 < a <1olsun. 1 — a < exp(—a) esitsizligini kanitlayin. ipucu:
2n a2n+1

(2n)!  (2n+1)! 20.

13.3. 0 < a < 1 ise,
1—a) --(i—1—
I Z,oéoz( a)-- (i a)

it (i — 1) =0

esitligi dogru mudur?






14. Tikiz Kumeler

Bu boliimde amacimiz, bundan sonraki birkag boliimde kanitlamak istedigimiz
sonuglar icin gereken “topoloji” bilgisini vermek. [N5]'te topolojiye gok daha
genis yer ayirdik. Simdilik bu kadariyla yetinelim.

14.1 Acik Kiimeler

Gergcel sayilar kiimesinin, agik araliklarin bilesimi olarak yazilan bir altkiime-
sine a¢tk kiime diyelim. Demek ki R'nin bir U altkiimesinin agik olmas igin
yeter ve gerek kosul, her a € U icin,

(a—6,a+06)CU

icindeligini saglayan (ve a’ya gore degigebilen) bir 6 > 0 sayisinin varhgidir.

Tanmima gore () ve R agik kiimelerdir. Her agik aralik da acik bir kiimedir.
Agik kiimelerin bilegimi elbette agiktir. Sonlu sayida agik kiimenin kesigimi de
aciktir.

[0, 1] ya da (0, 1] araliklar1 acik degildirler, ¢iinkii 1’1 igeren her agik aralik
mutlaka 1’den biiyiik sayilar da igermek zorundadir.

Yukarida verdigimiz tanim aslinda R’nin agik kiimelerinin tanimi. Eger
X C R ise, X’in bir acik kiimesi, tanim geregi, R'nin bir agik kiimesiyle X’in
kesigimidir. X’in agik kiimelerine X-ag¢tk diyebiliriz. Bir U C X kiimesinin
X-acgik olmasi icin yeter ve gerek kosul, her a € U igin,

(a—d,a+0)NXCU

icindeligini saglayan bir § > 0 sayisinin olmasidir. Elbette R-acik kiimelerle
acik kiimeler arasinda bir fark yoktur.

Tanima gore () ve X kiimeleri X-acik kiimelerdir. X-agcik kiimelerin bilegimi
elbette X-acgiktir. Sonlu sayida X-acik kiimenin kesigimi de X-agiktir.

X’in X-agik kiimelerinin X ’te tiimleyenlerine X-kapal: kiime denir. Agik
kiimeler icin yazdigimiz her 6zelligi uygun dile ¢evirerek kapali kiimeler icgin
yazabiliriz. (")rnegin, ) ve X kiimeleri X-kapali kiimelerdir, X-kapal kiimelerin
kesigimi kapalidir ve sonlu sayida X-kapali kiimenin bilegimi kapalidir.
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Onsav 1.8’ten ammsayalim: ) # A C R ve x € R ise x ile A arasindaki
mesafe,
d(z, A) =inf{|x —a| : a € A} = inf |z — qf
acA

olarak tamimlanir. Eger z € A ise d(x, A) = 0 olur. Ama bunun tersi yanhstir:
X =R, A=(0,1) ise 1 elemam A’da degildir ama A’ya mesafesi 0’dir. Ote
yandan eger A kapaliysa, her sey yolunda gider.

Onsav 14.1. Ejer A C R kapali bir altkiime ise

i. d(x,A) =0 x € A7 esdegerliligi gecerlidir.

ii. Eger A dstten sinirliysa ve boskiime degilse, sup A € A olur.
iii. Terimleri A’dan olan yakinsak her dizinin limiti A’dadar.

Kanit: (i) Nitekim, eger x ¢ A ise, A° agik oldugundan, z’i iceren ve A’y1
kesmeyen € > 0 yaricapli acik bir aralik vardir, dolayisiyla

d(x,A) >e>0

olur. Diger yoniin kanit1 bariz.

(ii) supA = s ¢ A olsun. O zaman s, agik bir kiime olan A“nin bir
elemanmdir. Dolayisiyla bir € > 0 i¢in, (s — €, s +¢€) N A = () olur. Ama bu da
s = sup A tanmmmiyla gelisir.

(iii) Bir 6nceki kamt gibi. O

14.2 Siireklilik

Acik kiimelerin varolus nedeni agagidaki sonugta gizli:

Teorem 14.2. X C R ve f : X — R bir fonksiyon olsun. f’nin strekli olmas:
i¢in yeter ve gerek kosul, R ’nin her agik kimesinin f altindaki ongorintisinin
X-agik olmasidar.

Kanit: Once f’nin siirekli oldugunu varsayalim. Eger I C R agik bir araliksa,
f~Y(I) kiimesinin X-acik oldugunu kanitlamak yeterli. Yani her a € f=1(I)
i¢in, Oyle bir 6 > 0 bulmaliyiz ki,

(a—0d,a+0)NX C fYI)

olsun. Ise koyulahm: f (a) € I ve I bir agik aralik oldugundan, &yle bir § > 0
vardir ki,

(fla) =€ fla)+e) C 1
olur. f, a’da siirekli oldugundan, 6yle bir 6 > 0 vardiwr ki, her = € (a — d, a +
0) N X igin
f(@) € (f(a) —¢ fla) +e),
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dolayisiyla
flx)el
olur, yani
(a—06,a+8)NXCfH(I)
olur.

Simdi acik kiimelerin f-6ngoriintiilerinin X-acik olduklarini varsayalim.
a € X olsun. f’nin a’da siirekli oldugunu kanitlayacagiz. ¢ > 0 verilmig olsun.
(f(a)—e¢, f(a)+e€) agik araligr acik bir kiime oldugundan, bu araligin 6nimgesi
olan f~1(f(a)—e¢, f(a)+e) kiimesi X-aciktir. a, bu X-acik kiimenin bir elemani
oldugundan,

(a—6,a+0)NX C f1(f(a) —¢ f(a)+e€)

icindeligini saglayan bir 6 > 0 vardir. Simdi x € X elemam |z —a|] < §
esitsizligini sagliyorsa,
r€(a—d,a+d)NX

olur, dolayisiyla
z € f7H(f(a) — ¢, fla) +¢),
yani
f(x) € (fla) =€, f(a) +e),
yani |f(z) — f(a)| < € olur. O

14.3 Tikizhk

Sezgisel olarak tikiz bir kiime, terimleri icinde olan dizilerin mutlaka yakinsak
bir altdizisi oldugu kiimelerdir. Bir dizinin yakinsak altdizisi olmamas1 iki
tiirlii miimkiindiir: Ya dizinin terimleri arasindaki mesafe hi¢ azalmiyordur
(boylece dizi sonsuza gitmek istiyordur ve kiime sinirsizdir) ya da kiimede eksik
noktalar vardir (Q ya da (0, 1) kiimesi gibi). Demek ki tikiz bir kiime sinirsiz
olmamali (ki diziler sonsuza gidemesin) ve ¢ok yakinmindaki noktalar1 icermeli
(ki bir yere yakinsamak isteyen altdiziler yakinsayabilsinler). En azindan R’de
gercekten boyle olur, mesela [0, 1] kapali araligi tikizdir (Teorem 14.3). Sezgi
kazandirma amac: tagiyan bu kisa sohbeti ge¢ip R’nin bir altkiimesinin tikiz
olmasinin matematiksel tanimini verelim.

X C R olsun. (Uj)ier, X'in bir altkiimeler ailesi olsun. Eger X C J;c; Us
ise, (U;);er ailesine X'in értistd adi verilir. Eger her U; agiksa, ortiiye agik
orti denir. Eger I sonluysa, ortii sonlu o6rti adini alir. Eger J C I ise
ve (Uj)jes, X'in hala daha bir ortiisiiyse, (Uj)jes ailesine (U;);er Ortiisiiniin
altortisi adi verilir. Eger J sonluysa, sonlu altértiiden sozedilir.



254 14. Tikiz Kimeler

Eger X’in her agik Ortiistintin sonlu bir altortiisii varsa, X'’e tiksz denir.
Yani X’in tikiz olmasi igin,
XgUw
i€l

icindeligini saglayan her (U;); agik kiime ailesi igin,
XgUhU...UUZ'n

igindeligini saglayan sonlu sayida %1,...,%, € I gostergeci olmahdir. U;’ler
acik araliklarin bilesimi olduklarindan, bu kogulu g0yle de yazabiliriz: X’in
tikiz olmasi igin,
X C U U;
i€l

icindeligini saglayan her (U;); acik aralik ailesi i¢in,
XCU;,u...ul;,

igindeligini saglayan sonlu sayida 1,...,%, € I gostergeci olmalidir.
Yukaridaki tanimdaki “her” soézciiglintin altini ¢izeriz; tanimin kilit sozcii-

glidiir. Bulunan sonlu 6rtii de orijinal 6rtiiniin altortiisii olmak zorundadir.
Yukarida U; agik altkiimeler yerine X-acik olan U; N X altkiimelerini ala-

bilirdik, gene ayni kavram tanimlanirdi. Yani bir X C R altkiimesinin tikiz

olmasi i¢in yeter ve gerek kosul X = |J, U; esitligini saglayan her X-acik (U;);

ailesi igin, X = U;, U...UU;, esitligini saglayan sonlu sayida 41, ..., i, goster-

gecinin olmasidir. Bu ince nokta ileride bazi kanitlarda kolaylik saglayacak.
Hemen birkag 6rnek ve kargiornek verelim.

Ornekler

14.1. R’nin her sonlu altkiimesi (dolayisiyla bogkiime de) tikizduir.

14.2. R tikiz degildir ¢iinkii R = |JJ2_,(—n, n) olmasma karsin, R sonlu sayida (—n,n) arali-
gmin bilesimi degildir.

14.3. (0,1) arahg tikiz degildir, ¢iinkii 6rnegin ((1/n,1))n=1,2,3,... agik ortiisiiniin sonlu bir
altortiisii yoktur.

14.4. Her kapali aralik tikizdir. Bunu birazdan kanitlayacagiz.

14.5. Sonlu sayida tikiz kiimenin bilegimi de tikizdir.

14.6. Daha fazla 6rnek vermeye gerek yok, ¢linkii bir sonraki (6nemli) teorem R’nin tiim tikiz
altklimelerini betimleyecek.

Teorem 14.3 (Heine-Borel Teoremi). R nin bir altkiimesinin tikiz olmasu i¢in
yeter ve gerek kosul altkimenin simirh ve kapali olmasidir.

Kanit: X C R tikiz olsun. ((—n,n))pen, X'in bir agik ortiisti oldugundan, X
bunlarin sonlu tanesinin bilesiminin i¢indedir; dolayisiyla X sinirhdir.
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Simdi X’in kapali oldugunu kanitlayalim. Bunun i¢in X’in tiimleyeninin
agik oldugunu kamtlamamiz lazim. x ¢ X olsun. Pozitif bir n dogal sayisi i¢in
[x—1/n,z+1/n]¢ kiimeleri (iki agik araligin bilegimi olduklarindan) agiktirlar.
Ote yandan,

Ol—tee] (At t)) —rmion

oldugundan, [z — 1/n, x + 1/n] kiimeleri X’in bir agik rtiisiidiir. Demek ki
bunlarin sonlu tanesi X'’i igerir. Ama bu acik Ortiiniin iki elemanindan biri
digerini icerdiginden, biiyiik bir n igin

1 11¢
X C |:l‘—, $+}
n n

olur. Yani

ve dolayisiyla

1 1
<ZL‘—, :U+> C X°¢,
n n

olur. Boylece 2’i iceren bir acik araligin X’in tiimleyeninde oldugunu goster-
mis olduk. Bu da X’in tiimleyeni acik demektir. Teoremin yaris1 kanitlanmistir.
Ama bu teoremin kolay yarisiydi. Daha zor ve daha igerikli olan diger yarisini
kanmtlamak igin (kendi bagima 6nemli olan) yardimer bir sonuca ihtiyacimiz
var:

Onsav 14.4. Tukz bir kiimenin kapaly altkumeleri tikizdur.

Kanit: ¥ C X C R olsun ve Y'nin kapali, X’in tikiz oldugunu varsayalim.
(Ui)ier, Y'nin bir agik ortiisii olsun. Bu ortiiye agik bir kiime olan Y “’yi ekler-
sek, X’in bir agik ortiisiinii elde etmis oluruz. X tikiz oldugundan, 6yle sonlu
bir J C I vardir ki, (Uj);es ve Y kitmeleri X’i, dolayisiyla Y’yi de 6rter. Ama
tabii Y’yi 6rtmek igin Y kiimesine ihtiyag yoktur: (Uj) ey sonlu ailesi Y'yi
orter. 0

Simdi Teorem 14.3’tin kanitina devam edelim. R’nin sinirh ve kapali bir
K altkiimesi verilmis olsun. K sinirli oldugundan, belli a < b sayilari igin,
K C [a, b] olur. K kapal oldugundan, Onsav 14.4%¢ gore [a, b] araligmin tikiz
oldugunu kanitlamak yeterli.

(Ui)ier, |a, b] araliginin acik bir ortiisi olsun. Eger ¢ € [a, ] ise, (U;)ier
ayni zamanda [a, c] araliginin értiisiidiir. Eger bu 6rtiintin sonlu sayida elemani
[a, c] kapali arahigim Ortiiyorsa, ¢ sayisina bu kamithk “giizel say1” diyelim. a
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elbette glizel bir sayidir. Demek ki giizel sayilar kiimesi bog degildir. Amacimiz
b’nin glizel bir say1 oldugunu kanitlamak. Eger ¢ giizel bir sayiysa ve c; sayisi
a < ¢1 < cegitsizliklerini sagliyorsa, o zaman ¢ sayisi da glizel bir sayidir. De-
mek ki giizel sayilar kiimesi G, R'nin (belki tek bir noktas: olan) bir araligidir.
G, b tarafindan tistten sinirhh oldugundan G'nin en kiigiik istsinir1 vardir. Bu
en kiigiik iistsinira g diyelim. Elbette g € [a, b]. Dolayisiyla U;’ler arasindan
g’yi iceren bir U; vardir. U; agik oldugundan ve g’yi icerdiginden,

(g—€,9+¢) CU;

onermesini saglayan bir € > 0 vardir. Ote yandan ¢ — ¢ < g = sup G oldugun-
dan, bir ¢ € G igin g—e€ < ¢ < g olur. ¢ giizel bir say1 oldugundan, sonlu sayida
i1,...,0n € I gostergeci i¢in [a, ] arahg U;,, ..., U;, acik kiimeleri tarafindan
kaplanir. Ayrica

[c,g+¢€/2] C(g—¢€,g+€) CU;

oldugundan, [a, g + €/2] = [a, ¢| U [c, g + €/2] aralig
Uila s 7Uinan

tarafindan kaplanir. Bundan, her seyden 6nce g’nin giizel bir say1 oldugu ¢ikar,
yani g € G. Sonra,
0, g+¢/2N[a, )] C G

¢gikar. Ama g = sup G oldugundan, bundan da g = b ¢ikar. O

Yukarida verilen kanit ik, zarif, zekice ve son derece anlagilir. Ama stan-
dart kanitlardan degil. Ortalama bir matematik¢inin hemen aklina gelmeyecek
kadar zekice bu yazarin zevkine gore. Bu teoremin daha standart kanitinin
topolojinin yontemleri agisindan daha egitici oldugunu diigliniiyoruz. Daha
standart kaniti verelim:

Teorem 14.3%iin Ikinci Yarisimn ikinci Kamti: [a, b] arahgimin tikiz ol-
madigim varsayalim. O zaman [a, b] araligimin sonlu altortiisii olmayan bir
(U;)ier agik Ortiisii vardir. ¢1, a ve b noktalarinin tam orta noktasi olsun. Ya
[a, c1] aralig1 ya da [c1, b] araligi sonlu sayida U; tarafindan oOrtiilmez. Di-
yelim [a, ¢1] sonlu sayida U; tarafindan ortillmiiyor. c2, a ve ¢; noktalarinin
tam orta noktasi olsun. Ya [a, c3] ya da [cg, c1] araligi tarafindan Ortiilmez.
Diyelim [c2, ¢;] sonlu sayida U; tarafindan oértiilmiiyor. ¢3 noktasi ca ve ¢; nok-
talarimin tam orta noktasi olsun. Ya [cg, c3] ya da [c3, ¢1] araligi sonlu sayida
U; tarafindan ortiilmiiyor... Bunu boyle devam ettirerek, oyle

[a, b] = [do, 60] D [dl, 61] D [dg, 62] D)

araliklar1 bulabiliriz ki, hem

_b—a

en — dp, on
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olur hem de [d,, e,] araliklar1 sonlu sayida U; tarafindan ortiilmez. Kapali
kutular teoremine gore [N4, Teorem 9.2|, biitiin bu [d,, ey] araliklar: tek bir
noktada kesigir, diyelim

f=lim d, = lim e,
n—oo n—oo
noktasinda kesigiyorlar. f € [a, b] oldugundan, bir i € [ igin f € U; olur. U;
agik oldugundan, bir € > 0 igin, (f — €, f +¢€) C U; olur. f = limy, 00 dp, =
lim,, .~ e, oldugundan, bir n gostergeci igin,
[dn, en] C(f =€, f+€) CU;

olur. Ama o zaman da [d,, e,] tek bir (dolayisiyla sonlu sayida) U; tarafindan
kaplanir. Bir geligki. Demek ki [a, b] araligi tikiz bir kiimedir. O

14.4 Ug Degerler

Baz1 fonksiyonlar maksimum ve minimum ug¢ degerlerini alirlar bazilar1 da
almaz. Ornegin f(z) = 1/x kurahyla tammlanmig fonksiyonun tanim kiimesi
(0,1) ise higbir ug degerini almaz; ama tamm kiimesi (0, 1] ise maksimum
degerini alir, minimum degerini almaz; son olarak, eger tanim kiimesi [1, 2]
kiimesiyse hem maksimum degerini hem de minimum degerini alir. Bu altbo-
liimde fonksiyonlarin ug degerlerini aldigi ¢ok 6nemli bir kogul bulacagiz. Once
su kendi bagina énemli teoreme ihtiyacimiz var:

Teorem 14.5. Tikiz bir kumenin sturekli bir fonksiyon altinda imgesi tikizdar.

Kanmit: K C X C R, K tikiz ve f : X — R siirekli bir fonksiyon olsun.
f(K)’'nin tikiz oldugunu gostermek istiyoruz. (V;);es, f(K)'nimn agik bir orti-
sii olsun:

FK) v

el

Demek ki
KCfHf(K)c s (U V) =UJrmw,

icl il
ve (f71(V;))ier ailesi K'nin bir ortiisii. f siirekli oldugundan, f~1(V;) agik bir
kiime. Yani bu aile K’nin acik bir ortiisi. K tikiz oldugundan,

KCfH(Vi)u...uf (Vi)

icindeligini saglayan sonlu sayida i1, .. ., i, € I gostergeci vardir. Her iki tarafin
da f-imgesini alalim:

FE)C (Vi) U U (V)
= Vi) U UF(F (V) SV UL UV,

olur. O
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Sonug 14.6 (Ug Degerler Teoremi). X C R tikiz bir kime ve f : X — R
surekli bir fonksiyon olsun. O zaman f fonksiyonu X dizerine minimum ve
maksimum degerini alir; yani oyle a, b € X wvardwr ki her x € X i¢in

fla) < f(z) < f(b)
olur.

Kamt: X tikiz ve f siirekli oldugundan, Teorem 14.5’ten dolay1 f(X) de
tikizdir. Teorem 14.3’e gore f(X) kapal ve simirhidir. f(X) sinirh oldugundan
sup f(X) bir gercel sayidir. f(X) kapali oldugundan sup f(X) € f(X) olur
(Onsav 14.1.ii). Benzer bir kamt inf f(X) icin de yapilabilir. O

Alstirmalar

14.7. I = [a,b] ve f : I — R siirekli bir fonksiyon olsun. M ve m sayilar, sirasiyla f’nin
[a, b] arahgindaki mutlak maksimum ve mutlak minimumu ise,

M—m=sup{|f(y)— (@) yel}
esitligini gosterin.

14.8. f :[a, b] — R siirekli olsun. Eger f fonksiyonu (a,b) araliginda ug degerlerinden birini
aliyorsa f’nin birebir olamayacagini kanitlayin.

14.5 Dizgin Sureklilik

Diizgin siireklilik, siirekliligin ¢ok 6zel bir halidir. Ama genel olarak tiim to-
polojik uzaylarda degil, metrik uzay gibi 6zel topolojik uzaylarda gegerli olan
bir kavramdir. Tanimi animsatalim:

(X,dx) ve (Y,dy) iki metrik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Once f'nin siirekli oldugunun ne demek oldugunu ammsatalim. f’nin siirekli
olmasi i¢in f’nin X’in her a noktasinda siirekli olmasi gerekmektedir; yani her
a € X igin gu 6zellik dogru olmalidir: Her € > 0 igin 6yle bir 6 > 0 olmalidir
ki, her z € X igin

dx(a,z) <6 =dy(f(a), f(z)) <e.

Bunu daha bigimsel olarak yazacak olursak, siireklilik
Vae X Ve>030>0VeeX (dx(a,z) <d=dy(f(a), f(x)) <e)

onermesine denktir. Buradaki ¢ sayis1 verilmis olan €’a gore degisir elbette,
ama a’ya gore de degisebilir, hatta ¢cogu zaman a’ya gore degisir. Bu ylizden
kimi zaman § yerine 0, yazilr.

Ama kimi zaman da § sayisin1 a’dan bagimsiz (sadece €’a bagimli) sege-
biliriz. O zaman ¢ok 6zel, ¢cok daha giliglii bir siireklilik s6z konusu olur. Bu
durumda f’nin diizgtin surekli oldugu soylenir. Yani eger
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Her e > 0 ve X in her a ve x elemanlar: i¢in

“‘dx(a,z) <6 = dy(f(a), f(z)) <e€”
onermesini saglayan bir § > 0 varsa

o zaman f fonksiyonuna diizgin strekli denir. Bunu daha bigimsel olarak
yazacak olursak, diizglin stireklilik,

Ve>030>0Va, xz € X (dx(a,z) <d=dy(f(a), f(x)) <e)

Onermesine denktir. Burada “Va” ifadesinin en bagtan ortalara, “36 > 0” ifa-
desinden sonraya gittigine dikkatinizi ¢ekerim: Verilmis bir ¢ > 0 i¢in tiim a
ve z’ler i¢in gegerli olan bir § > 0 bulunuyor. Ama artik a ile x arasinda biiyiik
bir ayrim yok, dolayisiyla a ve x yerine x ve y kullanirsak daha sik bir tanima
ulagmig oluruz: Diizgiin stireklilik

Ve>030 >0V, y e X (dx(z,y) <d=dy(f(z), f(y)) <e¢)

Onermesine denktir.
Eger A C X ise ve f4 fonksiyonu diizgiin siirekliyse, o zaman f'nin A
iizerine diizgin stirekli oldugu soylenir.

Teorem 14.7. Tanwm kiimesi R ’nin tikiz bir altkimesi olan her strekli fonk-
styon dizgin sureklidir.

Kanit: ¢ > 0 verilmis olsun. € X i¢in 6yle bir §(x) > 0 sayis1 segelim ki,
her y € X i¢in,

vyl < 8(2) = |1(@) = ()| < 5

olsun. f siirekli oldugundan boyle bir § vardir. X tikiz oldugundan sonlu sayida

(m — @, T+ @) acik araligl X’i orter, diyelim

R C) I A )

agik araliklar1 X’i drtiiyor. 6, bu §(z1),...,0(zy,) sayilarinim en kiigligii olsun.
Simdi z, y € X noktalar |z — y| < §/2 esitsizligini saglasin. Diyelim

O

O zaman

O 0
]y—xi]S\y—m\—i—\x—xil<§+§:5§5(a:i),

dolayisiyla .
F(@) ~ Fl < 5
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olur. Ayni nedenden
€

) = 1) < &
olur. Bunlardan da |f(z) — f(y)| < € gikar. Istedigimiz kamtlanmigtir. O

Bu teoremi sayfa 292’de bir defa daha kanitlayacagiz.
Diizgiin siireklilige deginmisken su sonucu da kanitlayalim:

Teorem 14.8. X C R ve f : X — R bir fonksiyon olsun. f’nin dizgin
strekli olmast i¢in, lim, oo (zy — yn) = 0 esitligini saglayan terimleri X ten

alinmas her (xy)n ve (Yn)n dizisi i¢in imy, oo (f(2n) — f(yn)) = 0 esitliginin
saglanmasidar.

Eger lim,, o0 (2, — yn) = 0 saglaniyorsa ve dizilerden birinin limiti varsa
digerinin de vardir elbet ve iki limit esittir. Bu durumda siirekli her fonksiyon
elbette limy, oo (f(2n) — f(yn)) = 0 esitligini saglar. Demek ki en azindan
surekli fonksiyonlar s6zkonusu oldugunda, teorem daha ¢ok yakinsak olmayan
dizilere yogunlasiyor. Hemen bir 6rnek verelim:

Ornekler

14.9. f:(0,1] — R fonksiyonu f(z) = 1/z formiiliiyle tanimlanmig olsun. z, = 1/(n + 1)
ve yn = 1/n olsun. O zaman lim,— o (Zn — Yyn) = 0 olur elbette, ama f(xn) — f(yn) =
(n+1) —n =1 olur ve dolayisiyla lim, oo (f(zn) — f(yn)) = 0 esitligi saglanmaz. (zn)n
ve (yn)n dizilerinin yakinsak olmadiklarina dikkatinizi ¢ekerim.

14.10. Teorem 14.7°’den dolay1 eger bir a@ > 0 igin X C («, 1] ise, yukaridaki ornekteki f
fonksiyonu X {izerine diizgiin siireklidir. (Neden?)

Kamt: Once f'nin diizgiin siirekli oldugunu varsayahm. (z, ), ve (yn)n dizileri
limy, 00 (n, — Yn) = 0 kogulunu saglasilar. Rastgele bir € > 0 alalim. Diizgiin
yvakinsakligin taniminda bu e sayisini mutlu eden bir § bulalim. Ardindan, dyle
bir N segelim ki, n > N i¢in |2, —y,| < ¢ olsun. Bu durumda, §'nin segiminden
dolay1 | f(zn) — f(yn)| < € olur. Demek ki limy, o0 (f(2n) — f(yn)) = 0 esitligi
saglanir.

Simdi de f’'nin diizgiin stirekli olmadigini varsayalim. Dolayisiyla 6yle bir
€ > 0 says1 vardir ki, her § > 0 sayisi igin, |z —y| < ¢ esitsizligini saglayan ama
|f(z) — f(y)| < € esitsizligini saglamayan, yani |f(x) — f(y)| > € esitsizligini
saglayan =, y € X elemanlar1 bulunur. §’y1 1/n’ye esit alirsak, her n pozi-
tif dogal sayisi icin |z, — yn| < 1/n ve |f(xn) — f(yn)| > € esitsizliklerini
saglayan x, ve y, elemanlarim buluruz. (z,), ve (yp), dizileri teoremdeki

kogula karsiornek olugtururlar. O
Aligtirmalar
14.11. (0,00) kiimesinden R’ye giden f(x) = 1/z formiiliiyle tanimlanan fonksiyon diizgiin

siirekli degildir (iinkii @ kiigiildiikge ¢ sayis1 kiigiiliir). Tanim kiimesi (0, 1) araligi olsa
da bu fonksiyon diizgiin siirekli degildir. Ote yandan eger o > 0 ise bu fonksiyon [a, 00)
lizerinde diizgiin siireklidir. Kanitlayin.
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14.12.

14.13.

14.14.

14.15.

14.16.
14.17.

[0, 00) kiimesinden R’ye giden f(z) = /= formiiliiyle tanimlanan fonksiyonun diizgiin
stirekli oldugunu kanitlayin.

f : R — R siirekli bir fonksiyon olsun. limz— e f(z) = 0 ve limpms_oo f () = 0
varsayimlarini yapalim.

a. f’nin diizgiin siirekli oldugunu kanitlayin.

b. f’nin R’de ya bir mutlak maksimumu veya bir mutlak minimumu oldugunu kanitlayin.
c. Hem mutlak maksimum hem de mutlak minimumu ayni anda olmayan ama yukarida
sOylenen ozelliklere sahip bir 6rnek verin.

X CRve f: X — R olsun. Eger bir M sayis1 igin,

[f (@) = f(y)| < M|z —y]

esitsizligi her x, y € R i¢in saglamiyorsa, f’ye Lipschitz ozelligini saglayan fonksi-
yon ya da kisaca Lipschitz denir. Lipschitz fonksiyonlarin diizgiin siirekli olduklarini
kanitlayin.

X CRve f: X — Rolsun. Her € > 0 i¢in ||f — fe|| < € esitsizligini saglayan diizgiin
strekli bir fo : X — R oldugunu varsayalim. Bu durumda f’'nin de diizgin siirekli
oldugunu kanitlayin.

Siirekli ve periyodik her f : R — R fonksiyonunun diizgiin stirekli oldugunu kanitlayin.
Diizgiin stirekli fonksiyonlarin aritmetigini irdeleyin. (Toplama, bir sayiyla garpma,
garpma, bilegke gibi iglemler altinda kapali midir?)






15. Dini1 Teoremi ve Bir
Uygulamasi

15.1 Dini Teoremi

Bir fonksiyon dizisinin diizgiin yakinsak olup olmadigina karar vermek her
zaman kolay olmayabileceginden, elimizde diizgiin yakinsakliga karar verecek
genel kistaslarin olmasi yararl olur. Bunlardan en iinliisii Dini Teoremi’dir.

Stirekli fonksiyon dizilerinin diizgiin limitinin de siirekli oldugunu biliyoruz.
Demek ki limit siirekli degilse, diizgiin yakmsaklik olamaz. Ote yandan limitin
stirekli olmas1 da diizgiin yakinsaklik i¢in yetmez; tanim kiimesi [0, 1] aralig:
bile olsa. Iste buna bir érnek:

Ornek 15.1. Her n > 1 dogal sayis1 icin, f,, : [0,1] — [0, 1] fonksiyonlar1 gdyle tammlansin:

—n(n+ 1Dz +n+1 eger —5 <z <1 ise

Fula) = nin—1lz—n+1 eger + <z <L ise
1 eger x ¢ (%H,ﬁ) ise

fn fonksiyonunun grafigi soyle:

A\ B
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Goriildugi gibi f, siirekli bir fonksiyon ve n biiytidiikge 1 /n kiigiildigiinden, f,’lerin limiti
(elbette siirekli olan) sabit 1 fonksiyonu s;. Ote yandan,

() ()
n n
oldugundan, ||s1 — fn|| = 1 olur ve yakinsaklik diizgiin degildir.

Dini teoremi, okundugunda hemen anlagilacagi iizere, bu konuda biiyiik
kolaylik saglar.

Teorem 15.1 (Dini). K, R’nin kapaly ve sumirle (yani tikiz) bir altkimesi
olsun. (fn : K — R),, strekli bir fonksiyona noktasal yakinsayan strekli bir
fonksiyon dizisi olsun. Eger her x € K wve her n € N igin, fpi1(x) < fo(z)
oluyorsa, yani dizi azalarak yakimsiyorsa, o zaman dizinin yakinsaklhgr diiz-
guindirt.

Kanit: Dizinin noktasal limitine f diyelim. f,, yerine (siirekli olan) f,, — f ala-
rak, f fonksiyonunun sabit 0 fonksiyonu oldugunu varsayabiliriz. Dolayisiyla,
her n € N ve her x € K igin 0 < f,(x) olur.

€ > 0 herhangi bir gercel say1 olsun.

U,={x e K: fp(x) <e}= fn_l((—oo,e))

tanimini yapalim. f, siirekli oldugundan, her U,,, K’nin agik bir altkiimesidir,
yani K-aciktir (Teorem 14.2).
Her 2 € K ve her n € N igin f,+1(z) < fn(x) oldugundan, her n € N i¢gin

Un g UnJrl

olur.
Her z € K igin, lim, o frn(x) = 0 oldugundan,

K:Um

olur. Dolayisiyla, K tikiz oldugundan, sonlu sayida ni, ..., ng dogal sayilar
icin,
K=U, U...UUy,

olur. Demek ki eger N = max{ni,...,n;} ise
[(:UmU...UUn,C =Upn

olur. Dolayisiyla her n > N icgin de K = U, olur. Bundan da her n > N ve
her z € K igin

fu(lz) <€

cikar, yani || f,|| < € olur. O

!Bilenlere: Bu teorem K tikiz bir topolojik uzay iken de dogrudur. Kamt da aymdir.
[N5]’te bu genel haliyle kanitlayacagiz.
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Not 1. Kanitta siireklilik varsayimi ¢ok kisithi bir haliyle kullaniliyor. K’dan
R’ye giden bir f fonksiyonu,

her o € R igin, {x € K : f(x) < a} kimesi agiktur

ozelligini saghiyorsa, f fonksiyonuna tstten yaristrekli® adi verilir. Kanit-
lanan teorem belli ki sadece stirekli fonksiyonlar igin degil, listten yarisiirekli
fonksiyonlar icin de gegerli.

Not 2. Benzer sonug artan ve alttan yaristirekli fonksiyonlar icin de gecerlidir
elbette.

15.2 ,/t’ye Diizgiin Yakinsayan Polinomlar

Once [0, 1] araligindan [0, 1] araligina giden ve
t—1—-v1-t

kuraliyla tanimlanmig fonksiyona diizgiin yakinsayan bir (p,,), polinom ailesi
(daha dogrusu bir polinomiyal fonksiyon ailesi) bulacagiz.

po, sabit 0 fonksiyonu olsun. Eger n > 0 ise, p,41’i timevarimla goyle
tanimlayalim:

t+ pn(t)?

olsun. Her n ve her t € [0, 1] i¢in sunlar dogrudur:

1. p, bir polinomdur.

2. pp(0) = 0.

3.0 <pu(t) < L.

4. (pp(t))n dizisi artan bir dizidir.

Ik ii¢ ozellik tiimevarimla hemen cikar®. Sonuncusunu kanitlayalim: Ta-
nimdan elde edilen,

t+ pn(t)?

Pn+1(t) = 2n()

ve )
t+ pn—1(t

esitliklerini taraf tarafa birbirinden gikarirsak,

pn(t)2 — Pn-1 (t)z
2

(1) Pr+1(t) = pa(t) =

2ingilizcesi upper semicontinuous.
3Hatta 3’iincii 6zellikten daha giiclii olan 0 < p, (t) <1 —+/1—t esitsizlikleri dogrudur.
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elde ederiz.
pi(t) —po(t) = p1(t) =1/2 >0
oldugundan, (1) esitsizliginden tiimevarimla p,41(t) — pp(t) > 0 gikar, yani
(pn(t))n dizisi artandir.
Her t € [0,1] igin (pn(t))n dizisi artan ve tstten smirh oldugundan, bir
limiti vardir. Bu limite p(¢) dersek, tiimevarimsal tanimda her iki tarafin da

limitini alarak,

p(t) = Ll g(t)z

buluruz, yani,
p(t)* = 2p(t) +t =0,
yani
p(t)” =2p(t) +1=1-t,
yani
yani tam istedigimiz gibi
p(t)=1—+v1-t
olur (¢iinkii 3'tincii ve 4’tincii 6zelliklerden dolay1 1 — p(t) > 1 — p,(t) > 0).
Noktasal yakimsakligi kanitladik. Simdi Dini teoremini (Teorem 15.1) uy-
gulayarak yakinsakligin diizgiin oldugunu goriiriiz:
lim p,(t) =1 —+/1—t.
n—oo
Bundan ve Altboliim 8.2’de kamitladigimiz cok basit olgulardan,
(L=pa(l=1)) =1—p(l—1t)=V1

¢ikar. Bundan ilham alarak, go =0 ve n > 1 i¢in

Qn(t) =1 _pn(1 - t)
tamimlarin yaparsak, p,’lerin tiimevarimsal tanimindan, her ¢ € [0,1] ve n
i¢in kolaylikla,

lim
n—oo

t— qn(t)?

2
esitliklerini elde ederiz. Bu esitlikleri ¢, polinomiyal fonksiyonlarinin tiime-
varimsal tanimi olarak kabul edebiliriz. Elbette

. u
Jim g, (2) = /1

B0(t) = 0 v guya (1) = 4n(t) +

olur.
Not 1. lim, o0 ¢n(t2) = |t| olur. (Bkz. Ornek 8.21.)

Not 2. Ik birka¢ ¢, polinomunu hesaplayarak katsayilarin zamanla sabitles-
medigini goriin.



16. Weierstrass Yogunluk
Teoremi

16.1 Weierstrass Yogunluk Teoremi

Bu altboliimde kanitlayacagimiz teorem [a, b] kapali aralig) iizerine tanimlan-
mug her stirekli fonksiyonun polinomlardan (aslinda polinomiyal fonksiyonlar-
dan demek lazim) olusan bir dizinin diizgiin limiti oldugunu séyliiyor. Bir
bagka deyisle stirekli fonksiyonlarin yaklagik degerlerini, miinasip polinomlarin
degerlerini hesaplayarak bulabiliriz. Weierstrass Yogunluk Teoremsi deni-
len bu sonucun benzerlerine aslinda okur aginadir. Ornegin, exp fonksiyonu,

2 .’L’3 n

1 x x
+$+a+§+“'+ﬁ
polinomlarinin her kapali ve sinirl aralik tizerinde diizgiin limitidir. Ayni sey,

sin ve cos fonksiyonlar: i¢in de gegerlidir:

3 5 2n+1
e tim (- P T
sinw =l <5C 3175 (=1 (2n—|—1)!)
2 4 2n
- Tt
cosw = lim, <1 2 T (=D (2n)!)

esitlikleri (sin ve cos fonksiyonlarinin tanimindan dolay1) gecerlidir ve limitler
her kapali ve simirhi aralik tizerinde diizgiindiir (Sonug 9.2 ya da Teorem 9.3).
Bu ciltte gormedigimiz (ama bir sonraki ciltte gérecegimiz) Taylor serilerini
bilen okur da bu fikirle aginadir. Ama bir fonksiyonun Taylor serisi olmasi i¢in,
fonksiyonun sonsuz kez tiirevlenebilir olmasi gerekir ki birgok stirekli fonksi-
yon tek bir kez bile tiirevlenemez. Ayrica fonksiyon sonsuz kez tiirevlenebilir
oldugu zaman bile fonksiyonun Taylor serisi fonksiyona esit olmayabilir. Bu
tartigmadan da anlasgilacag: tizere son derece genel bir teorem sézkonusu.

Teorem 16.1 (Weierstrass, 1885). [a,b] kapali araliginda tanimlanmus her
stirekli fonksiyona polinomiyal fonksiyonlarla dizgin yakinsanabilir; yani eger

fia, b)) — R
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strekli bir fonksiyonsa ve € > 0 ise, oyle bir P polinomu vardwr ki
Ilf =Pl <e

olur. Bir baska deyisle, polinomiyal fonksiyonlar kimesi (Altbolim 8.9’da ta-
nmimlanan) C([a,b]) metrik uzaymda yogundur'.

Kanit: Elbette [a,b] yerine [0, 1] araligim alabiliriz. (Neden?) f : [0,1] — R
herhangi bir siirekli fonksiyon ve € > 0 olsun.

Polinomlarla yakinsanacak f fonksiyonunun grafigi

Ik olarak bu fonksiyona ¢ok “yakin” olan parcali dogrusal bir g fonksiyonu
bulalim. Bulacagimiz bu parcali dogrusal g fonksiyonunun grafigi, agsagidaki
sekildeki gibi f’nin kiigiik kiriglerinden olusacak. [0, 1] araligimi 6yle kiigiik
araliklara bolecegiz ki, yola koyuldugumuz f fonksiyonuyla g parcali dogrusal
fonksiyonu arasindaki mesafe bu kiigiikk araliklarda en fazla e olacak. Bunu
yapabilir miyiz? Evet! Hem de araliklar1 egit uzunlukta segerek bile yapabiliriz.
Nitekim, K tikiz oldugundan, f diizgiin siireklidir (Teorem 14.7), bir bagka
deyisle dyle bir § > 0 vardir ki, eger |z — y| < 0 ise

@) = f)] < 3

olur. Simdi N dogal sayisini
1 <9d
N
olacak bicimde segelim ve [0, 1] araligini 1/N uzunluktaki araliklara bolelim.

g fonksiyonunu,

I— n n
"IN ' N+1

araliginda (n =0,1,..., N — 1) dogrusal olacak ve

'Bu teoremin daha genel bir hali Stone-Weierstrass teoremi olarak bilinir ve [N5]'te
kanitlanmigtir.
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Y

Grafigi yukardaki f fonksiyonunun ¢ok kiiciik kiriglerinden
olusan parcali dogrusal fonksiyon

o(7)=1(5) o () =1 (%)

esitlikleri gergeklesecek bicimde segelim. Eger = € I, ise,

x—£’<l<5
N n

oldugundan, asagidaki “detay” sekilden de goriilecegi iizere,
€
7@~ 9@ < 5
olur. Bu dedigimiz her I,, araliginda boyle oldugundan, her = € [0, 1] igin,

@) - g(@)| < 3

olur, yani

olur.

A
y = flx) 7\ <in
y = g(x) 1

n
N

Simdi yukaridaki pargali dogrusal g fonksiyonuna bir P polinomuyla €/2 kadar
yakinsamak kaldi. Boylece,

€ €
1f =PI =gl +llg- Pl < S+5 =

olacak ve istedigimiz kanitlanmig olacak.
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Her parcali dogrusal fonksiyon gibi, g fonksiyonu da sonlu sayida
b, ai, ..., g, C1, ..., Cg
icin,
k
x) = ZH—Z:aAac—cZ
i=1

olarak yazlabilir. (Neden? Ashinda k, N'ye esit alnabilir.) Eger her i =
1,...,n ve her z € [0,1] igin

jailz — il = Pi(w)| < o=

2k

esitsizligini saglayan bir P; polinomu bulabilirsek, o zaman olur. Dolayisiyla,

k k k
— <b~I—ZPi(l“)>|: <b+zai|x_0i’> - <b+zpz'($))|
i—1 ; i—1

k
k
Sz‘al|x_al‘_ ( )|

= |2 @l - <>>‘

Ed

esitsizligini elde ederiz. Boylece

et

polinomunun igimizi goérdiigli anlagilmig olur.

Geriye, verilmis a ve ¢ sayilari ve € > 0 igin, her z € [0, 1] i¢in
lalz — | — p(z)| < e

esitsizligini saglayan bir p polinomu bulmamiz kaliyor. a = 0 ise, p = 0 olsun.
Eger a # 0 ise, kanitlamamiz gereken esitsizligi a’ya bolerek a = 1 varsayimini
yapabiliriz. Bolim 15’in sonundaki Not 1’de bu isi ¢ = 0 i¢in yaptik. Simdi
degiskeni kaydirarak istedigimizi elde edebiliriz. O
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16.2 Bernstein Polinomlari

Gegen altboliimde, R'nin tikiz bir altkiimesi iizerine tanimlanmig her stirekli
fonksiyonun polinomlarla tanimlanmais bir dizinin diizgiin limiti oldugunu goér-
miistiik. Bu altboliimde verilmis herhangi bir siirekli f : [0,1] — R fonksiyo-
nuna yakinsayan bir polinom dizisini agik acik bulacagiz.

Once her 2 € R ve her n > 0 tamsayisi icin su esitligi animsayalim:

n

l=@+1-a)" =Y (Z)xk(l e

k=0

Simdi esitligin sag tarafinda toplanan ifadeleri f(k/n) sayilariyla carparak

toplayalim: )
BN =3 (jj) (Z) 51— )k,

B, (f) polinomlarna, polinomlar1 bulan Rus matematik¢i Sergey Natanovig
Bernstein (1880-1968) onuruna Bernstein polinomlar: denir.

Gelecekte f = Id, yani f(z) = x alacagiz ve o zaman B, (Id)(z) yerine
B, (z)(z) yazacagiz. Buradaki birinci z ve ikinci x birbirine karigtirilmamali.
Birinci z, f(z) = z anlamina kullaniliyor, ikincisi ise degigsken anlamina.

Bernstein polinomlarinin bariz 6zellikleri var: Fonksiyonlar kiimesinden po-
linomlar kiimesine giden B, fonksiyonu dogrusaldir, yani her f, g fonksiyonu
ve her a ve b gergel sayisi icin

By (af +bg) = aB,(f) + bBy(g)

olur. Ayrica, sabit ¢ fonksiyonunun B, altinda imgesi sabit ¢ polinomudur
(sabit degismez), ornegin B,(1) = 1 olur. Ve eger f < g ise, [0,1] arahg
tizerinde tamimli bir fonksiyon olarak goriildiigiinde,

Bn(f) < Bul(g)

ve dolayisiyla

[Bn(f)] < Bn(| )

olur. Bu ozellikleri agagidaki son derece ilging teoremin kanitinda 6zgiirce kul-
lanacagiz.

Teorem 16.2. f:[0,1] — R sdrekli bir fonksiyon olsun. O zaman,

lim B,(f) = f

n—oo

olur.
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Kanit: € > 0 olsun. Yeterince biiylik n gostergecleri igin,

1Bn(f) = fIl <e

esitsizliginin dogru oldugunu kamtlayacagiz. f siirekli ve [0, 1] tikiz oldugun-
dan, f diizgin stireklidir (Teorem 14.7). Demek ki 6yle bir 6 > 0 vardir ki,
eger |z —al < ise

(@) = f(@)] < 3
olur.
M = ||f|| = sup{|f(2)] : & € [0,1]}

olsun. f, bir tikiz kiime {izerine tanimlanmg siirekli bir fonksiyon oldugu icin
M diye bir say1 gercekten vardir (Teorem 3.12 ya da Teorem 14.5).
Ote yandan, eger |z —a| > ¢ ise

N2
2]\4(1—(%2“))<0<6

2
oldugundan,
7(@) ~ F@)] < |F@)| + |f(@)] < 2M < 2w —a)” 4 &

olur.
Demek ki [0, 1] araliginin her z ve a elemanlar i¢in her iki durumda da,

2M ¢
F@) ~ @) < 2 (w—a + 5

oluyor.
Simdi a herhangi bir gercel say1 olsun. O zaman,

BAﬁ—f@NZBAﬂ—f@NSBAV—fwm§£%<¥¥@—aﬁ+;>

2M e 2M €
< ?Bn((x —a)?) + 5= 6723”(1:2 — 2az + a*) + 3
2M 9 9 €
= ?(Bn(x ) — 2aB,(x) + a®) + B

olur. Sagdaki B, (2?) ve B, (z) terimlerini hesaplayalim simdi; sonra kaldigimiz
yerden devam edecegiz.

Sav 1. B,(z) = x.
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Sav 1’in Kaniti: m =n — 1 ve £ = k — 1 tamimlanyla yapacagimiz oldukga
basit bir hesap:

Bu(z)(z) =Y % <Z> 21— )k = ; fbk!(n”i k)!xk(l — )k

2

Sav 2. By (2%)(z) = 2% + =2
Sav 2’nin Kaniti: Swrasiylam =n -1, =k—1,p=m—-1,r=4¢-1
tanimlarini kullanan belki biraz uzun ama oldukca basit bir hesap:

B =3 5 (1 )ata -y

n2

n ) |

kzlﬁ/c!(n—k:)v

T — n—1)! _ e
:n;k(k—(l)!(n)—k)' -

T ! —
:ngz;(f-f— 1)€!(m_€)!xe(1—az) ¢

38

Il
8 SR
/\/\/ﬁ/\/\
3
s

e A 1)

8
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Sav 1’den 6nce kaldigimiz yerden devam edelim:

[Bn(f)(x) = fla)| < 5—2(Bn(:c2) —2aBy(x) +a®) + %

2M —z?
:2<(m2+x x)—an—i-aQ
) n

2M 5 T — €
o) s

Bunun 6zel bir hali olarak, her a € [0, 1] igin gecerli olan

N—
+
N ™

€ 2Ma—a®> € 4M
— < = - - - — J——
Bu(Nl@) = fla)| < 5+ = <5+ 5

esitsizligini buluruz. Eger n’yi yeterince biiyilik alirsak, mesela

SM

n> -
d2%¢

olursa, o zaman

Ba(f)(a) = fla)| < 5+ 5 =€

olur ve kanmitimiz tamamlanir. O

Dikkat ederseniz, Sav 2’de goriilecegi iizere, f bir polinom oldugunda bile
B, (f), f’ye esit olmayabiliyor.

Aligtirmalar

16.1. Bi(y/z), B2(y/z), Bs(y/z) polinomlarim hesaplayin.
16.2. [0, 1] arahg: tizerinde /2’1 en fazla 0,001 hatayla hesaplamak i¢in hangi n i¢in By (y/x)
polinomunu hesaplamaliyiz?
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17. Exp ve Logaritma - Yusuf
Unli

exp : R — R fonksiyonu [N4, Béliim 10.4]’te

T
expr = Z,—
1!

=1

formiiliiyle tanimlandi. Daha sonra [N4, Teorem 10.8]’de

T\ "
expx = lim (1 + —)
n—o0 n
esitligini gosterdik. Ayrica, [N4, Sonug 10.9]’da her z kesirli sayis1 i¢in exp x =
e” esitligi kanitlandi. Tahmin edilecegi iizere bu esitlik her = gercel sayisi
i¢in gegerlidir ancak [N4]’te bu kanitlanamazd ¢iinkii o agsamada heniiz gercel
sayilarla iis alma tanimlanmamisti, yani x € Q olmadikga okurun o agamada
e” sayisinin anlamini heniiz bilmiyor olmasi gerekirdi. expx = e* esitliginin
her = gercel sayisi i¢in gegerli oldugu ancak bu ciltte ve Teorem 11.1 olarak
kanitlandi. Bu boliimde, expx = e” egitligini daha basit ve daha dogrudan
bir yontemle gosterecegiz ve bunu yaparken ayni zamanda analizin en 6nemli
fonksiyonlarindan olan logaritma fonksiyonunu da (kitaptakinden farkli bir
bi¢imde) tanimlayacagz.
Bu boéliimde lim, lim,,_,~, anlamina kullanilacaktir.

Onsav 17.1. Her z € R i¢in lim (1 — %)n =1 olur.

Kanit: Bernoulli esitsizliginden dolay1 [N4, Onsav 3.16], yeterince biiyiik n

sayi1s1 icin,
x T\"
1-% < (1 . 7) <1
n n

olur. Bu esitsizliklerden ve Sandvig teoreminden [N4, Teorem 5.1] 6nermenin
dogrulugu goriiltir. O

1

olur.
expx

Onsav 17.2. Her z € R icin expz # 0 ve exp (—x) =
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Kanit: Bir 6nceki énsavi z yerine 22’ye uygularsak,

expz exp (—z) = lim (1 + %)n -lim (1 - %)n = lim (1 - ;L«;)” =1

elde ederiz. 0
Onsav 17.3. Her z € R icin expx > 0 olur.

Kanit: Onsav 17.2’den dolay1 expz # 0. Ayrica yeterince bilyitk n dogal
sayilar: i¢in

0<1+2
n
olacagindan
T\ "
expzr = lim <1+ 7) >0
n
olur. exp x # 0 oldugundan exp x > 0 oldugu goriiliir. g

x € R ise yeteri kadar biiyiik n dogal sayilari icin, terimleri (1 + %)n olan

dizinin artan dizi oldugunu [N4, Onsav 10.2]’den biliyoruz. O halde

(1) (1+§>n§hm (1+E)n:expx
n n

olur. Buradan
x <n({/expzx —1)
gikar. Dogal olarak akla,

(n(/expr —1)),

dizisinin limitinin olup olmadigi ve eger limit varsa limitin x olup olmayacagi
sorular: geliyor. Daha genel olarak su soruyu soralim: 0 < a € R ise

(n(Va-1)),

dizisinin limiti var midir? Bu sorunun cevabini ve ilging sonuglarini agagida
verelim.

Onsav 17.4. 0 < z € R i¢in x,, = n ({/x — 1) tanwman yapalm.
i. Hern € N i¢in xpy1 < xp olur.

ii. Hern e N iQin’”T_l <z, <z —1 olur.

Kamit: n%rl < 1 ve 0 <z oldugundan, [N4, Sonug 3.20]’ye gore,

n

1 1
rntl — 1 xn — 1
<

::L‘n
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olur. Bunun 6zel bir durumu olarak,

1
xn —1

Ty = <zri=x-—1

1
n

3=

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte x yerine 1/x alinirsa,
(z) -1

)

<--1

8

3=

elde edilir ve bu esitsizligi yeniden diizenleyerek

T

-1

Ve <n (Yo —1) =,
x
esitsizligini buluruz. Buradan

r—1 r—1 r—1
<

+x—1(%_1):

x =z x x

Vo <n(Vr-1)
gikar. g

Gortldugii gibi 0 < z € R ise, terimleri x,, = n({/z — 1) olarak tamm-
lanan dizi azalan ve alttan sinirli bir dizidir. O halde bu dizi yakinsaktir. Bu
dizinin limitini In x ile gosterelim:

Inz =limn ({z—1).

Onsav 17.5. z, y € R™% ve r € Q olsun.
i.lnzy=Inz +Iny.

ii. In1 =0.

iii. ln% =—Ilnz.

iv.lnz" =rlnz.

V. ””T_lglnxgx—l.

vi. In: (0,00) — R kesin artan bir fonksiyondur.
Kanit: i. Basit bir hesap:
n (9= 1) = (47— ¢+ Y5~ 1)

(37— 95) (g1
= yn (Yo —1)+n(y/y—1)

esitliginde n’yi sonsuza gotiirerek ve

lim {y=1

n—oo

esitligini kullanarak istenilen esitlik kanitlanir.
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ii. Bir onceki egitlikte £ = y = 1 alinirsa, In 1 = 0 bulunur.

iii. ln% +Inzx = ln%:c =1In1 =0 olur.

iv. i’"den dolayi, tiimevarimla, 0 < n bir tamsayiysa Inz™ = nlnzx elde
edilir. iii’ten dolay1 n bir tamsay1 ve n < 0 ise

Inz"=—lnz ™" =—(—n)lnz=nlnz

olur. p, g tamsayilar ve 0 < ¢ ise
qlnxg —Inze? = Ina? =plnz

ve buradan da

lna:§ .y Inx
q

elde edilir.
v. Onsav 17.4.ii’ye gore, her n € N igin

r—1

Sn(%—l)gx—l

T

oldugundan limit alimarak istenen sonug elde edilir.
vi. 0 < z < y oldugunu varsayalim. Onsav 17.4.ii’ye gore,

- 1
O<y a::y/x Slngzlny—lnx
y y/x x
olur. O halde In : (0, 00) — R kesin artan bir fonksiyondur. O

Onsav 17.6. 0 <z € R vet e (0,00) olsun. O zaman sunlar olur:
i. In(expz) = x.

ii. exp (Int) = t.

iii. 0 < a ise a® = exp (z1na).

iv. e = expz.

Kanit: i. (1)’den dolay1, yeterince biiyiik n dogal sayilar: igin

z <n({/expzx —1)

oldugundan, limit alinirsa
x <In(expx)

bulunur. Bu esitsizlik her x i¢in dogru oldugundan,

1

expx

—z < In(exp(—z)) = In ( ) = — In(expz)

esitsizligi de dogrudur. Demek ki In(exp z) = x olur.
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ii. ’"den dolay1 In(exp(Inz)) = In x olur. Kesin artan oldugundan, In fonk-
siyonu birebirdir. O halde exp (Inx) = z olur.

iii. z € R ve (ry,),, € Q dizisinin limiti 2 olsun. Us almanin tanimi geregi,
0 < aise (a"™),, dizisinin limiti a® olur. Demek ki,

Tn X Tn X Tn Tn X
am —a am/a® —1 a am™ —a
= / <ln< x>:1nar”—lna$§

olur. Limit aliirsa
Ina® =limlna™ =limr,lna = xzlna

bulunur. Buradan
a® =exp (Ina®) = exp (x1lna)

elde edilir.
iii. e'nin tamimindan dolay1 [N4, Bolim 10.1],

1 n
expl =lim <1+> =e
n
esitligini biliyoruz. O halde
Ine=1In(expl) =1
esitligi gegerlidir. Buradan ve ii’den dolayi,

e =exp(zlne) =expzx

elde edilir. O






18. Harmonik Seri,
Euler-Mascheroni Sabiti ve
Asallar - Tosun Terzioglu

Y o2, 1/n serisine harmonik seri dendigini ve harmonik serinin raksadigin
biliyoruz. Eger X C N\ {0} ise

0= 2

neX

serisine bakalim. Eger bu seri sonsuza iraksiyorsa, X kiimesini “kalabalik” bir
kiime olarak algilayabiliriz. Aksine seri yakinsiyorsa X kiimesini kiigiik bir
kiime olarak diigiinebiliriz. Ornegin eger X sonlu bir kiimeyse, seri elbette
sonlu bir say1 olur. Ama X sonsuz bir kiime oldugunda da seri sonlu olabilir,
ornegin eger X tamkareler kiimesiyse, s(X)’in yakinsak oldugunu biliyoruz.
Demek ki bu anlamda “az” tamkare var. Eger X kiimesi onluk tabanda icinde
0 rakami bulunmayan sayilar kiimesiyse, [N4, Ornek 15.6]’da s(X)’in de sonlu
oldugunu kanitlamistik. Nitekim n haneli “rastgele” bir sayinin hanelerinden
en az birinin 0 olma olasiligi n ile birlikte artar, n sonsuza gittiginde bu olasilik
1’e yakinsar, yani hane sayis1 biiyiidiikce X 'teki eleman sayisi orani ¢cok diiser.
Simdi X = P asal sayilar kiimesi olsun. “s(IP) serisi yakinsak midir” sorusu
ilging bir sorudur. Bu béliimde bu soruyu (olumsuz olarak) yanitlayacagiz!.
Birkag basit esitsizlikten baglayalim. Eger x > 0 ise, elbette

(1) 14z<eé

olur. Bunu goérmek igin e”’i kuvvet serisi olarak ifade etmek yeterlidir. Simdi
x > 0 icin

(2) l—x<e™®

'Bu yaz1 [TT]’den bu kitap icin ézellikle derlenmistir. Izin veren Tosun Terzioglu’na ¢ok
tegekkiir ederiz.
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esitsizligini kanitlayalim. Eger x > 1 ise, sol taraf pozitif olamaz ve esitsizlik
bariz. Bundan béyle z € (0, 1) varsayimii yapalim. Bu durumda,

=y o1 1- >1-
2 x+z(2n)!< 2n+1>— v
n=0 n=1

olur, c¢iinkii sildigimiz parantezler pozitiftirler.
Bu egitsizliklerden, her = > 0 igin

T
14+x —

(3) <In(l+z) <
esitsizlikleri gikar. Nitekim sagdaki esitsizlik (1)’in logaritmasidir. Soldaki esit-

sizligi kamitlamak icin y = € [0,1) tamimim yapalim. O zaman z = -

H—Lz 1-y
vel+ax= ﬁ olur ve kanitlamak istedigimiz esitsizlik y < —In(1 — y) esit-
sizligine, yani In(1 — y) < —y esitsizligine biirtiniir, ki bu da (2) esitsizliginin
logaritmasidir.

(3)te = 1/k koyarsak, teleskopik sadelesmeden sonra

1
4 — <1 1)—Ink <
(4) k+1_n(k+) nk <

el

elde ederiz. Bunlar £ = 1,...,n icin toplarsak,

(5) nglnnwL Z%
k=1

buluruz. Harmonik serinin kismi toplamlarina H,, diyelim:
"1
H, = ; -
Boylece buldugumuz formiil,

Hypt1—1<In(n+1)<H,

olarak ya da
1

olarak yazilir. Buradan da



285

ve dolayisiyla

¢ikar. Yani harmonik serinin kismi toplamlar: dizisi (H,, )y, limitte (Inn),, dizisi
gibi davraniyor. Peki (H,, —Inn),, dizisi yakinsar m1, yakinsarsa kaga yakinsar?

Yo = H, —Inn

olsun. (5)’e gore Inn < In(n+ 1) < H,, oldugundan, H,, > 0 olur. Ayrica (4)’e
gore

Y1 — Y = (Hpe1 — Hp) — (In(n+1) —lnn) = —(In(n+1)—Inn) <0

n+1
elde ederiz. Demek ki (), dizisi pozitif ve azalan bir dizidir. Dolayisiyla bir
limiti vardir. Fuler-Mascheroni sabiti ad1 verilen bu limit v olarak yazilir.
Degeri yaklagik olarak 0,57721°dir. Matematikte sik sik karsilagilan bu sayinin
rasyonel olup olmadigini bile bilmiyoruz!

Simdi asallarin harmonik serisine bakalim. Asal sayilari, hi¢birini unutma-
dan, sirasiyla p; < ps < p3 < ... olarak yazarak elde edilen

)R S S
:pi_2 3 5 7

serisine asallarin harmonik serist denir.

Her say1y1 “karesiz” bir sayiyla, yani 1’den farkli bir tamkareye boliinmeyen
bir sayiyla bir tamkarenin ¢arpim olarak tek bir bicimde yazabiliriz. Ornegin,
23 x 3% x 59 x 7 saysi,

(2 x5 x7) % (2x 3% x5%)?

olarak yazilir. Her ¢ € N sayisini karesiz bir r; sayis1 icin

olarak yazalim. (5)’ten

In(n+1) <

sonucu gikar. Tabii bu toplamdaki m; sayilar tekrarlanabilir, 12 = 3 - 22 ve
20 = 5 x 22 6rneginde oldugu gibi. Oyleyse

I(k)={ie{1,2,...,n} :m; =k}
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yazalim ve pj, ile de her n > 2 i¢in bu n sayisindan biiyiik olmayan en biiyiik
asal sayiy1 gosterelim. Yani

pjn S n < pjn+1

olsun. Bir de
o {fi e on)

kiimesini tanimlayalim. P,, tam tamina, n’den kiiciik asallarin ¢arpimi olan ka-
resiz sayllar kiimesidir. Yukaridaki esitsizlikte yer alan her r; sayis1 P, kiime-
sine ait. Oyleyse

1 1 1 1 1
- — | = < i
> (s (s
iel(k) v icl(k) repP,

esitsizligi gegerli. Sag tarafta beliren sonlu toplam k’dan bagimsizdir. Bu top-

zn()

repP,
biciminde yazabiliriz. Bunu gormek icin sagdaki carpmay:1 yapmak yeterlidir.

Sonucta
Jn

n(n + 1) <Z; <H<1+ >Zk2

esitsizligini elde ettik. Bu esitsizligin sag tarafindaki seri yakinsak. Toplamini
A ile gosterelim ve j, < n oldugunu hatirlayalim. Bbylece

L 1
<A 1+>
kl;[l( Dk

esitsizligini bulduk. Bu egitsizligin sag tarafina 1 4+ x < ¥ esitsizligini uygu-
larsak
In(n+1) < A k=1 1/Px

sonucuna variriz. Tekrar logaritma alarak
"1
In(In(n+1)) <InA+ —
(In(n +1)) > "

elde ederiz. Ama

lim Inln(n + 1) = occ.
n—o0

Oyleyse S23° | 1/py waksak bir seri.
Bu da asallarin sonsuzlugunun bir bagka kanitimi verir.



19. Abel Yakinsaklik Teoremi

Bu boliimde soracagimiz ve olumlu olarak yanitlayacagimiz soru su: Diyelim
yakinsaklik yaricapi R olan bir > a;x* kuvvet serisi verilmis. x = R iken serinin
yakinsak ya da iraksak oldugunu bilemeyiz. Ama diyelim bir bigimde,

Z CLZ'Ri

serisinin yakinsak oldugunu kanitladik. O zaman

lim Z aimi = ZaiRi
>0

RS i>0

olur mu? Yanit olumlu. Bu sonug, Abel yakimsaklik (ya da limit) teoremi olarak
bilinir.
Abel yakinsakliklik teoremini bu genellikle kanitlamadan 6nce ayni teoremi

Z aiRi

serisi mutlak yakinsak oldugu durumda kanitlayalim. Bu durumda kanit ¢ok
daha kolay, hatta Weierstrass M-testi sayesinde neredeyse bariz. Nitekim bu
seri mutlak yakinsaksa, Weierstrass M-testinde,

X =[-R,R],
Mi = ’CLZ‘RZ",
M = Z |aiRi|a
fi(z) = a2’

olarak alirsak, >~ a;x® serisinin [~ R, R] iizerinde diizgiin yakmsak oldugunu
goriiriiz. Yani

f(z) = Z a;x"
ise, [— R, R] tizerinde

f(z) = nan;o(ao +ar1x+ -+ apz™)
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olur. Sonug 9.4’ten dolay1 f, X iizerine siireklidir. Demek ki

f(R) = lim (ap + a1z + -+ apz").

z— R~

Simdi teoremi en genel haliyle yazip kanitlayalim:

Teorem 19.1 (Abel Yakinsaklik Teoremi). S a;z’ serisi —R < x < R i¢in
yakinsak olsun. O zaman

lim Zaixi = ZaiRi

rz—R~

olur, yani (—R, R| tzerine tanvmlanmas olan,

flx) = Z a;z’
fonksiyonu R’de (ya da R’nin saginda) sireklidir.

Kamt: Kolaylik olsun diye, a; yerine a; R’ alarak R'nin 1 oldugunu varsaya-
biliriz. € > 0 verilmis olsun. Oyle bir § > 0 bulacagiz ki, eger 0 < 1 —z < ¢
ise,

[f(z) = (1) <e

olacak ve boylece diledigimizi kanitlamig olacagiz. x’i 0’dan biiyiik almanin bir
zararl olamaz, Oyle yapacagiz.

[N4]'te Teorem 16.6 olarak kanitladigimiz Cauchy ¢arpim formiiliinii kul-
lanacagiz: Eger x € (—1,1) ise,

i
C; = E a;
Jj=0
tanimini yaparak,

g = (D) (Sewd) = Y

esitligini buluruz. Buradan,
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cikar. Dolayisiyla,
@)= I < (A —2)) e = f(D)]a"

Ote yandan varsaylma gére,
n o0
A n = fim 3o =3 s =)
J= J=

Demek ki 6yle bir N var ki, her n > N icin,
€
|Cn - f(l)’ < 5

olur. Bunu da goz oniinde bulundurarak hesaplara kaldigimiz yerden devam
edelim:

[fl@) = f)I< (1 —2) )l — f(1)]a'

N-1 00
<@U=2) Y lei— f)la' + (1 -2)5 Yo'
1=0 =N
N-1 ¢ )
<SU-2) Y le— fOU)[+ AL -2)5 > o
=0 i=

:(1—1:)2 |cl—f(1)|+%mN
=0
N-1
<(1-2)) leg—f)]+=
=0
buluruz.
A =max{|co — f(1)],...,]en-1 — fF(D)|}

tanimini yapip tekrar hesaplara kaldigimiz yerden devam edelim:

€

72— FO] < (1~ 2)AN + &

elde ettik. Simdi 0’y1 €/3AN segersek, diledigimiz
0<l—z<d—=|f(z)—f(1)] <e

onermesini elde ederiz. O






20. Lebesgue Sayisi

Siirh bir A # ) altkiimesinin ¢apz,
d(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}

olarak tanimlanir.
Asgagidaki oldukga teknik 6nsav tikiz kiimelerin agik ortiilerinin ¢ok kiigiik
capl elemanlariin gereksiz oldugunu soyliiyor.

Onsav 20.1 (Lebesgue Sayis1). X, R'nin tikiz bir altkiimesi ve U = (Uy)ier
ailesi, X in agik bir ortisi olsun. O zaman 6yle bir § > 0 vardwr ki, X ’in ¢capr
en fazla § olan her altkime U ailesinin bir elemaninan (yani U; lerden birinin)
altkumesidir.

Kanit: Eger U;’lerden biri X'e esitse, kanitlayacak bir sey yok. Bundan boyle
higbir U;’nin X’e egit olmadigini varsayalim. U ailesinin sonlu bir V altorti-
stinii segelim. Diyelim,

YV ={U,...,U,}.
C; = U olsun. C; kapahdir. d(z, C;), z’in Cy’ye olan uzakligi olsun (bkz. Onsav
1.8).

XCcthhyu...uU,

oldugundan,
Cin...nC,NX =10

olur. Demek ki X’in her x elemanln C; kiimelerinden en az birinin elemani
degildir ve, C; kapali oldugundan, Onsav 14.1.i’e gore, d(x,C;) sayilarindan
en az biri pozitiftir. Demek ki

f(z) = % D d(x,Ci) >0
i=1

formiiliiyle tammmlanan f : X —s R fonksiyonu pozitif degerler alir. Onsav
1.8’e gore f fonksiyonu siireklidir. X tikiz oldugundan, Sonug 14.6’ya gore f
minimum degerini alir. Bu minimum deger xy’da alinmig olsun ve

(5:f(x0) >0
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olsun. B, yaricap1 §’dan kiiclik bir altkiime olsun. x € B olsun. Demek ki
BC(x—46,x+9).
Simdi, d(z,Ch1),...,d(z,Cy) sayilarinin en biiyiigiine d(z, C;) diyelim. O za-
man,
1 n
0= flz)=— Z;d(%ci) < d(z,C;)
i
olur. Demek ki
(x =6, z4+0)NC; =0,
yani
(x =90, z+0) CU,.
Ama B C (z — ¢, x + §) oldugundan, bu son i¢indelik istedigimizi kamtlar. [J
X'’in verilmig bir U = (U;);er agik ortiisii icin, yukaridaki onsavdaki gibi
bir § > 0 sayisina U’nun Lebesgue sayist adi verilir. Elbette bir Lebesgue
sayisindan daha kiiciik sayilar da Lebesgue sayilaridir.

_ Lebesgue sayisim kullanarak Teorem 14.7°yi bir kez daha kamtlayalim.
Once teoremi animsatalim:

Teorem. Tanim kiimesi R nin tikiz bir altkimesi olan her strekli fonksiyon
diizgiin streklidir.
Kanit: X CR ve f: X — R stirekli bir fonksiyon olsun. € > 0 olsun.

(r=yvt3)
Y 272/ 2) yer

acik araliklar ailesi R'nin acik bir ortiisiidiir. f siirekli oldugundan,

U290

ailesi de X’in bir agik ortiisiidiir. 6 > 0 bu agik ortiiniin bir Lebesgue sayisi
olsun. Simdi x1, z9 € X olsun ve dx (x1,x2) < ¢ varsayimmini yapalim. O zaman
{z1, z2} kiimesinin ¢ap1 §’dan kiigiiktiir. Demek ki bir y € Y igin,

{1‘1, x2} - f_l(y - 6/2> Y+ 6/2)7
yani

T1, T2 € f_l(y - 6/27 y+6/2)7

yani

f(w1)7 f(fL'Q) € (y - 6/27 Y+ 6/2)

olur. Buradan da

dy (f(z1), f(x2)) < dy(f(21),y) +dy(y, f(22)) < €/2+€/2 =€

elde ederiz. f’nin diizgiin stirekliligi kanitlanmigtir. O



21. In(1 + z) Fonksiyonunun
Kuvvet Serisi - Yusuf Unliu

Bir sonraki ciltte, tiirev ve Taylor serisi konularim igledigimizde, log(1 + x)
fonksiyonunu (—1, 1] arahginda kuvvet serisi olarak kolaylikla ifade edebi-
lecegiz. Bu boliimde aynmi sonuca tiirev kullanmadan ulagacagiz. Kanitlaya-
cagimiz teorem soyle:

Teorem 21.1. z € (—1, 1] i¢in

oo
n(l+ x) Z

n=1

3

olurt.

Teoremi 6nce (—1, 1) arahg i¢in kanitlayacagiz. Bu amagla bir 0 < s < 1
say1si sabitleyelim ve teoremi [—s, s] araligindaki z’ler igin kanitlayahm. x = 1
icin egitlik, bu yaptiklarimizdan ve Abel teoreminden hemen ¢ikacak.

Onsav 21.2. f : R — R, her z € R i¢in limy, oo nf(2/n) = 0 esitligini
saglayan herhangi bir fonksiyon olsun. (f(z) = Kx? fonksiyonunun bu ézelliji
vardwr.) Her z, y € [a, b] i¢in |H(y) — H(z)| < f(y — x) esitsizligini saglayan
her H : [a, b] — R fonksiyonu sabittir.

Kanit: a <z <y < bolsun. n > 1 bir tamsay1 olsun. Her ¢ = 0,1, ..., n icin,

y_

T, =x+1

olsun. Simdi hesaplayalim:

|H(y) — H(z)| =Y (H(z:) — H(wi) <21H ;) — H(zio1)]

i=1
n
-z -z
SZf(:Bi—xi—ﬂ—Zf(yn) =nf <yn >
i=1 =1
ve ardindan buldugumuz esitsizlikte n’yi sonsuza gotiirelim. O

IBsliim 22°de aym1 sonuca cok daha cebirsel bir yontemle ulagsacagiz.
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Onsav 21.3. Her z > 0 i¢in

r—1

<lhrzr<z-1
T

olur.

Kamit: Ikinci esitsizlikte z yerine 1 /x yazarsak birinci esitsizligi buluruz. Do-
layisiyla ikinei esitsizligi kamtlamak yeterli. Ikinci esitsizligin her iki tarafina
da artan bir fonksiyon oldugunu bildigimiz exp fonksiyonunu uygularsak, bu
esitsizligin ex < e” egitsizligine denk oldugunu goririiz. Simdi y > —1 icin,
r =1+ y yazalim. Bu durumda kanitlamamiz gereken esitsizlik e + ey < ee¥,
yani
y vy

esitsizligine dontusiir. Her iki taraftan 1 + y’leri sadelestirdikten sonra sagda
kalan seriyi ikiser ikiger gruplarsak, her y > —1 igin,

i y2n y2n+l
2 ((2n)! T eny 1)!> =0

n=1

esitsizligini kanitlamamiz gerektigini goriirtiz. Toplanan her parantezin pozitif
oldugunu gosterirsek, istedigimizi kanitlamig oluruz. Sadelestirmeyi yaparsak,

Y >

1
+2n-|—1_

esitsizligi gostermemiz gerekir, ki y > —1 oldugundan bu son esitsizlik dogru-
dur. g

Ikinci Kamt: Ikinci esitsizlikte x yerine 1/x yazarsak birinci esitsizligi bulu-
ruz. Dolayisiyla ikinci esitsizligi kanitlamak yeterli.

y n
mn(1+—)::é
n—o00 n

esitligini biliyoruz [N4]. Yeterince biiyiik n i¢in 1 + y/n > 0 olur; bu tir n’ler
icin, Bernoulli esitsizliginden,

n
t+y=1+n2 < (144)
n n
buluruz. Limit alirsak,
1+y<eY
buluruz. y = lnx yazarsak,
l+nx <z

cikar. O
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Onsav 21.4. Eger |z|, [y| < s ve k € N\ {0} ise
‘yk _:L,k’ < kly — a|sh
olur.

Kanit: k£ =1 icin esitlik asikar. Bundan boyle k > 2 olsun.

’yk— *’ —x)( 2m+~--+y$k_2+mk_1>’
<w—ﬂ(mk1+wkﬂﬂ+ -+ Iyl + )
<y —af (Js=" + s 2s] + -+ Jslls]* 72 + |5

k—
=kly — | |s|*
olur. 0
Onsav 21.5. Eger lz|, ly| < s ven >1 bir tamsayysa
y" —a” n—1 n—1 2 n—2
—(qy — < _
- (y —a)2" ) < ——(y —2)°s
olur.
Kanit: n =1 igin sonug bariz. n > 2 i¢in
n—1

P,=y"—2" —n(y—x)x
tanimini yapalim.

-1
Pl < MO (e

esitsizligini gostermek istiyoruz. Py = 32 —22—2(y—2)z = (y—=x)? oldugundan,
n = 2 ise egitlik vardir. Bundan b&yle n > 3 olsun.
P,= y” —z" —n(y — x):c"_l
z) (y" !+ y"_Zn ot ya" 4 ") —n(y —2)2" !
z) (y" ! + T R 7 e R Py
z) ((y*! )+(y”’z—a:"’Q)x+w—|—(y—x)x"’2)
oldugundan, bir 6nceki 6nsavdan dolay1,
|Pal <ly =l (Jy" " =2+ |2 = a2 ] 4+ - + |y — o [2]"7?)
<ly—a*((n = 1)s" 72 + (n = 2)s" | + - + 2s]2" 7> + |2["7?)
<|y—=z|? ((n— Ds" 24+ (n—2)s" 35+ 4 255" + s”_2)
=ly -2 (=D + (n=2) 424 1)

_on(n—1)
:’y_xIZSn 2T

olur. O
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Onsav 21.6.

> 1

Z(”JF 1)s" = 1—s2

n=0

Kanit: Serinin yakinsak oldugunu biliyoruz [N4]. Seriyi 1 — s ile ¢arparsak,
kolay bir hesapla

1
(1+25+352+453+---)(175) =14+s+s4- = .
—s
buluruz. 0
Simdi artik Teorem 21.11 kanitlayabiliriz. z, y € (0, 1) ve
s = max{|z], [y|}
olsun. Onsav 21.3%e gore,
1+
y—r _ el 1ty 14y y-—w
= < < =
1+y H—g 1+2 142 1+
olur. Bundan,
1 1 1
) <
1+2z" 14+y ~ 1—s
oldugundan,
_ _ _ 2 RY
o<¥=-® ity y-r y-o - _(y-2)
1+x 42~ 1+2z 1+y (Q+2)(1+y) ~ (1—-s)?
elde ederiz. Dolayisiyla
y—z| _ (y—=)?
1 In(1 —In(1 - <
1) (1 +y) ~In(l+2) ~ {0 < 00
olur. Simdi
S (_1)n n
fa)y=) ~——u
n=1
ve
y—r y" —a" -
A=fly) = fla) -7 = ) =y —2) Y (-1
+x n
n=1 n=1
tanimlarini yapalim. O zaman,
0 n n
Yy —x _
N e Ui L
n=2
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ve Onsav 21.5’ten dolayn,

NP SR

n=2

olur. Buna bir de Onsav 21.6’y1 uygularsak,
(2) Al <

buluruz. (1) ve (2)’den dolay1, eger
H(z) = In(1+ ) - f(z)
[H(y) — H(z)| = [In(1 +y) —In(1 +2) + f(z) — f(y)]
:’Om1+w-4m1+xy-f;$>+<f@)—f@y+y_xﬂ

T 1+

y—x y—=
<=|n(l+y) —In(l+2)—T-— V@ﬂ_f@%+l+x
L(y—2)* (y—a)?
Si (1—s)?2 + (1—5)2
3
:2(1—.5:)2@7:2)2

Simdi Onsav 21.2’yi uygularsak, H fonksiyonunun bir sabit oldugunu buluruz.
Demek ki In(1 + x) — f(x) fonksiyonu bir sabit. = 0’da fonksiyon

Inl— f(0)=0

degerini aldigindan, bu sabit 0’dir, yani In(1 + ) = f(x) olur. Teorem 21.1,
x € (—1, 1) igin kanitlanmigtir.

Teoremi x = 1 igin kanitlamak icin Abel teoreminden (Teorem 19.1) ve In
fonksiyonunun siirekliliginden yararlanacagiz:

In2=In(1+1)= lim In(1+2) = lim i (=1" " = i (_1)71.
=1

rz—1— rz—1~ n n
n= n=1

Teorem tamamen kanitlanmistir.






22. Bicimsel Kuvvet Serileri

Bu kitapta exp : R — R>? fonksiyonunu

xr  z? z" S
1=

formiiliiyle tanimladik [N4]. Teorem 11.2’de exp fonksiyonunun birebir ve 6rten
oldugunu gosterdik. Altboliim 11.2°de In : R>? — R fonksiyonunu exp fonksi-
yonunun ters fonksiyonu olarak tanimladik, yani In fonksiyonunu, her 2 € R>°
ve y € R igin,

exp(Inx) =z ve In(expy) =y

olacak bi¢imde tanimladik. Béliim 21°de her z € (—1, 1] igin

= (-1
| = —t "
n(l+ z) Z —
n=1
esitligini gosterdik. Bu esitligi gostermek icin elbette analizin yontemlerini
kullandik. Demek ki

X 1\yn—1
lz)=In(1+2x)= Zix”

n

—_

n=
formiilii bize bir ¢ : (-1, 1] — (—o0, In2] fonksiyonu tamimlar. Elbette
l(—1+expz)=In(expz) =z
ve

exp(£(y)) = exp(In(l +y)) =1+y

olur. Bu egitliklerin anlamli olabilmesi i¢in z € (—o0, In2] vey € (—1, 1] olarak
alinmali. Bu béliimde bu egitlikleri ve bagkalarini tamamen cebirsel bir yoldan
kanmtlayacagiz. (Bkz. Altaltboliim 22.9.1.) Bunu kuvvet serilerine bambagka
bir agidan bakarak bagaracagiz. Bakis acimiz bir 6rnekle aciklayalim.

o —1)n-1

n=1
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sonsuz toplami sadece z € (—1, 1] igin anlamhdir; diger x sayilari igin seri rak-
saktir. Ama biz bu boliimde bu sonsuz toplami bir say1 olarak degil, bicimsel
(yani anlamsiz) bir nesne olarak ele alacagiz; bu sayede yakinsaklikla ilgili
bir sorunumuz olmayacak ve boylece analiz degil cebir yapacagiz. Bir bagka
aydinlatici 6rnek daha verelim: x € (—1, 1) igin,

> 1
n __
nzzg)x 1=z

yani
o)
(1—2x) Z " =1
n=0

olur. Bu son egitlikteki z € (—1, 1) sayisin1 bu boliimde soyut ve anlamsiz bir
X simgesi olarak goriip,

(1—X)§:X”: 1
n=0

esitliginden bahsedecegiz. (X° =1 ve X! = X anlagmas1 yapiyoruz.)

22.1 Polinomlar

Bu boliimde tanimlayacagimiz “bicimsel kuvvet serileri”, polinomlarin genel-
lesmis bir halidir. Dolayisiyla 6nce kisaca polinomlardan sézedelim. Bir poli-
nom,

ap + a1 X + aX? + - +a, X"

biciminde ya da daha kisa olarak,

n
> ax
=0

bigiminde yazilan bir ifadedir. ag, a1, ag, ..., a,’lere polinomun katsayilar:
denir. (Ama bunlar illa “say1” olmak zorunda degildirler!) ap’a polinomun
sabit katsayist denir. Polinomun katsayilar1 Z, Q, R gibi, elemanlarini top-
layip, gikarip, carpabilecegimiz matematiksel bir yapidan (¢arpmasi degismeli
olan bir “halka”dan) secilir. Simdilik katsayilarimiz, Z, Q, R gibi, adina R di-
yecegimiz herhangi bir “halka”dan segilsin. Halkanin ¢arpmasinin her a, b € R
icin ab = ab esitligini saglamasi1 gerekiyor ama; c¢linkii aksi halde polinom-
lar1 carparken sorun yasariz. Bu boliimde “halka”dan sik sik sézedeceksek de
okurun halkanin anlamini bilmeyebileceginin farkindayiz. Bu okurlar “halka”
gordiikleri yerde, Z, Q, R gibi toplama, ¢ikarma ve ¢arpma iglemlerinin ta-
nimlandig1 matematiksel yapilar: diigiinsiinler. (Bir halkada illa bélme olmak
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zorunda degildir.) Halkanin ne anlama geldigini illa bilmek isteyenler herhangi
bir cebir kitabina ya da [N4]’e bagvurabilirler.

Bir polinomun bir fonksiyon olmadigina dikkatinizi cekerim. Her " a; X ¢
polinomu, katsayilarin ait oldugu halka {izerinde,

n
T E a;x’
i=0

kuraliyla tanimlanan bir fonksiyon tamimlar ama polinomun kendisi kesinlik-
le bir fonksiyon degildir, sadece > = ,a; X" seklinde anlami olmayan soyut ve
bicimsel bir ifadedir.

Bir de katsayilarin alindigi halkanin her elemanimin bir polinom olarak
goriilebilecegine dikkat cekelim. Nitekim polinomun taniminda n = 0 alirsak,
halkanin bir elemani olan ag’1 buluruz. Yani halkanin her elemani bir polinom-
dur. Bu arada (yeri geldi ¢linkii) her zaman

X0=1, X=X, 1X"=Xx"

esitliklerini varsayacagimizi da belirtelim. Ayrica, alisilageldigi tizere, 0.X™ ye-
rine 0 yazma, hatta hicbir sey yazmama ozgiirliigiinii alacagiz.

Okurun, polinomlarla toplama ve ¢arpmanin nasil yapilabilecegini bildigini
varsaylyoruz. Bu iglemlerle ilgili 6nemli bir gézlemde bulunacagiz.

ap+ a1 X +axX*+ - +a, X"

ve
bo + b1 X + 0o X244 by X™

polinomlar: toplanip garpildiginda ilk katsayilar (yani sabit katsayilar) sirasiy-
la
ag + by ve agbg

olur. Bu katsayilar sadece ve sadece ag ve bg’a bagimhdir, diger katsayilardan
bagimsizdir. Ikinci katsayilar ise gene sirasiyla

a + bl ve ale + Cleo

olur. Bu katsayilar da sadece ve sadece ag, a1, by ve bi’e bagimhdir, diger
katsayilardan bagimsizdir. Uclinci katsayilar da

as + by ve agby + a1b1 + apbo

olur. Bu katsayilar da sadece ve sadece ag, a1, as, bg, by ve bo’ye bagimhdir,
diger katsayilardan bagimsizdir. Ve bu boyle devam eder. Polinomlarin top-
laminin ve carpiminin k’inci katsayisi, carpilan polinomlarin ilk & + 1 kat-
sayisina bagimhidir sadece, daha sonraki katsayilardan bagimsizdir. Genel ola-
rak toplamin k’'inc1 katsayisi

ap + by
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ve ¢arpimin k'ic1 katsayisi

Z aibj

i+j=k
olur.

Peki, polinomlarin sonlu bir toplam olmalarindan vazgegsek ne olur? Gene
toplama ve ¢arpma yapamaz miy1z? Yukaridaki gibi

ao+ a1 X +asX?+ - 4 a, X"

ve
bo+ b1 X +ba X2+ -+ by X
polinomlarini1 toplayip carpacagimiza, ayni toplama ve carpma kurallarina
uyarak, sonsuza kadar gidebilecek olan
a0+a1X+a2X2+---—i—anX”+-~-
ve
bo+ b1 X +bo X2+ by XM+

nesnelerini aynen polinomlar: ¢arptigimiz gibi toplayip ¢arpalim. Tk katsayilar
gene polinomlardaki gibi sonlu bir toplamla verilir. Iste sonsuza kadar gidebilen
bu tiir polinomsu nesnelere bicimsel kuvvet serist denir.

Katsayilar1 R halkasindan segilen polinomlar kiimesi R[X] olarak yazilir.
R[X] de aynen R gibi bir halkadir. (Hatta R’yi, katsayilar1 bir bagka A hal-
kasinda olan A[Y] polinom halkas: olarak da alabiliriz ve boylece “iki degis-
kenli” A[X,Y] halkasi elde ederiz.)

22.2 Bicimsel Kuvvet Serileri

Bir bicimsel kuvvet serisi de bir polinom gibidir ancak sonlu bir toplam olarak
yazilma zorunlulugu yoktur, toplanan a; X* terimlerinden (ki bunlara monom
ad1 verilir) sonsuz sayida olabilir. Iste genel bir kuvvet serisi:

ao+ a1 X + axX® + -+ an X"+
Bunu, daha tikiz olarak,
oo
>0
n=0
olarak da yazacagiz. Illa somut bir érnek gerekiyorsa hemen verelim:

I+ X4+ X2+ X" 4
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bir bicimsel kuvvet serisidir.
1-X+X?2 - X3+ (-1)"X" +

bir bagka bigimsel kuvvet serisidir. Eger katsayilar1 aldigimiz halka Q halkasini
iceriyorsa (6rnegin katsay1 halkamiz Q ya da R ise)

X X2 X" o0 Xn
n=0
ve
X2 X3 X" 00 X
(X)=X -+ "> — 1t = 1t
(X) 5+ 3 + (=) > (-1) -
n=1
birer bigimsel kuvvet serisidir. Aym sekilde,
X 2n+1 X3 X5 X7
X = " = X4 = _ =
s Z @n+1) TR T
ve \
X2n X2 X X6
oot = Z BT

bicimsel kuvvet serileri de tanimlanir. tan X bigimsel kuvvet serisini ileride
tanimlayacagiz. Anlasilacag iizere X° yerine 1 yaziyoruz.

Bir bigimsel kuvvet serisini a(X) olarak kisaltabilecegimiz gibi a olarak da
kisaltabiliriz:

a:a(X):a0+a1X+a2X2+-~+anX"—|—

Polinomlar, belli bir zaman (yani belli bir gésterge__gten) sonra katsayilari
hep 0 olan bigimsel kuvvet serileri olarak goriilebilirler. Ornegin 1—X polinomu

1+ (-1D)X +0X2+0X3 4+ +0X" +

bicimsel kuvvet serisi olarak goriilebilir. Demek ki her polinom bigimsel bir
kuvvet serisidir ve bicimsel kuvvet serisi genellestirilmis polinomlardir.

Tamimdaki a; katsayilar1 belli bir R degismeli halkasindan segilir. (Degis-
meli demek, halkanin her r ve s elemani igin rs = sr esitligi gecerli demektir.
Bkz [N4].) Katsayilar1 R halkasindan segilen bigimsel kuvvet serileri kiimesi
R[[X]] olarak yazilir. Bir sonraki altbélimde R[[X]]'in de aynen R ve R[X]
gibi bir halka oldugunu gorecegiz; ama tabii 6nce bigimsel kuvvet serilerinde
toplama ve carpma islemlerini tanimlamaliyiz. Daha once de soyledigimiz gibi
bu iglemler aynen polinom halkalarinda oldugu gibi tanimlanacak.
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Bigimsel kuvvet serisinin ag katsayisina, polinomlarda oldugu gibi, sabit
katsayr denir.

Bicimsel kuvvet serilerindeki X bir say1 olmadigindan, bicimsel kuvvet
serilerinde (nasil polinomlarda anlam aranmiyorsa) anlam aranmaz; bigimsel
kuvvet serileri olduklar1 gibi bigimsel olarak kabul edilirler. “Bicimsel” terimi-
nin var olug nedeni sudur:

a(X)=ao+ a1 X +aX?+ - +a, X"+

ve
B(X) = by + biX + b X? -4 b, X"+ ..

bicimsel kuvvet serilerinin esit olmasi icin yeter ve gerek kosul her n igin
an, = by, egitligidir; yani iki bicimsel kuvvet serisi ancak ve ancak katsayilari
esitse esit olabilir.

Eger anlamsiz olan X simgesi 1/2, v/2, m gibi bir say1 olsaydi, o zaman
yazilan sonsuz toplamin bir sayiya esit olup olmadigi, yani serinin yakinsak
olup olmadig sorusu sorulabilirdi. Ornegin yukarida tammladigimiz

o

(x) =S (1)

n=1

n
n—lX
n

bicimsel kuvvet serisinde X yerine 2 koyarsak seri sonsuza iraksar.

Bir )" ja; X ¢ polinomunu halkanin bir z elemaninda degerlendirebiliriz,
yani X yerine halkanin  elemanmm koyup )" a;x' toplaminin degerini hal-
kada hesaplayabiliriz. Sonlu bir toplam sézkonusu oldugundan, sorun yasama-
yi1z. Ancak bicimsel kuvvet serilerinde toplam sonsuza dek gidebileceginden,
bir bigimsel kuvvet serisini halkanin bir x elemaninda degerlendirmek icin
sonsuz sayida toplama yapmak zorunda kalabiliriz, ve boyle bir toplama kimi
halkalarda kimi z’ler i¢in mimkiin olsa da her halkada her x i¢gin mimkiin
degildir. Sonsuz bir toplamin halkada bir anlam kazanmas: i¢in halkada bir
yakinsaklik kavrami tanimlanmig olmasi gerekir.

Yukarida soylediklerimizin tek bir istisnasi var: Bir bicimsel kuvvet serisini
her zaman (yani katsay1 halkasi ne olursa olsun) 0’da degerlendirebiliriz. Nite-
kim bir )7 ; a, X™ bi¢imsel kuvvet serisinde X yerine 0 koyarsak, her n > 1
i¢in a,0" = 0 oldugundan geriye sadece ay kalir. (Yani kismi toplamlar dizisi
sabit ag dizisidir ve sabit ag dizisi her metrikte ag’a yakinsar.) Eger

a(X)=ap+a X +aX?+ - +a, X" +---

bir bicimsel kuvvet serisiyse,
a(0) = ap
yazacagiz. Ornegin, exp(0) = 1 ve £(0) = 0 olur.
Simdi bigimsel kuvvet serilerinde toplamayla carpma iglemlerini tanimla-
yalim.



22.3. Toplama ve Garpma 305

22.3 Toplama ve Carpma

Bigimsel kuvvet serilerini de aynen polinomlar gibi toplayip ¢arpabiliriz. Ta-
nimlar soyle:

(i anX"> + (i an"> = i(an + b)) X",
n=0 n=0 n=0

(ix) (i w) (5 )

n=0 \i+j=n

Bigimsel kuvvet serilerinde ¢ikarmayi ve halkanin bir r elemaniyla carpmayi
da tanimlayabiliriz:

(i anX”> — (i an"> = i(an —by) X",
n=0 n=0

n=0
[e.9] oo
T (Z anX"> = Z rapX".
n=0 n=0
Her a, b ve ¢ bicimsel kuvvet serisi ve her r € R igin,

a+b=>b+a,

a(be) = (ab)e,

ab = ba,

a(b+ c¢) = ab+ ac,
—(—a) =aq,

a0 =0a=0

r(ab) = (ra)b = a(rd)

gibi beklenen esitliklerin kolay kanitini okura birakiyoruz.
Bir carpma ornegi verelim. Diyelim

(o]
a(X)=> (n+1)X"=1+2X +3X*+4X%+ ...

n=0
bicimsel kuvvet serisiyle

e}
BX)=D (-1)'X"=1-X+X>- X+ X' - X"+ ...
n=0

bigimsel kuvvet serisini ¢arpmak istiyoruz.

ai:i+1vebj:(—1)j
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tanimlarin yaparsak, carpmanin tanimina gore,

Cp = Z aibj

i+j=n
olmak lizere -
a(X)b(X) =) cn X"
n=0

olur. Hesab1 tamamlamak icin ¢, sayilarini acik bir bigimde bulalim:

n

= Y abj= Y (1) (+1) =Y (-1)"7 (i +1)

i+j=n i+j=n =0
n

=(=D)"Y (D + ) = ()" =2) + (3 —4) + -]

i=0
oldugundan (en sondaki toplam sonlu adimda duruyor), kolay bir hesapla,
Con = Copy1 =n+1

bulunur. Bir bagka yazilimla,

n
n = | — 1.
c [2}—%

(Burada koseli parantez, igindeki sayimin tamkismi anlamina gelmektedir.) De-
mek ki,

a(X)b(X) =1+ X +2X% +2X +3X* +3X° +4X0 +4X7 + ...
olur. Bunu da

a(X)D(X) =1+ X +2X? +2X> +3X* +3X° +4X0 +4X7 4 ...
=(1+X)+2X2(1+ X)+3X4(1+ X) +4X°(1 + X) +---
=(1+X)1+2X2+3Xx +4X%4...)

bi¢iminde yazabiliriz.
Biraz ileride de gorecegiz, ama okur daha simdiden

(1+ X)b(X) =1

esitligini kontrol edebilir. Bunu da kale alirsak a(X)b(X) igin buldugumuz
esitligin her iki tarafim 1 + X ile carparak,

a(X)=(1+X)21+2X%2+3X* +4X04+...)
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esitligini buluruz. Demek ki, a(X) bigimsel kuvvet serisi (1 + X)? bigimsel
kuvvet serisine (ama aslinda polinomuna) R[[X]] halkasinda boliinebilir.
Hesaplarin son derece bigimsel olduguna dikkatinizi ¢ekerim: X’e herhangi
bir anlam yiiklemiyoruz, X’i kendi bagina bir varlik olarak kabul ediyoruz.
Bu yontemle bircok esitligin sagirtici ve son derece estetik kanitlar: yapila-
bilir. Konumuz bu olmadigindan tek bir 6rnek vermekle yetinelim: her n, m, k

dogal sayisi icin,
n+m n\ [m
(") -2, 60)

itj=k

esitligini kanitlayalim. Bunun igin

(1+X)" = f: (?)X

=0
(eger i > n ise, katsay1 0’dir) ve
1+X)"1+X)" = (1+Xx)""

esitliklerini kullanacagiz. Hesaplar goyle:

oo

S (")t = = X))

O E)

J=0

2 (= 00)

k=0 \i+j=k

Her iki taraftaki X*nimn katsayisii esleyerek diledigimiz esitlige ulasiriz.

Bu esitligin (“daha sezgisel” anlaminda) daha geometrik kanmit1 vardir: n
erkek ve m kadinin oldugu bir toplulukta k kisilik bir komisyonu kag farklh
bicimde secebilecegimizi iki farkli bicimde hesaplayalim. Birinci sayim bariz:
n + m kisi arasindan k kisi segecegiz. Ikinci sayimi komisyonda bulunan er-
kek sayisina (i = 0,1,2,...,k) gbre ayr1 ayr1 yapalim ve buldugumuz sayilar
toplayalim.

Eger katsayilar1 iceren halka R ise, bigimsel kuvvet serileri kiimesi R[[X]]
olarak simgelenir. Hem R[X] hem de R[[X]] birer halkadir ve

R C R[X] C R[[X]]
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kapsamalar: dogrudur. R’deki islemler R[X|'teki islemlerle ve R[X|'teki islem-
ler R[[X]]’teki iglemlerle ¢akistigindan R'nin R[X]'in, R[X]'in de R[[X])'in bir
althalkas1 oldugu soylenir ve

R < R[X] < R[[X]]
yazilir.

Aligtirmalar
22.1. exp X cos X bigimsel kuvvet serisinin ilk 6 katsayisini hesaplayin.
22.2. sin X cos X bigimsel kuvvet serisinin ilk 6 katsayisini hesaplayin.
22.3. sin® X + cos® X = 1 esitligini kanitlayin.
22.4. Eger R bir bolgeyse, R[[X]] halkasinin da bir bélge oldugunu kanitlayin.

Eger R bir bolgeyse, R[[X]] halkasinin da bir bélge oldugunu Alstirma
22.4’ten biliyoruz. Demek ki bu durumda a, b € R[[X]] \ {0} i¢in a = be
esitligini saglayan en fazla bir tane ¢ bigimsel kuvvet serisi vardir, ¢linkii eger
be = bc ise b(c — ') = 0 olur ve b # 0 oldugundan mecburen ¢ — ¢’ = 0 yani
¢ = ¢ olur. Bu durumda “b, a’y1 boler” diyecegiz ve bazen

Cc = g
yazacagiz. Ornegin, eger katsayilar halkas kesirli sayilar1 iceriyorsa, % ve
% bi¢imsel kuvvet serileri vardir:

sin X  — Xx2n expX -1 = X"
= —1 n = —_—
X ;)( Ve T x ;) (n+1)!

Bir sonraki altbolimde ne zaman b’nin 1’i boldiigiinii, yani ne zaman 1/b
bigimsel kuvvet serisinin oldugunu gorecegiz.

Bir kuvvet serisinin X + 1’e boéliintip boliinmedigini anlamak kolay olmaya-
bilir ama X’e bolinlip boliinmedigini anlamak kolaydir: Sabit katsayisi 0 olan-
lar X e boliiniirler. Ik n katsayisi 0 olanlar da tam tamia X™’ye béliiniirlerdir.

Bir a(X) bigimsel kuvvet serisinin a(X)?, a(X)3 gibi kuvvetlerinin nasil
tanimlandig bariz olmali. Bazen a(X)" yerine a"(X) yazabilecegimizi de be-

lirtelim. Tanim geregi a® = 1 ve a! = a olur.

22.4 Tersinir Bicimsel Kuvvet Serileri

Eger a bir halkanin elemaniysa ve ayni halkada ab = 1 = ba esitligini saglayan
bir b eleman1 varsa, o zaman a’ya tersinir, b’ye de a’nin terst denir. a’'nin
tersi (eger varsa) bir tanedir ve a~! olarak yazilir, nitekim eger b ve ¢ elemanlari
a’nin tersi ise,

c¢=1lc= (ba)c =blac) =bl =b

olur. Tanimdan dolay1, a'nin tersi b ise, b’nin tersi de a’dir.
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Ornegin Z’de sadece 1 ve —1 elemanlar1 tersinirdir. Ote yandan Q ve R
halkalarinda 0 diginda her eleman tersinirdir. 0 diginda her elemanin tersinir
oldugu Q ve R gibi degismeli halkalara cisim denir. Bir R halkasinin tersinir
elemanlarinin kiimesi R* olarak gosterilir. Demek ki

Zr = {1, -1},
R =R\ {0}

olur.

Her R halkas: i¢in R[X] polinom halkasinin tersinir elemanlarini bulmak
kolay olmayabilir. Ancak, eger R'nin 0 olmayan elemanlarinin ¢arpimi higbir
zaman 0 olmuyorsa (bu tiir halkalara tamlik bélgesi ya da kisaca bélge
denir) o zaman

RIX]* = R*

olur. Bunun kolay kanitim okura birakiyoruz. (Ipucu: R bir bolgeyse deg(fg) =
deg f + deg g olur.)

Bir halkada tersinir olmayan bir eleman, daha biiyiik bir halkada tersinir
olabilir. Ornegin Z’de tersinir olmayan 2 elemam Q halkasinda tersinirdir. Bir
sonraki paragrafta Z[X| halkasinda tersinir olmayan 1—X polinomunun Z[[X]]
halkasinda tersinir oldugunu goérecegiz.

R[[X]] halkasinda R[X| halkasindan ¢ok daha fazla tersinir eleman vardir.
Ornegin, R[[X]]’in

I+ X+ X2+ X4 X
elemani tersinirdir ve bu bigimsel kuvvet serisinin tersi
1-X
polinomudur, nitekim ¢arpma yapildiginda, kolaylikla,
(1) I+ X+X°+ X34 X" )(1-X)=1

elde edilir. Demek ki 1 — X de tersinirdir. Burada X yerine —X koyarsak,
1+ X bigimsel kuvvet serisinin de tersinir oldugunu goriiriiz. Nitekim,

1-X+X>= X34 4+ (-1)"X"+-- )1+ X)=1

esitligi carpmanin tammmindan kolayca g¢ikar. Eger R halkasinda 2'nin tersi
varsa (yani 1/2 € R ise), aym1 zamanda bigimsel bir kuvvet serisi olan 2 — X
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polinomu R[[X]] halkasinda tersinirdir ve tersi

(2—X)1=[2 (1_?2(”1:;(1_)2()1

1 X X2 X"
=—(14+ =+ —4+  F — +...

2 2 4 on
—1+X+X2+ +Xn+
24 8 on+l1

bicimsel kuvvet serisidir.
Tiim tersinir bicimsel kuvvet serileri kolaylikla bulunabilir:

Teorem 22.1. Katsaylars R halkasindan olan bir >, ap X* bicimsel kuvvet
serisinin tersinir olmast i¢in gerek ve yeter kosul ag € R* kosuludur.

Kanit: Once ), apX ¥ bicimsel kuvvet serisinin tersinir oldugunu varsayalim.

Demek ki
(Z aka> (Z ka’“> =1
% k

esitligini saglayan bir ), by X k¥ bicimsel kuvvet serisi var. Bundan, agby = 1
¢ikar ki bu da ag eleman1 R’de tersinir demektir. Teoremin yaris1 kanitlandi.
Simdi ag € R* kogulunu varsayalim.

() (o)

esitligini saglayan bir ), by X * bicimsel kuvvet serisi ariyoruz. Yani,

aobo =1 (O)
apb1 4+ a1bg =0 (1)
agbs + a1b1 + asbg =0 (2)

aobg + arbg—1 + - +arbo=0 (k)

denklemlerinin hepsini birden R’de ¢bzmemiz gerekiyor (a’lar1 biliyoruz, b’leri
artyoruz.) Birinci denklemden baglayip tiim bu denklemleri teker teker ¢ozelim.
Sifirinci denklem kolay: ap € R* kosulundan dolayi, agbg = 1 esitligini
saglayan bir by € R vardir: by = ag ! Birinci denkleme gecelim. Bu denklemde
yer alan by zaten bulundu. b;’i bulmaliyiz. Denklem hemen bize b;’in ne olmasi
gerektigini soyliiyor:
by = —ao_lalbo.
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Ikinci denkleme gecelim. Bu denklemi saglayan bir b bulmaliyiz. Denklem
bize by’nin ne olmasi gerektigini soyliiyor:

by = —agl(albl + agbo).
Genel olarak, k-inci denkleme bakarak b;’yi bulabiliriz:
b = —aal(albk,l + -+ agbp).

Demek ki ), arX * bicimsel kuvvet serisi tersinirmis ve tersi de

£

imis. g
Ayni sonucu birkag sayfa ileride daha sik bir bicimde elde edecegiz.
Boylece cos X bicimsel kuvvet serisinin tersinir oldugunu ama sin X bicim-

sel kuvvet serisinin tersinir olmadigin1 goriiyoruz. Dolayisiyla

sin X
cos X

tan X =

tanimini yapmaya hakkimiz var.

Aligtirmalar

22.5. 1/cos X bigimsel kuvvet serisinin ilk 6 katsayisini bulun.
22.6. tan X bicimsel kuvvet serisinin ilk 6 katsayisini bulun.

22.5 Bilegke

Bazen, ama her zaman degil, sonsuz sayida bigimsel kuvvet serisini de topla-
yabiliriz. Zaten her ) °  a, X™ bicimsel kuvvet serisi a, X" bigimsel kuvvet
serilerinin toplami olarak da goriilebilir ve polinom olmayan bir bigimsel kuv-
vet serisinde bunlardan sonsuz sayida vardir. Bileskeyi tanimlamadan once,
sonsuz sayida bigimsel kuvvet serisinin toplanabildigi bir durum gorecegiz.

Bir 0 # a = ) 2 a, X" bicimsel kuvvet serisinde ag = ... = ap—1 = 0
ama a, 7 0 ise, o zaman bu bigimsel serisinin sirasinin n oldugunu sdyleye-
lim! ve bu durumda ord @ = n yazalim. Demek ki eger a bicimsel kuvvet serisi
X™nin bir garpimiysa (katiysa), yani

a:(lan+an+1Xn+1—|—...:Xn(an+an+1X_|_...)

ngilizcesi order.
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bicimindeyse, o zaman a’nin sirasi en az n’dir. Eger a,, = 0 ise siras1 n’den de
biiytiktiir.

(fn)n bir bigimsel kuvvet serisi dizisi olsun. Her n igin ord f,, > n olsun.
Bu durumda

fo+rfitfot---
sonsuz toplamina (bi¢imsel kuvvet serisi serisine) bir anlam verebiliriz. Nite-
kim, her n icin X™ monomu sadece fy, f1, ..., fn bicimsel kuvvet serilerinde

belirir ve digerlerinde belirmez. Dolayisiyla fo+ f1+ fo+- - - toplaminda (ya da
serisinde) X™’nin katsayisin sonlu sayida toplama yaparak hesaplayabiliriz.
ord fg > ord f+ord g oldugundan (eger katsayilar halkasi bir bolge degilse
esitlik olmak zorunda degil), eger ord f > 1 ise, ord f < ord f? < ord f3 <
olur ve dolayisiyla
1+ f+ 2+ +

toplami anlamhidir. Ornegin, sin X bicimsel kuvvet serisi,

X2n+1
SRR =

olarak tanimlanmissa,
1+sin X +sin® X +sin® X + - -

sonsuz toplaminin anlami vardir ¢iinkii sin X serisi X ile baglar, yani sirasi
1’dir. Ama
o0 X2n
cos X = Z(— )"
n=0

ise,
1+cosX +cos®>X +cos® X + -

sonsuz toplami anlamsizdir ¢iinkii cos X’in siras1 0’dir.
Yukarida dediklerimizden su gikar: Eger (fy,), herhangi bir bigimsel kuvvet
serisi dizisiyse,

fo+ XA+ X2fo+ X2f5+ -

bicimsel kuvvet serisi anlamlidir.
Simdi bicimsel kuvvet serilerinin bilegkesini almaya gecelim. Daha 6nce de
soyledigimiz gibi bu boéliimde,

expl(X)=14+Xvel(—1+expX) =X

egitliklerini kamtlayacagiz. Ancak kamita gecmeden once bu ifadeleri anlam-
landirmaliyiz. Belli ki burada bir tiir bileske aliniyor. Bigimsel kuvvet serile-
rinde bilegkenin bir anlami var mi, varsa ne anlama gelir?
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Ornegin exp ¢(X) terimini ele alahm. Bu, ne demektir?

oo
Xn
exXp X = Z W
=0
olarak tanimlanan bigimsel kuvvet serisinde X yerine ¢(X) bigimsel kuvvet

serisini koyup,
oo
(X"
Z n!

=0

terimini hesapliyoruz demektir, yani exp X bicimsel kuvvet serisini ¢(X) bi-
¢imsel kuvvet serisinde degerlendiriyoruz demektir. Bunun bir anlami var mi?
Evet var, ¢linkii ord /(X) = 1 > 0 ve biraz 6nce siralar1 mutlak artan sonsuz
sayida bicimsel kuvvet serisini toplayabilecegimizi gordiik.

a(X) ve b(X) birer bigimsel kuvvet serisi ise a(b(X)) seyine bir anlam
vermek istiyoruz, a(X) bigimsel kuvvet serisini b(X) bicimsel kuvvet serisinde
degerlendirip miimkiinse bir bagka bigimsel kuvvet serisi elde etmek istiyoruz.
Bunun igin ord b(X) > 0 kosulu yeterlidir.

Ama mesela a(X) bicimsel kuvvet serisinde X yerine 1 + X koyamay1z;
koymay1 deneyelim, bakalim bagimiza neler gelecek:

a(l+X)=ap+a1(1+X)+a(l+X)?+ - +a,(1+X)"+---.
Bu seyin sabit terimini hesaplamak icin, halkada
ap+ay+ag+---+ap+---

sonsuz toplami hesaplamamiz gerektigini goriiyoruz. Diyelim bu sonsuz top-
lamla bir bigimde basga ¢ikabildik. Ama bir sonraki agamada a(14X) ifadesinde
X'’in katsayisini hesaplamak i¢in halkada,

a1 + 2as + 3az + -+ +na, + - -

sonsuz toplami hesaplamamiz gerektigini goriiriiz. Daha sonraki katsayilar igin
daha da karmasik toplamlar belirir.

Burada sorun yaratan, 1 + X’in 0’a esit olmayan sabit katsayisidir (yani
1’dir). 1 + X yerine sabit terimi 0 olmayan hangi polinomu alirsak alalim
benzer sorunu yagariz. Ornegin, a(2 —3X + X?) ifadesini hesaplamak istersek,
2 — 3X 4 X?'nin sabit katsayis1 olan 2 sorun yaratir. (inanmayan acik agik
yazsin a(2 — 3X + X?2) ifadesini.) Sabit terim 0 olmazsa benzer sorun hep
yaganir, her seferinde R’de sonsuz bir seri hesaplamak zorunda kaliriz.

Bu zorluktan kurtulmanin en kolay yolu b’nin sabit terimini 0 almaktir,
yani ordb > 1 kosulunu varsaymaktir. Nitekim bir bicimsel kuvvet serisini,
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sabit terimi 0 olan bir bagka bigimsel kuvvet serisinde degerlendirebiliriz. Bunu
bu altboliimiin baginda gormiigtiik.
Ornegin,

a(X)=ag+a X +aX?+- Fa, X" +---
bicimsel kuvvet serisinde X yerine —X alip,
a(-X)=ag— ey X +axX? = 4+ (=1)"a, X" 4 - --
bicimsel kuvvet serisini elde edebiliriz. Ya da X yerine 2X koyup,
a(2X) = ag 4 201 X + 40, X%+ - +2"a, X" + - -
bicimsel kuvvet serisini elde edebiliriz. Ya da X yerine X? koyup,
a(XQ) =ag+ a1 X2+ a X+ +a, X"+

bicimsel kuvvet serisini elde edebiliriz.

Bu boliimiin ana sonucu aslinda bir tanim, o tanimi yazalim: Eger b(X)
bigimsel kuvvet serisinin sabit katsayist 0’sa, o zaman herhangi bir a(X) bi-
cimsel kuvvet serisinde X yerine b(X) koyup a(b(X)) bigimsel kuvvet serisini
elde edebiliriz.

Bu durumda, a ve b’'nin (bu sirayla) bileskesi adi verilen a(b(X)) bigimsel
kuvvet serisi bazen a o b olarak yazilir.

Ornek 22.7. exp £(X) bigimsel kuvvet serisi anlamhdir. Ayrica, —1+exp X bigimsel kuvvet
serisinin sabit katsayisi 0 oldugundan, ¢(—1 + exp X) bigimsel kuvvet serisi de vardir.
Bir an exp £(X)’i elle bulmaya galigalim.

X X2 xn
expX=14+—+—"+---+——+---
1! 2! n

bigimsel kuvvet serisinde X yerine

koymak gerekir. Okur deneyip bunun hi¢ de kolay bir hesap olmadigini gérmeli. Hatta za-
manina acimay1p exp £(X)’in ilk dort katsayisini hesaplamaya ¢aligmalidir. (Eger kanitlamak
istedigimiz exp £(X) = 1 4+ X esitligi dogruysa, yamt 1, 1, 0, 0 olmali elbette...)

Bu tanimi kullanarak Teorem 22.1’i bir defa daha kanitlayabiliriz.

Teorem 22.1°in Ikinci Kamti: Once su basit gozlemi yapalim: Daha 6nce
sayfa 309’da farkina vardigimiz

(1) I+X+X*°+ X%+ + X"+ )(1-X)=1
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esitliginde X yerine sabit katsayisi 0 olan herhangi bir bigimsel kuvvet serisi
alabiliriz. Simdi a, sabit terimi tersinir olan bir bicimsel kuvvet serisi olsun.
Eger a(0) =1 ise,

a(X)=1-Xb(X)

olarak yazilabilir; nitekim
a(X)=1+a X +aX?+-+a, X"+
ise, b(X)’i
b(X)=—a; —apX —azX?— - —ag, X" 1 —...

almak yeterlidir. Simdi a(X)’in tersini kolayca buluruz: Bunun igin (1) esitli-
ginde X yerine sabit terimi 0 olan Xb(X) almak yeterlidir, Onsav 22.5’e gore
buna hakkimiz oldugunu biliyoruz.

L4 XB(X) + X2D(X)? 4 - XPH(X) -

bigimsel kuvvet serisi 1 — Xb(X)’in yani a(X)’in tersidir.

En genel durum: Eger a(0) € R* ise (ama illa 1’e esit degilse), o za-
man a(X)’in tersini bulmak igin a(0)~'a(X) bicimsel kuvvet serisi ele almir
(¢inkii bunun sabit katsayis1 1’dir) ve yukaridaki yontem uygulanir. O

Ornegin, exp0 = 1 oldugundan, exp X tersinirdir. exp X bicimsel kuvvet
serisinin tersinin exp(—X) oldugunu okur kanitlayabilir.

— (—1)" o
cosX—% (22,)!X

kuvvet serisi Q[[X]]’te tersinirdir:

1 1 B 1
- 2 4 6 -
cos X 1_%4_% %4_. 1_(%_%_‘_ )
(XX X2 x4 2
DR T TR I U R TR
_ x? Xxt X4
=14 ? ?4_ + j—i_ + ...
2 -1 1\,
:1—|—?+ <24—|—4>T + daha tist dereceden terimler.

[e%e] Vi '
SinX — ( ]') X21+1
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bigimsel kuvvet serisi Q[[X]]’te tersinir degildir ¢iinkii X ile baglar. Ote yandan
1+ sin X bigimsel kuvvet serisi Q[[X]]’te tersinirdir ve tersi de

1—sinX +sin?X —sin® X +sin? X — ...

kuvvet serisidir. Bu bigimsel kuvvet serisinin ilk birkag katsayisin1i bulmay:
deneyebilirsiniz. 2 + X bigimsel kuvvet serisinin Z[[X]]'te tersinir olmadigina
ama Q[[X]]'te tersinir olduguna dikkatinizi gekeriz.

Aligtirmalar
22.8. f =37, anX" bicimsel bir kuvvet serisiyse ve f(X) = f(—X) ise, her n i¢in agn11 =0
egitligini kanitlayin.
22.9. f(—X) = —f(X) ise f’'nin katsayilar1 hakkinda ne sdyleyebiliriz?
22.10. f(X) = f(X?) ise f'nin sabit oldugunu kanitlayin.
22.11. % =32, (nXTT;)r bicimsel kuvvet serisinin bagkatsayis1 1’dir, dolayisiyla tersinir-

dir. B, sayilarini,
o0

X B o n
R i e
expX —1 Zn!

n=0

olarak tamimlayalim. Bu sayilara Bernoulli sayilar: adi verilir. Bo =1 ve n > 1 icin

Bo Bl Bn—l
=0 4, =t ...y _Znml
wol T = T T T — 1)

esitliklerini kamtlayin. Eger n > 1 bir tek sayiysa B, = 0 esitligini kamtlaymn (bkz.
Algtirma 22.8).

22.12. sin(cos X)) bigimsel kuvvet serisinin ilk 8 katsayisini hesaplayn.

22.6 Modilo X"

Bu altboliim bu kitapta hi¢ kullanilmayacaktir. Okur isterse atlayabilir.

f ve g birer bigimsel kuvvet serisi olsun. Eger X", f — ¢’yi boliiyorsa, yani
bir h bigimsel kuvvet serisi i¢in f — g = X™h oluyorsa, yani ord(f — g) > n
ise, yani f ve g’'nin ilk n katsayisi esitse,

f=g mod X"

yazalim. Bu iligkinin bir denklik iligkisi oldugunun kaniti ¢cok kolaydir. Eger
her n € N icin, hatta eger sonsuz sayida n € Nigin f =¢g mod X" ise f =g
olur.

f=FX)=> fix'
1=0
olsun.

n—1
p=pX)=>_ fX'
=0
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polinomunu tamimlarsak,
f=p mod X"

oldugunu goriiriiz. Ayrica bu denkligi saglayan derecesi n’den kiiciik tek bir
polinom vardir: f’nin ilk n teriminden olusan p polinomu.

Onsav 22.2. f, g, u, v € R[[X]] olsun. f = g mod X" ve u = v mod X"
varsayymlaring yapalim. O zaman

fru=g+v mod X" ve fu=gv mod X"
olur. Ayrica eder u ve v’nin swralary 1°den biytikesitse
fou=gov mod X"
olur.

Kanit: Ilk iki denkligin kamti bariz. Uciincii denkligi kamtlayalim. Bunun
icin,
fou=gou mod X" vegou=gov mod X"

denkliklerini kanitlamak yeterli.

Once fou = gou mod X" denkligini kamtlayalim. Diyelim f —g = X"h.
O zaman

fou—gou=u"-(hou)

olur. Ama ordu > 1 oldugundan, bir k¥ € R[[X]] i¢in u = Xk yazabiliriz.
Demek ki, fou—gou = X"k™- (howu) ve boylece istedigimiz kanitlanmig olur.

Simdi gou = gov mod X" denkligini kanitlayalim. Bir h, k € R[[X]] i¢in
u—v = X"h ve v =Xk olsun. Ve diyelim

9(X) =g+ X + g2 X> 4+
Bu durumda, bir ¢ € R[[X]] i¢cin

gou=go+ giu+ gau’ +---
=go+ g1 (v + X"k) + ga(v + X"k)* + - --
= (g0 + g1v + g2v* + -+ ) + X"
=go+g1v+g2v° +-- =gow

olur. Istedigimiz kanitlanmistir. O
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22.7 Degerlendirmek

Birkac sayfa once bir bigimsel kuvvet serisini bir sayida degerlendirmekten
sozettik ve bunun her zaman miimkiin olmadigin s6yledik. Ama mesela eger

fX)=> a, X"
n=0

kuvvet serisi x’te yakinsaksa, o zaman

f(z) = Z anz"
n=0

sayisini hesaplayabiliriz, yani bicimsel kuvvet serisini x’te degerlendirebiliriz.
Elbette, eger f(X) = 0 ise her z i¢in f(x) = 0 olur, ne de olsa f’nin tiim
katsayilar: 0’dir. Ayrica f(X) = g(X) ise ve f(x) yakimnsaksa, g(z) de yakinsak
olur ve f(z) = g(z) olur; ¢iinkii f ve g’'nin aym katsayilar1 varduir.
Peki f(X)g(X) = 1ise ve f(x) yakinsaksa, g(x) de yakinsak olmak zorunda
midir? Hayir; nitekim bigimsel kuvvet serisi olarak,

I-X)A+X+X*+--)=1

olur ama |x| > 1 ise, soldaki 1—X serisi (polinom oldugundan) z’te yakinsaktur,
sagdaki ise z’te wraksaktir. Neyse ki [L2]’den aldigimiz asagidaki sonug dogru-
dur:

Onsav 22.3. f bicimsel kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapr > 0 ise ve fg =1
ise, o zaman g 'nin de yakinsakhk yaricaps 0’dan biyiktir.

Kamit: Gerekirse sabitlerle carparak f ve g'nin sabit katsayilarin 1 oldugunu
varsayabiliriz. h = 1 — f olsun. ord h > 1 olur. Oyle bir a sayis1 bulalim ki, her
n i¢in |ap| < a™ olsun [N4, Sonug 18.9]. Bu durumda

1 1
2 —=——=1+h+h*+--
(2) FT1oh +h+h"+

olur. Bu kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapinin > 0 oldugunu gostermek is-
tiyoruz. Bu agamada bir tanim yapalim. Her n igin |a,| < |by| ise

Z an X" < Z by X"
n n

yazalim. Elbette, eger a < b ise a’nin yakinsaklik yaricapi en az b’ninki ka-
dardir, daha kiiciik olamaz. Simdi,

aX
1—aX

h(X) < ia”X" =
n=1
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olur. Bu ve (2)’den,

1<1+ aX +< aX >2+ 1
et =
f 1—aX 1—aX 1—1faX

1—aX
= = —(1-—aX)(1+2aX +4a®X%+ ...
T 2aX (1-—aX)(1+2aX +4a° X"+ )

olur. En alttaki ve en sagdaki bicimsel kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapi
1/2a’dir, yani 0’dan biiyiiktiir. Demek ki 1/ f’'nin de yakinsaklik yarigap: 0’dan
biiytiktiir. O

Asagidaki sonug bicimsel kuvvet serilerini yakinsaklik yarigaplarinin igin-
de degerlendirirken rahatlamamizi saglar:

Onsav 22.4. f(X), g(X) € R[X], yakinsaklik yaricapr r’den biyikesit olan
iki bicimsel kuvvet serisi olsun. O zaman f(X)+g(X), f(X)g(X) ve hera € R
icin af(X) bigimsel kuvvet serilerinin yakinsaklik yaricapr en az r’dir. Ayrica
eger seriler x’te yakinsaklarsa,

(f +9)(@) = f(x) + g(z), (fg)(x) = f(x)g(z), (af)(z) =af(z)
olur.

Kanit: Onsavi sadece carpma icin kanitlayacagiz, diger ikisinin kanit1 oldukca
kolay. Aslinda bunu [N4]te Cauchy garpimi baghg: altinda kamtlamigtik [N4,
Teorem 16.6 ve 16.7], bir defa daha kanitlayalim. Son paragraf harig, kanitimiz
[L2]’den.

f(X)= ZanX” ve g(X) = anX"
Cp = Z al-bj

i+j=n

olsun. Demek ki

olmak tizere
FX)g(X) = h(X) =Y en X"

olur. Simdi 0 < s < 7 olsun. Hipoteze gore f ve g kuvvet serileri s’de
mutlak yakinsaktirlar. lim, o |an|s™ = 0 oldugundan, (|a,|s™), dizisi ist-
ten simrhidir. Ayni sekilde (|by,|s™),, dizisi de tstten siirhidir. Demek ki her n
icin

lan| < C/s" ve |b,| < C/s"

esitsizliklerini saglayan bir C sayis1 vardir. Bu durumda,

CC C? n+1)C?
|Cn’: Z aibj < Z |ai\|bj\§ Z 987: 7:7( )

i+j=n i+j=n i+j=n i+j=n
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olur. Demek ki
‘C ‘l/n - (n+ 1)1/nc2/n
" - S

ve her iki tarafin da limitini alarak,

—_

lim |e, |V < =
n—oo

V)

buluruz. Bu esitsizlik her s < r i¢in dogru oldugundan,

lim |e, |V < =
n—oo r

buluruz, yani
1
r<——.

— limy 00 |Cn’1/n
Boylece h kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapininin en az r oldugu cikar.

Simdi |z| < r olsun, daha dogrusu f(z), g(z) ve h(x) kuvvet serileri mutlak
yakinsak olsun. f,, g, ve h, polinomlar1 f, g ve h bigimsel kuvvet serilerinin
kismi toplamlar1 olsun.

() = fal@)gn(@)| < D lenllz]”

i=n+1

ve h(z) yakinsak oldugundan, sag tarafin n sonsuza giderken limiti 0’dir. Her
iki tarafin da limitini alarak istedigimiz esitligi buluruz.

Simdi f(r), g(r) ve h(r) kuvvet serilerinin yakinsak oldugunu varsayalim.
Kolaylik olmasi acisindan da r > 0 varsayimini yapalim. O zaman her 0 < z <
rigin f(x), g(z) ve h(x) kuvvet serileri mutlak yakinsaktir [N4, Sonug 18.7] ve
dolayisiyla bir 6nceki paragraftan dolayr f(z)g(x) = h(z) olur. Teorem 19.1%e
gore, x, r’'ye giderken esitsizligin limitini alirsak f(r)g(r) = h(r) esitligini
buluruz. g

Benzer teoremi bir de bigimsel kuvvet serilerinin bilegkesi i¢in kanitlama-
liy1z:

Onsav 22.5. f(X) =3, an2" ve g(X) =3, bu2", katsayilars R’de olan iki
bicimsel kuvvet serisi olsun. g’nin sabit terimi 0 olsun. f, bir r > 0 saysinda
mutlak yakinsak olsun. Ve son olarak, s > 0 saysviginy , |by|s™ < 1 egitsizligi
saglansin. Bu durumda h(X) = f(g(X)) serisi |x| < s egitsizligini saglayan
her x’te mutlak yakinsaktir ve ayrica f(g(x)) = h(z) olur.

Kamt: h(X) =) ¢, X" olsun.

h(X) = i an (i ka’“>
n=0 k=1
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oldugundan,
0«3 (3t
n=0 k=1

olur. (< simgesinin tanimi icin Onsav 22.3’iin kanitina bakin.) Hipoteze gore
sagdaki seri her |z| < s igin mutlak yakinsaktir; demek ki h(z) de mutlak
yakinsaktir.

Simdi herhangi bir |z| < s sayis1 sabitleyelim. Tabii ki

l9(@)] <D [ballz]™ <Y [bals™ <7

olur. Dolaywsiyla f(X) kuvvet serisi g(z)’te mutlak yakinsaktir ve f(g(x))
sayisindan bahsedebiliriz.
fn, fnin n’inci kismi polinomu olsun:

fa(X) =) ai X",
=1

O zaman,

h(X) = ful9(X)) = f(g(X)) = falg(X)) < > lai (Z\blek>

i=n+1 k=1

olur. Mutlak yakinsaklik hipotezinden dolayi, her € > 0 icin, n > N ise,

h(x) = fn(g(@))] < €

esitsizliginin saglandigy bir N sayis1 vardir. Ayrica (fy,), dizisi f'ye [—r,7]
araliginda diizgiin yakinsadigindan (Teorem 9.3), yeterince biiyiik n > N
gostergegleri igin,

[fn(g(@)) — flg9(@))] <€
ve dolayisiyla

h(x) — f(g(@))] < 2€

olur. Bu esitsizlik her € > 0 i¢in gegerli oldugundan, h(z) = f(g(z)) esitsizligini
elde ederiz. O

22.8 Tirev

Herhangi bir a(X) bigimsel kuvvet serisi verilmis olsun, diyelim

Q(X):a0+a1X+a2X2+--.+anX”+....
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Bu bigimsel kuvvet serisinin ttirevini
d(X) = ay + 2a0X + 3a3X% + -+ na, X" 1 +
olarak tamimlayalim. Bunun 6zel bir durumu olarak, a € R ve n > 1 i¢in
(aX™) = naX"!

elde ederiz. Demek ki

(3) <Z anX”> => (anX")
n=0 n=1

esitligi gecerli. Pek masumane goriinen bu esitlik birazdan tiirev almayla ilgili
baz1 kurallar kanmitlarken ¢ok yardimci olacak.

Kimileyin o’(X) yerine a(X)’ yazdigimiz da olacak.

Burada tamimlanan tiirevin analizle bir ilgisi olmadigindan, bicimsel olarak
tanimlandigindan, bicimsel kuvvet serilerinin tiirevine bi¢imsel ttirev dendigi
de olur.

Daha tikiz yazihmla, bir ) ° ; a, X™ bicimsel kuvvet serisinin tiirevi syle

tamimlanir:
o0 / (o]
(Z anX”> = Z na, X" 1.
n=0 n=1
Ornegin,
a(X)=1+X+X?+ -+ X"+
ise,
d(X)=1+2X +3X*+-- +nX" '+
olur.

exp X'in tiirevini bulalim simdi:
n—1 x .n
n!

, = " I 2 na"! =z
epr_<Zn!> =2 :Z(n—n!?

i=0 i=1 ) i=1

Demek ki exp X kendi kendisinin tiirevi.
Bir de ¢(X)’in tiirevini bulalim:

(Z Y- 1Xn> (e

Z n an 1 Z(_X)n_1:1+X'

n=1 n=1



22.8. Turev 323

Alistirmalar
22.13. f'(X) = f(X) esitligini saglayan tiim f bigimsel kuvvet serilerini bulun.
22.14. £(X?) ve exp (QX 3) bigimsel kuvvet serilerinin tiirevlerini hesaplayin.

Simdi tiirev {izerine, bir iki donemcik analiz dersi gérmiis her 6grencinin
tahmin edebilecegi birkac sonuc¢ kanitlayalim.

Onsav 22.6. Ejer R = 7, Q ya da R ise ve a(X) ve b(X) bigimsel kuvvet
serilerinin turevleri esitse, o zaman bir r € R i¢in

a(X) =r+b(X)

olur. Elbette r = a(0) — b(0) olmak zorundadir. Dolayisiyla bir de ayrica

ise a(X) = b(X) olur. Bunun ézel bir durumu olarak sunu elde ederiz: a'(X) =
0 ise, a(X) sabit bir bigimsel kuvvet serisi olmak zorundadur.

Kamt: a(X) =) " a, X" ve b(X) =>" b, X" olsun. O zaman
D nap X" =d (X) =V(X) =D nb, X"
n=1 n=1

olur. Demek ki her n > 1 i¢in na,, = nb,, dolayisiyla a, = b,. Ama ag ve bg
farkli olabilirler. Olas: farki kapatmak icin b(X)’e R'nin a(0) — b(0) elemanini
eklersek a(X)’i buluruz. O

Biraz cebir bilgisine sahip okur, yukaridaki onsavin karakteristigi 0 olan
her bolgede gegerli oldugunu anlar. Ama mesela Z/pZ halkasinda bu 6nsav
dogru degildir, nitekim

[e.e]
a(X) = Z an XP"
n=0

ise /(X)) = 0 olur ama a elbette sabit bir kuvvet serisi olmak zorunda degildir.
Simdi biraz tiirev cebiriyle ilgili sonuclar kanitlayalim.

Onsav 22.7. Eger a ve b kuvvet serileriyse ve r € R ven € N ise,
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ve eger b, a’y béliiyorsa (mesela b tersinirse) o zaman b, a'b — ab’ bigimsel
kuvvet serisini boler ve
(a)’ ~db—al
b, b2

olur. Ayrica eger ordb > 0 ise,
(aob) =a ob-¥V
olur.

Kanit: Tammlara bagvurmaktan baska caremiz yok gibi. Ilk esitligi kanitla-

ZanX” b(X Zb V&

yalim.

olsun. Demek ki,
o0

a+b:2(an+bn)X"

n=0
Bunun tirevini alalim:

o0

(a+b) Z (an + by) XL

Simdi @’ + o’ bigimsel kuvvet serisini hesaplayalim, bakalim yukaridakini bu-
lacak miyiz.

o0 o0
a = ZnanX”_l ve b = anan_l

n=1

oldugunu biliyoruz. Bunlar1 toplayalim. Aynen yukaridaki (a + b)’ ifadesini
buluruz.

Ikinci ve iigiincii egitlik benzer gekilde kolaylikla bulunur.

Gelelim dordiincii esitsizlige. Dorduncii esitlik dogrudan bir hesapla da
kanitlanabilir. Ama hesaplar ¢ok uzun siirer. Uzun hesaplara girmek yerine su
gbzlemi yapalim: Eger kanitlamak istedigimiz

(4) (ab) = a'b+ ab’

esitligini a yerine a; ve ag bigimsel kuvvet serileri icin kanitlarsak, bu esitlikleri
toplayarak, (4)’ a; +as bigimsel kuvvet serisi igin de kanitlamig oluruz. Hatta
(4)’1i a,, bigimsel kuvvet serileri i¢in kamitlarsak ve ) a, toplami anlamliysa, o
zaman (4)'1 ), a, bicimsel kuvvet serisi i¢in de kanitlamig oluruz. Dolayisiyla
(4) esitligini a bicimsel kuvvet yerine a, X" “monomlar1” i¢in kanitlarsak,
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kamtladigimiz bu esitlikleri toplayarak, (4)’ a bigimsel kuvvet serisi i¢in de
elde ederiz. Demek ki,

(5) (an X"b(X))" = (anX")'D(X) + (an X"V (X)

esitligini kanitlamak yeterli. Tkinci gozlem: Kamtlamak istedigimiz (5) egitligini
b bicimsel kuvvet serisi yerine b,,, X" “monomlar1” i¢cin kanitlarsak, kanitladi-
gimiz bu esitlikleri toplayarak, (5)’i elde ederiz. Demek ki,

(6) (an X"y X™) = (an X™) (b X™) + (an X™) (b X™)’

esitligini kanitlamak yeterli. Bu da gayet kolay. Once sol tarafi acalim:
(an X0 X™) = (anbm X™T™) = (n + m)apb, X771,

Simdi sag tarafi hesaplayalim, bakalaim ayni ifadeyi bulacak miyiz.

(an X" (b X™) + (@ X™) (b X™)' = 1 by X715 4 1ty by XL

= (n 4 m)a,b, X" ML

Aymni ifadeyi bulduk ve boylece dordiincii esitligi kanitlamig olduk.

Beginci egitlik dordiincii esitlikten n lizerine tiimevarimla kolaylikla kanit-
lanir. Okura birakiyoruz.

Simdi b’'nin a’y1 boldiigiinti varsayalim. Diyelim a/b = ¢. O zaman

a' = (bc) =bc+bd

ve dolayisiyla

g a—bec d—Va/b db—ab

b b b2

olur.
Son olarak zincir kuralr adi verilen

(7) (aob) =d ob-V

esitligini kamtlayalim. (4)i kamitlamak icin kullandigimiz yontemi kullanaca-
g1z, ama bu sefer sadece a’y1 parcalayabiliriz, b’yi parcalayamayiz. Bu esgitligi
a bicimsel kuvvet serisi yerine a,, X" monomlari i¢in kanitlarsak, ve kanitladi-
gimiz bu egitlikleri toplarsak (7)’yi elde ederiz. Elbette a,’yi 1’e esit alabiliriz.
(X™) = nX""! oldugundan,

(bn)/ _ nbn—l Ly

esitligini kanitlamaliyiz. Ama bu egitligi bir paragraf 6nce kanitlamigtik... On-
sav tamamen kanitlanmigtir. O
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Bir a bicimsel kuvvet serisinin tiirevi olan a’ bulunduktan sonra, a’ bicimsel
kuvvet serisinin de tiirevini alabiliriz. a’ bicimsel kuvvet serisinin tiirevine
a'nmn ikinci tirevi denir ve bu ikinci tiirev o' ya da a® olarak yazilr.
Daha sonra, tiirevin tiirevinin tiirevini alabiliriz. Tiirev almay1 hi¢ durmadan
sirdiirebiliriz. a(X)’in k defa tiirevi alinmasiyla elde edilen kuvvet serisi a(*)
olarak yazilir. Demek ki,

a®) =g,
al) = ¢
ve a®*tD o®)nim tiirevidir:

a1 — (a(m)’,

Bigimsel kuvver serilerinin k’inc1 tiirevinin formiliinii de bulmak zor degildir:

Onsav 22.8. Ejer a = Yo g an X" ise
|

olur.

Kanit: £ = 0 ve 1 icin egitlik bariz. Simdi esitligin % igin dogru oldugunu
varsayip esitligi k£ + 1 i¢in kanitlayalim.

00 /
k1) — (g#) = nt n—
o) (@) = (o)

n!
— an,k,1
2 n—k—_1) "

n!
I Xn—(k-i—l).
n;ﬂ (n—(k+1D)™"
Kanitimiz bitmigtir. O
Sonug 22.9. Ejer a = a(X) = >0 ya, X" ise a¥)(0) = k!ay, olur. Yani, her
a kuvvet serisi icin,

S (D)
a:a(X):Z (O)X”

olur.
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Kamt: Yukaridaki énsavda a®) bicimsel kuvvet serisini 0’da degerlendirmek
yeterli. O

Demek ki bir kuvvet serisi, tiirevlerinin 0’da aldig1 degerlerle belirleniyor.

22.9 Uygulamalar

Bu altboliimde yaptiklarimizin iki 6nemli uygulamasini verecegiz.

22.9.1 Exp ve Ln

Bu altaltbolimde
expl(X)=1+X vel(—1+expX)=X

esitliklerini kanitlayacagiz. Bunun igin sol ve sag taraflarin tiirevlerini alacagiz.
Sonug 22.9’a gore, drnegin birinci esitlik igin, exp £(X)’in

1. 0’da degerinin 1,

2. Tiirevinin 0’daki degerinin gene 1 ve

3. Ikinci tiirevinin 0, yani exp /(X) = 0
oldugunu kanitlamak yeterli. Birincisi ¢ok bariz: exp £(0) = exp0 = 1. Diger
ikisi ilk bakigta pek bariz degil ama bunun i¢in gereken teknigi onceki altbo-
liimlerde gelistirdik. exp ve ¢ bigcimsel kuvvet serilerinin tiirevlerini biliyoruz:

exp’ X =expX ve //(X) = (1+X)71,
Bu bilgiden hareketle Onsav 22.7 sayesinde exp ¢(X) bigimsel kuvvet serisinin
tlirevini bulabiliriz:

(exp £(X)) = exp’ £(X) - £(X) = e)ipfg).

Demek ki,
expl(X) = (1+ X)(expl(X))".
Simdi exp £(X)’in ikinci tiirevini bulahm. Yukaridaki esitligi ve tekrar Onsav
22.7’yi kullanarak,
(exp £(X)) = [(1+ X)(exp (X))"]'
(1+X) (expl(X)) + (14 X)(exp {(X))
= (exp (X)) + (1+ X)(exp ((X))",

"

yani, (14 X)(exp¢(X))" =0, yani (exp£(X))" = 0 elde ederiz. Boylece iste-
digimiz ¢ esitligi de kamtladik. Sonug 22.9’a gore, exp /(X ) = 1 + X olur.
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Simdi de ¢(—1 + exp X) = X esitligini kamitlayalm. Sonug 22.9’a gore,
¢(—1+ exp X)) bicimsel kuvvet serisinin

1. 0’daki degerinin 0,

2. Tiirevinin 0’daki degerinin 1,

3. Ikinci tiirevinin 0
oldugunu kanitlamamiz lazim.

£(—1 4+ exp X) kuvvet serisinin 0’daki degerinin 0 oldugunu biliyoruz. Bi-
rinci tiirevi hesaplayalim:

exp X

(-1 X) =exp' X -0 (-1 X) = =1
(—1+expX) =exp (—1+expX) T+ (1 + exp X)

Demek ki £(—1 + exp X)" = 1. Dolaysiyla ikinci ve daha sonraki tiirevler de
0’a esit. Istedigimizi kanitladik: ¢(—1 4+ exp X ) = X.

Alistirmalar

22.15. R herhangi bir degismeli halka olsun. Her a € R igin, exp(X +a) = exp X exp a esitligini
kanitlayin.

22.16. R herhangi bir degismeli halka olsun. R[[X, Y]] = R[[X]][[Y]] halkasinda exp(X +Y) =
exp X expY esitligini kanitlayin.

22.9.2 Genellestirilmis Binom Acgilimn
Boliim 13’te her a € R ve x € (—1,1) i¢in
0 a '
1 e — (2
(1+x) ZZ; (l):c

esitligini kanitlamigtik. Burada bicimsel kuvvet serileri i¢in ayni esitligi kanit-

layacagiz, yani
o0
(8% .
14+ X)* = X'

i=0
esitligini kanitlayacagiz. Ama tabii 6nce (1 + X)® ifadesini nasil bicimsel kuv-
vet serisi olarak gorduglimiizii agiklamamz lazim, aksi halde kanitlamak is-
tedigimiz egitlik anlamli olmaz. Iste tanim:

(1+X)*=exp(aln(l + X)) = exp(al(X)).

(Bu tamim gegmiste yaptiklarimizla uyumlu, érnegin eger « = n € N ise
gercekten (1 + X)’in n’inci tissiint buluruz.) Sonug olarak,

®) ot =3 () ¢

esitligini kamtlayacagiz.
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Once f(X) = exp(al(X)) tammn yapahm. Iki tarafin da tiirevini alirsak,
zincir kuralini kullanarak

() = exp(al(X))(@l(X)) = explal(X) 5~ = ()]~
yani
(1+X)f'(X) = af(X)
buluruz.
Simdi de

g(X)Zi@)Xi

=0

tanimini yapalim. Yukarida f igin kanitladigimiz esitligi g icin kanitlayacagiz:
(14 X)g'(X) = ag(X).

Soldaki ifadeyi hesaplamakla ige baglayalim, bakalim sagdaki ifadeye ulagacak
miyiz:

=
BB

e (e (0
:a+; <ji1)(]+l)XJ+i_1 (‘j iX
:Mi <(z‘j1>(””+ @Z) X

(Sondan bir 6nceki esitlikte sayfa 238’de bulunan (i + 1)(Zf_‘1) = (a—14)(%)
esitligini kullandik.)

Kamtladigimiz son iki egitlikten f'g = f¢' c¢ikar. Simdi bunu ve Onsav

22.7’yi kullanarak (sabit katsayisi 1 oldugundan g tersinirdir) f/¢’nin tiirevini
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hesaplayalim:

<f>/ _ f'g —29/f —0.
g g

Onsav 22.6’ya gore f/g sabit bir sayidir. Ama f(0) = ¢(0) = 1 oldugundan,
bu sabit say1 1 olmahdir. Demek ki f = g. Istedigimiz kanitlanmigtir.

Simdi Teorem 13.1'i bir defa daha kamtlayabiliriz: € (—1,1) ise, Onsav
22.5’e gore (8)’den dolay1

exp(al(z)) =3 (j‘) o

=0

elde ederiz. Ama sol taraf tabii ki (1 + x)® sayisina esit.

22.10 Laurent Serileri

Bigimsel kuvvet serileri konusuna bu kadar girmigsken Laurent serilerinden
sozetmemek olmaz. R yerine Q, R, C gibi herhangi bir K cismi alalim bu
altboliimde, yani K halkasinin 0 digindaki her elemaninin K’da bir tersi ol-
sun.

0’dan degisik herhangi bir a kuvvet serisi alalim. Bu kuvvet serisinin sabit
terimi 0 olabilir, bir sonraki terim de 0 olabilir, ama bir zaman sonra 0 olmayan
bir terime mutlaka rastlayacagiz. Diyelim X*, katsayisi 0 olmayan ilk monom.
Yani seri, a # 0 olmak fizere, sdyle bir sey:

a=ap X"+ ap X 4 ap o X2 4
Bu seriyi soyle yazalim:
a= X" (ak+ak+1X+ak+2X2 +)
Sagdaki parantezli kismin, yani
ag + a1 X + appa X+ -

kismimin tersinir oldugunu biliyoruz ¢iinkii sabit terimi olan aj # 0. Demek ki
eger X* da tersinir olsaydi a da tersinir olacakti. Ama tabii ki k = 0 olmadig
siirece X* (dolayisiyla a da) tersinir olamaz.

Kuvvet serilerine yapay bir bicimde X! (ya da 1/X) diye bir eleman
ekleyelim ve elde ettigimiz kiimeyi toplama ve carpma altinda kapatalim.

an X "4+ Ha 1 X T HagFar X Fas X2+



22.10. Laurent Serileri 331

gibi (gene bigimsel) seriler elde ederiz. Bu tiir serilere kusitls Laurent serileri
adini verelim. (Kimi sadece Laurent serisi der.) Her kisith Laurent serisi,
bir b kuvvet serisi ve bir n > 0 igin,

X"b

olarak yazilabilir. Kisith Laurent serileri bir cisimdir ve (bir anlamda ama
giiglii bir anlamda) bicimsel kuvvet serilerini iceren en kiigiik cisimdir, yani
matematiksel deyisle K [[X]] halkasinin bélim cismidir.






23. Darboux Fonksiyonlar: -
Zafer Ercan, Ugur Gul, Mine
Menekse

Gergel sayillarda tamimli olan siirekli bir fonksiyon, aldigi herhangi iki de-
ger arasindaki tiim degerleri alir. Bu, bu ciltte Teorem 3.3 olarak kanitlanan
aradeger teoremidir. Teoremi tekrar etmekte yarar var:

Aradeger Teoremi. A C R ve f : A — R siirekli bir fonksiyon olsun.
[a,b] C A olsun. Eger u € R, f(a) ile f(b) ise arasindaysa, o zaman f(c) =u
esitligini saglayan bir ¢ € [a,b] sayisi vardar.

VA

Yani uw’dan gegen yatay dogru (sekilde noktal) f’nin grafigini keser; iistelik
[a,b] dikey seridinde bulunan bir noktada keser. Kesigim, agagidaki sekilde
oldugu gibi birden fazla noktada da olabilir tabii.

YA
/ y = flx)

a G G ¢ b

Peki bu teoremin tersi dogru mudur? Yani aradeger teoreminin dogru oldugu
her fonksiyon siirekli midir?
Yanitin olumsuz oldugunu gérecegiz.
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Aradeger teoremi, u = 0 icin Bolzano teoremi olarak bilinir. Bolzano
teoreminin (gaginda pek bilinmeyen Bolzano’ya ait oldugu) Otto Stolz ta-
rafindan 1881’de yayimlanan ¢alismasinda belirtilmistir.

19’uncu yiizyilin bircok matematikgisi stirekli fonksiyonlarla Aradeger Te-
oremi’ni saglayan fonksiyonlarin ayni fonksiyonlar olduklarini tahmin ediyor-
du. Bunun dogru olmadigr 1875’te Darboux tarafindan gosterildi. Bu yiizden
aradeger teoremini saglayan fonksiyonlara tinlii Fransiz matematikci Darboux’
nun adi verilmigtir. Tam tanim soyle:

Tanim: A C R ve f: A — R sirekli bir fonksiyon olsun. Her [a,b] C A
ve f(a) ile f(b) arasindaki her uw € R ig¢in, f(c) = u egitligini saglayan bir
¢ € la,b] sayst varsa, f’ye Darboux fonksiyonu ya da Darbouz-sirekli
fonksiyonu denir.

Ik olarak, siirekli olmayan Darboux fonksiyonlarma her kitapta verilen
standart ornekle baglayalim.

Ornekler

23.1. f:R — R fonksiyonu

Fla) = {zin(l/x) eger T # 0 ise

eger x = 0 ise

kuraliyla tanimlansin. Grafigi agsagida. f’nin 0 disinda her yerde stirekli oldugu sin ve
1/x fonksiyonlarimin siirekliliginden belli.

f’nin 0’da siirekli olmadig1 ama Aradeger Teoremi’ni sagladigi, yani bir Darboux fonksi-
yonu oldugu Altboliim 9.4’teki bilgilerden ya da yukaridaki grafikten kolaylikla anlagilir.
23.2. Eger E C R kapal kiimesinin' her noktas: E’nin limit noktasiysa, yani E’nin ayrik
noktasi yoksa, E’ye miikemmel kiime denir. Sonlu kiimeler mitkemmel olamazlar. Ka-
pali araliklar mitkemmel kiimelerdir. Cantor kiimesi de [N5, Boliim 19] miikemmel bir
kiimedir. Cantor kiimesi ayrica 1’den fazla elemani olan bir aralik igermez.
E C [0,1] altkiimesi 1’den fazla elemamn olan ve bir aralik igermeyen miikemmel bir
kiime olsun (6rnegin Cantor kiimesi). [0,1] \ E acik bir kiime oldugundan,

[a, 8]\ E = | J(ax, bx)
k

'R’nin bir altkiimesinin tiimleyeni aciksa o altkiimeye kapale adi verilir.
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esitligini saglayan ayrik ((ak,bk))r araliklar dizisi vardir (neden?) Simdi g : [a,b] — R
fonksiyonu

o(z) = 211__‘;’; — 1 eger z € (ak,by) ise
eger x € F ise
olarak tanimlansin. g’nin temsili grafigi asagida.
1

0 a4 b, 1
E’de 0 degerini alan ve E diginda dogrusal olan g fonksiyonu E’nin hi¢bir noktasinda
stirekli degildir, dolayisiyla f’nin siireksiz oldugu noktalarin sayisi sonsuzdur ve f bir
Darboux fonksiyonudur.
23.3. fveg:[0,1] — R fonksiyonlar
sin (1/x) eger x # 0 ise

1 eger x = 0 ise
o= {0/ e

kurallariyla tanimlansin. f ve g Darboux fonksiyonlar1 olmasina karsin f — g ve fg

fonksiyonlarinin higbiri Darboux fonksiyonu degildir.

Son 6rnekten de goriilecegi lizere, Darboux fonksiyonlar: toplama, gikarma
ve carpma iglemleri altinda kapali degildir ancak bilegke alma iglemi altinda
kapahdir (kamt1 ¢ok kolay, ¢iinkii bir araligin siirekli bir fonksiyon altinda
imgesi bir araliktir [Teorem 3.10]).

Darboux fonksiyonlarinin temel 6zelliklerinden biri her fonksiyonun iki
Darboux fonksiyonunun toplami olarak yazilabilmesidir. Bunu birazdan ka-
nitlayacagiz.

Ornek 23.4. Higbir noktada stirekli olmayan bir A : [0,1] — R Darboux fonksiyonu vardir.
Her z € (0,1) igin (bx(z))s dizisi 2’in 2 tabanda yazilimindaki katsayilar olsun:

ad bi(x)
r= Z ok
k=1

(Dizinin belli bir terimden sonraki tiim terimleri hep 1 olmasm.) h : [0,1] — R fonksiyonu
h(0) =h(1) =0 ve z € (0,1) igin

b co 4 by,
h(z) = lim sup (@) + - +bn(2)
kuraliyla tanimlansin. h fonksiyonu hic¢bir noktada siirekli olmayan bir Darboux fonksiyonu-
dur.
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Darboux fonksiyonlarinin sanilabileceginden daha fazla oldugunu gosteren
su teoremi kanitlayacagiz:

Teorem 23.1. f: R — R fonksiyonu verilmis olsun.

i. f =g+ h olacak bicimde g, h Darboux fonksiyonlar:, vardar.

ii. Her x i¢in f(x) = lim f,(x) olacak bi¢imde Darbouz fonksiyonlar dizisi
(fn)n bulunabilir.

Lindenbaum tarafindan kanmitsiz olarak verilen bu teorem Sierpiriski ta-
rafindan genellegtirilerek kamtlanmigtir [3]. Asagida verilen kamit H. Fast’a
aittir [2].

Kanita baglamadan 6nce birkag teknik tanim verelim.

k,m,n,p,q € Nvep > 2 olsun. 0 ve 1’'lerden olugsan ve su kosullari
saglayan dizileri ele alalim:

k + 1’inci terim 0,

sonraki ilk m terim 1,

sonraki terim 0,

sonraki ilk n terim 1,

sonraki terim 0,

sonraki ilk p terim 1,

sonraki terim 0,

sonraki ¢ terim 1,

sonraki terim 0,
ve bu asamadan sonra her ikinci terim 0. Bu tiir dizilerin kiimesini Agyy,pyq ile
gosterelim. Yani Apy,pnpq kiimesi, terimleri 0 ve 1’lerden olusan

apay ...ax01...101...101...101...10b90b10020. ..
biciminde yazilan dizilerin kiimesidir. Boyle bir diziyi kolaylik olsun diye,
a = apay ... ag

ve
b= bobiby. ..
dizileri igin,
d(a,b) = a01™01™01P0190b
tanimini yapalim. Ayrica teoremin kanitinda gerekecek olan su sayilar: tanim-

layalim:
p(a,b) = 0,a01™01"01701¢0b

ve

61 (b) = O,blb3b5 ..
BZ(b) = O,bgb4b6 e
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Eger (ka m,n,p, Q) 7& (k/vmla n,apla q/) ise Akmnpq N Ak’m’n’p’q’ =0 Oldugunu
gostermek kolaydair.
Son olarak,

A= U Akmnpq

k,m,n,p,q

tanimini yapalim.
Onsav 23.2. g, h : R — R fonksiyonlarini soyle tanvmlayalim: Eger bir
d(a,b) = a01™01"0170170b € Apmnpg

1¢in
x — [z] = p(a,b) = 0,a01™01"0170190b

oluyorsa,

g(x) =m+n+ B1(b) ve h(z) =p — g+ B2(b)

olsun. Diger butin x’ler i¢in g(x) = h(z) = 0 olsun. O zaman her y € R ve
(x1,x2) aralge i¢in

olur.
Kamt: Eger x — [x] € Appmnpg ise her 7 € R igin
(x—r)=[z—r]=z—z]

oldugundan
g(@) =gz —r)

olur. y — [y] sayisinin 2 tabanindaki temsili
y — [y] = 0,b1b3bs . . .
bi¢iminde olsun. Rastgele bir z € R alalim. Iki tabaninda
z — [z] = 0,bababg . . .
olsun. r gercel sayisini,
(x1+7, z2+7)N(0,1)#0
olacak bi¢imde rastgele secelim. ag, a1, ..., ax € {0,1} rakamlari,

0,apaq . ..ax ve 0,apaq ...ax1000. ..
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sayllar1 (z1 + 7, 2 +7)N(0,1) araliginda olacak bi¢imde ayarlanabilir. m, n,
p, ¢ € N tamsayilari

[yl =m—nvelz] =p—q
esgitlikleri dogru olacak bigimde segilsin.
a=apay...a ve b =">byb1by...
olmak iizere,
x = p(a, b) = 0,a01™01"0170190b € Apmnpq

olsun. O zaman, z € (z1 + 7, x2 +7)N(0,1) ve g(x) = y ve h(z) = z olur.
Kanitimiz bitmistir. O

Onsav 23.3. F:RxR—R herhangi bir fonksiyon olsun. Her y igin,
uy(z) = F(z,y) + u(z)

kuraliyla tanimlanan uy, : R — R fonksiyonunu Darbouzx fonksiyonu yapan
bir u : R — R fonksiyonu vardr.

Kanzit: g ve h, bir 6nceki 6nsavdaki fonksiyonlar olsun. v : R — R fonksiyonu
u(z) = h(z) - F(z,g(x))
kuraliyla tammlansin. Her = € g~ *(y) icin
uy(z) = h(x) = F(z,y) + u(z)

olur. Her I arahg icin h(I) = R oldugundan wu, bir Darboux fonksiyonudur.
O

Teoremin Birinci Kaniti: i. f : R — R fonksiyonu verilmis olsun. Ayrica
F : R — R fonksiyonu
F(z,0)=0

ve y # 0 icin
F(z,y) = f(z)

olarak tanimlansin. u ve u, fonksiyonlar: Onsav 23.3’te verilen fonksiyonlar
olarak tanmimlansin. Bu durumda ug fonksiyonu bir Darboux fonksiyonudur.

h(z) = F(z,0) + u(z) = f(x) + u(z)
fonksiyonu da Darboux.
f(x) = h(z) + (—u(z))

oldugundan birinci kismin kaniti biter.
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ii. F': R x R — R fonksiyonu, z € N igin
F(z,y) = (z —1)f(z)

olsun, ama eger = ¢ N ise F(z,y) herhangi bir deger olsun. Onsav 23.3’iin
sonucu olarak Oyle bir u fonksiyonu vardir ki her n € N igin,

n

fonksiyonu bir Darboux fonksiyondur ve her z i¢in f(z) = lim f,, (z)’dir. Kanit
bitmigtir.

Ikinci Kamit: Onsav 23.2°den dolay1 her aralik I igin g(I) = R olan bir g
fonksiyonunun varhigim biliyoruz. Bu fonksiyon yardimiyla teoremimizin bi-
rinci kisminin bir alternatif kanit1 agagidaki gibi verilebilir: A : R — R fonk-
siyonu ¢g(z) = 0 igin h(x) = 0 ve diger durumda h(z) = log|g(z)| olarak
tanimlansin.

A= g_l[()? OO) ve B = g_l(_oo70)

olmak tizere, f1, fo : R — R fonksiyonlar1 = € A igin,

fi(z) = h(z) ve foz) = fz) — h(z)
ve x € B igin,

fi(z) = f(z) — h(z) ve fo(z) = h(x)
olarak tanimlansin. f; ve fo fonksiyonlari Darboux fonksiyonlaridir ve f =
f1+ f2 olur. O

Alistirmalar
23.5. Bir f : [a,b] — R fonksiyonunun Darboux olmast igin gerekli ve yeterli kogul f altindaki
her kapali araligin goriintiisiiniin bir aralik olmasidir. Kanitlayin.

23.6. f bir Darboux fonksiyonu ise, |f|, f> ve af (o € R) fonksiyonlarmin da Darboux
fonksiyonlari oldugunu kanitlayin.

23.7. f bir Darboux fonksiyonu olsun. f ve |f| fonksiyonlarinin ayni noktalarda siirekli oldu-
gunu kanitlayin.

23.8. f fonksiyonu 0 degeri almayan bir Darboux fonksiyonu ise 1/f fonksiyonunun da Dar-
boux fonksiyonu oldugunu kanitlayin.

23.9. Birebir Darboux fonksiyonlarinin siirekli oldugunu kanitlayin.

23.10. f fonksiyonunun her noktada sagdan ve soldan limiti olsun. Bu durumda f’nin siirekli
olmasi icin gerekli ve yeterli kogul Darboux olmasidir. Kanitlayin.

23.11. Diizgiin yakinsayan Darboux fonksiyonlar dizisinin limiti illa Darboux olmasi gerek-
medigini gosterin.
Tiirev Bilenlere Not. Tiirevlenebilir bir fonksiyon, zorunlu olarak siirekli
oldugundan, Darboux fonksiyonudur, ama Darboux’nun [1]’de kanitladig tize-
re eger f : [a,b] — R fonksiyonu tirevienebilirse tirev fonksiyonu da bir
Darboux fonksiyonudur.
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Kanit: a < ¢ <d < bve f'(¢) < u < f'(d) oldugunu varsayahm. g(z) =
f(z) — uzx kuraliyla tamimlanan g : [¢, d] — R fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve,

gdc)=f(c)—u<0< f(d) —u<g(d

olur. Dolayisiyla,

L 96— (0 _
T—ct T —cC

ve d
L 96 —o(@d)
T—c™ Xr — d

oldugundan, g(s) < g(c) ve g(t) < g(d) olacak bigimde ¢ < s < t < d var. g
siirekli oldugundan

inf g([s,t]) = g(2)

olacak bicimde z € (¢, d) bulunur. Ustelik ¢’(z) = 0 ve f/(z) = u olur. Bu da
kanit1 tamamlar.
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