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Matematik Dünyas›, 2012-III

Bu iddialardan yaklafl›k 100 y›l sonra, 1896’da 
Jacques Hadamard ve Charles de la Vallée Pous-
sin taraf›ndan

/
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lim logx x
x

1x
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="3

oldu€unu ortaya koyan Asal Say› Teo re mi is pat
lan m›fl t›r.

Bu yaz›da Asal Say› Teoremi’nin daha za y›f 
bir hali olan Chebyshev s›n›rlar›n› ka n›t la ya ca €›z 
ve bur dan da Bertrand Postülas›’n›, yani her x ≥ 2 
reel say›s› için x ile 2x aras›nda en az bir asal say› 
oldu€unu gösterece€iz.

Amatör bir matematikçi olan Joseph Bert-
rand, meflhur san›s›n› 1845’de grup teoriyle ilgili 
bir araflt›rmas›nda yay›mlad›. Postüla denmesinin 
sebebi de bu araflt›rman›n sonucunda ortaya ç›kan 
permütasyon gruplar›n›n sonuçlar›n› kullanarak 
san›y› alt› milyona kadar kontrol etmesindendir.

Chebyshev’e kadar asallar› saymak için hep 
p(x) fonksiyonuna bak›lm›flt›r. ‹lk defa Cheby-
shev, Bertrand Postülas›’ndan ilham al›p x ile 2x 
aras›ndaki asallar› saymaya çal›flm›flt›r. Buradan 
da p(x)’in ›raksama h›z›n› bulup postülay› ka n›t
la m›fl t›r.

2. Bertrand Postülas› için Chebyshev’in Kan›t›
Chebyshev Fonksiyonlar›. Chebyshev p(x) ile 

çal›flmak yerine, ilk baflta biraz garip gelen ama 
esas›nda do€al olduklar›n› konu ilerleyince an la
ya bi le ce €i miz
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olmak üzere 

1. Girifl
Verilen bir pozitif x reel say›s› için,

p(x) = |{p ≤ x : p asal say›}|
olarak tan›mlayal›m1. Örnek olarak 
	 p(20)  = |{2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}| = 8,
	 p(100)  = 25, 
	 p(1000)  = 168.
Di€er bir deyiflle p(x) bize x’i aflmayan kaç tane 
asal say› oldu€unu söylemektedir. Asal sayaç fonk
si yo nu olarak adland›r›lan p(x) fonksiyonu ba zen

( )x 1
p x

π =
#
/

olarak da yaz›l›r.
Öklid limx→∞ p(x) = ∞ oldu€unu göstermifltir, 

yani sonsuz çoklukta asal sayı vardır. Peki p(x) ne 
h›zla ›raksar? Gauss üç milyona kadar olan tüm 
asallar› bularak, p(x)’in yaklafl›k olarak 

( ) logx t
dtLi

x

2
= #

yani logaritmik integral kadar oldu€unu iddia et
mifl tir2. Hemen hemen ayn› zamanlarda Le gen dre 
p(x)’e iyi bir yaklafl›m›n B = 1,08366 ol mak üzere 

logx B
x
-

oldu€unu iddia etmifltir. Daha sonra e€er B(x) 
fonk si yo nu,

( ) ( )logx x B x
xπ = −

eşitliği doğru olacak biçimde tanımlanmışsa, 
limx→∞ B(x) = 1 

eşitliği gösterilmifltir. Buradan da p(x) için

logx B
x
-

iyi bir yaklafl›msa, B = 1 olmas› ge rek ti €i an la fl›l
mak ta d›r.

1 Bu yaz›da p daima bir asal say›y›, x ise bir reel sa y› y› göste-
recektir.
2 Bu formülde ve yaz›n›n bundan sonraki k›sm›nda log x, 

loge x = ln x
yani do€al logaritma fonksiyonu al› na cak t›r.
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oldu€undan istedi€imiz sonuca ulafl›r›z. d

Sonuç 7. |R(x)| ≤ 2/x eşitsizliğini sağlayan bir 
R fonksiyonu için her x ≥ 1 için,

( )logn x R x1
n x γ= + +
#

/
olur. Burada γ, Euler-Gamma sabiti olarak bilinen

lim logn x1
x n xγ = −
"3 #
a k/

sayısıdır.
Kan›t: ƒ(t) = 1/t olsun. ƒ′(t) = -1/t2 oldu€u için 

Euler Toplam Formülü’nden
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bulunur. Burada, R(x)’in ve c’nin ne olmaları ge-
rektiği belli. Kolay bir hesapla,
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eşitsizliği,dolayısıyla limx→∞ R(x) = 0 eşitliği çı-
kar. Buradan da c = γ sonucunu elde ederiz. d

Sonuç 8. Her x ≥ 1 için öyle bir S fonksiyonu 
vardır ki

( )log logn x x x S xn x = − +
#

/
ve |S(x)| ≤ log x + 1 olur.

Kan›t: Euler Toplam Formülü’nde ƒ(t) = log t 
al›rsak
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sonucunu elde ederiz. K›smi integrasyon yöntemiyle
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oldu€u için,münasip bir S fonksiyonu için
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Ama [n, n + 1) aral›€›nda A(t) = A(n) ol du €un
dan, yukarıdaki hesapları devam ederek,
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buluruz. Teorem kanıtlanmıştır. d

{x} = x - [x] olsun, yani x’in kesirli k›sm› ola-
rak tan›mlayal›m. Örnek vermek gerekirse {3,14} 
= 0,14 olur. Ayr›ca her x için {x} < 1 olur.

Sonuç 6 (Euler Toplam Formülü). ƒ: [y, x]→R  
türevli ve türevi bu aral›kta sürekli bir fonksiyon 
olsun. O zaman
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eflitli€i sa€lan›r.
Kan›t: Abel Toplam formülünde a(n) = 1 a l›r sak
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olur. Buradan da
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elde ederiz. K›smi integrasyon yöntemiyle
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Kan›t. Eflitlik n = 1 durumunda do€rudur. n > 1 
ise asal çarpanlar›na ay›ral›m ve
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olarak yazal›m. Asal kuvvet olmayan say›larda 
L(n) fonksiyonu 0 oldu€u için
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Önsav 4. Her x ≥ 1 için

( ) !log logn
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eflitlikleri sa€lan›r.
Kan›t: Önsav 3’ten dolay› Sd⎜n L(d) = log n 

oldu€unu biliyoruz. Demek ki (ikinci satısın ba
şın da n = dq tanımını yaparak),
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eşitliğini elde ederiz. d

Şimdi Abel Toplam Formülü’nü ka n›t la ya ca
€›z. Bu da bize ayr›k bir toplam› nas›l sürekli bir 
toplama yani integrale dönüfltürece€imizi söylü-
yor. Abel toplam formülü bu yaz› için en önemli 
araç olacak ve yaz›n›n sonuna kadar kullanaca€›z.

Teorem5(Abel Toplam Formülü). ƒ : [y, x]→R 
türevli ve türevi bu aral›kta sürekli bir fonksiyon ve 
a(n) reellerde de€er alan bir fonksiyon olsun.

A(x) = Sn ≤ x a(n)
olsun. Ve e€er x < 1 ise A(x) = 0 olsun. O zaman
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Ψ(x) = Sn≤x L(n)
fonksiyonlar›n› tan›mlam›flt›r. Bir başka de yiflle 
ψ(x) fonksiyonu hem asallar› hem de asal la r›n 
kuv vet le ri ni logaritma a€›rl›kl› saymaktad›r.

Örne€in 
	 L(2)  = L(2k) = log 2, 
	 L(27) = log 3, 
	 L(1) = L(6) = L(10) = 0 

ve
	 ψ(10) = L(2) + L(3) + L(4) + L(5) 
   + L(7) + L(8) + L(9)
  = log 2 + log 3 + log 2 + log 5 + log 7 
   + log 2 + log 3
  = log 23⋅32⋅5⋅7.
olur.

Önsav 1. Her x için ψ(x) = Sk≥1 θ(x1/k) olur.
Kan›t: Tan›mdan ötürü
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oldu€unu biliyoruz. Burada
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toplam› asl›nda sonlu bir toplamd›r, çünkü e€er 
x1/k < 2 ise θ(x1/k) = 0 olur. d

Önsav 2. Her x ≥ 1 için
ψ(x) - √x log x ≤ θ(x) ≤ ψ(x)

eflitsizlikleri geçerlidir.
Kan›t: Eflitsizli€in sa€ taraf› tan›mdan dolay› 

barizdir. Sol taraf›n› ispatlamak içinse
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eflitsizliklerini görmek yeterlidir.  d

Önsav 3. Her n ≥ 1 do€al say›s› için
Sd|n L(d) = log n

eflitli€i sa€lan›r.
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elde ederiz. Ayr›ca hesaplayarak x ≥ 2 için
ψ(x) ≤ 1,2x

oldu€u da görülebilir. d

Sonuç 12. Her x ≥ 37 için 0,73x ≤ θ(x) ≤ 1,2x 
olur.

Kan›t: Hemen
θ(x) ≤ ψ(x) ≤ 1,2x

oldu€unu görebiliriz. Di€er bir yandan
θ(x) ≥ ψ(x) -	√x log x

oldu€unu biliyoruz. x ≥ 350 için
√x log x ≤ 0,15x

oldu€u gösterilebilir. Demek ki
θ(x) ≥ (0,9 - 0,15)x = 0,75x	∈	[37, 350]

aral›€›nda ise yine
θ(x) ≥ 0,73x

oldu€u kontrol edilebilir. d

Sonuç 13. E€er x ≥ 37 ise

π, ( ) ,log logx
x x x

x0 73 3 4# #

eflitsizli€i sa€lan›r.
Kan›t. Sonuç 12’den ötürü x ≥ 37 ise

0,73x ≤ θ(x)
oldu€unu biliyoruz; fakat

θ(x) ≤ p(x) log x
oldu€u için eflitsizli€in sol taraf›n› elde ederiz.

Ayr›ca

( ) ( ) ,logx x x x x x x1 2# # #π π θ θ θ− −^^ ^ ^hh h h
oldu€unu biliyoruz. Demek ki x ≥ 37 için
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olur, çünkü x ≥ 1 için log x ≤ √x eflitsizli€i geçer-
lidir.  d

Sonuç 14 (Bertrand Postülas›). Her x ≥ 2 için, 
x ile 2x aras›nda her zaman bir asal say› bulunur.

Kan›t: E€er x < 37 ise 2, 3, 5, 7, 13, 23 ve 43 
asallar› iflimizi görür. Bundan böyle x ≥ 37 diyebili-
riz. Sonuç 12’den ötürü

0,73x ≤ θ(x) ≤ 1,2x
oldu€unu biliyoruz. Demek ki

θ(2x) ≥ 1,46x.
Dolay›s›yla

( ) ( ) , , ,x x x x x2 1 46 1 2 0 26 100
26 37 6$

$ $ $ $θ θ− −

Şimdi de 1 = c0 < c1 < c2 < … dizisi (an)n dizi-
sindeki 0 olmayan terimlerden oluşsun. Buradan da 
kat sa y› la r›n periyodikli€ini ve a29 = a31 = 1 ve a30 = 
-1 olduğunu kullan›rsak, acn

 = (-1)n oldu€unu da 
görürüz. Dolay›s›yla
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sonucunu elde ederiz. d

Teorem 10’un Kan›t›: Sonuç 9’dan dolay›
T(x) = x log x - x + S(x)

ve |S(x)| ≤ log x + 1 oldu€unu biliyoruz. Demek ki
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ve |B(x)| ≤ 5log x + 1 olur. Buradan öncelikle
|α(x) - cx| ≤ 5 log x + 1 

sonucunu ve buna dayanarak
cx - 5log x - 1 ≤ α(x) ≤ cx + 5log x + 1 

sonucunu elde ederiz. Ayr›ca x > 3000 için, 
5 log x + 1 ≤ 0,021x 

olur. Buradan da x > 3000 için
0,9x ≤ α(x) ≤ 0,943x

elde ederiz. Demek ki x > 3000 için A2 = 0,9 ala-
biliriz. Ay r› ca [350, 3000] aral›€› için de

0,9x ≤ ψ(x)
oldu€u kontrol edilebilir. Demek ki e€er x > 350 ise.

0,9x ≤ ψ(x)
A1 sabitini bulmak için tekrar Ön sav 5’i kul la n›r
sak x > 3000 için 
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oldu€una dikkat çekelim. Chebyshev'in a ma c› asal 
say› teoremini kan›tlamaktır. Da ha son ra Erdös 
ve Diamond Chebyshev’in bu yön tem le sonuç el-
de ede me ye ce €i ni gös ter mifl tir,çün kü Chebyshev’in 
çeflitli kom bi nas yon la r› n› bir araya getirerek A1 ve 
A2’yi 1'e yak lafl t›r mak ve asal say› teoremini ka n›t
la mak için, Er dös ve Diamond asal say› teoremini 
kullanmak zo run da kalm›flt›r. Asal say› teoremi-
nin ilk ispat› kar ma fl›k a na liz kul lan mak ta d›r ve 
1948’de Selberg ve Erdös sadece reel analiz kulla-
narak baflka bir kan›t vermifltir; fakat bu kan›t ilk 
kan›ta göre ol duk ça kar›fl›kt›r. xxx

Teorem 10’u kan›tlamak için önce bir önsava 
ihtiyac›m›z var.

Önsav 11. 

( ) ( )x T x T x T x T x T x
2 3 5 30α = − − − +a a a ak k k k

olsun. Bu durumda her x ≥ 2 reel say›s› için

( ) ( ) ( )x x x x61 1α ψ ψ α+a k
olur.

Kan›t: T(x) = Sn ≤ x Ψ(x/n) oldu€u için,

( )x a n
x

nn 1α ψ= 3
=

a k/
olarak yaz›labilir (buradaki toplam esas›nda son-
suz de€il, sonlu bir toplamd›r). Ayr›ca

( )x m
x

m
x

m
x

m
x

m
x

2

3 5

30

m x m x

m x m x

m x

α ψ ψ

ψ ψ

ψ

= −

− −

+

# #

# #

#

a a

a a

a

k k

k k

k

/ /
/ /
/

oldu€undan,

( , )

( , ) ’
a

n

n

n ise

1 30 1

1 30

1 30

0

un tam iki farkl› asal çarpan› varsa

di€er durumlarda

n=

=

−

−

Z

[

\

]
]]

]
]]

elde ederiz.
Şimdi de 30’dan küçük veya eflit n say›lar› için

, , , , , , ,

, , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , ,

a

n ise

n ise

n ise

1 1 7 11 13 17 19 23 29

1 6 10 12 15 18 20 24 30

0 2 3 4 5 8 9 14 16 21 22 25 26 27 28
n=

=

− =

=

Z

[

\

]]

]]

oldu€unu gözlemleyelim.
Ayr›ca an = an+30, di€er bir deyiflle katsay›lar›n 

mod 30’da periyodik oldu€una da dikkat çekelim.

( ) .T x n
x olsun O zaman9Sonuç . n x ψ=

#
a k/

T(x) = x log x - x + S(x)
ve

|S(x)| ≤ log x + 1
olur.

Kan›t: Önsav 4 ve Sonuç 8’den ç›kar. d

E€er (an)n dizisi azalarak s›f›ra giden bir diziyse

( )s a1 n
nn 0= −3

=/
toplam› yak›nsar ve 

a0 -	a1 ≤ s ≤ a0 - a1 + a2 ≤ a0
eflitsizlikleri sa€lan›r [MD20xxxx, sayfa xx].

Teorem 10 (Chebyshev). Her x ≥ 350 reel sa
y› s› için A1 = 1,2 ve A2 = 0,9 olmak üzere

A2x ≤  ψ(x) ≤ A1x
eflitsizlikleri do€rudur. Ayr›ca ψ(x) ≤ A1x eflitsizli€i 
x ≥ 2 için de do€rudur.

Yukar›daki türde bir eflitsizli€i kan›tlamak 
için genel yöntem

a T n
x b n

x
nn

N
nn x1 ψ=

#=
a ak k/ /

türündeki T(x)’in bir kombinasyonuyla çal›flmak 
ol mufl tur. Kan›t›n çal›flmas› için

( )n
a

b0 1ven
n
N

n
n

1
1= = −=

+/
olmas› önemlidir. Chebyshev ilk olarak yukar›daki 
türde bir eflitsizli€i kan›tlamak için

( )T x T x2 2- a k
kombinasyonuyla çal›flm›flt›r. Bu kombinasyonla 
A2 = log 2 ve A1 = 2 log 2 bulmufltur. Burada

T(x) = x log x - x + S(x)
oldu€una göre

( ) ( )logT x x x B xT2 2 2− = +a ^k h
ve |B(x)| ≤ 3 log x + 3 fleklindedir. Amaç ana terim 
olan xlog x'i yok eden bir kombinasyon bulmakt›r ve 

1 2 2
1 0$− =

olur. Bertrand Postülas›’n› kan›tlamak için Cheby-
shev daha kar›fl›k bir kombinasyon olan xxx

( )T x T x T x T x T x
2 3 5 30− − − +a a a ak k k k

ile çal›fl›r ve yine

cümle düşük ya 
da anlaşılmıyor.
xxx

Bu paragraf zor 
anlaşılıyor xxx
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eflitsizlikleri vard›r. Ayr›ca log 2 ≈	0,69 ve

,
6
1

5
6

2
1 0nn nn0 0= =3 3

= =/ /
oldu€undan, Ramanujan'›n yöntemiyle x yeterin-
ce büyükse ψ(x) ≤ 1,39x, Chebyshev'in yöntemiy-
le ise ψ(x) ≤ 1,11x, yani daha iyi bir üst s›n›r elde 
ediyoruz. Demek ki alt ve üsts›n›r bulmada

( ) ( )T x
c
x1 n
nn 0 ψ= −3

= a k/
ile çal›fl›rken c1 say›s›n›n büyük olmas› önemlidir

Bertrand Postülas› için Erdös'ün Kan›t›.Er
dös'ün kan›t› temel olarak befl sonuçtan olufl mak
ta d›r. Temel fikir e€er her n ≥ 2 do€al say›s› için n 
ile 2n aras›nda hiç asal yoksa

n

n

2c m

say›s›n›n olmas› gerekenden küçük kalaca€›na da
yan mak ta d›r.

Önsav 17. Her x ≥ 2 için

p 4x
p x

1#
#

-%
eflitsizli€i sa€lan›r.

Kan›t: Diyelim q, x’i aflmayan en büyük asal 
olsun. O vakit

p p 4 4vep q p x
q x1 1#=

# #
− −% %

oldu€u aflikard›r. O zaman

p 4q
p q

1#
#

-%
oldu€unu göstermek yeterlidir. Varsay›m q = 2 
iken sa€land›€›na göre q’yü tek asal olarak, yani 
2k + 1 formunda görebiliriz. Tü me va r›m dan ö tü rü

p 4k
p k 1 #
# +%

olur. Ayn› zamanda

p
k

k

2 1
k p k1 2 1

+
1 #+ +

f p%

oldu€u için bu çarp›m›n

k

k

2 1+f p

say›s›ndan küçük oldu€unu biliyoruz. Ayr›ca

k

k
k

i

k

k

k

k
2

2 1

2 1
2

2 1 2 1

2 1

i
k k

0
2 1 2 1#

+

+
=

=
+

+
+

+

=
+ +

f f f

f

p p p

p/

ve

( ) ( )

.

log
log

log log

log log

R x
x

R x x x

x x

2 2 3 3

6 6

1

2

$# # +

= +

^ ^h h

Şimdi eflitsizli€in di€er taraf›n› da kullan›rsak;

( ) ( )log

log log
log

log log
log

log log

x x x R x x

x x x

x x

x x x

2 2 3

2 3 3 3
2 2

6 6

3
2

6 9 3

2

2

$

$

ψ ψ ψ− + −

− + −

− +

= − + +

a ^ a

^ ^ c
^

^

k h k

h h m
h

h
eflitsizliklerini elde ederiz. Şimdi de

θ(x) = ψ(x) + K(x)
olarak yazarsak Önsav 2’den ötürü K(x) ≤ 0 ve

( ) logK x x x#

oldu€unu biliyoruz. Demek ki

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

log

log
log log log

log

x x x x K x K x

x x K x x x x x

x x x x x

x x

2 2 2

2 2

3
2

6 9 3

3
2

2

$ $

$

θ θ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

α

− = − + −

− + − −

− + + +

= −

a a a

a a

^

c

k k k

k k

h

m

olur. E€er x ≥ 20.000 ise α(x) ≤ x/9	oldu€u göste-
rilebilir. Zira α(x)/x azalarak 0’a giden bir fonksi-
yondur. Demek ki x ≥ 20.000 ise

( )
log

x x x x x
2 3

2
9
1

6
1

9
1

18$ $θ θ− − − =a c ak m k

sa€lan›r. Bu da bize x ≥ 20000 ise x ile x/2 ara s›n
da bir asal oldu€unu söyler. Yani x ≥ 10.000  ise x 
ile 2x aras›nda her zaman en az bir tane asal var
d›r. E€er 10.000’den küçük say›lar için 2, 3, 5, 7, 
13, 23, 43, 83, 157, 313, 619, 1237, 2473, 4943, 
9883, 19763 asallar›n› al›rsak Bertrand Pos tü la
s› n› kan›tlam›fl oluruz. d

Chebyshev ve Ramanujan’›n ispat›n› kar fl› lafl
t› ra cak olursak temel fikir olarak ikisi de T(x) ile 
çal›flm›fl ve iflaret de€ifltiren se ri ler den ya rar lan
m›fl t›r. Ramanujan’›n ispat›nda

( ) ( )logx x x R x2 2#ψ ψ− +a ^k h
Chebyshev’inkinde ise yeterince büyük x’ler için 

α(x) ≤ 0,9213x
olmak üzere

( ) ( )x x x6 #ψ ψ α− a k

olur. Yani pn ≤ n2 ve dolay›s›yla log pn ≤ 2 log n 
oldu€u için

logp n n73
200

n #

olur. d

Not: Sonuç 12 ve Sonuç 13’teki sabitler yeterin-
ce büyük x’ler için 0,92 ve 1,11 ile de€ifltirilebilir, 
yani x yeterince büyükse 0,92x ≤ θ(x) ≤ 1,11x ve 
benzer bir flekilde

π, ( ) ≤ ,log logx
x x x

x0 92 1 11≤

eflitsizlikleri sa€lan›r. Asl›nda Chebyshev'in ka n›
t›n dan ε > 0 say›s› verildi€inde ye te rin ce büyük 
her x reel say›s› için

,x x5
6 ε+aa k k

aral›€›nda her zaman en az bir asal say› içerdi€i de 
gös te ri le bi lir. Yani Bertrand Postülas›’ndan daha 
kuvvetli bir sonuç gösterilebilir.

3 Bertrand Postülas› için Ramanujan’›n Kan›t›

( )T x n
x

n x ψ=
#

a k/
olsun. O zaman

( ) ( )T x T x
n
x2 2 1 n

n x
1ψ− = −

#
+a ak k/

olur. Ayr›ca
T(x) = x log x - x + S(x)

ve |S(x)| ≤ log x + 1 oldu€undan,

( ) ( )logT x T x x R x2 2 2− = +a ^k h
ve |R(x)| ≤ 3log x + 3 olur.

( ) n
x1 n

n x
1ψ−

#
+ a k/

iflaret de€ifltiren bir seri oldu€u ve ayr›ca (ψ(x/n))n 
azalan bir dizi oldu€u için,

( ) ( ) ( )logx x x R x x x x
2 2 2 3# #ψ ψ ψ ψ ψ− + − +a a ak k k

eflitsizlikleri sa€lan›r. İlk olarak ψ(x) say›s›na üst 
s›n›r bulal›m. Şayet 2k > x veya baflka bir deyiflle

log
log

k
x x
2 2

0ise k2 ψ =c m
olaca€›ndan

( )

( )

( )

log

log

x x x

x R x

x R x

2 2

2
2
1

2 2

[ / ]log log

k k
k

x

kk

1
0

2

10

1

#

#

ψ ψ ψ−

+

= +

3

+
=

=

c cc

^
^

m mm

h
h

/

/

olur. Demek ki θ(2x) - θ(x) = 0 olamazm›fl. Buradan 
da (x, 2x) aral›€›nda bir asal oldu€u ç›kar. d

Ayn› zamanda bu aral›ktaki asallar›n say›s›n›n 
x ile birlikte sonsuza gitti€ini de görebiliriz.

Sonuç 15. E€er x > 37 ise

( ) ( )
,

logx x x
x

2 2
0 26

2π π−

olur.
Kan›t: E€er x > 37 ise

θ(2x) - θ(x) ≥ 0,26x
oldu€unu biliyoruz. Ayr›ca tan›m›ndan ötürü

( ) ( )

( ) ( )

log

log

x x p

x x x

2

2 2
x p x2

#

θ θ

π π

− =

−
1 #

^ h
/  

eflitsizli€ini ve dolay›s›yla istedi€imiz sonucu elde 
ederiz. d

Sonuç 16. Her n ≥ 13 do€al say›s› için pn 
n’inci asal say›y› belirtmek üzere ve c1 = 5/17 ve c2 
= 200/73 sabitleri için c1 n log n ≤ pn ≤ c2 n log n 
eflit siz lik le ri do€rudur.

Kan›t: İlk önce n ≥ 13 için pn ≥ 37 ol du €u nu 
göz lem le ye lim. Sonuç 13’ten ötürü her x ≥ 37 i çin 

π ( ) , logx x
x3 4#

ol du €u nu biliyoruz. Öyleyse n ≤ pn oldu€u için

, ,log logn p p
p

n
p

3 4 3 4n
n

n n# #π= ^ h
ve dolay›s›yla

, log logn n n n p3 4
1

17
5

n#=

olur. Yine Sonuç 13’ten ötürü

π, ( )logx
x x0 73 #

oldu€unu biliyoruz. Buradan da

( ) , logn p n
p

0 73n
n$π=

ve dolay›s›yla

, log logp n p n p0 73
1

73
100

n n n# =

olur. Ayn› zamanda x ≥ 3 için

( )
,

log
x
x

0 73
2

2#

 ve dolay›s›yla (log pn)2 ≤ 0,732 pn eflitsizlikleri ge-
çerlidir. Buradan da

,
( )logp p

p
p n

0 73
n

n

n
n

2
2 2# # π =f p

pi sayısı 
neden 
symbol 
çıkmıyor? 
Cou-
rier yaptım 
oldu! xxx

pi sayısı 
neden 
symbol 
çıkmıyor? 
Cou-
rier yaptım 
oldu! xxx
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fa Euler taraf›ndan gösterilmifltir. Ayr›ca burada 
ci(x)’ler için bul du €u muz s› n›r lar en iyisi de€il. 
Önemli olan ana terimler olan log x ve log log x 
fonksiyonlar›d›r. Sonuç  2’deki

lim logn x1
x n x -"3 #

a k/
ifadesinin yak›nsamas› gibi (iii)’ten dolay›

lim loglogp x1
x p x -"3 #

c m/
ifadesi de yak›nsar.

Teorem 22’nin Kan›tı:
( ) ( )

( )

( )
( )

logx x x S x d d
x

d d
x

d
x

x d
d

d d
x

(i)
≤d x

d x

d x d x

≤

≤ ≤

Λ

Λ

Λ
Λ

− + =

= −

= −

a k

9 C

%

%

/

/

/

/

/ /

Demek ki

( )
( ) ( )logx d

d
x x x S x d d

x

≤d x d x≤

Λ
Λ= − + + % // /

ve 

( ) ( ) ,d d
x x x1 2d x # #ψΛ

#
% //

oldu€u için,

( ) ( ) ,logx S x d d
x x x x

x

1 1 2

5
d x

#

#

Λ− + + + + +
#

% //

olur. Demek ki
( )

( )logx d
d

x x R xd x
Λ

= +
#

/
ve |R(x)| ≤ 5x. Buradan da

( )
( )logd

d
x c xd x 1

Λ
= +

#
/

ve |c1(x)| ≤ 5 oldu€u ç›kar.

( ) log log

log

log

log log

log

n
n

p
p

p
p

p
p

p

p
p p

p p

p

p p

p

n n

n

1

1 1 1

1 1

(ii) n x p x m
p x
m

p x mm

p x

p x p x

n

2

2

2 2

2 2

22

m

$

g

#

#

Λ
− =

= + + +

=
−

=
−

−

3

3

# #
#

$

#

#

# #

=

=

c

c

m

m

/ / /

/ /

/

/ /

/

Ayr›ca

elde ederiz. Şimdi Önsav 18, 19 ve 21’den ötürü
n

n
n p p

2
2

p n n p n n p n2 2 3
2 2

$ $#
1 1# # #

c m % % %

olur. Fakat Önsav 20’den ötürü bu çarp›mda

n p p n2 2
4n

p n n p n n p n2 2 3
2 2

$ $ $
1 1# # #

% % %

eflitsizli€i sa€lan›r. Ayr›ca √(2n) sayısını aflmayan 
en fazla √(2n) tane asal olabilece€i için

n p p4 2n n1 2

n p n n p n2 3
2 2

$ $# +

1 1# #

% %

eflitsizli€ini elde ederiz. E€er Bertrand Postülas› 
yanl›flsa, n ile 2n aras›nda asal yok demektir. Di-
yelim ki Bertrand Postülas› yanl›fl. Demek ki 

p 1n p n2 =1 #
%

olur. O zaman Önsav 13’ten ötürü

n p n4 2 2 4 /n n

n p n

n n1 2

2 3
2

1 2 2 3$ $# #

1 #

+ +%

yani
n4 2/n n3 1 2# +

olur ki bu sonuç n ≥ 468 için yanl›flt›r. E€er n < 468 
ise 2, 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 157, 313, 619 asallar› 
iflimizi görür.

Mertens’in Asal Say› Teoremleri (1874)
Daha önce her x ≥ 2 için

θ(x) ≤ ψ(x) ≤ 1,2x
oldu€unu görmüfltük. Ayr›ca Önsav 4 ve Sonuç 
9’dan

( )logd x x x S xd
x

d x Λ = − +
#

^ h9 C/
ve |S(x)| ≤ log x + 1 oldu€unu da biliyoruz. Cheby-
shev yukar›daki sonuçlar› elde etmifltir. İlginç bir 
flekilde afla€›daki teoremi kan›tlayan Mertens’dir.

Teorem 22 (Mertens, 1874). Her x ≥ 3 için:

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

log

log
log

loglog log

n
n

x c x c x

p
p

x c x c x

p x c c x c x x

5

10

1 20

i ,

ii ,

iii ,

n x

p x

p x

1 1

2 2

3 3

#

#

#

Λ
= +

= +

= + +

#

#

#

/
/
/

eflitlikleri geçerlidir. Burada c bir sabittir. 
(iii) bize a sal la r›n son suz lu €u nun baflka bir 

kan›t›n› daha verir ve toplam›n ›rak sa d› €› ilk de-

olamaz çünkü 3p > 2n olur. Kolayca gö rü le bi le ce
€i ü ze re n! içinde de tam bir tane vard›rlar.

( !)
( ) !n

n n
n2 2

2=c m

oldu€u için bu asallar
n

n

2c m

say›s›n› bölmezler. d

Önsav 20. Her n ≥ 1 do€al say›s› için
n

n n
2

2
4n

$c m

eflitsizli€i sa€lan›r.
Kan›t: Afla€›daki

n

n

2c m

say›s›n› açarsak hemen

!

!
n

n

n
n

n

n

n
n

n
n

n
n

n
n

2
2

2
2

1
2

1
3

2
4

2
5

3
6

3
7

1
2 2

1
2 1 2 2 2 n

2

2g 2

=

= −
−

−
−

c ^
^m h
h

oldu€unu görebiliriz. d  
Önsav 21. E€er 

p
n

n

2m c m

ise, pm ≤ 2n olmak zorundad›r.
Kan›t: Biliyoruzki p asal› n!’in içinde

p
n
kk 1

3
= ; E/

kez geçer. Dolay›s›yla

p
n

n

2m c m

oldu€u için;
m

p
n

p
n2 2kk k1= −3

= f p> ;H E/

olur. Şimdi diyelim ki pm > 2n olsun. O zaman 
parantezin içi en fazla 1 olaca€›ndan

m
p
n m

p
n2 12kk

m
k1

1 #= −−=
− f p> ;H E/

olur. Demek ki pm ≤ 2n olmak zorundad›r. d

Bertrand Postülas›’n›n Kan›t›.
n

n

2c m

say›s›n› asal çarpanlar›na ay›r›rsak
n

n
p p p p

2 a b c d

p n

pn n
n

n p n

pb n
n

n p n

pc n
n

n p n

pd n
n

2
2

2 3
2

2
3

2

2

2
2

<

$ $ $=
1 1 1# # #

c
c c c c

m
m m m m

% % % %

oldu€undan
k

k

2 1
2 k2#

+f p

eflitsizli€ini de gözlemleyelim. Dolay›s›yla çarp›m› 
ikiye ay›r›rsak

p p p

k

k
4

2 1
4 2 4

p k p k k p k

k k k k

2 1 1 1 2 1

2 2

$

# #

=

+
=

1# # #+ + + +

f p

% % %

sonucunu elde ederiz ki, bu da istedi€imiz sonuçtur.

Önsav 18. p > √2n eflitsizli€ini sa€layan asallar 
n

n

2c m

say›s›nda en fazla bir kez bulunurlar.
Kan›t: Kolayca görülebilece€i üzere (2n)! sayı-

sının içinde p tamtam›na

p
n2
kk 1= > H/

kez geçer. E€er p > √2n ise, bu toplam

p
n2; E

sayısına eflittir. Ayn› flekilde e€er p > √2n ise n! sa-
yısının içinde de tam tam›na

p
n9 C

kez geçer.

( !)
( ) !n

n n
n2 2

2=c m

oldu€u için,
n

n

2c m

ifadesinin içindeki p > √2n eflitsizli€ini sa€layan 
asal la r›n say›s›

p
n

p
n

p
n

p
n2 2 2 1 21− − − =c am k; 9E C

olur, yani ya bir tane vard›r yada hiç yoktur. d

Şimdi ispatlayaca€›m›z Önsav Erdös'ün be lirt
ti€i gibi kan›t için anahtar bir rol oynamaktad›r.

Önsav 19. 2n/3 < p < n eflitsizli€ini sa€layan 
p asalları

n

n

2c m

say›s›n› bölmez.
Kan›t: Bu eflitsizli€i sa€layan asallar (2n)! sayı-

sının içinde aç›kça tam iki tane vard›rlar. Üç tane 
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( ) ( ) ( )
n
n

x
x

t
t dt

n x
x

21

ψ ψΛ
= +

#
/ #

oldu€unu gözlemleyelim. Demek ki

( ) ( ) ( )

( )
( )

log

t
t dt

n
n

x
x

x c x x
x

x
n x21

1

ψ ψ

ψ

Λ
= −

= + −

#
/#

oldu€unu görürüz. Ayr›ca

( )
( )

, ,c x x
x

5 1 2 6 21 #
ψ

− + =

olur. Demek ki

( )
( )log

t
t dt

x R x
x

21

ψ
= +#

ve x ≥ 2 iken |R(x)| ≤ 6,2 olur.

Teorem 24’ün Kan›t›: İlk önce
( )

liminf x
x

1x #
ψ

"3

oldu€unu görelim. Diyelim ki
( )

liminf x
x

A 1x 2
ψ

="3

olsun. O zaman öyle ε	> 0 ve x0 ≥ 2 vard›r ki x ≥ x0 
için

ψ(x) ≥ (1 + ε)x
olur. Buradan da x ≥ x0 için,

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )log log

t
t dt

t
t dt

t
t dt

t
t dt

t
dt

x x

1

1 1

x x

x

x

x

x

x

21 21 2

21

0

0

0

0

0

$

$

ψ ψ ψ

ψ ε

ε ε

= +

+
+

+ − +

# # #

# #

eflitsizli€ini elde ederiz.
Önsav 25’ten ötürü

( )
( )log

t
t dt

x R x
x

21

ψ
= +#

ve R(x) s›n›rl› bir fonksiyon oldu€u için de, bu 
eflit siz lik x yeterince büyük ise bozulur. Demek ki 
A ≤ 1 olmak zorundad›r.

Benzer bir flekilde

( )
limsup x

x
B 1x $

ψ
="3

oldu€u da gösterilebilir.  d

Not:
( )

,x
x

0 1 2# #
ψ

oldu€u için liminf ve limsup vard›r.

/
( ) ( ) ( )
log

log
logx x

x
x
x

x
x

t t
t dtx

22

π θ θ
= + #

olur çünkü x < 2 oldu€unda θ(x) = 0 olur. Buradan 
da (ii) ve (iii)’ün denk oldu€unu göstermek için

( )
lim

log
logx

x

t t
t dt

0x
x

22

θ
="3 #

oldu€unu kan›tlamal›y›z. Bunun için de

lim
log

logx
x

t
dt1 0x

x
22

="3 #

oldu€unu kan›tlamak yeterlidir, çünkü θ(t)/t fonk-
siyonu Sonuç 6’dan dolay› s›n›rl› bir fonksiyon-
dur. Şimdi x > 4 oldu€unu varsayarsak

log log log

log log log log

t
dt

t
dt

t
x

x
x x x

x
x

1 1 1

2
2

2
4

x x

x

x
22 22 2

2 2 2 2# #

= +

−
+

−
+

# # #

olur. Demek ki

log
log

log
log log

log
loglog

x
x

t
dt x

x x
x

x

x

x
x

1
2

4

4
2

x
22 2 2

2

# +

= +

f p#

oldu€u için

lim
log

logx
x

t
dt1 0x

x
22

="3 #

elde ederiz.

Teorem 24 (Chebyshev).

( ) ( )
liminf limsupx

x
x
x

1x x $# #
ψ ψ

" "3 3

Demek ki limit varsa, 1’e eflit olmak zorundad›r. 
Limit varsa 1’e eflit olmak zorundad›r ama Asal 
Say› Teoremi'nin zorlu€u limitin varl›€›n› göster-
mektir. İlk önce bir önsav kan›tlayal›m.

Önsav 25. x ≥ 2 iken R(x) s›n›rl› bir fonk si yon 
ve |R(x)| ≤ 6,2 olmak üzere

( )
( )log

t
t dt

x R x
x

21

ψ
= +#

esitligi saglanir.
Kan›t: Abel toplam formülünden

olur. Dolay›s›yla

( )
( ) ( )

log logc x
t t

c t dt
x

c x
x3 2

2 2=− +
3#

olur. Şimdi de c3(x) fonksiyonuna s›n›r bulaca€›z. 
İlk olarak

log log logt t
dt

t x x
1 1

x 2
3

=− =
3#

oldu€unu gözlemleyelim. Demek ki

( )
log log logc x

t t
dt

x x10 10 20
x3 2 $# + =
3#

İstediğimiz kanıtlanmıştır. d

Teorem 23. Afla€›daki üç önerme denktir:

( ) ( )
.

/
( )

.

. .

.

.lim lim

lim log

x
x

x
x

x x
x

1

1

i ii

iii

x x

x

ψ θ

π

=

=

" "

"

3 3

3

Demek ki Asal Say› Teoremini kan›tlamak 
için

( )
lim x

x
1x

ψ
="3

ya da denk olarak

( )
lim x

x
1x

θ
="3

oldu€unu göstermek yeterlidir.
Kan›t: İlk olarak (i) ile (ii)’nin denk oldu€unu, 

daha sonra da (ii) ile (iii)’ün denk ol du €u nu gös te
re ce €iz. Şimdi ψ(x) = θ(x) + K(x) yazarsak

K(x) ≤ √x log x
oldu€unu Önsav 2 sayesinde biliyoruz. Buradan da

( )
lim x

K x
0x ="3

oldu€u için (i) ile (ii)’nin denk oldu€u görülür. 
Şim di de

€
a

n

n

1

0

asalsa

asal de ilsen = *

ve

ƒ( ) logt t
1=

olsun. Abel Toplam formülünden,

( ) ( )

( ) ( )

log log

log log

x a n n n

x
x

t t
t dt

1
n x

x

2
3

2
2
3

$π

θ θ

=

= +

1 #
/

#

olur. Demek ki

log log log

log log

n n

n

n n

n

n

n

n
n

n

x
dx

x

2
2

2

2
2

2

2
1 2

2
1 2 1

2
1 2 1

2
1 2 2

1 2
1 2 2 5

/

/

n n

n

n

n

22 2
23

23

23

3 23

3 21

$
3

#

#

#

#

−
+

−

= +

+

= +

+

= + − = +

3 3

3

3

3

3

= =

=

=

=

f p

/ /

/

/

/

#

Demek ki |c2(x)| ≤ |c1(x)| + 5 ≤ 10.

(iii) a fonksiyonunu şöyle tanımlayalım:

( ) .a n
n

n

1

0

e€er asalsa

asal de€ilse
= *

(ii)’den dolay›

( )
( )

( )
log

logA x n
a n n

x c xn x 2= = +
#

/
ve |c2(x)| ≤ 10 oldu€unu biliyoruz. x < 2 için

A(x) = 0
oldu€una da dikkat çekelim. Şimdi

ƒ( ) logt t
1=

olsun. Buradan da

ƒ ( )
log

t
t t

1
2=−l

olur.
Ayr›ca

( )
ƒ( )

log
p n

a n n
n1

p x n x2
3 $=
1#
#

/ /

oldu€unu da gözlemleyelim.
O zaman Abel toplam formülünden dolay›:

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

log

log
log

log

log

log log log

loglog loglog
log

log log

loglog

p A x x
t t
A t dt

x
x c x

t t

t c t
dt

t t
dt

t t

c t dt
x

c x

x
t t

c t dt

t t

c t dt
x

x c c x

1

1

2 1

ƒ

( )

p x
x

x

x x

x

c x

2
2
3

2
2
2

2

2 2
2

2
2

2
2

2

2
2

3

2

$= +

=
+

+
+

= + + +

= − + +

− +

= + +

3

3

#

1 2 34444444 4444444

/ #

#

# #

#

#
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2. n > 1 için

H k
1

n k
n

1= =/
say›s›n›n tam say› olamayaca€›n› ispatlay›n›z.

3. n! say›s›n›n tam kare olamayaca€›n› gös-
teriniz.

4. Her x ≥ 4 reel say›s› için
c1 √x ≤ ψ(x) - θ(x) ≤ c2 √x

eflitsizliklerini sa€layan sabit c1 ve c2 sa y› la r› n›n 
var l› €› n› gösteriniz. Bu say›lar› tam olarak bulabi-
lir misiniz? x ≥ 4 olmas› neden önemlidir?

5. Sonuç 10’dan

p
1

p/
toplam›n›n ›raksad›€›n› bir kez daha gösteriniz.

6.

lim logp
1 2x x p x
="3 1 #

/
oldu€unu ispatlay›n›z.

7. Asal p ve q say›lar› için 

lim
loglogx

p q
1

1x
p q x

2
$

="

$
3

#

^ h
/

oldu€unu ispatlay›n›z. 
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aras›nda en az 10500 ard›fl›k n say›s› için 
p(n) > Li(n)

oldu€u gösterilmifltir. Yine de p(x) fonk si yo nu
nun Li(x) fonksiyonunu ilk olarak nerede geçti€i 
tam olarak bi lin me mek te dir.

x p(x) x/log x Li(x)

103 168 145 178

104 1.229 1.086 1.246

105 9.592 8.686 9.630

106 78.498 72.382 78.628

107 664.579 620.420 664.918

108 5.761.455 5.428.681 5.762.209

1013 346.065.536.839 334.072.678.400 346.065.645.810

Asal Sayaç Fonksiyonu ve Yaklafl›mlar›

x Li(x) - p(x) p(x) - x/log x p(x)/(x/log x) Li(x)/p(x)

103 10 23 1,159 1,05952

104 17 143 1,132 1,01383

105 38 906 1,104 1,00396

106 130 6.116 1,084 1,00166

107 339 44.159 1,071 1,00051

108 754 332.774 1,061 1,00014

1013 108.971 11.992.858.439 1,036 1,000000315

Asal Sayaç Fonksiyonu ve Yaklafl›mlar›n›n Fark ve Oranlar›

Al›flt›rmalar
1. Her n ≥ 7 say›s›n› birbirinden farkl› a sal la

r›n top la m› olarak yaz›labilece€ini gösteriniz.

Ayr›ca

log
x m

x
2
1 1 1

2
m

m2

2

1− − = 3
−

=c m /
oldu€unu gözlemlersek bu toplam da ς’nın bariz 
s› f›r la r› üzerinden bir toplamd›r. Daha evvel ka
n›t la d› €› m›z gibi asal say› teoremi

( )
lim x

x
1x

ψ
="3

ifadesine denktir. Buradan da e€er ρ	ς’in kri tik s›
f› r› ise Re(ρ)	≠	1 olmamas› gerekti€i gö rü lür. As
l›n da flöyle bir denklik vard›r:

Asal Sayı Teoremi ⇔	∀t ∈	R	ς(1 + it) ≠	0.
Demek ki

Riemann Hipotezi ⇒	Asal Sayı Teoremi.
Asal say›lar›n da€›l›m›n› çal›flmak için genel 

yön tem

( ) ( )x nn xψ Λ=
#

/
fonksiyonunu çal›flmak olmufltur. Bu top la m› da 
ça l›fl mak için L(n)’nin Dirichlet serisi olan

( )
( )
( )

n
n

s
s

sn 1 ς
ςΛ

=−3
=

l/
fonksiyonunun analitik özelliklerini çal›flmak ge
rek mek te dir. Buradan da yine asal say›lar› ça l›fl
mak için ς(s)’nin s›f›rlar›n›n önemli oldu€unu gö
rü rüz.

Riemann Hipotezi do€ruysa Gauss’un tahmin 
etti€i gibi, Li(x) fonksiyonu p(x) için çok iyi bir 
yaklafl›m verir.

( )
lim

logx
x
x

1x
π

="3

olmas›na ra€men

( ) ( )logx x
x R x2π = +

fleklinde yazarsak öyle pozitif c3 ve c4 sabitleri 
vard›r ki, yeterince büyük x’ler için

( )
log log

c
x

x R x c
x

x
3 2 2 4 2# #

eflitsizlikleri geçerlidir. Yani p(x) için Li(x) daha 
iyi bir yaklafl›md›r. Gauss yeterince büyük x’ler 
için Li(x) > p(x) oldu€unu iddia etmifltir. Daha 
son ra Littlewood p(x) ve Li(x)’in sonsuz kere yer 
de €ifl tir di €i ni göstermifltir. Kan›t› da ilginç bir fle
kil de Riemann Hipotezi do€ruysa ve yan l›fl sa di ye 
i ki ye ayr›l›r. Ayr›ca p(x)’in Li(x)’i geçti€i ilk yeri-
ne 1,65 × 101165 say›s›ndan küçük ol du €u bi lin
mek te dir. Dahas›

1,53 × 101165 ve 1,65 × 101165

Riemann Zeta Fonksiyonu
Riemann 1859 y›l›nda reel k›sm› 1’den kesin 

büyük olan karmafl›k s say›lar› için

( )s
n
1
sn 1ζ = 3

=/
fonksiyonunu tan›mlam›fl ve asal say›lar› a rafl t›r
mak için bu fonksiyonu çal›flmak ge rek ti €i ni kefl
fet mifl tir. Ayn› y›l, ς	fonksiyonunu tüm komp leks 
düz le me geniflletmifl ve bu fonksiyonun s› f›r la r›y la 
asal say›lar aras›nda bir i lifl ki bul mufl tur. -2, -4, 
-6, ..., yani tüm negatif çift sa y› lar da ς s›f›r de €e
ri ni almaktad›r. Bu sa y› la ra ς fonksiyonunun ba-
riz s›f›rlar› denir. ς’nın bariz ol ma yan s› f›r la r› na, 
ς’nın kritik s›f›rlar› denir ve kritik s› f›r la r›n reel 
k›sm› 0 ile 1 aras›nda düfler.

Riemann Hipotezi. ς’nın tüm kritik s› f›r la r› n›n 
reel k›sm› 1/2’ye eflittir.

Bu hipotezin asal say›larla tam olarak flöyle 
bir iliflkisi vard›r: 

Riemann Hipotezi ⇔ p(x) = Li(x) + R(x)
ve bir c sabiti için 

|R(x)| < c √x log x
olur. Yani Riemann Hipotezi bize asal say›lar› çok 
küçük bir hatayla sayabile477ce€imizi söyler. Bu-
güne kadar bilinen hata terimli asal say› teo rem le
ri Riemann Hipotezi’yle elde edilen sonuçtan çok 
u zak t›r ve bilinen en iyi sonuç 1958’de I. M. Vi-
nogradov ve N. M. Korobov ta ra f›n dan ba €›m s›z
ca kan›tlanan, c1 ve c2 pozitif sabitleri için

( ) exp
loglog

log
R x c x c

x

x
/

/

1 1 2 1 5

3 5

# - ^
^f h

h p

sa€lan›rken
p(x) = Li(x) + R1(x)

sonucudur. Asl›nda kritik kökler ile asal say›lar›n 
neden ilgili oldu€unu veren RiemannVon Man-
goldt formülü vard›r.

Riemann-Von Mangoldt Formülü. x > 1 asal 
güç olmayan bir say›, ρ,	ς’nın kritik s›f›r› ve

limx x
ImT Tρ ρ= "3 #

ρ

ρ

ρ

ρ
/ /

olmak üzere

( ) log logx x x
x

2 2
1 1 1

2ψ ρ π= − − − −
ρ

ρ c m/
eflitli€i sa€lan›r.


