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Onsoz

0.1 Kitabin Amac

2+42=/4"Un huzurunu kacirmak.

Bu kitabin amaci, matematigin temel yapisi olan say1r kavramimin ingasini
“kiime teori” olarak adlandirilan yapi igerisinde vermekle sinirhidir. 20. yiizyilin
ilk ceyreginde kiime teori kavraminin ingasini zorunlu kilan nedenlerden biri-
nin, Cantor’un “gokluk” denen geyin, bir ardili olarak adlandirilabilecek son-
suzluk kavrami tizerine yaptig1 caligmalar ve bu caligmalar {izerinden iiretilen
sorulara, ozellikle, Hilbert’in tegvikiyle yanit arama girigimleri ve bir digeri-
nin “Russell paradoksu” olarak adlandirilan paradoks sonucunda oldugu soyle-
nebilir. Kiime teori mantik kavrami icinde 6zel bir yeri olan matematiksel
mantik lizerine tesis edilmistir. Mantik kavraminin arkasindaysa “seyler” var.
Kitapta, sayilarin ingasinin temel giizergahi

Sey — Mantik— Matematiksel Mantik— Kiime Teori— Sayilar

olacak. Elbette bu glizergahin her duragi baz alt duraklardan olusacak. Seyin
oncesinin ne olmasi gerektigi konusundaysa ise hicbir geyimiz yok!

Sayilar derken ele alinacak anahtar kelimeler dogal sayilar, tam sayilar,
rasyonel sayilar ve reel sayilar olup; reel sayilarin ingasinda izlenecek yol,

Sifir — Dogal sayilar — Tam sayilar — Rasyonel sayilar — Reel sayilar —
Irrasyonel sayilar

olacaktir. Bu say1 kavramlarindan dogal sayilarin insasinda, temel kelime-
lerden biri sifir ve bir digeri dogal saymin hemen sonraki anlaminda olan
ardily dogal say1 iken, reel sayilarin rasyonel sayilardan tiiretilmesine neden
olan seylerden birinin karekok olarak adlandirilan sey oldugu soylenebilir. Bu
gecisler sirasinda kazamlan ve kaybedilen ozellikler olabiliyor. Ornegin, tam-
sayilarda bir sayinin ardili varken, bu 6zellik rasyonel sayilar i¢in yok. Bu bir
kayip olmasina karsin,

2c+1=0
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denklemi tam sayilarda c¢oziilemezken, rasyonel sayilarda ¢oziilebilir olmasi bir
kazang sayilmali.

Bahsi gecen insalar kitapta sadece teknik diizeyde degil, tarihsel gelisim
siireci ve felsefesi lizerinde de yorumlar yapilarak verilmeye caligilacak.

Alistirmalar

0.1. Smifta bir 6grencinin “matematik ne ige yarar?” sorusuna karsilik “simifin bu kosgesi, su
agacin en tepesinde bulunan yaprak ve sen ne ige yariyorsun sorular: iizerinde diisiin ve
sonra soruna yaniti birlikte arayalim” dedim. Bu yaklagim ilgi ¢ekici mi?

0.2 Nasil Okunmali ve igerik

Matematik bir ynyle faizandr. Onu anlamak iin,
yalnzca akl ve mantk yetmeyebilir; anarist bir yaklam
da gerekir.

Bir matematik kitabi roman okur gibi okunmaz; bazen orta sayfadan okun-
maya baslanir, bazen son sayfadan. Matematik kitabi her an kavgaya hazir bir
anargist militanin heyacaniyla okunmali. Bu kitap ise ¢ok daha anargist bir
yaklagimla okunmali.

Kitab: yazarken, zaman zaman becerememis olsam da matematik otoro-
terlerine satagacak firsatlar kolladim. Hatta herkesin “sayg1” duydugu “bir”
sayisiyla bile kavga etmek istedim ama bu kolay olmadi, en fazla 1 sayisina
“0’a esitsin” biciminde camur atabildim!

Kitabi her gézden gecirisimde, bir yoniiyle kitabin kapsaminin oldukca ye-
terli, diger yoniiyle de oldukga eksik oldugunu farkettim. Sanirim bu * geligki”
kitabin igerik olarak dengede ve canli oldugunu gosteriyor. Okurun da kitabin
kapsamini bazen yeterli, bazen yetersiz bulmasini umut ediyorum.

Kitap toplam 17 boliimden olugmakta. Birinci boliim “gey” ile bagliyor ve
tanri-gibi bir seyin varlhig1 ve tekliginin “kanit1” ile bitiyor. Bu agidan kitap,
sadece matematikle ilgilenenler igin degil, teoloji (ilahiyatla) ilgilenenlere de
yonelik. Son béliimden ii¢ 6nceki boliim, yani 14, 15 ve 16. boliimler gesitli yol-
larla inga edilen reel sayilar sisteminin yapisiyla ilgili. Son boliim ise reel sayilar
sisteminin cebirsel yapisini incelemek icin bir girig niteliginde. Ara boéliimlerde
dogal sayilar, tam sayilar ve rasyonel sayilar insa edildi.

Carpic1 olmas: agisindan, ilging sayilabilecek konulara zaman zaman degi-
nildi. Bunlardan biri, Kurt Gédel’in Tanri’in varligina iliskin verdigi ontolojik
kanit!. Ahmet Cevik tarafindan kaleme almman bu kamit 1.9.1°de verildi. Bir
digeri ise, Gauss™un (1777-1855) bir ilkokul 6grencisiyken 1’den 100’ye kadar

! Aslinda, burada Tanr’’nin varligi degil, “Tanri-gibi” bir seyin varhig belirli varsayimlarla
kanitlaniyor.
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olan sayilarin toplamimin 1050 oldugunu birkag dakika icinde gostermesi iizeri-
nedir. Gauss’un sonucunun dogru oldugu altboliim 7.7.1’de “teyit” edilmigtir!
Bu, dogru olan bir seyin “inadina” sorgulanmasidir.

Kitabin bolim ya da altbdliim giriglerinde diisiincelerimi zaman zaman
deyimsel yaklasimlarla (aforizma) yansittim. Bunlar bazen diyalog, bazen de
siir formatinda oldu.

Edindigim tecriibeler bir konuyu anlama siirecinde, konunun tarihsel sii-
reclerinin bilinmesinin oldukga yararli olacagimi gosteriyor. Bu nedenle, kitap
icerisinde yer alan kavramlarin gelisim tarihlerine kisa da olsa yer verilmeye
caligildi. Kitabin okunma siirecinde, okurlara konuyu tarihsel stirecleriyle takip
etmelerini Oneririm.

Okur, bu kitabr okurken kendini konuyu “hem biliyor, hem bilmiyor” gibi
hissetmeli. Ornegin, “R” semboliiniin gercel sayilar kiimesini gosterdigi soylen-
mese bile bunun neyi gosterdigini okurun bilmesi beklenir.

Kitapta, “Reel Sayilar Sistemi” ya da “Reel Sayilar Cismi” gibi ayni an-
lama gelecegi diigiiniilebilecek ifadeler kullanildi. Her ne kadar bunlar aym
gibi diistiniilse bile farkhdirlar. Ikincisi daha teknik bir ifade iken, birincisi
bir kavramin genel isimlendirilmesi olup, ifadede gegen “sistem” teknik olarak
tanimlanmig bir kelime degildir. Ayrica bu tiir ifadelerde, genel olarak kelime-
lerin ilk harfleri (yazim kurali olarak yanlg olsa da) goriintii agisindan kiigiik
harflerle yazilabilecek. Ornegin ikinci ifade yerine, “reel sayilar cismi”, “Secim
Aksiyomu” yerine “se¢im aksiyomu” yazilmasi gibi. Umarim bu tiir yazimlar
okuru rahatsiz etmeyecektir.

Alistirmalar

0.2. Bu kitab1 nasil okuyacaksiniz?

0.3 Tesekkiir

Kitabin yazim siirecinde, her zaman oldugu gibi, “matematik¢i” olmasa bile
kitabin hem matematigi, hem Tiirkgesi iizerinde Nuran Ercan’in 6nemli diizelt-
meleri oldu. Kitabin yazim siirecinde Mehmet Vural ile hem igerigi, hem de
kitabin iislubu tizerinde ylizytize ve siklikla konugtuk. Ayrica M. Vural, ki-
tabin son halini okuyarak énemli diizeltmeler yapti. Kitapta yer alan teknik
olmayan bazi kisimlar: zaman zaman Facebook alanimda paylagarak, bunlarin
elegtirilmesini saglamaya ¢aligtim. Bu konuda, Ahmet Cihan, Kubilay Sénmez,
Emre Ozel, Hasan Giimral ve birgok kiginin yapmig olduklar: elestiriler ¢cok ve
¢ok yararl oldu. Yilmaz Akyildiz’'in bu konuya miidaheleleri unutulmaz nite-
likteydi; sonsuzluk iizerine yazdigim birkac satir iizerinden, benim icin “adam
sair” dedi! Ahmet Cevik’den 6grendigim bazi seylerin kitaba bazen dolayli
ve bazen de dogrudan katkilar: oldu. Ayrica Altbolim 1.9.1, tiimiiyle Ahmet
Cevik’e aittir. Resul Eryigit zaman zaman LaTex yazimda yardimc: oldu.



Kitab1 yazim stirecinde egim Nihan Uygun Ercan’in géstermis oldugu sabir
ve anlayis olmasa kitap bitmezdi. Eylil Ekin Ercan bir ilkégretim ogrencisi
olmasina kargin, kitabin bazi boliimleriyle ilgili tartigma firsatin1 onunla da
dolayl olarak aradim. Ornegin, “sonsuz ne?, negatif say1 ne?” gibi sorulara
verdigi yanitlar tizerinden arayiglarim oldu.

Kitabin yazim siirecinde emegi gecenler elbette yukarida isimlerini andigim
kigilerle sinirli degil. Dolayli ya da dolaysiz emegi gecen her insana ve digerleri-
ne (agaca, kusa, ormana, yiriirken diigiinme firsat1 veren dogaya, gégsiime esen
riizgara, izerime giydigimde bana cogku ve enerji veren, emegin sembolii Orak
Cekig resmini bulunduran tigértiime v.s.) tesekkiir ederim.

Alistirmalar

0.3. Kitabin yazar: olarak kendi kendime neden tegekkiir etmedim?
0.4. Kitap yazar kitapta esine tegekkiir etmese neler olabilir?

Ocak 2019, BOLU



1. Giris

Bombos olmasina karsin bombos durmayip, butiin
bosluklar, dolduran seye boskime denir. Matematik,
boskimeyle oynama sanatidar.

1.1 Aranan Ne?

Arananin ne oldugu nokta yanitla cevaplanamayabilir. Ancak, ne olabilecegine
iligkin sorular sorularak tartigma ortami olusturulabilir. Bu yonii ile, her okur
aranan konusunda kendine gore yanitlar ve sezgiler gelistirebilir.

Kitabin amaci, bir dil yapist kurarak sayr kavramini tanimlamak. Bu dil
“matematik dili” olup, bunlar giiniimiizde “klasik” ve “modern”! matema-
tik olarak adlandirilmakta®. Modern ve klasik matematik arasmdaki fark,
carpict olmasi acisindan, “iki ile ikinin toplam: dért eder mi?’ sorusuna ve-
rilecek yanmt tizerinden anlagilmaya calisilabilir. Klasik matematik, sayilarin
baz1 birimlerle donatilmasiyla elde edilen sonug iizerinden ortaya ¢ikan algisal
cesaretle®, bu soruya tartismasiz bicimde “evet” yanitini verirken, modern
matematik yanitin evet oldugunu gostermek icin binlerce teorem kullanarak
kanit veriyor?. Klasik matematikte “inandirmaya” yer olmasima kargin, mo-
dern matematikte inandirma yeterli degildir; “kanitlamak” gerekir. Tabii bir
de kanitlanacak geyin bir yapi icinde tanimlanmas: gerekir. Mesela klasik ma-
tematikte ”eger m ve n birer tek say1 ise, m+n ¢ift sayidir” 6nermesi yeterince
ikna edici oldugu i¢in kanitlanmasina ihtiya¢ duyulmamistir. Ancak, modern
matematik anlayisinda bu énermenin dogru oldugunu gostermek icin kanit ge-
reklidir. Peki, “inandirma” ve “kanitlama” arasinda fark var mi? Bir agagtan
kopan bir elmanin yere diigtiigii kanitlanabilir mi? Yoksa birileri elmanin yere

Yazar olarak, “modern” kelimesi kullanmaktan rahatsiz olmama karsin, yaygm kullanimi
nedeniyle bu kelimeyi kullandim. Bunun yerine “soyut” kelimesi de kullanilabilirdi.

2Sahin Kogak [32]’de serbest matematik diyor, ézgiir matematik de denilebilir.

31ki say1sinn yamna elma “birimi” ekleyerek “iki elmanin yammna iki elma daha cklenirse
dort elma eder” gibi.

4Bunun icin gerekli teorem sayismm 2913 oldugu sdyleniyor.



6 1. Giris

diigtiigiine inandirilabilir mi? Kanit, bir “model” igerisinde yer alan bir kav-
ramdir. Inandirma ise istege bagli bir eylem olup, daha “duygusal”dir.
Su ciimlelere bakalim:

i. Iki elma
ii. Elma
iii. Iki

Bu ciimlelerin ilk ikisi fiziksel varlig1 temsil etmesine kargin, ticlinciist fiziksel
bir gercekligi temsil etmiyor. (7)’de yer alan “iki” ile (ii7)’de yer alan “iki” bir-
birinden ¢ok farklidir. Birincisinde yer alan iki, birimi elma olan “birimlegmis
say1” iken ti¢linciide yer alan iki, birimden arindirilmig bir say1 olup, modern
matematikte tanimlanabilen bir kavramdir. Diger taraftan ne “iki elma” ne
de “elma”, modern matematikte tanimlanabilir. Bunun yaninda “iki elma”
klasik matematikte anlamlagtirilabilen bir sey iken, “elma” ve “iki”, klasik
matematikte tanimlanmaz. Bu bakig acisina gore, modern matematikte say1
klasik matematikte yer alan birimlesmis sayinin birimden arindirilmig duru-
mudur denilebilir. Suna da dikkat cekelim: “iki elma” tek olmamakla birlikte
“iki” tektir.

Bu kitabin yazilmasini tesvik eden ve yazara cesaret veren makalelerden
biri Bilim ve Gelecek dergisinde yayimlanan “Nedir bu “modern” matematik?’
([15]) isimli makale ve bir digeri de heniiz yayinlanmamig olan “Dil, Mantik
ve Matematik: Bir Anlama ve Elestiri Denemesi’ isimli makaledir. Birinci
makalede, yazar, bir ilkokul 6grencisiyken, iki ile ikinin toplaminin dort ettigi
konusunda verdigi yanittan stiphe duymazken, bu tiir sorular1 daha sonra bir
matematikci olarak yanitlarken bir an icin duraksama yasadigini vurgulamigti.
Bu sasilacak bir durum olmayip, Kayserili bir esnafin “iki kere iki ka¢ eder?’
sorusuna, “alirken mi yoksa satarken mi?” sorusuyla karsilik vermesine benzer.

Klasik matematikte sayilarin tanimlanmasina gerek yoktur; bir birdir, ytiz
elli olup, bunlar1 tanimlamak umurunda degildir; sagduyu geregi, istenilen
aciktir. Bunun bir diger nedeniyse klasik matematikte sayilarin dolayli ya
da dolaysiz bazi birimlerle birlikte var olmasidir. Modern matematikte ise
sayilar belirli kurallara gore tamimlanir; sagduyuya olan giiven yeterli degildir.
Modern matematik “bir” sayisini biiyiik bir “kibir ve gururla” tanimlarken,
ornegin iki yiiz elli sayisim1 tamimlayan bir modern matematik kitabi heniiz
yazilmamigtir. Bu durumda okur, “o zaman modern matematikte 250 sayisi
diye birgey yok mu?” diye sorabilir, varsa, nerede ve nasil oldugu konusu farkl
felsefik tartigmaya yonlendirilebilir. Modern matematik bir anlamda, bir kav-
ram olugturma denemesidir. Bir bagka gey; her ne kadar modern matematik
“ben kanmitlarim arkadag” gibi bir tavir sergilese de

127x227 = 28829
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oldugunu modern matematik adina kanitlayan biri heniiz anasinin karnindan
dogmamistir®. Modern matematik bu anlamda “basarisiz” olabilir ama &te
yandan, iki farkli sonsuzu® tanimlayip, bunlarin toplamlarinin sonsuz oldugu-
nu kanitlayabilir. Klasik matematikte ise “sonsuz” ikna edici diizeyde bile
tanimlanamaz ¢linkii, sonsuzun bir birimle donatilmasi gibi bir sorun olusur.
“Sonsuz tane elma” diye birgey olabilir mi?

Yukaridaki agiklama ve sorgulamalar matematikle arananin ne oldugu ko-
nusuna bir girig saglamig olabilir. Ayrica, arananin ne oldugu konusunda okura,
Sakin Kocak’'in “50 soruda matematik” kitabim ([32]) el altinda bulundurmas:
Oneririlir.

Alistirmalar

1.1. “Var olmak” nasil birgsey?

1.2. Bir insan kendisinin “var” olduguna kendisini inandirabilir mi? Yoksa bunu kanitlayabi-
lir mi? (Bu soruya Ahmet Cevik’ten bir katki: “Descartes-Meditasyonlar: Metot Uzerine
Konugma” eserinde gegen Cogito ergo sum. Diigiiniiyorum, varim. Ama burda disiiniiyo-
rum (o halde) varim m? Yoksa diigiiniiyorum (yani) varim anlaminda m1? Burada gok
felsefi tartigmalar var. Hintikka’nin “Cogito Ergo Sum: Inference or Performance” ma-
kalesinde bu konu detaylica iglenmis.

1.3. Mehmet’in Ayse’ye “seni seviyorum” demesi ve buna Ayse’nin inanmasi, Mehmet’in
Ayse’yi sevmesinin bir kaniti olur mu? Ya da Mehmet’in kadinlardan iyi anladigin
kanitlar m1?

1.4. Modern matematikte sifir tanimlanmaktadir. Peki “sifir elma” fiziksel birgeyi temsil eder
mi?

1.5. 2913 sayisiyla 2 4+ 2 = 4 esitligi arasindaki iligki ne olabilir?

1.6. “1,2,3,4,5,7” dizisinde soru igareti yerine hangi say1 gelmelidir? a) 6 b)7 c¢)0 d)-1

1.7. Bir sayisim1 anlamak mi yoksa “gercek peygamber ile sahte peygamberi ayirmak”mi
daha zor"?

1.2 Aramaya Devam

Matematiksel dustincenin insant ozgurlestirmesinin
beklenemeyecegi gibi, o distunce tzerinden insa edilen
saylar insanlarin distnce hiicrelerine ordukleri demir
perdeler olabilir; evren wve tanrimn insan zihni icin
bir demir perde olabilecegi gibi. Bu demir perdelerin
anahtarimin var olup olmadigr ve varsa kimde oldugu
da bambaska bir konudur..

Agagidaki ironi, belki de okuru 6nyargilardan uzak tutarak kitabin daha kolay
okunmasini saglayabilir.

5Bu kismen “beyaz yalan” olabilir, Béliim 7.8’ de bakilmali.
6Sonsuzun bir “canavar” gibi goriilme nedeni onu tanimamaktan kaynaklidir.
7Ali Nesin’in bir paylagimindan esinlenmistir.
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Bilim tarihi, “Egder bir adam marsla uyum i¢inde ylriyorsa o degersiz
bir yaratiktir...” diyen Finstein da dahil olmak tzere, sayr marslary esliginde
yuriyen ve sayilara mars komutlars veren “celiskili” bilim insanlaryla dolu-
dur. Ornegin, binlerce yil halklarin kafasinda 6zgiirce var olan 0 ve 1 sayilarin
halkan elinden alp, seckinci kavramlara mal edebilmek icin, onlart mars ko-
mutlarinan bir benzeri olan aksiyomlara sikistirma eylemleri bu celiskili ve
degersiz gorilen yiiriyisin bir benzeridir. 0, 1 ve biitin saylara Ozgiirlik!

Her ne kadar yukaridaki paragraf “6zgiirliilk” sloganiyla bitirilmis olsa da
kitabin amaci bu yonlii bir 6zgiirlestirmeye katk: saglamak olmayacak. Tersine
sayilarin evcillestirilme seriiveni bir bagsar1 ya da 6vgii diliyle anlatilacak®.

Insanhk tarihi insanlarm sayilarla yaptig islemlerle (bekli de A§1k Vey-
sel’in Kara Toprak siirinde yer alan “Iskence yaptikca bana gulerd:” nitelikli
“igkence”lerle) doludur. Onlar topladi, gikardi, garpti. Bunlar bazen zorun-
luluktan, bazen eglence, bazen de meraktan yapti. Bunlardan meslek yaratti!
Adina say1 dedikleri yarattiklarindan sadece birine sifir, sadece birine bir,
bazilarina tam sayilar, bazilarina rasyonel denildi. Hatta bu yaratilan ras-
yonel sayilari, “tanr1’” yapan bir “din” kurdular. Sonra bu dine kars1 ¢ikan,
tanriya ait olmayan bir /2 sayisiin varligi anlasildi;

2 =2

oldugunu séyleyen x dogdu. v/2 var diyen kisi bunun bedelini caniyla 6dedi
ama o tanrinin da karizmas: cizildi. Iste bu acilar icerisinde v/2 dogdu?. O’na
akildisi (irrasyonel) say1 denildi. Halbuki bu say1 akhn tiriiniiydii. O giin
bugiindiir v/2 yasiyor. v/2’yi inkar eden tanriya ne oldu derseniz; rahmetli
oldul!

Zaman icerisinde sayilar o kadar biiytudiiler ki sonsuz oldular. Hatta son-
suzu agip sonsuzun sonsuzu oldular. O kadar ileri gittiler ki; bir zamanlar
cok korktuklar: sonsuzluk kavramimi “cocuk oyuncagina’ cevirdiler. Bu bir
yoniiyle tanriyla yapilan “it dalagina” benziyordu. Bir sonsuzdan bir diger son-
suza ge¢mek icin Kiime Teorinin Temel Teoremi ad: verilen bir yontem
icat edildi. Bu yontemle, istenilen ¢oklukta farkli sonsuzluk iiretilebilmenin
hazz1 tadildi. “Bu yontemin ilk sonsuza uygulanmasi sonucu elde edilen diger
sonsuz arasinda kalan bagka sonsuz var mi?” sorusu, Cantor’un inga ettigi ve
¢ok yanitlamak istemesine ragmen yanitlayamadigi soruydu. Bu soru gercekten
onemliydi ¢linkii, “Diigiin bir sonsuzdan diger sonsuza ziplarken altinda (varsa)
yatan binlerce sonsuzu” niteligindeydi.

8Bir anekdot: Derste tahtaya “24+3=7" yazmam iizerine égrenciler, “7” degil “5” olacag:
yoniinde diizeltme yapmiglar ancak, diizeltmelerine ikna edici bir agiklama getirememislerdi.
Ogrenciler, “24-3=5" olacag1 konusunda yillarca ogretmenlerce ya da kendi kendilerince
kandirilmig olamaz miydi? Bu konuda yaptigim bir paylagim {izerine “2+2=>5"" isimli bir
Iran filmi dikkatime sunuldu. Okurlara bu kisa filmi izlemelerini éneririm.

90 dénemde v/2 uzunlugu “alogos” yani “hakkinda konusulamayan” olarak adlandirilmis.
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Cantor’un sorusunun ¢éziimii i¢in 6nerilen “her kiime iyi siralanabilir mi?”
sorusu, Hilbert’in meghur soru listesinin birinci sorusu oldu ve sonrasinda da
Cantor’un sorusu Siireklilik Hipotezi (Continuum Hypothesis!®) olarak ad-
landirilarak dev bir kavram inga edildi. Streklilik hipotezini anlama siirecinde,
insanlik bagina matematikte Se¢im Aksiyomu (Axiom of Choice) olarak ad-
landirilacak yeni bir “bela” agti. Bu gercekten bir belaydi; bu, halk diliyle,
“herbirinde sonsuz tane kiraz bulunan sonsuz sepetin her birinden sadece ve
sadece bir kiraz alarak, igerisinde sonsuz tane kiraz olacak bir sepet olugturma”
girigimi olarak ifade edilebilirdi. Bu, yumruklu ve kiifiirlii kavgalara neden
oldu. Bu kavgay1 cinlere ve perilere inanan Kurt Gédel sonlandirda.

Aligtirmalar

1.8. 127x227 = 28829 oldugunu kanitlayn.
1.9. Yukaridaki soruda verilen esitlik kanitlanmadan kullanilsa ne olurdu?
1.10. Arananin ne oldugu kendini hissettirmeye bagladi mi1?

1.3 Neden “0 =1” Olmasin?

Yukarida hissettirilmeye caligilan gizemli diinyanin temel yapisini cok az insan
biliyor. Bilmesi de gerekmiyor; tipki topuyla oynayan bir ¢ocugun topunun
hacminin ka¢ metrekiip oldugunu bilmesinin beklenemeyecegi ya da annesinin
siitiinii emen bir bebegin siitte kac kalori oldugunu bilmesi gerekmedigi gibi'!.
Benzer bicimde, sayilar: kullanan halkin,

0=1

esitlik onermesinin “degerinin” neden yanlg oldugunu bilmesi de beklenme-
meli.

Bu kitapta yapilacak kurguya gére, 0 = 1 esitlik 6nermesinin “degeri”,
“yanlg” olacaktir. Bu énermenin degerini “dogru” yapacak bir kurgu olabilir
mi? Bdyle bir kurguyla yeni bir uygarlik yaratilabilir mi? Bu sorunun su an-
daki amaci soruya yanit bulmak degildir; dogru yaniti aramaktan daha cok,
sorgulama amachdir. Bu tiir sorgulamayla kitabin amaci daha iyi anlagilabilir
ve okur kitabir kendine daha yakin bulabilir.

Bu zamana kadar bize 0 = 1 olamayacag1 6gretilmistir'?. Yani, bu esitlik
onermesinin degerinin yanlig oldugu ogretilmistir. Kimbilir, belki de kotd in-
sanlar bizleri kandirmistir; 0 = 1 ifadesinin degeri dogrudur. Degeri yanlig
olansa

19[32)’da buna Cantor Hipotezi deniyor.

"Bir an icin bir bebegin emdigi siitiin kalori diizeyini 6grenmek icin agladigini ve annenin
de bu istek kargisinda garesiz kaldigini diigiiniin.

12 Aristoteles’e gore bir sey kendisinden bagka olan seyle ayni olamaz.
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0#1
ifadesi olabilir. Ya da her ikisi de dogru ya da yanlig deger alacak nitelikte
olmayabilir. Belki de degeri dogru olan

1=0
esitligi ya da
1#0

esitsizligi olabilir. Bu tiir sorgulamayla siirekli sorular iiretilebilir ve bunun
sonucunda,

1=1

esitliginin bile degerinin ne oldugunu tartismali bir duruma donitstiirebilir.
Belki de durumumuz daha da kotiidiir;

sembollerinin anlamini bile bilmiyor olabiliriz. Hatta ve hatta “sembol nedir?”
sorusu karsisinda duraklayabiliriz. Sanirim durum bekledigimizden de ciddi!
Bu kitabin icerigi yukarda verilen benzeri sorgulamalar: temel diizeyde
yanitlayacaktir. Bunlara yanit ararken 6ncelikle “mantikli olmak” gerekir, bu-
nun icin de mantiksal aksiyom olarak bilinen kavramlarin bilinmesi gerekir.
Burada gecen aksiyom kavraminin temel motivasyonu aklimizin ya da sezgile-
rimizin “dogru” oldugunu soyledigi “seyler” olacak'®. Su iki 6rnege bakalim.

Ayse okuldaysa Ayse okula gitmistir.
Belirli bir yikseklikten birakilan tas yere duser.

Bu ifadelerden hangisi dogrudur? (Bu soruyu sorarken, okurun sezgisel olarak
“dogru” kavramim bildigini kabul ediyoruz elbette.) Herhalde birinci ifade-
nin dogrulugundan kimse kusku duymaz®. Ikinci ifade icin de ok biiyiik bir
kesim (belki de ytizde 99) dogru diyecektir. Yiizde birlik bir kesim de, Ay’a
¢ok yakin mesafeden birakilan cismin yeryiiziine diismeyecegini dikkate ala-
rak, farkli bir yaklagim ortaya koyacaktir. Bu noktada, yiikseklik ile uzaklik
kavrami arasindaki fark giindeme gelebilir ve ikinci ifade guna evrilebilir:

13ingiliz yazar Holbrook Jackson(1874-1948), “Sezgi aceleyle akil ytliriitmedir” diyor. Ame-
rikall matematik¢i Tobias Dantzig(1884-1956) ise, “Sezgi ¢ok uzun siire Yunanhlarm kat:
eksizliklik anlayigimin esiri oldu. Simdi 6zgiirliiginii kazand1” diyor. Ne demek istiyorsa!?

14 Ayse okulda dogduysa ne olacak?
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Yiiz metre bir yiikseklikten birakilan tas yere diger( mi?).

Buna verilecek yanit ¢ok ve ¢ok yiiksek oranda “evet” olacaktir. Ancak, be-
lirli bir yiiseklikten birakilan bir tagin her birakiligta yere diigtiigli test edi-
lebilir olmasina kargin, bu denemenin stirekli olarak farkli tag ve mekan igin
farkli farkli yapilamayacag da ortada! Bu tiir testlerle birakilan tagin yere
diisecegi “kamtlanamaz”. Ancak, elde ettigimiz gbzlemi ziyan etmenin ya da
onunla catigmanin geregi olmayabilir. Peki, nedir “kanit”? Bu gerceklikle ve
bu yaklagimla, yaptigimiz deneylere saygi duyarak, daha genel olan,

belirli bir yukseklikten birakilan tas yere diser

ifadesini bir aksiyom olarak alarak, buradan elde edilen modellerle ¢aligmalar
yapmak mantiklica olabilir. Bagka modeller de olabilir. Ornegin, takintili bir
insan her yil Agustos ayminn her giintinde belli bir yiikseklikten birakilan
tagin yere diigtiigiinii 10 y1l boyunca gozlemlemesi sonucu,

Agustos ayinda belirli bir yikseklikten birakilan tas yere diiser

ifadesini bir aksiyom olarak ele alarak, bir model geligtirebilir. Bu modele gore
Ocak aymda belirli bir yiikseklikte birakilan bir tagin yere diigsecegi bilinemez,
daha teknik bir ifadeyle, kanitlanamaz.

Alistirmalar

1.11. Belirli yiikseklikten birakilan bir cismin yere diigtligiiniin ya da diigmediginin testini
yapan insan, niye bu testi kendini yere birakarak yapmaz? Nedeni diigecegini biliyor
olmasindan midir?

1.12. “0 =1 dini” adinda bir dinin olmadigin kanitlayabilir misiniz?

1.4 Aksiyom

“Aksiyom”lastirma, kazasiz  belasiz
inanma amach yapilan bir eylemdir..

Yukarida yapilan gozlemler sonucunda gozlemlere uyumlu bir varsayim or-
taya konulmasinin gerekliligi ortaya c¢ikiyor. Buradan da dogrulugunu kabul
ettigimiz ve adina aksiyom diyecegimiz bir kavram ortaya cikiyor. Kitabin
anahtar kelimelerden biri aksiyom olacak.

Issiz bir adada yasayan ve 6limii hi¢ gérmemis birinin,

ben hic 6lmem

biciminde bir aksiyom kurmasi anlagilabilir. Ciinkii o ana kadar 6len birini
gormemis ve kendisi de oliimii tatmamigtir. Ancak, ayni kigi bir topluluk
icerisinde yasiyor olsaydi bu sekildeki bir aksiyom kabul gormezdi. Buradan
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da anlagilacag1 gibi aksiyomlar, dolayli ya da dolaysiz olarak cevresel etkilerle
olusur. Bu, matematigin temel kavramlar fiziksel gézlemlerin soyutlagtirilma-
sindan geldigini de sOyleyebilir; fiziksel diinyada daireye benzer cisimler olma-
saydi soyut daire kavrami da olmazdi.

Bir modeli olugturan aksiyomlar miimkiin oldugu kadar ne fazla ne de az
olmal; islevsel de olmal. Ornegin 1 = 1 ifadesini bir aksiyom olarak almak
cok iglevsel olmayabilir. Buna karsi 1 = 1 ifadesininin degerinin dogru olmasini
saglamak icin,

Aslan, kuzudan kuvvetlidir

gibi bir ifadeyi aksiyom olarak almak gereksiz olacaktir.

Matematiksel yapinin ingas1 6nermesel yapi/dil iizerine olur. Onermesel
yapi, bazilar1 sabitlesmis ve farkli anlamlar yiiklendirilmig sembollerden olugan
bir semboller toplulugudur. Bu temel yapi bu kitapta calisilacak.

Bir 6nermesel yapida sembollerin belirli bir kuralla dizilmig bigimi (dizisi)
6nerme/formiil, ve 6nermelerin belirli bir kurala dizilmis bigimi kanit ve
kanitin son terimi teorem/hepdogru olarak adlandirilir. Bu tanimlamaya
gore, her aksiyom bir teorem olacaktir. Matematik, tam olarak tanimlanama-
yan, kiime olarak adlandirilan bir seyi temel alarak bir 6nermesel yap1 iizerine
inga edilir. Bu onermesel yapida tanimlanan belirli aksiyomlar listesiyle elde
edilen yapiya Zermelo-Fraenkel Kiime Teori'® denir. Bu teorinin aksiyom
listesi detaylariyla kitapta verilecek. Zermelo-Fraenkel Kiime Teori {izerinden
Von Neuman tarafindan tanimlanan, dogal sayilar ve dogal sayilar kiimesi
kitabin temel konularindan biri olacak. Bu sekilde tanimlanan dogal sayilarin
Peano Aksiyomlariyla tanimlanan dogal sayilarla cakigtigr gosterilecek. Dogal
sayilar sonrasi tam sayilar, rasyonel sayilar ve gercel sayilar yapisi insa edilip,
bu yapinin cebirsel olarak tek oldugu gosterilerek, bunlarin temel 6zellikleri
cebirsel ve kiime teori kavrami diliyle verilecek.

Bir kez daha vurgulayalim: Kitapta gecen kavramlar: iyi takip edebil-
mek ve anlayabilmek icin, gerektiginde baz1 “temel gergekler” unutulabilmeli.
Ornegin,

1+ 1 =21
2=2
gibi bilgileri bilmenin yaninda bu bilgilerin tutsagi olunmamali,

0=1

5Teori yerine, kuram, kavram, sistem gibi kelimeler de kullanilir.
Bunun kanti Whitead-Russell''n Principia Mathematics adli eserinin birinci cildinde
verilen bir 6nteorem kullamiarak 2. cillte veriliyor.



1.5. “Hemen” Sonraki 13

gibi ifadeler de “diglanmamali”. Yanlg olsa bile onlarin da bir degeri vardir.
Hem mantikta yanls degerin dogru degerden daha kiymetsiz oldugunu kim
sOyleyebilir ki!

Matematiksel diigiince kavramin formalist bir yapiya sokan kiginin Oklid
oldugu sOylenebilir. Bu formalizmin temel anahtar kelimeleri tanim, aksiyom,
theorem ve kamattir. Bir matematiksel tanim igice gecen diger formel tanim-
lardan olusur. Ornegin, bir dogru parcasi belirli ézelliklerle yapilandirilmig
noktalar kiimesi olarak tanimlanabilir. Bu tanimlamada kullanilan nokta da
tanimlanmaya muhtactir. Diger taraftan bazi seyleri tamimlamak giictiir, or-
negin kiime!

Alistirmalar
1.13. “Mantik”, “olmak” ve “mantikli olmak” ne demektir?
1.14. Mantikli olmak m1 yoksa olmamak mi daha iyidir?
1.15. Tanrinin varligi bir aksiyoma dayandirilmig olsaydi diinyada ateist insan kalir miydi?

1.5 “Hemen” Sonraki

Zaman olarak bir anin hemen sonraki ant yok!
Cantor’u deli ederek cennetin kapisini agtiran
soru: Bir sonsuzun hemen sonraki sonsuzu
olabilir mi?

Bir onceki alt boliimde Zermelo-Fraenkel kiime teori olarak ifade edilen yapinin
inga edilmesinin temel nedenlerden birinin “sonsuz”luk {izerine yapilan sorgu-
lamalar sonucu oldugu sdylenebilir!”. En az birinin sonsuzun olabilmesinin
gerisinde olan (birgok) temel nedenlerden birinin (biraz bulanik¢a olsa da)
“hemen sonraki” olarak ifade edilebilecek kavram oldugu soylenebilir.
Burada kullanilacak “hemen sonraki” ifadesi, daha sonraki boliimlerde
ardil olarak daha net bicimde tanimlanacak. Bu altbéliimde tistiinkori bir
bigimde, Cantor’un sorusu hemen sonraki terimiyle ifade edildikten sonra ge-
nellestirilmis stireklilik hipotezi tanimlanacak. Bunlar yapilirken, okurun fonk-
siyon, birebir ve orten fonksiyon kavramlarina agina olduklar1 varsayilacak.
Hemen sonraki ne olabilir? 1 dogal sayisindan hemen sonraki dogal sayinin
2 oldugu, hemen sonraki kavrami verilmemis olsa da sagduyuyla hemen soyle-
nebilir. Buna karsi, 1 dogal sayisindan hemen sonraki rasyonel sayimin ne
oldugu sorusu kargisinda muhtemelen duraksama yaganir. “Bir kiimenin hemen
sonraki kiimesi nedir?” sorusu, kotii niyetli olmayan ve ilgili herkesi duraksa-
manin Gtesinde diigiindiirmeye baslatabilir. Ornegin, “{1} kiimesinin hemen

"Bunun gerekcelerinden biri en dogal sonsuz olan dogal sayilar1 aksiyomatik olarak inga
eden Peano aksiyom sisteminde sifirdan farkli her dogal sayinin hemen bir sonrakinin (ardil)
olmasidir.
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sonraki kiimesi nedir?” sorusunun yamti {1,2}, {1,3}, {1,0} ya da {1,a}
kiimelerinden biri olabilir mi? Bir eve ayni uzaklikta olan evlerin hangisi o
evden hemen sonraki olabilir? Bir ¢emberin merkez noktasinin ¢ember iize-
rindeki noktalarindan hangisi hemen sonraki noktasidir? Bir geyin hemen son-
raki seyi tek olmak zorunda midir? Bu sorular olusturulurken ve bunlara yanit
aranirken, “hemen sonraki” kavraminin heniiz tanimlanmamig oldugunun okur
elbette farkindadir ve bunun yarattigi zorluk da vardir.

Bir sonsuzun hemen sonraki sonsuzu var midir? Cantor sonsuz iki kiimenin
varligini tespit ettikten sonra bunlardan birinin daha biiyiik sonsuz oldugunu
da gordii. Bunlardan kiigiik olan sonsuz, dogal sayilar kiimesi w ve biiytik olan
sonsuz ise reel sayilar kiimesi R idi. Cantor w’nin hemen sonraki sonsuzun R
oldugunu digiiniiyordu. Cantor’un sorusunu ifade etmek igin birkag tanimlama
yapalim: Bir X kiimesinden Y kiimesine tamimli en az birebir fonksiyonun
olmasi durumunda

card(X) < card(Y)
ve ayni zamanda Y’den X’ e giden birebir fonksiyon varsa
card(X) < card(Y)
yazilsin. Eger X’den Y’ye tamimli en az birebir ve orten fonksiyon varsa
card(X) = card(Y')
yazilsin. Cantor,
wC X CR = card(w) = card(X) ya da card(X) = card(R)

ifadesinin dogru olcagini diiginiiyor ama gosteremiyordu. Gosterebilseydi “w
kiimesinden hemen sonraki sonsuz kiime R” diyecekti.

Sonradan analagildi ki bu sorunun bir matematik sorusu olarak incelene-
bilmesi ve gerekli yanitlarin verilmesi i¢in sorunun yatirilacagi bir masa gerek-
liydi. O masalardan biri 20. yiizyilin ilk ¢eyreginde inga edildi, ad1 Zermole-
Fraenkel kiime teoridir. Bu siireg icerisinde, Cantor’un sorusu siireklilik olarak
bilinen su ifadeye evrildi: X sonsuz bir kiime ve p(X), X’in biitiin altkiimele-
rinin kiimesi ise,

card(X) < card(Y) < card(p(X))

olacak bigimde Y kiimesi yoktur. Glintimiizde bu ifade genellestirilmis stirekli-
lik hipotezi (generalized continuum hypothesis) olarak bilinir. Bu hipotez kabul
edildiginde, sonsuz bir X kiimesinin bir sonraki sonsuz kiimesi kuvvet kiime-
sidir.

Aligtirmalar
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1.16. Cantor’un yukarida tanimlanan sorusuna yanit verildi mi?
1.17. Bos olmayan her X kiimesi igin card(()) < card(X) olur mu?

1.18. “X ve Y kiimeleri card(X) < card(Y) ve card(Y) < card(X) kosullarim sagliyorsa
card(Y') = card(X) olur mu?” sorusu anlamh mi?

1.19. Her X ve Y kiimeleri i¢in card(X) < card(Y') ve card(X) < card(Y') kosullarindan biri

saglanmali mi1?
1.20. X ve Y kiimeleri card(X) < card(Y') ifadesini saghyorsa card(X) < card(Y’) olur mu?

1.6 Dostoyevski “iki kere iki dort eder”den neden
korkuyor!

Clinkii, Dostoyevski iki kere ikinin dort etme-
sini “oliimin baslangict” olarak géoriyor!

Dostoyevski “korktugum da nereden cikt1?” diye sorabilseydi de ve gercekten
de korkmamaig olsaydi da ben korktugunu varsayacagim!

Yukarida verilen iki kere ikinin dort etmesiyle 6liim arasindaki baglanti,
Dostoyevski'nin “Yeraltindan Notlar” adli eserinden alinmigtir. Bu kitap daha
detayl incelendiginde, Dostoyevski'nin ilgili yaklagiminda belirli cekingenlikler
ve korkular yagadigi disiiniilebilir. Aslinda Dostoyevski ne korkuyor ne de
gekiniyor, sadece kafa buluyor da olabilir! Gergekten de iki kere ikinin dort
etmesinden korkan bir canli olabilir mi? Ama diger taraftan, yeri gégu inleten
bir gok giirtiltiisiinden korkabilen insan, “iki kere iki dort eder”den neden
korkmasin ki?

Korkutan bu geyin dogumunu Dostoveyski bilseydi, korkusu azalir miydi?
Hic zannetmem. Bunu bilseydi bile, basit baz1 manevralarla bu sorular1 “6lim
Olseydi ne olurdu?”, “6limiin dogusu nasil olmustur?”, “dogumun dogusu
nasil olur ki?” bicimli sorulara evrilterek, takintililiga devam ederek kafamizin
iitiistinii bozmaya devam edebilirdi. Adam, tam bir serseri!

Dostoyevski korktugu o seyin Olimiinii gorseydi, korktugu seyden kur-
tuldugu i¢in sevinir miydi? Yoksa korktugu o seyin dogdugunu gorse, tiziiliir
miiydi?

Oliim nedir? Bir seyin 6liimii iki bicimde tanimlanabilir: Birincisi; o seyin
yok olmasi, ikincisi; o seyin belli bir miktarda farkliiga doniisiimiidiir? Oliimii
ikinciye gére tamimlama durumunda her 6lii 6lmeye devam edecektir. Yani
bir gey olmiiyor, 6lii olarak yasiyor olacaktir. (Sanirim bu safhada hatlar
karigabilir!) O halde, dogan higbir ey 6lmeyecektir. Olmenin yok olma ola-
rak tanimlanmasi durumunda, 6lmeyen bir seye 6rnek olarak o, yani “iki kere
iki dort eder” olabilir mi?

Bana 6yle geliyor ki, Dostoyevksi’yi korkutan, “iki kere iki dort eder”in
yukarida verilen 6liim tanimlarina gore 6liimsiiz olmasidir.
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Dostoyevski, “bana kalirsa iki kere iki dort, biiyiik bir kiistahliktir ve et-
rafa tiiktriikler sacan, elleri belinde, yol kesen bir kiilhanbeyinin ta kendisidir”
diyerek, o dliimsiiz ya da hi¢c dogmamig bir gseye satagiyor. Ayrica, “iki kere
iki dordiin miikemmelligine inaniyorum; fakat ondan daha iistiin olduguna
inandigim sey, iki kere ikinin beg etmesidir” diyerek kendince rakipler yarat-
maya caligiyor.

Biitiin bunlara karsin, esas problemin, “iki kere iki dort eder”in, Dosto-
yevski'ye “sikimden agag1 kasimpasa” demesi olabilir.

Iki kere ikinin dért etmesini “6liimiin baglangici” olarak goren Dostoyevski,
“iki kere iki dort eder”in neyin dogumunun baglangici olduguna iligkin bir
yaklagi sergilemiyor ya da sergileyemiyor ama tikaniyor. Demek ki, Dosto-
yevski'nin bu konuda serseriligin iist sinir1 bu kadarmais.

Olmeyi anlamak kolay olabilir! Ya dogmay1?



2. Seyden Onermelere

Ik tartisma “sey”le baslamis ve “sey”, “ney’le to-
humlanmas olmal. Yani, matematigin anneannesi sey,
dedesi ney olabilir.

Bu altboliimde, ne oldugu tam olarak tanimlanamayan “sey”’den baglanip,
onun tizerine inga edilecek 6nerme kavrami tanimlanarak, bunlarin 6zellikleri
bu kitabin amaci igin yeterli diizeyde verilecek.

2.1 Sey

En azindan ezberi bozmak igin, insanligin en énemli kesgfinin “sey” oldugunu
soyleyelim!. Bir baska deyisgle yapilan en biiyiik kesiflerden biri her biri soyut
olmayip fiziksel gercek olan tekerlegin icadi, atesin bulunmas: ya da uzaya gi-
dilmesi olmayabilir. En biiyiik icat “sey”i hissetmek, anlamak ve sonucunda
da onun resmini yapmak olabilir. Daha da ileri giderek, yapilan resme “ha-
reket” vermek ve hatta onu “sonsuzun” ne oldugunu bile bilmeden sonsuza
gondermek” olabilir;

T — 00

gibi.

Edmund Spenser? seyi, bir seyi gosteren baska birsey olarak tanimliyor.
Daha dogrusu bir bagkasi iizerinden anlamlagtiriyor. Bu yaklagima gore, bir
sey, biiyiik bir olasilikla bir seye bagl ve bu anlamda bagimsiz degil.

Bir sey fiziksel olacag gibi sadece ve sadece zihinde de olabilir. Bagka
tiirlii de olamaz?®. Yani bir sey, fiziksel sey ve zihinsel sey olarak ikiye ayrilabilir.

1Sey kelimesi, ilk olarak ilkokulda ikinci ya da {iciincii sinifta 6gretmenin sordugu soruya,
Senay adli simif arkadagimin “geyle seyi carpacagiz” yanitiyla dikkatimi gekmisti. Ogretmenin
bekledigi yanit, “li¢ ile besi garpacagiz” biciminde oldugundan, 6gretmen, Senay’in yanitini
dogru kabul etmemigti. Aslinda yanit dogruydu!

21552-1599 yillar1 arasinda yagamig ingiliz sair.

3Bir an icin “dinsel sey” de eklenebilir ama bu da zihinsel seyin icindedir.
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Bunlar her ne kadar birbirlerinden bagimsiz olsalar da “etle kemik gibi” dirler;
birbirleriyle tuhaf bir iligkileri var, biri olmadan digeri olmuyor. Bu iki gsey
arasindaki farkliligi anlamak igin ortaya cikan kavrama felsefe deniyor. Yani
felsefe seyler arasindaki diyalog olarak tamimlanabilir. Biraz daha detaylandi-
ralim: Felsefe seyler ile o seyleri temsil eden seyler arasindaki iligkiyi 6lgmeye
caligan bir seydir.

Sey ile o seyi temsil eden bir bagka sey aym degildir. Ornegin, birine Hil-
bert’in bir resmini gosterip, “bu kim?” diye soruldugunda, verilecek “Hilbert”
yanit1 dogru olmayacaktir. Dogru yanit, “Hilbert’i temsil eden bir gey” olmali.
Benzer bicgimde, baz harflerin dizisi olan “Hilbert”, Hilbert degildir, Hilbert’i
temsil eden sey toplulugudur.

Farkl iki fiziksel gey, fiziksel olmayan tek bir “degeri” temsil edebilir ve
onun {izerinden “esit” olabilir. Ornegin iki farkli 10 TL parasi, kilosu 10 TL
olan bir kilo patetes degeri tlizerinden birbirlerine egittir. Bir bagka esitlik ise
10 TL’nin bir kilo patatese esit olmasidir. Bu esitlige fiziksel anlamda esitlik
de denilebilir. Bunun yaninda 10 TL’nin estetigi tizerinden zihne yansiyan bir
degeri olabilir ki; buradan da bir zihinsel diizlemde farkli bir esitlik kavrami
akla gelebilir.

Zihinsel olan bir sey var midir? Bu sorunun yaniti ancak ve ancak felsefik
tartigmalar icerisinde aranabilir olsa da vardir/yoktur bigiminde bir yanit su
ana kadar verilememistir. Boyle bir tartismaya, bir anlamda, Armudun sap,
tzumin ¢opt detayina girmeden ve akilly disiinene kadar deli torun sahibi
olur, uyarisim1 dikkate alip, on sevigsmeyi de fazla uzatmadan, o seyin nasil
olmas1 gerektiginin tarif edilmesi gerekiyor. Tabii ki bunu yaparken, “tavuk
yumurtadan mi yoksa yumurta tavuktan mi1?” sorusuna horozun verdigi, “ben
isime bakarim” yanit1 seviyesinde de olunulmayacak. “Sey sey sey” demeyi
birakip, onun yerini alabilecek modern bir kelime, seyin evrimlegmis bicimi
olan “sembol” kavramini tanimlayalim.

Aligtirmalar

2.1. Bir sey yazin.

2.2. Sonsuz sey yazin.

2.3. Sifir sey yazin.

2.4. Eksi bir gey yazin.

2.5. Akilli bir sey yazin.

2.6. Salakga birgey yazin.

2.7. Niye ve nasil birsey yazdiniz?

2.8. “x’i sonsuza gondermek”, okura ne diigtindiiriiyor?

2.9. “gey olmayan” ne var?

2.10. Ahmet Cevik “Modern matematik sadece sey ve sey-olmayan kavramlarinin kullanilma-

siyla da yapilabilir. Herhangi bir ikili bir sistem yeterli.” diyor. Bu konuda siz ne
diigtiniiyorsunuz?
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2.2 Seyden Sembole

Sembol, seyin evrimlesmis bicimidir. Thomas Hobbes
sembollerin  matematikte kullanamlarine  “yakisiksiz”
ve “sevimsiz” buluyordu

Sey’den sembole bir gegig 6rnegi: Muhammet bin Musa el-Harizmi’nin 820’li
yillarda yazdig cebir kitabiminin® bir pasaji “Ejer birisi size “onu iki parcaya
boldim ve bunlardan birini digeriyle carptim, sonu¢ yirms birdi “ derse, o za-
man parcalardan birinin sey, digerinin de on eksi o sey, oldugunu bilirsiniz”
bicimindeydi. Giintimiizde bu, sembolik olarak,

z(10 — x) = 21.

yazilir. Harizmi’'nin sey’i, denklemde x olarak yerini aliyor.

Pierre Heégone, 1634 yilinda yayinlanan Curses mathematicus adli ese-
rinin 6nsoziinde, “herhangi bir dil kullanimina bagvurmadan ispat yapabil-
menin yeni bir yontemini icat ettim” diyerek, kitabini semboller kullanarak
yazdigini soyliiyordu. Tobias Dantzig, cebirin semboller sayesinde kelimelerin
koleliginden kurtuldugu goriisiindeydi. 1837’de De Morgen, matematikte sem-
bol kullaniminmi sembolik kalkiliis adiyla kavramlagtirmak isteyerek, “Sembolik
kalkiiliisde uzmanlagmis kisi, dogal olarak bunlarin anlamlarini da talep ede-
cektir” diyordu. Bazi1 sembol tarihgileri, Gottfried Leibniz’in sembol yaratma
ve kullanma konusunda bir deha oldugunu soyliiyordu, yani Leibniz koyu bir
sembol fanatigiydi. Ama her diiginiir “sembolist” degildi; politik felsefenin
kurucularindan biri olarak bilinen Ingiliz felsefeci Thomas Hobbes, 1648’de
sembollere “yakigiksiz” diyor ve bunlara gelecekte “sevgiyle” bakilmayacagini
aciklayarak matematigin sembollerle anlatilmasina karsi gikiyordu. Gelinen
son nokta, matematigin bir semboller oyunu oldugudur. Sunu da ifade etmek
gerekir ki, bir matematik kitabinin sadece ve sedece sembollerle ifade edilmesi
matematigi goriintli olarak boguyor, dolayisiyla edebi bir yazimi da olmali.

Yunanca bir kelime olan sembol, kelime kokenleri sum(“birlikte”) ve ballon
(“getirmek”) olan iki kelimenin birlegimiyle elde edilen sumbollon olup, “bir
araya getirme” anlamindadir. Kelimenin etimolojisi bir kisinin kimligi ya da iki
kisi arasmdaki iligkinin saptanma yontemine dayaniyor. Ornegin, bir fiziksel
parga (dal, kemik, tag gibi) ikiye boliintip, bu parcalar iligki ierisinde olan iki
kisiye verilerek, daha sonra, bu kigiler arasindaki iligkinin ne oldugunun kaniti
bu parcalarin birlestirilmesiyle yapildig: ifade edilmekte. Bu anlamda, sembol
bir gesit kimlik isaretidir. Bu, bilingli ve bilingsiz diigiincelerin baglantilarindan

4Kitabmn tam adi El-Kitab’ul Muhtasar fi’l Hisab’il Cebri ve’l Mukabele olup, cevirisi Ta-
mamlama ve Denklemlestirme Yoluyla Hesaplama Hakkinda Ozet Kitap. Kitap bashginda
gecen cerb kelimesi tazmin ya da tamamlama anlamindadir. Bu kelime kavram olarak
kaynastirma anlamindadir.
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¢ikan bir anlam olarak da yorumlanmakta. Bu konuda, 6zellikle matematik
sembolleriyle ilgili bir bilgiye [36]’den ulagip, onun iizerinden geriye ve ileriye
iz suriilebilir. Her ne kadar sembol koken olarak bu bicimde olsa da sembol bir
gercegin zihnimize olan izdiiglimiiniin zihnimizce digariya yansitilan bir resmi
ya da tepkisi olarak da goriilebilir. Buna karsin, sembol tizerinden yapilacak
“o ne, bu ne” gibi sorular1 ve yorumlar: en aza indirgemek icin bu kavram bir
tanim olarak asagidaki gibi verildi.

Tanim 2.1. Sembol anlamsiz bir seydir®.

Bir semboliin “anlamsiz”’lik tlizerinden tanimlanmasi o kavrami degersiz
yapmiyor, tam tersine Ozgiirlestiriyor. Bunun yaninda sembol girigte verilen
anlamda felsefik tartismalarin daha kolay anlagilmasinda bir arac¢ da olabilir.

Fiziksel hersey “anlamli”® olmasina karsin, anlamsizlik fiziksel bir gerceklik
olmadigindan, tanimda gecen sembol bir fiziksel gercekligi degil; sadece ve sa-
dece zihnin tirettigi birgeyin resmi olup, zihnin insa ettigi bir seyi temsil edi-
yor. Peki bir sembol var m1? Yukaridaki tanima gore var oldugunu gostermek
miimkiin degil. Buradan yoktur sonucu da ¢ikmaz. Gergekten de en az bir (zi-
hinsel) sembol var oldugunu iddia eden birine, zihninde var olsa bile, “gdster o
zaman” denildiginde gosteremeyecektir. Yani semboliin varolmasini istemekle
varlig1 gosterilemiyor. Bu durumda en az bir semboliin varligi kabul edilmeli;
eylemci olunmali. Diger tiirlii yola devam etmek miimkiin degil.

Tek bir sembolle sonsuzu yaratma girisimi, tim evreni
bir sembole paketleme eylemidir. Bu, akilly insanlarin
eylemi olamaz; ancak “deliler” bunu distnebilir

Aksiyom 2.1 (Sembol, Varlik Aksiyomu). En az bir sembol var.

Bu aksiyom geregi en az bir sembol var. Sembol, zihindeki bir seyi temsil ediyor
olmasindan dolayr demek ki zihinde de en az bir sey olmali.

Bir sey iki farklh sembolle de gosterilebilir. Ornegin, herhangi bir fiziksel
sey kullanmadan zihinde tanimlanmig olan bir sayinin farkl bicimlerde ve ayni
anda birgok yerde temsil edilmesi gibi. Yukarida verilen aksiyom geregi en az
bir sembol var olduguna gore, bu sembolii

ile gosterelim’. Tecriibelere bagl olarak, tek bir tane sembol olmasi sikintili
bir durum®. Bu sikint1 bir bagka aksiyomla giderilebilir.

SBakis acisina gore insanin var olmasi da anlamsiz birgey olabilir ve bu yoniiyle “an-
lamsiz” ik kotii birgsey olmayabilir.

5Gercekten mi?

"Farkli bicimlerde de, 6rnegin “” ile de gosterilebilir.

8Yalnizlik Allaha mahsustur!
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Aksiyom 2.2 (istenilen Coklukta Sembol Aksiyomu). Verilen sembollerden
farkly en az bir tane baska sembol vardur®.

Bu aksiyomda kullanilan temel yontem daha sonra tanimlanacak olan
bir cesit “tiimevarimsal” yaklasimdir!®. | bir sembolii gsteriyorsa istenilen
goklukta sembol varlik aksiyomu kullanarak bu sembolden bagka || ile goste-
recegimiz bir bagka sembol daha var. Boylece

Al

ile gosterilen iki sembol oldu. Bu sembollerden baska, istenilen ¢coklukta sembol
aksiyomu bir kez daha kullanarak, ||| ile gosterilen bir sembol daha elde edilir.
Boylece ii¢ tane farkh

> 115 111

sembol elde edilir. Bu sekilde semboller ¢ogaltilabilir. Baz1 gdsterimleri pratik
olarak kullanmak icin rakam sembolleri olarak bilinen

1,2,...,9

sembolleri kullanmaktan basgka care yok; tipki bu yaziy1 yazarken kullanilan
harfler, onlar1 da kullanarak elde edilen kelimeler ve kelimeleri kullanarak elde
edilen ciimleler gibi. Bu rakamlarin herbirinin matematiksel bir tanimi var
olmasina kargin bunlar: su an icin sadece sembol, yani anlamsiz birgey olarak
ele aliyoruz.

Gosterim kolayligi acisindan,

S1 = ‘7
S92 = HJ
s3 = [,

yazilabilir. Daha genel olarak, s;, sadece ve sadece | sembollerinden olusan bir
sembol ise, s; 11 = ;| yazarak,

S1, S2, S3, 54, S5,-..

9Bu aksiyomu “bir fazla sembol aksiyomu” olarak da adlandirabiliriz. Ancak hep “bir
fazla”s1 olacagindan verilen isimlendirme sanirim yerinde.

10T {imevarim belirli bir kurala gére dizilmis semboller toplulugunda bir sembole yiiklenmisg
anlamin “bir sonraki”’ne taginmasi durumunda, dizideki biitiin sembollerin ayni anlamla
donatilma varsayimi olarak tanimlanabilir.
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sembolleri elde edilir. Gosterimde yer alan ti¢ nokta, “bdyle devam eder” an-
lamindadir. Demek ki | semboliinden hareket ederek istenilen goklukta sembol
tanimlanabilir ve bu sembollerin her biri s; formunda gosterilebilir. s; sembol-
leri yerine, 6rnegin v; ve benzeri bigimde semboller de kullanabiliriz; bu konuda
kisitlamaci olunulmayacak, olunamaz da. Sonug olarak, istenilen ¢oklukta sem-
boliimiiz var. Ustelik her yeni iirettigimiz sembol icin vergi édemek zorunda
olunmadig1 gibi onlara “serefli”, “serefsiz” ya da “hain” gibi aptal sifatlar da
vermek gerekmez.

s bir sembol olsun denildiginde soylenmek istenilen zihindeki seyin, yani
semboliin s ile gosterilmesidir. Okurun bu tiir inceliklerin farkinda oldugu
varsayilacak.

Bir sembol toplulugu bir sembol olup, bu sembol topluluguna ait de-
nilen her sey bir sembol olacak. Yani, sembolleri olan bir sembol’e semboller
toplulugu denir. Sembol toplulugunun varligi i¢in bir aksiyom gerekli.

Aksiyom 2.3. Verilen semboller, sembolleri olan bir sembol vardar.

Yani, bir semboller toplulugu da bir semboldiir. s1, s2, ... sembolleri verilsin.
Sembolleri s;’ler olan sembol toplulugunu S ile gosterecek olursak

S ={s1,.,Siy..-}

yazilabilir'!. Yerine gore, bazen semboller topluluguna alfabe denilebilir ve
ozel isimler verilebilir. Ornegin, sembolleri Tiirkce harfler olan sembol top-
luluguna Tiirkge alfabe denilmesi gibi. Bu alfabe

T ={a,b,..., z}

seklinde gosterilebilir.

D1, D2y oy Py q1, ---, G S€mbolleri verilsin. p, p1ps...pn Ve q, q192--.Gm, ifade-
lerini gostersin. Bu durumda pips...pnq1qg2---gm ifadesi pq ile gosterilir.

Tanim 2.2. S, bir semboller toplulugu olsun. Bir S-dizisi agsagidaki gibi
tanimlanir.

i. s, S’de bir sembolse; s, bir S-dizidir.
ii. p ve q iki S-diziyse S’de pq bir S-dizidir.

iii. Bir S dizisi (i) ve (ii)’nin sonlu kez uygulanmasiyla S’e ait sembollerin
yanyana yazilmasiyla elde edilir.

Ornegin, S, sembolleri x, y, z olan bir sembol toplulugu ise,

el ye 37 (curly brackets, braces) sembolleri standarttir. Bu semboller ilk olarak 1895’de
Georg Cantor tarafindan verilmistir.
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T, TT, TYT, ZTT
ifadelerinin her biri bir S dizisidir ama tzyz bir S dizisi degildir.

Aligtirmalar

2.11. Her sembol, sembolii sadece ve sadece | olan sembol toplulugunun dizisiyle gosterilseydi
hayat nasil olurdu?

2.12. Tiirkge alfabe 29 sembolden olugsmakta ve belirli bir diizende siralanmakta. k’inci1 sirada
bulunan harfi (sembolii), k tane “|” semboli semboliiniin arasina koyarak gostere-
lim. Ornegin, b harfi ikinci sirada oldugundan b harfini —||— ile gésterelim. Bu gosterim
altinda ZONGULDAK sozciigiinii yazmak igin kag tane | semboliiniin kullanmilmas: ge-
rekir.

“_»

2.13. Bir S-dizisindeki sembollerin toplam sayisina o dizinin uzunlugu denir. s, S semboller
toplulugunun bir sembolii ise S dizisi s'nin uzunlugu nedir? S dizisi ss’nin uzunlugu
nedir?

2.14. Bir S dizisi “sonsuz” olabilir mi?

2.15. Sonsuz sayida sembol kavrami tanimlanmamisg olsa da sezgisel olarak “Istenilen coklukta
sembol” ile “sonsuz sayida sembol” arasinda ne fark olabilir?

2.2.1 Baz1 Semboller

Giintimiizlin matematigini sembolsiiz yapmaya kalkmak herhalde kabus olur-
du. Bu altboliimde matematigin “temel” ve standartlagmis sembollerinden
olan, esitlik, toplama, c¢ikarma, carpma ve bolme isaretlerinden bahsedilecek.
Diger matematiksel semboller yeri geldiginde, dipnotlar bi¢giminde verilecek.

Esitlik =: Esitlik, aequalis latincesiyle, iki tarafin ayni oldugu anlaminda
olup, matematik kitaplarinda bu anlamda kullaniliyordu. Gemini ya da Ge-
move olarak adlandirilan esitlik sembolii, = ilk kez, takriben 1512-1558 yillari
arasinda yagsamig Fizik¢i ve matematik¢i Robert Recorde tarafindan, 1557’de
yazilmig olan Whetstone of Witte (Mantigin Bileytas1) adli eserinde kullanil-
migtir. Recorde bu eserinde ““Is equal to” kelimelerinin biktiric tekrarindan
kacinmak icin calismalarimda sik sik yaptigim gibi ayny uzunlukta bir ¢ift cizgi
kullanacagim: =, zira ki sey bundan daha esit olamaz” diyordu. Recorde ese-
rinde = semboliinii kullanmadan 6nce yaklagik olarak “is equal to” kelimelerini
250 kez kullanmigti. Alman matematik¢i Gottfried Leibniz(1646-1716), esitlik
sembolii yerine ¢ogu zaman koseli n harfini kullandi. Bunun iki taraf arasindaki
koprii anlamina geldigi tahmin ediliyor.

Toplama +: Art1 olarak adlandirilan + sembolii farkli anlamlarda kul-
lanilir. Matematikteki anlami bir sayinin igaretini gésterme ya da toplama an-
lamindadir. Alferd North Whitehead, “Denizlerin imparatorlugunu ingilizlere7
karalar1 Fransizlara bulutlarin hakimiyetini de Almanlara veren eski bir niikte
vardir. Gergekten de Almanlar 4+ ve —’yi bulutlardan almig olmalidir. ” de-
mekte. Bu isaretin, ilk olarak Nicole Oresme’nin Algorismus proportionum’da
latince ” “and” anlamina gelen “et” kelimesinin kisaltmasi olarak kullanildig:
tahmin edilmekte. Bu igareti, Johannes Widmann 1489 tarihli Behende und
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hiibsche Rechnung auff allen Kauffmanschafften (Ticarette Hizli Diizgiin He-
saplama) adli eserinde “beklenenden fazla” anlaminda kullaniyordu (6rnegin,
+2, beklenenden 2 fazla anlaminda gibi). Giintimiizdeki anlaminda bu sem-
bol ilk olarak Michael Stifel’in 1544 tarihli Arithmetica Integra isimli eserinde
kullanildi. O dénemde bu kitapta hald = sembolii kullanilmiyordu. Bu dénem-
lerde toplama igin kullanilan notasyonlardan biri “p” ya da islemi nicelikten
ayirt etmek icin p’nin {stiine ya da ortasina kisa bir ¢izgi atma biciminde
oluyordu. Tartagli toplamay1 ¢ bi¢iminde kullaniyordu.

Cikarma —: Eksi igaretinin kullamimi Diophantos dénemine kadar git-
mekte. Diophantos, Arithmetika’sinda — yerine, yukar1 ya da agagiya yonelmis
oklar kullaniyordu. Johannes Widmann, yukarida bahsedilen eserinde — sem-
boliinii “beklenenden az olma” anlaminda kullaniyordu. Michael Stifel ise,
eserinde gilintimiiz anlamindaki ¢ikarma olarak kullaniyordu.

Carpma x: Glintimiizde genellikle ¢carpma sembolii olarak x sembolii kul-
lanilir. Harriot, caligmalarinda carpilanlarin arasina “.” igareti koyarken, Des-
cartes yanyana yazmay1 tercih ediyordu. Andreas haci olarak bilinen x ¢arpma
sembolii ilk olarak Ingiliz matematikci William Oughtred’in (1574-1660), 1631
tarihinde yayimlanan Clavis mathematicae adli kitabinda kullanilmigtir. Bu
esere kadar a ve b gibi iki sayinin carpimi ab ile gosteriliyordu. Buna kargin Mic-
hael Stifel, bu isaret yerine “M”’ sembolunii kullandi. Giiniimiizde, Harriot,
Descartes ve Oughtred tarafindan capma icin kullanilan sembollerin ti¢ii de
kullanilmaktadir.

Bolme +: William Oughtred, Clavis Mathematicae adli eserinde bolme
semboliinii “:” ile gosterdi. Arap kesir semboliinde iki niceligi bélmek igin a —b,
a/bve ¢ yazihmi kullanilirdi. Giintimiizde bdlme sembolii olarak Oughtred ve
Arap gosteriminin bir karigimi olarak “+” sembolii kullanilmakta. Bu gésterim
ilk kez Johann Heinrich Rahn tarafindan 1659’da kullanmilmigtir. Amerika Ma-
tematik Toplulugu 1923 yilinda yapmis oldugu bir agiklamada bolme igareti
olarak : ve + yerine / igretinin kullamlmasini 6nermistir.

2.3 Sembolden Onermesel Yapiya

Felsefenin ve mantigin ne oldugunu anlatmak (aslinda anlatilamaz, tartigilabi-
lir!) zor olsa da o kavramlardan {iretilen 6nermesel yapiy1 (mantig1) tarif etmek
teknik olarak daha kolaydir. Bunun nedeni, 6nermesel yapinin belirli sembol-
lerle tanimlanabilir olmasidir. Tanimda kullanilacak bazi1 semboller, rakamlar
kadar standarttir. Bu standart sembollerden once iki tanesi agagida verilen
tanimda oldugu gibi gosterilir ve adlandirilir.

Tamm 2.3. Onermesel eklemlerden ikisi, asagidaki sembollerden olusur.

—: degilleme eklems.
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—: kosulluk eklems .

Degilleme eklemi bir anlamda bir semboliin “zittin1” belirtir. Bu agidan
oldukca dogal bir eklemdir. Benzer bicimde kogulluk eklemi de, “Ayse, Ali'nin
annesi ise Ali’'nin annesinin adi Aysge’dir” ifadesinde yer alan “ise” kadar
dogaldir. Okur kurgunun ne olacagini ve nerelere gidecegini farketmis olmali.

Degilleme eklemi ve kosulluk eklemine bir semboller toplulugu eklenerek
Onermesel yap1 tanimlanir.

Tanim 2.4. Bir 6nermesel yap1 P, P bir semboller toplulugu olmak {izere,
sembolleri P’'nin sembolleri, degilleme eklemi, kosulluk eklemi ve agma ve ka-
pama parantezlerden olugan semboller toplulugudur.

Tamimda yer alan “parantez” (ayrag) sembolleri genellikle

G L] A

gibi sembollerle gosterilir ama bunlarla sinirli olmayabilir.

([ ve {

sembollerine agma parantezleri ve

):] ve }

sembollerine kapama parantezleri denir. Bir P onermesel yapida, -, — ve
acma ve kapama parantez sembollerinin P’nin sembolii olmadig: varsayilacak.
Ayrica — ve — sembollerinin birbirlerinden ve parantez sembollerinden farkli
oldugunu s6ylemeye bile gerek yok. P’nin her semboliine 6nermesel yap: P’nin
bir temel onermesi denir. Kolaylik olmas: acisindan P 6nermesel yapinin
temel 6nermeleri, yani P’nin sembolleri

DPo, P1, P2, ---

ile gosterilebilir. P’de hi¢ sembol olmayabilecegi gibi, sonlu sayida ya da iste-
nilen kadar ¢oklukta sembol olabilir.

Alistirmalar

2.16. Bir P o6nermesel yapida her temel 6nermenin uzunlugu 1 olan bir P dizisi oldugunu
gosterin. Uzunlugu 1 olan bir P dizisi bir temel 6nerme olmak zorunda mi?

2.17. Bir P 6nermesel yapimin en az ka¢ sembolii vardir?
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2.4 Onermesel Yapidan Onermelere

P bir 6nermesel yap1 olsun. Agagidaki yontemlerin herbirine 6nerme iiretim
kurali denir.

i. Her temel 6nerme bir onerme.
ii. p bir 6nerme ise (—p) bir dnerme.
iii. p ve ¢ iki 6nerme ise (p — ¢) bir énerme.

Aslinda yukaridaki tanimin, énermenin ne demek oldugu tanimlanmadan ve-
rilmis olmasindan dolay: eksikligi var. Ama bunun iizerinden énerme tanimi
yapilabilir. Sembolleri

(a )7 -, Di

sembollerinden olugan sembol toplulugunu P; ile gosterelim, yani 6nerme iire-
tim kural geregi, asagidaki S dizilerinin herbiri,

pi, (—pi) ve (pi — pj)

bir 6nermedir. Sembolleri bu tiir olan sembol toplulugunu P; ile gosterelim.
Simdi, Pa, sembolleri P;’in sembollerinden ve (, ), =, — sembollerinden olugan
sembol toplulugu olsun. Bu durumda, p ve ¢, P; sembol toplulugunun sem-
bollerinden ikisini gostermek {izere,

(—=p), (p = q)

Po’nin bir dizisi ve bir énermedir. Sembolleri bu tiir 6nermeler olan sembol
toplulugunu P, ile gosterelim. Bu yontem takip edilerek her n sayisi icin bir
P, sembol toplulugu elde edilir. Dikkat edilirse, her n icin

i. P,’nin her semboli bir énermedir.
ii. P,’nin her sembolii, P, 1 'nin bir semboliidiir.
Simdi 6nermenin tanimi verilebilir.

Tanim 2.5. P bir onermesel yap: olmak {izere, her n dogal sayisi igin, P,
yukaridaki gibi tamimlansin. P,’lerin “bilegimlerinin” herbir semboliine bir
onerme denir.

Bir P 6nermesel yapida bir p 6nermesi i¢in agagidakilerin sadece ve sadece
biri gerceklesir.

i. p, bir temel 6nermedir.
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ii. p = (—q) olacak bigimde bir g 6nermesi var.
iii. p = (¢ — r) olacak bigimde p ve ¢ 6nermeleri var.

Her 6nerme, sembolleri temel 6nerme, agma ayraci, kapama ayraci ve kogulluk
ekleminden olugan sembol toplulugunun bir dizisidir. Bazen 6nermelerin yazi-
mi1 uzun olabilir. Bu nedenle, énermelerin kisaltilarak gosterilmesi s6z konu-
sudur. Okurun genel gerceve icerisinde tanimlanacak kisaltmalar: takip ede-
bilecegi varsayilacak. Bir 6nermenin asal gosterimi, onermenin yaziminda
sadece ve sadece agma parantezi, eklemleri ve temel 6nermelerin goziikiiyor ol-
masidir. Ornegin, p, q Onermeleri sirasiyla (—p;), (p; — pi) Onermesini goster-
sin. (p — q) Onermesinin asal gosterimi

((=pi) = (pj = pr))

olur.

Onermesel yapida, agma parantezi ve kapama parantezi kullanilmadan
onermeler gosterilebilir mi? Gergekten yapilabildigini bir an i¢in varsayalim. p
ve ¢ 6nermeleri verilsin. Tki farkh 6nerme tammlayabiliriz.

Birinci 6nerme: (iii) geregi p — ¢ bir 6nerme ve (ii) geregi bunun degili
—p — q bir énermedir.

Ikinci 6nerme: (i) geregi p 6nermesinin degili —p bir 6nerme ve (iii) geregi
—p — ¢ bir 6nermedir.

Goruldigi gibi iki farklh 6nerme ayni gosterimle gosterilmis oldu. Ortaya
¢ikan bu tiirden bir karmagikligi: 6nlemek icin agma ve kapama ayracglarinin kul-
lanilmasinin gerekliligi konusunda okurlarin hemfikir oldugu varsayilacaktir.
Buna karsin, bazi 6nermelerde, agcma ve kapama parentezlerinin ¢ikartilmasi
anlam kaymasina neden olmayacakir.

Tanim 2.6. P onermesel yapida, p ve ¢ 6nermeleri igin:
i. (—p) 6nermesinin kisaltilmigi —p,
ii. ((—p) — ¢) 6nermesinin kisaltilmisi —p — ¢,
iii. (p — q) 6nermesinin kisaltilmig1 p — ¢
olarak gosterilir.

Yukaridaki tanimin kisaltilmig 6nermeler iizerinden verilmedigine dikkat
edilmeli. Ornegin, p, ¢ ve r énermeleri verilsin.

(p—=q) = (g—=1)
onermesinin kisaltilmisi

(p—q) ve (p—r)
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onermeleri igin

(p—q) = (g—r)

olur. Kisaltilmig onermeler iizerinden tanimlama yapilmig olsaydi, bu onerme-
nin kisaltilmisi p — g — ¢ — r ifadesine doniisiirdii. Ama bu, ne bir énermedir
ne de bir onermenin kisaltilmigidir.

Temel olmayan bir 6nerme p,

(mq) yada (¢ — 1)

bi¢imindedir. Birinci durumda ¢’ya p’nin altonermesi ve ikinci durumda ¢ ve
r’nin her ikisine de p’nin alténermeleri denir. p’nin bir altonermesinin altoner-
mesi de p’nin bir alténermesi olarak adlandirilir.

Alistirmalar

2.18. Bir 6nermesel yapida p bir 6nerme ise (p)’nin bir 6nerme olmas: gerekmedigini gosterin.
2.19. Bir P 6nermesel yapida her énerme bir P dizi midir?

2.20. P bir 6nermesel yap1 ve S, sembolleri sadece ve sadece (, ), =, — ve temel onermeler
olan sembol toplulugu olsun. Uzunlugu 2 olan 6nerme ve S-dizisi var midir?

2.21. Bir P onermesel yapida temel olmayan bir énermenin (—p) ya da (p — ¢) bigiminde
oldugunu gosterin.

2.22. Bir énermesel yapida bir 6nermenin uzunlugu, énermenin asal yaziminin dizi uzunlugu
olarak tanimlanir. Onerme p ile gosteriliyorsa, uzunlugunu u(p) ile gosterelim. Bir 6ner-
mesel yapi icin agagidakilerin dogrulugunu gosterin.

i. Temel 6nermenin uzunlugu 1 olur, yani, u(p;) = 1.
ii. p énermesi icin u((—p)) = u(p) + 3.
iii. p ve ¢ 6nermeleri igin u((p — q)) = u(p) + u(q) + 3.
iv. Uzunlugu 2, 3 ve 6 olan 6nerme yok.

v. Uzunlugu 4 olan énerme (—p;) formundadir.
vi. Uzunlugu 5 olan 6nerme (p; — p;) bigimindedir.

vii. Her n > 7 i¢in uzunlugu n olan 6nerme var.

2.23. Bir p 6nermesi i¢in u(—p) tanmmlandr mi?

2.5 Onermeden Degere

S bir sembol toplulugu olmak iizere, S’nin herbir sembolii 0 ya da 1 sayilarin-
dan sadece biriyle isaretlenebilir. Bu isaretleme farkli bicimlerde olabilir. Orne-
gin, S’nin her sembolii 0 ile igaretlendigi gibi, her sembol 1 ile de igaretlenebilir.
Ancak S’nin bir elemaninin ayni zamanda hem 0 hem de 1 ile igaretlenmesine
izin verilmeyecek.

S’nin s semboliiniin 0 ile igaretlenmis olmas1 durumunda

d(s) =0
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yazilabilir. Benzer bigimde s, 1 ile isaretlenir ise
d(s) =1
yazilabilir. S’nin her elemani bir d araciyla isaretlenir ise
d:S —{0,1}

ile gosterilir. d, bir “fonksiyon” olup, daha 06zel olarak d’ye degerlendirme
fonksiyonu ya da kisaca degerlendirme denir'?. Bir sembol toplulugunda
degerlendirme birden fazla olabilir. Ornegin, bir n dogal sayisi icin n tane
sembolii olan bir sembol toplululugunun 2" tane degerlendirmesi vardir.

Bir 6nermesel yapida 6nermelere su ana kadar “deger” verilmedi. Onerme-
ler izerinden tanimlanacak deger kavrami sonucunda farkli iki 6nermenin be-
lirli bir degerlendirmeye gore degerleri ayni olabilecegi gibi, bundan daha kuv-
vetlisi, her degerlendirmeye gore degerleri de ayni olabilecektir. Bu yaklagimla,
Oonermeler farkli olsa bile bu farkliligin bigimi deger kavrami {izerinden daha
net anlasilabilir ve siniflanabilir.

‘P bir onermesel yapi olmak iizere, P’nin her sembolii, yani P 6nerme-
sel yapinin her temel 6nermesine “dogru” ya da “yanlis” olarak adlandirilan
isaretlerden sadece biri verilir. Bu igaret dogru ise 1 ve yanlig ise 0 yazilarak,
P sembol toplulugundan {0, 1}’e bir degerlendirme tammlanir. Bu fonksiyon
dp yada d: P — {0,1} gibi yazimlarla gosterilebilir. d(p;)’ye p; 6nermesinin
d’ye gore degeri denir.

S ve @ iki sembol toplulugu olsun. S’nin her sembolii, @’nun bir sem-
bolii oluyorsa, @, S’i kapsar denir ve S C Q yazilir. S C @ olmak {izere,
ds : S — {0,1} ve dg : ¢ — {0,1} iki fonksiyon olsun. S’nin her sembolii s
icin

dq(s) = ds(s)

oluyorsa, dg, ds'nin bir geniglemesi ve ds’ye dg’'nin bir kisitlanisi denir.
Bir P onermesel yapida verilen bir degerlendirme d, biitiin onermelere
genigleyebilir, yani:

Teorem 2.1. d, P énermesel yapinin bir dejerlendirmesi ve P, sembolleri bu
yaprn onermeleri olan sembol olsun. Asaqidaki kosullart saglayan d : P —
{0,1} fonksiyonu vardur.

i. d, d'nin bir genislemesidir.

ii. Her énerme p icin d((=p)) = 1 —d(p),

2Fonksiyon kavramu heniiz tamimlanmams olsa da okurun ne denilmek istendiginin
farkinda oldugunu varsayiyoruz.
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iti. Her dnerme p ve q i¢in d((p — q)) = 1 — d(p) + d(p)d(q)-
Ayrica bu kosullary saglayan fonksiyon tektir.

Kanit: Her n sayisi icin P,, Tanim 1.5°’de oldugu gibi tanimlansin. Bu du-
rumda P = P; olur. d,, : P, — {0, 1} fonksiyonu d’nin bir genislemesi olsun.
Boyle bir genigleme n = 1 i¢in var. dy41 @ Pyy1 — {0, 1} fonksiyonu, p ve g,
P,,’de 6nermeler olmak iizere,

i dn41(p) = dn(p),
ii. (—p), Pyy1’in bir 6nermesiyse dp+1((—p)) =1 — dn(p) ,

iii. (p — q), Py+1’in bir 6nermesiyse

dpt1((p = @) = 1 = dn(p) + dun(q) — dn(p)dn(q)

olarak tanimlansin. d, 41, dy’nin bir geniglemesidir. “Tiimevarimla” her n icin
dn+1, dyp’nin genisglemesi ve d; = d olacak bicimde

di, do,...
fonksiyonlar: elde edilir.
d: P —{0,1}

fonksiyonu, p, P,’nin bir énermesiyse

d(p) = dn(p)

olarak tanimlansin. d, istenilen ézellikte bir fonksiyondur. Teklik ise yine P,’ler
iizerinden tiimevarimla gosterilir. O

Yukaridaki teoremde yer alan d'nin genislemesi olan d fonksiyonu, bir
karigiklik olmadig: siirece, yine d ile gosterilebilir. Bu fonksiyona da P Gner-
mesel yapinin bir degerlendirmesi denir.

Bir onermesel yapida her degerlendirme icin degeri 1 olan énermeye hep-
dogru ve her degerlendirmeye gore degeri 0 olan 6nermeye hepyanlis de-
nir. Bir énermenin hepdogru olmas: i¢in gerek ve yeter kogulun, énermenin
degilinin hep yanlig olmasi olacag1 agik. Her p 6nermesi igin

p—p

onermesi verilen herhangi bir d degerlendirmesi igin,

d(p)d(p) = d(p)
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olmas1 kullanilarak,

d((p —p)) =1—d(p) +d(p)d(p) =1 —d(p) +d(p) =1

olur. Yani her énerme p i¢in, (p — p) 6nermesi hepdogru olur.

Bir 6nermenin hepdogru ya da hep yanls oldugu, klasik mantik kitap-
larinin hemen hemen hepsinde, 6nermelerin alacagi degerler bir tablo iize-
rinde gosterilerek yapilir. Ornegin, icerisinde toplam n farkh énerme bulunacak
sekilde ifade edilen bir énermeler toplululugu icin yapilacak tablo, stitunlara
onermeleri yerlestirmek icin n siitun ve olasi degerlendirmelerin yer alacagi 2"
kadar satir sayisi olan nx2" biiyiikliikte dikdortgen olacaktir. Verilen sonlu
sayida onermeler igin biitiin degerlendirmeler su yontem izlenerek verilebi-
lir: ¢, ...,q, Onermeleri verilsin. Her bir ¢; onermesi icin bir siitun ve her
1 < 5 < 2" igin bir degerlendirme satir1 acalim. Elde edilen n x 2™ birimli
dikdortgenin igine 0 ve 1 sayilarini goyle yerlestirelim: g;’ninci siituna bastan
baglayarak ilk 2"~ kismina 0, sonraki 2" ¢ kismina 1, sonraki 2"~ kismina
tekrar 0 yazarak ve bu gekilde devam ederek stitun doldurulsun. Bu yolla, olasi
biitlin degerlendirmeler verilmis olur. Bunu daha formel olarak s6yle ifade ede-
biliriz: Degerlendirmeler

di, ..., dan
olmak tizere, her ¢ icin,
0<k<2 —1vek2" " <j<(k+1)2""
esitsizligini saglayan j’ler igin,

0 ;kcift
dj(Qi):{ 1 ;ktek

olarak tanimlanabilir.
Bir P oOnermesel yapida verilen iki p ve ¢ 6nermelerin denk olmasi, her
degerlendirme d fonksiyonu i¢in

d(p) = d(q)

esitliginin saglanmasidir. Bu durumda p = ¢ yazilir'3. Asagidakilerin dogrulu-
gu verilen p, g ve r 6nermeleri icin kolaylikla gosterilebilir:

i. p=p.
ii. p=gqise q =p.

ili. p=qvegq=risep=r.

3Matematikte, “=” semboliine “denklik sembolii” denir.
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Verilen iki 6nermenin denk oldugu bir onceki paragrafta bahsedilen tablolar
yapilarak gosterilebilecegi gibi, bazi 6nermeler icin basit islemlerle de gosteri-
lebilir. Ornegin bir p 6nermesinin (—(—p)) énermesine denk oldugu verilen d
degerlendirmesi igin,

d((=(=p))) =1 =d((=p)) =1 = (1 —d(p)) = d(p)

esitliginden elde edilir.

Denk 6nermelerin gargaf carsaf listesi kitapta verilmeyecek. Onermelerin
denkligi tizerine taniml cebirsel yap1 ozelliklerini ¢agrigtiran Ahgtirma 1.17
denklik kavraminin daha kolay anlasilmasini saglayabilir.

Aligtirmalar

2.24. P bir 6nermesel yapi olsun. p ve ¢ 6nermeleri igin agagidakilerin denk oldugunu gosterin.

Lod(((-p) = q)) = 1.
ii. d(p) =1yadad(q) =1.

2.25. P bir 6énermesel yapi olsun. p ve ¢ 6nermeleri igin agagidakilerin denk oldugunu gosterin.

Lod((=((p = (9)))) = 1.
ii. d(p) =1ved(q)=1.
2.26. Temel 6nerme sayis1 n olan bir énermesel yapida 2" tane degerlendirme (temel 6nerme-

lerde tanimli) oldugunu gosterin.

2.27. (mantiksal sonug) Bir 6nermesel yapida p ve ¢ 6nermeleri verilsin. Bir d degerlendirmesi
i¢in p ve p — g Onermelerinin degeri 1 ise ¢'nin degerinin de 1 oldugunu gosterin. Bu
durumda, ¢’ya p ve p — ¢’nin mantiksal sonucu denir.

2.28. Bir 6nermesel yapida p bir 6neme ve g, p’nin bir alténermesi olsun. p 6nermesinde ¢
yerine r Onermesi yazilarak elde edilen énerme s ile gosterilsin. Bir d degerlendirmesine
gore d(q) = d(r) ise d(p) = d(s) oldugunu gosterin. Ayrica ¢ = r ise p = s oldugunu
gosterin. Bunlarin terslerinin, yani d(p) = d(s) ise d(q) = d(r) olmasi gerekmedigini
gosterin.

2.6 Birka¢ “Eklem”

Bir 6nermesel yapimn iki sabit sembolii degilleme ve kosul eklemleriydi. i§lem—
leri kolaylagtirmak ve kisaltmak icin ii¢ eklem daha eklenecek!.

Onerme kavramim ¢ok az da olsa duyan bir okur su ya da bu sekilde, bu
kavram icinde

ve, ya da, veya

!Degilleme ve kosul eklemlerine bagh olarak tanimlanacak ve denklik kavrami iizerinden
islem gorecek olan bu eklemler genel mantik teorisinde degilleme ve kosul eklemlerinden
bagimsizdir. Bu konu, kitabin kapsaminda olmayacak.
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terimlerini duymustur. Burada gegen wveya ve ya da aymi anlamlarda kul-
lanilacak. V ve A sembolleri sirasiyla tikel eklem ve tiimel eklem olarak
adlandirihr ve okurken ya da (veya) ve ve olarak okunur.

Bu yeni eklemler, Aligtirma 13 ve Aligtirma 14 dikkate alinarak, giinliik
yagamda kullanilan “ve” ve “ya da” anlamlarina ters diismeyecek bigimde
onermesel yapiya eklenerek, baz1 énermelerin kisaltmalari yapilabilir.

Bir P onermesel yapida verilen p ve ¢ igin,

i. ((—p) — q) 6nermesi pV q,
ii. (=((p — (—q))) dnermesi p A g
olarak kisaltilir. Daha 6nce yapilan kisaltma da gz ontine alarak
((=p) = q)
onermesi
p—qvepVyg

biciminde kisaltilmis olur.
p ve q onermeleri i¢in

(p—=>q) N(qg—p)

Onermesinin bir degerlendirmesinin dogruluk degerinin dogru olmasi i¢in gerek
ve yeter kosulun, p ve ¢ 6nermelerinin dogruluk degerlerinin egit olmasi olacagi
kolaylikla gosterilebilir. Bu bilginin vermis oldugu ceseratle,

(p—=a)N(g—p)

onermesi

D q

ile kisaltilarak gosterilir. Burada gecen <+ semboliine kargilikli kogulluk ek-
lemi denir.
Sonug olarak 6nermelerin kisa yazilimlarini saglamak i¢in 6nermesel yapiya

V, A, &

sembolleri eklenmis oldu.

Tanmimda yapilan kisaltmalarin oldukga fazla avantajlar: olacak. Bunlardan
biri, p ve ¢ 6nermeleri i¢in pV g ve q¢Vp 6nermeleri ayni olmasa da denk olurlar.
Bunun sonucu olarak, p V g ve ¢ V p 6nermeleri bir¢ok agidan “ayniymig” gibi
goriilebilecek.

Aligtirmalar



34 2. Seyden Onermelere

2.29. P bir dnermesel yapi olmak iizere, p ve g Onermeleri i¢in p 4+ ¢, (p V ¢) A (—p V —q)
Onermesini ve pg, p A ¢ 6nermesini gostersin. Ayrica 1 ve 0 sirasiyla hepdogru ve hep
yanlig iki 6nerme olsun. Agagidakilerin saglandigini gosterin.

i pt+(g+r)=@+q) +r.
ii. p+p=0.

iii. p+0=0+p=np.

iv. p+gq=q+p.

v. plgr) = (pa)r.

vi. pl=1p =p.

vil. p(¢+ 1) = pq + pr.

viii. pq = qp.
iX. pp =p.
x. pp=0.

2.7 Aksiyom, Kanit ve Teorem

Hicbir mantiksal aksiyom bir erkek gibi dirder
etmez (saka saka). Mantik felsefenin kontrol
altina alinan bolgesidir..

Bir 6nermesel yapida verilen bir énermenin hepdogru olmasi o yapida veri-
len her degerlendirmeye gore degerinin dogru olmasi olarak tanimlanmigti.
“Mantiksal aksiyomlarin” degeri her 6nermesel yapinin her degerlendirmesine
gore dogru olacak.

p, q ve r onermeleri i¢in agagidakilerin herbirine bir mantiksal aksiyom
denir.

i (p—(g—p).
i. (p—=(g—=r)—=((p—q9—@—r)).
iii. (=p—-p) = (p = q).

Bir 6nermesel yapida her mantiksal aksiyomun hepdogru oldugu basit iglemler-
le gosterilebilir. Ama tersi dogru degildir. Gergekten (p — p) 6nermesi hep-
dogru ve uzunlugu 5 olmasina kargin mantiksal aksiyomlarin uzunlugu 9 dan
biiyiiktiir.

Bir P onermesel yapida verilen bir

q1,92, -+, qn

onermeler dizisinde 1 <4,j < k < n igin, ¢; onermesi ¢; — g, oluyorsa, g’ya
bu dizinin modus ponens onermesi denir.
‘P bir 6nermesel yap1 olmak iizere siralanmig
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q1,92,---,qn

onermeler dizisinde her 1 < k < n i¢in, ¢, bir mantiksal aksiyom ya da bir
modus ponen 6nerme ise, bu diziye bir bicimsel kanit!'® ve ¢, ye bir bicimsel
teorem denir'®. Ayrica bu bicimsel kanita g, bicimsel teoreminin kanit1 de-
nir!?.

Bu tanimlamaya gore:

i. Bir kanitin ilk iki 6nermesi bir mantiksal aksiyomdur.
ii. Her mantiksal aksiyom bir teoremdir.
iii. Bir teorem hepdogrudur.
iv. Bir kanitta yer alan her 6nerme bir teorem olur.
v. Bir teoremin istenilen ¢oklukta kanit1 vardir.

vi. En az bir temel 6nermesi olan énermesel yapinin istenilen ¢oklukta man-
tiksal aksiyomu vardir.

Bir 6nermenin teorem oldugunu goéstermek genelde hepdogru oldugunu goster-
mekten, yontem olarak daha zor olabilir. Ornegin verilen p, q¢ ve r Oner-
meleri i¢in agsagida verilen 6nermelerin herbiri hem teorem (gostermesi zor),
hem de hepdogrudur (gostermesi kolay). Asagidaki teoremlerin listesi [38]’dan
alinmigtir.

i —p—(p—q).

ii. =—p — p.

15Kamt kelimesi koken olarak “test etmek” anlaminda olan, latince probare kelimesinden
gelmektedir. Matematiksel kanitin gelisimi antik Yunan matematigine ve geometriye da-
yamr. Aritmetik ve cebirin Islam matematkgileri tarafindan gelistirilmesiyle kanit kavrami
bu alanlarda da daha genel olarak uygulanmaya baglanmigtir. Mevcut kayitlara gore mate-
matik tarihinde Thales bir gemberin ¢apinin ¢cemberi iki esit pargaya bolecegini kanitlayarak
ilk kanit1 verimistir (A History of Mathematical Proof: Ancient Greece to the Computer Age).
Diger taraftan Krantz'in The History and Concept of Mathematical Proof isimli makalesinde,
ilk kanitin Babillere ait olan Pisagor teoreminin kaniti olabilecegi ifade edilmekte. Yine ayni
makalede “teorem” kelimesinin ilk olarak MO 408-355 yillar1 arasinda yasamig olan Eudoxus
oldugu ifade edilmekte. Kanit kavramiyla ilgili birgok detayli bilgiye Krantz’in bu makale-
sinden ulagilabilir. Bir Matematikte yapilan kanitlarin farkli yontemleri vardir; diiz kanit,
devrik kanit, celigkiye indirgeme ve tiimevarimsal kanit gibi. Bu yontemler hakkinda Tiirkge
kaynaklardan biri [14]’dir.

6 Teorem, etimolojisi Yunanca olarak sirayla theoros (seyirci), theorein (seyretmek), the-
orema (tahmin spekiilasyon) olup, 16. ylizyilda ingilizcede “theorem” olarak kullanilmaya
baglanmigtir.

"Kitabin bircok yerinde kullanilan “kamit” ve “teorem” ifadeleri ile kastedilen ashinda
“bigimsel kanit” ve “bigimsel teorem”dir. Ancak ¢ok formel bir dil kullanilmasi her zaman
uygun olmayacag i¢in “bigimsel” kelimesi kullanilmayabilir.
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iii. p = —p.
iv. (p—q) = (g — —p).
v.p = ((p—q) —q).
vi. p = (=g = =(p — q)).
vil. (p = q) = (=g = ~(=p = q)).

vili. (p—q) = (g — q) — q).

Bir 6nermenin hepdogru olmasiyla teorem olmasinin birbirlerine denk oldugu
bir sonraki altboliimde kanitlanacak. Bu bilgi kullanilarak, yukarda (i)’de ve-
rilen 6nermenin hepdogru oldugu kolaylikla gosterilebileceginden bir teorem
oldugu da gosterilmig olur. Bu bilgiyi kullanmadan (i)’nin bir teorem oldugu,
karmagik sayilabilecek 17 adimda gosterilebilir.

Alistirmalar

2.30. Bir aile i¢inde anne, baba ve gocuk (Ali, 9 yaginda) arasinda goyle bir diyalog gegmistir.
Ali: Anne, 6devim ikiyle ikinin toplaminin dort oldugunu kanitlamak. Nasil kanitlayaca-
gim?

Anne: Teoremlerle kanitlayacaksin.

Ali: Kag teoremle?

Anne: Bilmiyorum oglum, babana sor.

Ali: Baba, 24-2=4 teoremini kanitlamak i¢in kac teorem gerekli, sGyler misin?
Baba: 2863 teorem oglum.

Ali: Oohaa baba.

Baba: Bana oohaa deme oglum, oohaa kanit demelisin.

Bu diyalog hakkindaki diisiinceleriniz nelerdir? Ali neden “oha” kelimesini cevabi bil-
meyen annesine degil de bilen babasina karg1 kullanmigtir?

2.31. Mantiksiz birsey yazin ve bunun mantiksiz oldugunu kanitlayin.

2.7.1 1k Aksiyom ve Kanitlar: Oklid’in Elemanlar1

Bir 6nceki béliimde, aksiyom ve teorem kavrami formel bir bigimde verildi.
Bu kavramlarin kokeni 2500 yil 6ncelerine kadar gider: Oklid’in Elemanlar:
(Euclid’s Elements), Iskenderiye’de MO 300 yillarinda Oklid ve arkadaslar:
tarafindan yazildig1 diigiiniilen 13 parcadan (ciltten) olusan eserdir. Bu eserin,
papiriisler lizerine yazilmig olmasi ve papirtislerin ortalama oémdiirlerinin 200-
300 y1l olmas1 nedeniyle, orjinali giintimiize ulagamamigtir.

MS D’Orvile 301, Oklid’in Elemanlari’min en eski ve orjinaline en yakin
kopyasidir. Bu eser, 888’de Istanbul’da Katip Stephen tarafindan Arethas Pat-
ras icin yazilmig olup, 1808’de Vatikan Kiitiiphanesinde, Francois Peyrard ta-
rafindan kesfedilmistir'®. Giiniimiizde Oklid’in elemanlar: olarak bu eser temel

'8Bu eserin biitiinii i¢in: http://www.claymath.org/library /historical /euclid .
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almmaktadir. MS D’Orvile 301 kesfedilene kadar, Oklid’in Elemanlari’nimn te-
mel kopyasi olarak 335-405 yillar1 arasinda yasams Iskenderiyeli Theon’un
derleyerek yazdig: eser dikkate alimiyordu. Ancak, bu derleme eser, orjinal ki-
tabin daha iyi anlagilir olmasini saglamak amaciyla, yazarin yorumlarini ve
yazarin kendi yanliglarini igeriyordu.

Oklid’in Elemanlar1 eserini 6zgiin yapan seylerden biri, aksiyom kavraminin
kullanilmasidir. Teoremler bu kavram kullamilarak ifade edilerek, kamtlar ve-
rilmigtir. Bu kavram matematikte glintimiiziin formalizmine oldukga yakindir.
Bu eserde Pisagor Teoremi’nin kanit1 ilk kez bu eserde verilmis olup, II.
cildinin 47. 6nermesidir. Eserde kullanilan aksiyomlar sunlardir:

i. Ayni seye esit olan seyler birbirlerine de egittirler.

e

i. Eger esit miktarlara egit miktarlar eklenirse, elde edilenler de esit olur.
iii. Eger esit miktarlardan esit miktarlar ¢ikartilirsa, esitlik bozulmaz.

iv. Birbirine cakigan seyler birbirine esittir.

v. Biitiin, parcadan biiyiiktiir.

Ancak, bunlarla birlikte bu aksiyomlar diginda dogrulugundan siiphe duyulma-
yacak kadar agik olan ve postulatlar olarak adlandirilan diger “aksiyomlar”i
da iceriyordu. Bunlar:

vi. Iki yol arasimi birlestiren en kisa yol, dogrudur.

vii. Dogru, dogru olarak sonsuza kadar uzatilabilir.

viii. Bir noktaya esit uzaklikta bulunan noktalarin geometrik yeri cemberdir.
ix. Bitiin dik acilar birbirine esittir.

x Tki dogru bir ficiincii dogru tarafindan kesilirse, icte meydana gelen
acilarin toplaminin 180 dereceden kiigiik oldugu tarafta bu iki dogru
kesisgir.

xi. Bir iiggenin i¢ acilar1 toplami 180 derecedir.
xi. Bir dogruya digindaki bir noktadan yalnizca bir tek paralel ¢izilebilir.

Bu aksiyomlarin bazilariin geri kalanlardan gikartilabilecegini séyleyelim. Do-
layisiyla, bunlar minumum aksiyomlar toplulugu degildir.
Oklid’in Elemanlar1 Sinan Sertoz tarafindan Tiirkgeye gevrilmistir, [?].
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2.8 Varsayimsal Kanit ve Cikarim Teoremi

‘P bir onermesel yapi, p bir onerme, I', sembolleri 6nermeler olan sembol top-
lulugu olmak tizere, P’de verilen

41,4925 ---,9m, P
Oonermeler dizisinin her bir terimi,
i. aksiyom,
ii. I"nin biri sembolii,
iii. modus ponens Onerme,
ifadelerinden birini saglasin. Bu durumda, bu diziye p’nin I'- kanit1 denir ve
I'kp
yazilir. Eger, ["'nin sembolleri vy, vo,...,v, ise, I' F p yerine dogrudan,
V1,V2,y ..., Un F p

yazilabilir. Bu durum “p, I' varsayimi altinda kanitlanir” diye ifade edilebilir.
Onermesel yapida asagidakiler gerceklegir.

1. T, sembolleri teoremler olan sembol toplulugu ve I' - p ise, p bir teorem
olur.

2. p1,p2, ..., Pp bir kamt ise p1, p2, ..., Pn—1 - pn olur.

3. I'nin hig eleman1 yoksa bir p énermesinin teorem olmasi icin gerek ve
yeter kosul I' F p olmasidir. Bu durumda + p yazilabilir.

Teorem 2.2. Bir P dnermesel yapida
V1, V2, e, Up D
ise her 1 <1 <n i¢in
V1, V2, ooy Ulm1, U1y ooy Un F 0] = p
olur.

Kanit: I', sembolleri vy,...,v, olan sembol toplulugunu ve her 1 < k < n igin,
sembolleri vy,...,v7_1, V;11,...,Uy olan sembol toplulugu I'; ile gosterilsin. I' - p
teoreminin bir kaniti, g, = p olmak iizere,

41,42, .-+, qis -y dm
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dizisini K ile gosterelim. Burada her i # j i¢in ¢; ve ¢; onermelerinin farkh
oldugunu varsayabiliriz. 1 <+¢ < n verilsin. Her 1 < j <i—1 igin

Pl F U — qj
oldugunda
Fl F v — q;

oluyorsa, *; gerceklesiyor diyelim.
1 = 1 icin *;'in gergeklestigi bariz. 1 < 4 olsun ve %;’in gerceklendigini
gostermek kaniti tamamlar. Her 1 < j <¢—1 igin

FH"U[-)QJ‘

olsun. ¢; icin agagidaki durumlardan biri s6zkonusu:
q¢; = v;: Bu durumda v; — ¢; 6nermesi v; — v; teoremi olur. K dizisinde
bu teoremin kanit1 olan

v — (’Ul — Ul), (’Ul — (Ul — ’Ul)) — (Ul — vl), V] — U
dizisinde ¢; yerine yazarak elde edilen dizi,
Fl Fov, — q;

ifadesinin bir kanit1 olacaktar.
Aksiyom: Bu durumda

%, ¢ = (v = @), v = ¢,

dizisi v; terimini igermeyen bir kanittir. Dolayisiyla I'; - v; — ¢; olur.
Varsayim: K dizisindeki p; yerine yukarida olusturulan dizi eklenerek elde
edilen dizi I'; F p;’nin bir kanit1 olur.
Modus ponens: Yani, ¢; 6nermesi K kanitinin bir modus ponens 6nermesi
olsun. k < j <1

4 =9k — qi
ifadesini saglayan ¢ ve j’leri secelim. Varsayim geregi
v =g, ve 't =v — g5
I'y - v, — q ifadesinin kanitinm
S1y--erSm
ve I'1 - v; — ¢; ifadesinin kanitim

Sk+415-++,St
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olarak gosterelim.

Sm:vlﬁquest:vl—)qj

olarak alabiliriz.

r1=(u = (@ = @) = (= @) = (0= @)
ro = ('Ul — qk) — (’Ul — qi).

rg3 = v; — q; diyelim.

Bu durumda,

S1504438ks-++»St,71,72,73

dizisi i¢in agagidakiler gergeklegir:

vy, bu dizinin bir terimi degildir.
r1 bir aksiyomdur.

S¢, 1 ve ro 6nermeleri dikkate alinarak, ro, bu dizinin bir modus ponens
Onermesidir.

Sm, T2 ve T3 onermeleri dikkate alinarak, r3, bu dizinin bir modus ponens
onermesidir.

Boylece bu dizide, I';-kanit olup, I'j — (v; — p;) oldugu gosterilmisg olur. Sonug

olarak #; gergeklesmisg olur ve kanit biter. O
Alistirmalar
2.32. P bir 6nermesel yap1 ve I'y ve I's, sembolleri 6nermeler olan iki sembol toplulugu olsun.

2.33.

2.34.

2.35.

2.36.

2.37.
2.38.

2.39.
2.40.

'y C I'z ise her I'i-kanitin I'2-kanit oldugunu gosterin. Dolayisiyla I'1 F p ise I's F p
olur.

Bir 6nermesel yapida p ve q iki 6nerme ve I, tek sembolii p olan sembol toplulugu olsun.
p — g Snermesinin bir teorem olmasiyla I' F ¢ olmasinin ayni geyler oldugunu gosterin.
‘P bir 6nermesel yap1 ve p bir teorem olsun. Sembolleri 6nermeler olan her sembol top-
lulugu I' igin I" F p oldugunu gosterin.

Bir 6nermesel yapida hi¢ sembolii olmayan sembol toplulugunu @ ile gosterelim. ) - p
olmasi icin gerek ve yeter kogulun p’nin teorem olmasi gerektigini gosterin.

Bir 6nermesel yapida p ve ¢ énermeleri verilsin. —p F (p — ¢) oldugunu gésterin. —-p —
(p — ¢) bir teorem olur mu?

Bir 6nermesel yapida ' - p ve I' F (p — ¢) ise I' I ¢ oldugunu gosterin.
Bir 6nermesel yapida verilen p ve ¢ dnermeleri i¢in I' = {p, 7q} olmak iizere,
I'k=(p—aq)
oldugunu gosterin. Bunun sonucu olarak,
p—(~q—(p—q))
onermesinin bir teorem oldugunu gosterin.
Bir 6nermesel yapida I' - p ve p — ¢ bir teorem ise I' I ¢ oldugunu gosterin.

Bir 6nermesel yapida {p — ¢,q¢ — r} F p — r oldugunu gosterin.
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2.9 Teorem ve Hepdogru Kavramlarinin Denkligi

Mantik  disinda, drnegin  yasam icerisinde
birseyin “hepdogru” olmas, sadece tuhaf degil,
ayne zamanda sikict olmals.

Bir 6nermesel yapida bir 6nermenin hepdogru olmas: icin gerek ve yeter kosul
bigimsel teorem olmasidir. Bunun kaniti icin agagida verilen 6nsav kullanilacak.
Bunun igin, oncelikle birkag gosterimi sabitleyelim.

P bir 6nermesel yap1 ve p1, p2,...,pn temel onermeleri verilsin. Bu temel
onermeler tizerinde tamimli 2" tane olan degerlendirme dy, ds, ..., don ile goste-
rilsin. S, asal gosteriminde sadece ve sadece verilen bu temel 6nermeler olan
onermeler toplulugunu gostersin. Ayrica, 1 <i < 2" ve 1 < j < nicin f(i,7)

onermesi )
AN 2 d; pj) =1

ve her 1 < ¢ < 2™ ve S’ye ait her énerme r icin
.y di(r)=1
g(i,r) = { —r di(r) =0
olarak tanimlansin. Her 1 < i < 2" igin
olarak gosterelim. Bu gosterimler altinda asagidaki teoremi ifade edelim:

Onsav 2.3. Heri ve S 'ye ait her énerme p i¢in T'; = g(i,p) olur.

Kanit: Kanit, verilen p 6nermesinin uzunlugu tizerinden tiimevarim uygula-
narak yapilacak. 1 <1 < 2" verilsin. S’ye ait ve uzunlugu u(p)’den kiigiik her
6nerme 7 i¢in I'; F f(r) oldugunda I'; - f(p) oluyorsa, u(p) = i olmak iizere,
*; saglaniyor diyelim.

u(p) = 1 ise *1'nin saglandigr acik!'.

1 < u(p) =i olsun. r, S’ye ait ve u(r) < i oldugunda I'; - f(r) oldugunu
varsayalim. 1 < u(p) olmasindan dolay1

p=-ryadap=r—s

olacak bicimde r ve s Oonermeleri var.
p = —r oldugunu varsayalm. u(r) < i oldugundan varsayim geregi

it g(i,r)

YBunun saglandig1 dogrudan tamim kullamlarak da gosterilebilir.
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olur. Iki durum sozkonusudur.

d;(p) = 1: Bu durumda d;(r) = 0 olur. Varsayim geregi
Litg(i,r) = -r=p=g(i,p)
esitligi elde edilir.
d;(p) = 0: Bu durumda d;(r) = 1 olur. Varsayim geregi
LikFgli,r)=r
olur. Ayrica r — ——r bir teorem oldugundan,
L —=r=-p=g(ip)

elde edilir.

Simdi p = r — s oldugunu varsayalim. Bu durumda da iki durum soézkonusu.

di(p) = 0: Bu durumda d;(r) = 1 ve d;(s) = 0 olur. Ayrica, r ve s
onermeleri S’ye ait ve uzunluklari, p 6nermesinin uzunlugundan kiigiik
oldugundan,

LikFg(i,r)=r
ve

IikFg(i,s) =-s
olur. Elde edilen bu duruma,

r— (ns— (r —9))
Onermesinin bir bicimsel teorem oldugu kullanilarak ve uygulanarak
Lit=(r—s)=-p=yg(ip)

elde edilir.

d;(p) = 1: Bu durumda d;(r) = 0 ve d;(s) = 1 olur. Ayrica, r ve s, S’ye
ait ve uzunluklari, p’nin uzunlugundan kiiciik oldugundan,

it g(iyr) =-r
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ve
Litkg(i,s)=s

olur. Birinci duruma —r — (r — s)’nin bir bigimsel teorem oldugu uy-
gulanarak

Libr—s=p=g(ip).

elde edilir. Aym: ifade s — (r — s)'nin bir aksiyom olmas1 I'; F s’ye
uygulanarak da elde edilir.

Boylece *; gerceklesmis olur ve kanit tamamlanir.

Teorem 2.4. Bir onermesel yapida bir onermenin bicimsel teorem olmasi i¢cin
gerek ve yeter kosul hepdogru olmasidir. O

Kanit: Hergey yukarda verilen 6nsavda oldugu gibi tanimlansin. Ayrica, p
onermesinin hepdogru oldugunu varsayalim. Her 1 <4 < 2" igin,

fGi1), £(i,2), ..., f(i,n) Fg(i,p) = p
olmasi kullanilarak,
f(@2m,1), f(2™,2),... f(2",n) =p1,....,pn - p
ve
f@r—=1,1),f(2"-1,2),....,f(2" = 1,n) =p1,.ce, pn—1, Pu F D

elde edilir. Buradan,

Pl Pn—1 b pn = p
ve

PLysPn—1 b —pn = p
olur. Bunlara

(pn = p) = ((5pn = p) = p)
Onermesinin bir teorem oldugu uygulanarak,
P1,-Pn—1 P

elde edilir. Daha detayh bilgiye [38]’den ulagilabilir.
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2.9.1 Tanrinmin Varhgmm “Kanit1”

Tanri’nin varligi ya da yoklugu insanlik tarihi boyunca iizerinde en ¢ok diiglinii-
len sorulardan biri olmustur. Bircok diigliniir cesitli yontemlere bagvurarak
Tanr’nin varligini ya da yoklugunu bir gekilde kanitlama girisiminde bulun-
mugtur. Bu yazida, bir mantik¢i olan Kurt Gédel’in (1906-1978) Ontolojik
Argiimani olarak bilinen, Tanri’nin varhgiyla ilgili kanitin1 verecegiz. Okurun
lise diizeyinde 6nermeler ve niceleme (yiiklem) mantig bildigini varsayacagiz.
Bunun diginda, kanitta kullanilan gerekli kavramlardan yeri geldiginde bahse-
dilecek.

Gaédel’in Ontolojik Argimani, Kurt Godel’in Tanri’min ya da tanrisal 6zelli-
ge sahip olan bir nesnenin varligim kanitladigi mantiksal bir argiimandir. Bu
argiimanin bir benzeri daha 6nce St. Anselm tarafindan ortaya atilmigtir. St.
Anselm’in ontolojik argiimani su sekilde verilmigtir: Tanr1, tanim geregi, kendi-
sinden daha miikemmel bir varligin diigiiniilemedigi varliktir. Tanri, diigiince-
mizde mevcuttur. Eger Tanr1 diistincemizde mevcutsa, bundan daha miikem-
mel olanmi gercekte var olmasidir. O halde, Tanr1 vardir.

St. Anselm’in argiimaninin bir benzeri Leibniz tarafindan da one siiriil-
miigtir. Godel, Leibniz’in argiimanini gelistirmeye ¢aligmigtir. Godel’in, argii-
maninin ilk versiyonunu 1941 yilinda yazdig: bilinir. Ancak 1970 yilina kadar
bu kanit1 duyurmamistir.

Godel'in ontolojik kaniti modal mantik (kipler mantigi) olarak bilinen bir
mantik gesidini kullanmaktadir. Modal mantikta zorunlu (necessary) dogruluk
ve olumsal (contingent) dogruluk arasinda bir ayrim yapilmigtir. Bu mantigin
anlamsal zemininde miimkiin evrenler yorumu (possible worlds semantics)
vardir. Eger bir sey miimkiin olan her evrende dogruysa, buna zorunlu dogru
denir. Eger bir seyin dogru olmasi zorunlu degil de sadece miimkiinse, buna
olumsal dogru denir. Ornegin, “Ali dérdiincii simf Sgrencisi ise, Ali bir 6g-
rencidir” 6nermesi zorunlu olarak dogrudur. Eger Ali dordincii simif 6grencisi
ise, Ali'nin bir 6grenci olmadig: diisiiniilemez. Yanls olmasi miimkiin degildir.
Ote yandan, “Istanbul, Tiirkiye’nin en kalabalik gehridir” 6nermesi olumsal
dogrudur. Ciinkii bu 6nerme zamana ve sartlara bagh oldugu i¢in yagadigimiz
evrende dogru olsa bile bu gercek basgka bir miimkiin evrende bagka tiirli de
olabilirdi.

Zorunlu-olumsal ayriminin yaninda, Godel kendi argiimaninda yiiksek de-
receli (higher order) mantiga bagvurmustur. Lise egitiminden bildigimiz ni-
celeme mantiginda bir evren kiimesinin oldugu disiiliir ve bu evren kiimesi
{izerinden niceleme yapilir. Ornegin, dogal sayilardan bahsediyorsak,

Vedy(z +1=1y)

onermesi “her z sayisi i¢in x’ten 1 fazla olan bir y sayis1 vardir.” anlamina gel-
mektedir. Burada V ve 3 niceleme sembolleri dogal sayilar kiimesinin eleman-
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lar1 tizerinden, yani sayilarin kendisi iizerinden niceleme yapmaktadir. Eger ni-
celemeler, verilen bir evren kiimesinin elemanlar: iizerinden yapiliyorsa, buna
birinci dereceden niceleme mantig1 diyoruz. Eger nicelemeler evren kiimesi-
nin altkiimeleri iizerinden yapilsaydi, bu ikinci derece niceleme olurdu. Eger
ikinci derece nesnelerin altkiimeleri tizerinden yapilsaydi, bu tig¢iincii derece ni-
celeme olurdu, vs. Birinci dereceden yiiksek niceleme mantiklarina yiiksek de-
receli mantik diyoruz. Godel ontolojik kanitinda Tanr1 kavramini tanimlarken
yiiksek dereceli niceleme mantigina bagvurmustur. Goédel 6nce olumlu (yani
pozitif) 6zelligin ne demek oldugunu tanimlamig, daha sonra Tanri’y1 tanim-
larken Tanri’nin tiim olumlu &zelliklere sahip varlik oldugunu kabul etmigtir.
“Olumlu” 6zellikten kastimiz, miitkemmel olan, etik ve estetik olarak kusursuz
olan, saf olan geylerdir.

Oncelikle sembolik bir operatér tammlayalim. S(x) bir 6zellik olsun. Eger
BS(z) yazilirsa, S(x) zorunlu olarak dogrudur. Eger 4S(x) yazilirsa, S(x)
olumsal yani miimkiin olarak dogrudur. Ilkinde S(z) zorunlu dogru, ikinci-
sinde S(x) mimkiin olarak dogrudur, yani S(z)’in dogru oldugu bir miimkiin
evren vardir. igte ¢ ve B operatorlerini sirasiyla, zorunlu dogru ve olumsal
dogrulugu gostermek icin kullanacagiz. Bir A onermesinin degillemesini —A
seklinde gosterelim. Niceleme mantigindan bildigimiz V, 3 sembolleri sirasiyla,
“her” ve “vardir” anlaminda kullanmilir. Eger 3!5(x) yazarsak, bu ifade, S(x)
ozelligini saglayan sadece tek bir x oldugu anlamina gelir. Asagidaki formel
kanitta nesneleri x ve y ile, 6zellikleri ¢, ¥, P, GG gibi harflerle gosterecegiz.

Once Godel’in argiimanimin sembolik yani formel kanitin verecegiz, daha
sonra kanittaki her satirin ne anlama geldigini agiklayacagiz. Okurun bu argi-
man1 daha iyi anlamasi icin formel kanita agsagida verdigimiz acgiklamalara
paralel olarak bakmasini giddetle tavsiye ediyoruz. Gerekli agiklamalar formel
kanitin altinda verilmistir.

Aksiyom 1. (P(p) A BYz(p(z) = 1)(x))) = P(¥).
Aksiyom 2. P(—p) > =P(¢).

Teorem 1. P() — $3zp(x).

Tanmim 1. G(z) + Vo(P(p) = ¢(2)).

Aksiyom 3. P(G).

Teorem 2. $32G (x).

Tamm 2. Oz(p, z) < () ANVP((x) — BYY(o(y) — 1 (y)))
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Aksiyom 4. P(p) — BP(p).

Teorem 3. G(x) — 0z(G, x).

Tanim 3. E(z) <> Vo(Oz(p, ) — B3yp(y)).
Aksiyom 5. P(E).

Teorem 4 B3G(z).

Aksiyom 6. Vo(p(z) = ¢(y)) = = =y.

Teorem 5. B3lzG(x).

Simdi, yukarida yazdigimiz formel kamit1 agiklayalim. Godel 6énce olumlu 6zel-
lik ve olumsuz 6zellikleri kurallagtirmigtir (aksiyomlagtirma). Eger olumlu bir
@ Ozelligi her miimkiin evrende bir v oOzelligini gerektiriyorsa, o zaman ¢
ozelligi de olumludur. Buna Aksiyom 1 diyelim. Herhangi bir ¢ 6zelligi igin, ya
v ya da = olumlu bir 6zelliktir. Ancak, hem ¢ hem de = aym anda olumlu
olamaz. Bu varsayim da Aksiyom 2 olsun.

Godel daha sonra her olumlu 6zelligin en az bir tane miimkiin evrendeki
bir nesne tarafindan saglandigina hiikmediyor. Buna Teorem 1 diyelim. Daha
sonra “tanrisal olma” Ozelliginin tanimi veriliyor: Eger bir varlik sadece ve sa-
dece biitiin olumlu 6zelliklere sahipse, bu varlik tanrisal bir varliktir. Aksiyom
3, tanrisal olma 6zelliginin kendisinin bir olumlu 6zellik oldugunu varsayiyor.
Godel, biitlin bunlardan, tanrisal 6zellige sahip bir varligin miimkiin oldugu
¢ikariminda bulunmustur. Buna Teorem 2 diyelim. Yani Teorem 2 tanrisal
ozellige sahip bir varligin en az bir mimkiin evrende var oldugunu soyle-
mektedir. Tanrisal Ozelligi saglayan bu varliga “Tanr” diyecegiz. Tanri’min
zorunlu olarak var oldugunu gostermek i¢in Tanr’nin tiim miimkiin evren-
lerde var oldugunu gostermek zorundayiz. Simdi, 6z (essence) olma kavramin
tanimlayalim.  miimkiin bir evrende bir nesne ve ¢ bir 6zellik olsun. Eger
©(z) bu evrende saglaniyorsa ve eger ¢(z) ozelligi x nesnesinin bu evrende
sahip oldugu tiim % Ozelliklerini zorunlu olarak gerektiriyorsa, o zaman ¢
ozelligine x nesnesinin 6z’ denir. Buna Tanim 2 diyelim. Bir ¢ 6zelliginin bir
X nesnesinin 6z’ olmasini Oz(y, x) olarak gosterelim. Aksiyom 4 sunu var-
sayiyor: Olumlu her 6zellik, zorunlu olarak tiim evrenlerde olumludur. Godel
daha sonra tanrisal olma 6zelliginin, Tanri'nin (yani tanrisal olma 6zelligini
saglayan nesnenin) 6zii oldugu ¢ikarimini yapmigtir. Buna Teorem 3 diyelim.
Bundan sonra Goédel, zorunlu olarak var olmanin tanimini veriyor. Eger bir z
nesnesinin her ¢ 6zii igin, ¢ Ozelligine sahip olan bir y zorunlu olarak varsa
(yani boyle bir y her miimkiin evrende varsa), « nesnesi zorunlu olarak vardir.
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Buna Tanim 3 dedik. Aksiyom 5 olarak sunu varsayalim: Zorunlu olarak var
olma 6zelligi, olumlu bir 6zelliktir.

Peki buradan tanrisal 6zellige sahip nesnenin, yani Tanri’nin, zorunlu ola-
rak var oldugunu nasil ¢ikarabiliriz? Tanrisal olma 6zelliginin tanimindan yola
cikarak, tanrisal olma 0zelligi Tanri’'min 6zidir. Cinki bu 6zellik, olumlu
olan biitiin 6zellikleri gerektirir. Olumlu olmayan bir o6zellik, olumlusunun
degillemesine denk oldugundan, Tanri olumlu olmayan hichir 6zellige sahip
degildir. Aksiyom 5 geregi, zorunlu var olma 6zelligi olumlu bir 6zelliktir. O za-
man bu 0Ozellik, tanrisal olma 6zelligine sahip olan her nesnenin bir 6zelligidir.
Cunki Tamim 1 geregi, tanrisal olma 6zelligini tagiyan bir nesne, olumlu olan
her oOzelligi kendinde bulundurur. Tanrisal olma o6zelligine sahip olan her-
hangi bir nesne, zorunlu olarak var olmak durumunda oldugu i¢in, Tanim
3 geregi, miimkiin bir evrende tanrisal 6zellige sahip bir nesne, miimkiin olan
her evrende tanrisal 6zellige sahiptir. Teorem 3 tanrisal bir nesnenin en az
bir miimkiin evrende var oldugunu sOyliiyor. O halde, bu nesne her evrende
vardir. O zaman, Tanr1 zorunlu olarak vardir.

Buraya kadar Tanri’'min sadece var oldugu gosterilmistir. Ancak, birden
fazla Tanr1 olmadigini nasil bilebiliriz? Bunun i¢in bir de tanrisal olma 6zelligi-
ni saglayan nesnenin tek ve sadece bir tek oldugunu gostermeliyiz. Leibniz’in
farksizlarin esitligi (the identity of indiscernibles) ilkesi, ayni 6zellikleri sagla-
yan iki nesnenin birbiriyle ayni oldugunu séylemektedir. Yani,

Vo(p(x) =9(y) 2z =y

Leibniz’in bu ilkesine Aksiyom 6 diyelim. O zaman tanrisal ozellige sahip iki
farkli nesne yoktur, sadece tektir. O halde, Aksiyom 6 geregi, Teorem 5’e goyle
diyebiliriz: Tanr1 zorunlu olarak vardir ve tektir.

Godelin ontoloji kanit1 elbette Tanri’’nin varligini mutlak anlamda goster-
mez. Matematik ve mantik gibi formel bilimlerde bir tezi “ciiriitmek kolaydir.
Clinkii her sav, en nihayetinde tanimlara ve aksiyomlara dayanir. Yani formel
bilimlerde, ortaya atilan tezler varsayimsal olmak zorundadir. Eger yapilan
tanimlar ve aksiyomlar kabul edilirse, ortaya atilan iddia kanitlandiginda dog-
rudur. Ancak tanimlar: degistirirsek ya da aksiyomlar: farklh bagka tiirlii kabul
edersek sonug da degigecektir. Godel’in bu kanitinda, cesitli aksiyomlarin kabul
edildigini goriiyoruz. Ornegin, Aksiyom 4 “Olumlu 6zellik zorunlu olarak tiim
evrenlerde olumludur” énermesini ifade eder. Bu aksiyomu a priori kabul etme-
miz i¢in bir neden var midir? Aksiyom 5 ise “zorunlu var olma 6zelligi, olumlu
bir 6zelliktir” demektedir. Peki zorunlu yok olma 6zelligi neden miikemmel ol-
mayan bir 6zellik olsun? Mukayese etmek adina, var olmay1 olumlu bir 6zellik
olarak kabul etmek icin 6nce yok olmay1 tecriibe etmek gerekli degil midir?
Bir kargilagtirma yapmadan var olmay1 neden miikemmel bir Ornegi alarak
kabul edelim? Boyle bir 6n kabul, yoklugu tecriibe edip “yoklugu tecriibe et-
tim, var olmak daha giizelmis” demektir. Bu aksiyomun goreceli oldugunu
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basit bir 6rnekle anlayabiliriz. Nasil ki hayatinda tiirli cileler ve acilar gekmis
biri, var olmay1 kamil bir 6zellik kabul etmezse, hayati huzurlu ve mesut gegen
biri de var olmay1 miitkemmelikle 6zdeslestirir. Farkli yorumlamalardan dolay,
Godel’in ontolojik kanitinda gecen aksiyomlarin genelgecer 6zelligi olmayabilir.

Aligtirmalar
2.41. Peygamberin varligl ya da son peygamberin son peygamber oldugu kanitlanabilir mi?
2.42. Sahte peygamberin sahte oldugu kanitlanabilir mi?
2.43. Euler, Tanr’nin varligi konusunda Volterci felfesecilerle girdigi bir tartigmada s6yle der:
(z+y)? =a® + 2zy + 97,

dolayisiyla, Tanr1 vardir. Euler’in iddiasi dogru mudur? Volterciler bu iddiay:1 neden
kabul etmiglerdir?



3. Matematigin
Bicimlestirilmesi

Matematik bicimsellestirildikten sonra
bir elmay tkiye bolme becerising kay-
betti.

Cantor, 1873’de rasyonel sayilar kiimesiyle dogal sayilar kiimesinin bire-
bir eglenebilecegini gosterdikten bir yil sonra dogal sayilar kiimesiyle gergel
sayilar kiimesinin birebir eslenemeyecegini gosteriyor. Yani, kavramsal ola-
rak “sonsuz”’luk tanimlanmamig olsa da, Cantor, sonsuzdan daha biiylik bir
bagka sonsuzun oldugunu gosteriyor. Cantor burada kalmiyor, [0, 1] araliginin
R"™ ile birebir eslenecegini gostererek, goriyorum ama inanamayorum diyerek
arkadagi Dedekind’e yazarak, heyecanimi paylagiyor. Cantor, sonsuzlari daha
iyi ayirt edebilmek igin, 1895 ve 1897 yillarinda yazmig oldugu iki makalede,
bugiin siireklilik hipotezi olarak bilinen su soruya yanit ariyor: Dogal sayilar
ve gercel saylar kiimeleri arasinda kalan, ne dogal sayilar kiimesiyle ne de
gercel saylar kimeleriyle birebir eslenemeyen bir kime var madir? Ancak
Cantor, sordugu bu soruya yanit veremiyor. Cantor’un bu ugraslar: siirecinde,
“kiime” kavrami tanimlanmadan kullanilmig olmasina kargin, giintimiizde ta-
nimlanan kiime kavramina uygun bir bigcimde kullaniliyor. Cantor tarafindan
yapilan bu caligmalar ve miidahalelerden sonra matematigin bigimsel bir dil
ile tanmimlanmasi geregi ortaya ¢ikiyor. Bu tanimlama “kiime teori” iizerinden
yapiliyor. Insanlikla birlikte var olan sayilarm kavramlagtirilmas: (yani ev-
cillegtirilmesi/kolelestirilmesi) amaciyla Hermann Grassmann, aritmetik iglem-
lerin ¢ogunun ardili islemlerle tanimlanan ve tiimevarim olarak adlandirilan
kavramla yapilabilecegini gosteriyor; Charles Sanders Pierce, 1881’de dogal
sayilarda aritmetigi aksiyomlagtiriyor; Dedekind 1888’de, aymi isi farkli bir
yontemle yaparak kavramin daha anlagilir olmasina katkida bulunuyor; ve
hemen sonrasinda Peono, biitiin bunlar1 daha belirgin formiillerle yaparak,
sonuclarini The principles of arithmetic presented by a new method baglikh ve
1889 tarihli kitabinda yaymliyor. Biitiin bunlar yapilirken biitiin topluluklar
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bir kdime saniliyordu. Bunun ciddi bir “bela” oldugu kisa siire sonra anlagiliyor
ve yarattigl dalga asagida bahsedilecek Frege’nin, matematigin celigkisizligini
ortaya koymay1 amaclayan eserlererini sarsiyor. Bu sarsintinin artcilar: da olu-
yor. Problemlerin ne oldugunun daha da netlestirilip ortaya konularak ¢éziim-
lenmesi, agagida yapilan temel girisimlerle devam ediyor.

Russell’in Frege’ye mektubu ve Russell Paradoksu: Aritmetik ma-
tematigin sayilar ve onun iizerinde tanimlanan toplama ve ¢arpma iglemlerini
konu alan bir dalidir. Baglangic noktasi dogal sayilar iizerindeki aritmetik
islemleridir.

Aritmetigin sarsilmaz bir mantiksal temel {izerine inga edilmesi konusunda
sistemli ilk calismalardan biri, modern mantigin kurucularindan sayilan Al-
man mantik¢t Frege'nin, “Aritmetigin Temelleri 17 (1893) ve bir digeri ise
“Aritmetigin Temelleri II” (1903) isimli eserleridir. Frege, eserinin birinci cil-
dinde her “Ozelligi” saglayan seylerin, “elemani olma” olarak adlandirilan ifa-
deyi bulunduran bir kiime oldugunu belirtiyordu. Russell, Frege’ye 16 Haziran
1902 tarihli yazdigi bir mektupla, kitabin birinci cildinde aritmetigin saglam
temele dayanmadigini, bugiin Russell Paradoksu olarak bilinen paradoksla
acikliyordu. Bu paradoks Frege tarafindan da kabul ediliyor ve Frege, eserinin
ikinci cildinde paradoksla ilgili sunlar1 yaziyordu: “Bir biliminsan i¢in, yapite
biter bitmez temellerinin yikilmasindan daha korkung bir sey distuniilemez.
Yapit tam baskwya hazirlanirken Bay Bertrand Russell’dan aldigim bir mektup
beni bu duruma soktu”!. Russell Paradoksu?, Russell tarafindan 1901 yilinda
[46]’de ortaya konan, kiimenin kendi kendini icermesine izin verildiginde or-
taya cikan geligkiyle ilgilidir. Bir R kiimesinin “Kendini igermeme” 06zelligine
gore tammmlandigini varsayalim. Dolayisiyla R, kendi kendini igermeyen ele-
manlardan olusan kiime olacak. Yani, semboliik olarak,

R={x:z ¢z}

olsun. R’nin bir kiime olamayacagi gosterilecek. Bunun gosterilmesi, verilen
bir kiimenin kendi kendini igerebilecegi ya da icermeyecegi ve ikisinin de bir-
den olamayacag1 iizerinden yapilacak. R bu kiimenin elemaniysa, yani R € R
ise, tamim geregi R ¢ R olacaktir. R, R'nin bir elemam degilse, yani R € R
ise tanim geregi R € R olacaktir. Bu bir celigkidir. O halde R gibi bir kiime
yoktur. Frege’nin eserinin birinci cildi boyle bir celigkiyi tirettiginden, eserin
tanmimladigr aritmetigin temeli saglam olamazdi. Ortaya ¢ikan bu durum mate-

! Aslinda bir seyin insa siirecinde inga edilen seye, yanligin da en az dogru kadar katkisi
oldugu dikkate alinirsa, ortada korkung bir yikimin olmadig goriiliir.

2Bu paradoksun, Russell’den bagimsiz olarak Zermelo tarafindan da bulunduguna iliskin
bir dipnot var; Zermelo'nin 1908’de yayinlanan bir makalesinde s0yle deniyor: Bu pa-
radoksu ben de Russell’den bagimsiz olarak bulmus ve 1903’te aralarinda Profesér Hil-
bert’in bulundugu birkag¢ matematik¢iye bildirmistim. Russell paradoksunun matematikte
ti¢lincii biiyiik krizi yarattigi diigiintliir.
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matigin celigkisiz bir gekilde tanimlanabilmesi i¢in daha ¢ok gaba sarf edilmesi
gerektigini ortaya koymustur.

Cantor’un Sireklilik Hipotezi: Bu hipotez, gercel sayilar kiimesinin
sonsuz her altkiimesinin dogal sayilar kiimesiyle ya da gercel sayilar kiime-
siyle eslenebildigini soyler. Cantor bu hipoteze biitlin ugraslarina karsin yanit
verememigtir.

Hilbertin Zermelo’ya sordugu soru: Hilbert, 1900’de Paris’de gergek-
legen Diinya Matematik Kongresi'nde iinlii olarak atiflanan konugmasini yapi-
yor ve bu konugmada 20 soru soruyor. Bu sorularin birincisi Cantor’un Siirek-
lilik Hipotezi’ni ¢bzme amaclydi. Bu sorunun yanitina yaklagabilmek igin,
bu sorudan daha kolay oldugu diigiiniilen ve Zermelo’ya sorulan soru suydu:
Bog olmayan her kiime iyi siralanabilir mi? Yani, verilen bir X kiimesi (6zelde
gergel sayilar kiimesi) i¢in asagidaki 6zellikleri saglayan bir siralama var midir?

i. Hrzx e X igcinx <z

ii. Herz,y € X icinx <y vey <z ise x =y.
iii. Her z,y,z€ X icmz <yvey < zisex < z.
iv. Her z,y € X yaz <y yaday <z olur.

v. A C X bos olmayan bir altkiime ise, her a € A i¢in z < a olacak bigimde
x € A vardir.

Bu soruda yer alan “kiime” kavraminin heniiz tanimlanmamig olduguna da
dikkat cekelim.

Zermelo’nun yanate: Zermelo Hilbert’in yukarida verilen sorusunu yaniti
“evet” olarak 1904’te kamthyor. Ancak kanitta, bugiin se¢im aksiyomu (axiom
of choice) olarak adlandirilan bir aksiyomun kullanilmig olmasi, kanita mate-
matik diinyasinda kuskuyla bakilmasina neden oluyor. Sonrasinda, 1908’de
Zermelo farkli bir kamitla soruyu bir kez daha yamithyor. Ancak bu yanitta
da ayni aksiyomu kullaniyor ve dolayisiyla kuskular bu kanitla da giderile-
miyor. Aslinda bagka care de yok; se¢im aksiyomu ile Hilbert’in sorusunun
olumlu yanitinin birbirlerine denk oldugu, yani “bog olmayan her kiimenin iyi
sirali olmasi igin gerek ve yeter kogulun Segim Aksiyomu” oldugu sonralari
kanitlaniyor?.

Sonug olarak, az gidiliyor uz gidiliyor ve bu seriiven sonunda nur topu gibi
bir oyuncak elde ediliyor. Bu oyuncagin adi “Zermelo-Fraenkel Kiime Teori”,
kisaca ZFC. Bu aksiyomlardan bir sonraki béliimde bahsedilecek. Bu boliimde
bu aksiyomlarin tanimlanabilmesi i¢in bir 6n hazirlik yapilarak, matematiksel
mantik aksiyomlarinin bir listesi verilecek.

3Zermelonun bu yamti, [22]’de “patlatilan barut figisini, Zermelo aydinlattr” olarak yo-
rumlanmigtir.
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3.1 Onermesel Matematik Yapi

Matematikte en zor olan seylerden biri
kimeyi tanimlama olabilir.

Bazi sembollere “nesne” ya da (simdilik kulagi tirmalasa da) “degisken”* di-
yecegiz. Nesnelerin bazilarina “kiime” denilecek. Bu noktada, “kiime olmayan
nesne var mi?”’ biciminde bir soru, hatta “nesne olmayan sembol var mi?”
sorusu okurlarin zihninde olugmus olabilir.

Nesneler genellikle

VO, V1y+eey Ujy ove

[1355)

biciminde gosterilir. Bu gosterimde yer alan “i” indeksinin bir dogal say:
olmasi gerekmese de genellikle dogal say1 olarak yazilir. Istenilen ¢oklukta
hatta istedigimiz kadar ¢ok nesnenin var oldugunu varsayiyoruz. Daha sonraki
boliimlerde nesneler x, y, z gibi sembollerle gosterilecek. Nesneler arasinda
“egit” olarak okunan

ve “eleman” olarak adlandirilacak
S
semboller iizerinden iligki kurulacak °
V; = ’Uj
ifadesi, “v; nesnesi v; nesnesine esittir” bi¢iminde okunur. Benzer bicimde,
Vi € Vj
ifadesi, “v; nesnesi v; nesnesinin elemanm” olarak okunur.

Tanim 3.1. v; = v; ya da v; € v; bicimindeki her ifadeye temel formiil
denir.

Istenilen ¢oklukta degisken oldugundan, istenilen ¢oklukta temel formiil de
vardir.

4ingilizcesi “degisken” olan bu kelimeyi literatiire Leibniz sokmustur.

SEsitlik isareti “=” 1557'de Whetstone of Witte baghklh kitapta Robert Recorde ta-
rafindan kullanildi. Ancak, bu isaretin yaygin olarak kullamlmas: uzun yillar aldi. Ornegin,
80 yil sonra hala Descartes esitligi gostermek icin, Latince “esit” demek olan aequales
sozcligliniin bir kisaltmasi1 “ae” nin ¢abucak yaziligi olan o semboliinii kullaniyordu.
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Tanim 3.2. Temel 6nermeleri temel formiiller olan 6nermesel yapiya 6ner-
mesel matematik yapi denir.

Her 6nermesel matematik yapi bir énermesel yapi olmasina karsin, tersi
dogru degil. Onermesel matematik yapida belirli bir kurala gore tanimlanan
diziler “formiil” olarak adlandirilacak. Yapilacak bu tamimlamaya gore her
formiil bir 6nerme olmasina kargin her énerme bir formiil olmayacak, yani 6ner-
melerden daha fazla formiil olacak. Onerme olmayan formiilleri tamimlamak
i¢in iki sembol daha kullanilacak. Bu semboller “her” olarak okunacak

A
sembolii® ve “baz1” olarak okunacak

=

sembolii’. Boylece bir énermesel matematik yapiin alfabesi, dnermesel yapi
olmasindan dolay1

=, VoAU = 05, v € U5
ve bunlarin disinda tanimlanan
v, 3
sembollerinin katilimiyla
-, =4 VLAY, v = 05, v; € v;
sembollerinden olusur. Elbette agma isareti ( ve kapama igareti ) yaninda
=ve €

sembollerinin bu topluluga katilmasi biitiinliikk acisindan uygun olur. Vurgu
yapmak i¢in bunu tanim olarak verelim.

Tamm 3.3. (,-,—,<>, V, A, =, €, V, 3, v; = v, v; € v;,) sembol topluluguna
matematikge denir.

Onermesel matematik yapida —=(v; = v;) yerine (v; # v;) ve —(v; € vj)
yerine v; & v; yazilir®.

Aligtirmalar

6ingilizce olarak universal quantifier olarak okunan bu sembol, Gerhand Gentzen’in “Un-
tersuchungen ueber das logische Schliessen,” Math.Z., 39 (1935) eserinde kullanildi.

"Bu sembol, Ingilizce olarak emistential quantifier olarak okunur. Bu sembol, ilk olarak
1897’de Giuseppe Peano tarafindan kullanilmigtir.

8Bu gosterim ilk olarak Nicholas Bourbaki tarafindan 1939’da kullanildi.
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3.1. Neden okurlarin biiyiik bir ¢ogunlugu, “v; = wv; olur mu?” sorusuna “evet” yanitini
verirken, “v; € v; olur mu?” sorusu karginda genelde duraksama yagar?

3.2. Onermesel matematik yapida, v, v; ve vy degiskenleri i¢in agagidaki ifadeler hakkinda
ne soylenebilir?

1. Vi = Uy,
. v; = Vj ise Vj; = Vi,
iil. v; = v; ve v; = v ise v; = V.

3.3. Yukaridaki problemi = yerine € alarak da yanitlayin.

3.2 Formul

Bir onermesel matematik yapinin, bir 6nermesel yapi oldugunu aklimizda iyi
tutalim. Yeni formiiller temel formiiller tizerinden hareket ederek agagidaki
gibi tretilir.

Tanim 3.4. Bir 6nermesel matematik yapida,
i. Her temel formiil bir formiildiir.

ii. ¢ ve 9 iki formiil ise,

(=), (p = ), (p < ), (P V), (P AY), Yvi(p), Fvi(p)

ifadelerinin herbiri bir formiildiir.

Her (V) ve en az (3) eklemlerinin giinliik yagamda kullamimlarina ters
diigmeyecek bigimde, bir ¢ formiilii ve v; degigkeni igin

(=(Vvi(9))) < (Fui(=))
(=(F0i(9))) < (Vvi(=))

formiillerinin teorem oldugu aksiyom olarak kabul edilecek.

Dikkat edilirse, bir formiil bir ya da birden fazla formiiliin yanyana siralan-
masiyla elde edilir. Bu siralamada yer alan her formiile o formiiliin altformiili
denilecek. Daha acik olarak tanimlayalim.

Tanim 3.5. ¢ bir formiil olmak iizere,
i. ¢, kendisinin bir altformiilii.
ii. (7)), ¢’'nin bir altformiili ise, ¥ de, ¢’nin bir altformiilidiir.

iii. Baz1 ¢1 ve @9 formiilleri igin,
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(1 = p2), (w1 > v2), (P1V @2), (1 A p2)

formiillerinden en az biri ¢’nin altformiilii ise, ¢ ve @9 formiilleri de
@’nin altformiilleri olur.

iv. ¢ formil ve bir v; degigkeni igin
Yui(v), Fui(¥)

formiilerinden biri, ¢’nin bir altformiilii ise, 1 formiilii de (’nin bir alt-
formiilii olur.

Simdi (en azindan bana gore) matematikte en zor tanmimlamalardan birini
yapalim.

Tanim 3.6. Bir formiil i¢inde yer alan her nesneye bir kiime denir.

x ve y nesneleri igin “x € y” ifadesinin “x, y’'nin elemanidir” diye okunacagi
sOylenmigti. Simdi bunu tanimlagtiralim.

Tamim 3.7. Onermesel matematiksel yapida, € y hepdogru ise z’e y’nin
elemanidir denir.

Asgagidaki teoremin kanit1 okura birakildi.

Teorem 3.1. Bir kumenin her elemant bir kimedir.

Alistirmalar

3.4. Bir matematiksel yapida verilen v; ve v; degigkenleri i¢in agsagidakilerin formiil oldugunu
gosterin.

i Yui(vi = vy).
ii. Yo;(vs = vy).
iil. VoV, (vi = vj).
Ayrica = yerine € alindiginda da bunlarin formiil oldugunu gosterin.

3.5. Bir 6nermesel yapida bir degiskenin bir formiil olamayacagini gosterin.

3.6. P onermesel yapida v; = v; formiiliiniin, 6nermesel yapi i¢in tanimlanan 6nerme uzunlu-
gu olarak uzunlugu nedir? v; = v;, P dizi olarak uzunlugu nedir?

3.7. z bir kiime ise en az bir y nesnesi i¢in “y € x” ifadesini igeren bir formiiliin oldugunu
gosterin.

3.8. Her nesnenin bir kiime oldugunu gosterin.

3.9. Nesne olmayan bir sembol var midir?

3.10. Hig¢ elemani olmayan bir kiime olabilir mi?
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3.3 Formiiliin Degiskeni

Bir ¢ formiiliiniin yaziminda yer alan her degiskene ¢’'nin bir degiskeni, diger
durumda ¢’de goziikkmeyen formiil denir. Benzer soylemler de olabilir. Bir
formiilde goziiken degisken serbest, bagli ya da hem bagli hem de serbest
bicimde olabilir. Bu tiir degiskenleri tanimlayalim.

@ bir formiil ve v; degigsken olsun. v;'nin ¢’de serbest degisken olmasi
asagidaki kogullarin birinin saglanmasi anlamindadir:

i. ¢ bir temel formiil ve v;, @’de gozukiir.
ii. Bir ¢ formili igin v;, 1’1 de serbest degisken ve ¢, (=) bi¢imindedir.

iii. Baz1 ¢ ve @9 formiilleri igin ¢,

(1 = 2), (g1 > 2), (1 V ¥2), (P1 A p2)

formiillerinden biri bigiminde ve v;, ¢1 ya da @2 i¢in serbest degiskendir.

iv. ¢, bir ¢ formiilii i¢in, 7 # j olmak fizere, Vv;(v) ya da Jv;(¢)) bi¢iminde
ve v, ¥ icin serbest degiskendir.

Bir ¢ formiliiniin,

Vi (v) ya da Jv; ()

bi¢iminde bir altformiilii varsa, v;’ye ¢’nin bir bagh degiskeni denir.

Dikkat edilirse bir formiil i¢in bir degiskenin serbest ya da bagli olmasi
icin o degigkenin formiilde, goziikmesi gerekir. Bir formiil icerisinde yer alan
bir degisken ayni zamanda hem serbest, hem de baglh olabilir.

Bir ¢ formiiliinde v;, serbest, olmayan degisken ve v; ¢'nin bir degigkeni
degilse, formiilde v; yerine v; yazilarak elde edilen formiil ¢ formiiliine, aksiyom
olarak denk olacak.

Vv;(¢) bigimindeki bir formiilde, v;, ¢ igin bagh olmayan serbest degigsken ve
vj, ¢ formiiliiniin bir degiskeni degilse, Vv;(¢) formiiliinde v; yerine v; yazilarak
elde edilen yeni 6nerme bu 6nermeye denk olacaktir.

Aligtirmalar

3.11. Bir temel formiiliin ve degilinin degigkenlerinin serbest oldugunu gosterin.
3.12. Biitiin degigkenleri baglh olan ama serbest olmayan bir formiil yazin.

3.13. (Vui((v1 = v2) = (v1 € v0)) A Jvz(v2 € v1)) formiiliindeki serbest ve bagh degiskenleri
ve bagl olmayan serbest degigkenleri belirleyin.
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3.4 Tamamiyle Serbest Degisken

Tanim 3.8. Bir formiil icerisinde yer alan ve formiiltin hicbir altformiilii i¢in
bagl olmayan degiskene o formiiliin tamamiyle serbest degiskeni denir.

Tanim 3.9. Bir v; degiskeni ¢ formiiliintin tiimiiyla serbets degiskeniyse. ’ye
v; degiskenin bir 6zelligi denir. En az bir degigskeninin 6zelligi olan formiile
ozellik denir.

Bir v; degigkeninin ¢ formiilii igin tamamiyla serbest olmasi i¢in gerek ve
yeter kogulun formiil icerisinde Jv; ya da Vv; ifadesinin yer almamasi oldugu
acik. Bir formilde yer alan bir serbest degisken tamamiyla serbest olmasa
bile, yapilacak uygun degisikliklerle, formil bir 6zellik olan denk bir formiile
doniigtiiriilebilir. Bu doniisimii yapmak icin izlenilen yol soyle olacak:

v;, ¢ formiiliiniin bir serbest degigkeni olsun. v; degiskeni verilsin.

i. ¢’de bagh degigkeni olarak yer alan v; degiskeni yerine formiiliin bir
degiskeni olmayan v; degiskenini yaz. Yani, ¢’'nin Yv;(0) ya da Jv;(0)
bicimindeki altformiillerinde v; yerine v; yaz.

ii. Yukarida yapilan uygulamayla elde edilen formiil ) olsun. )’nin Vv;(0)
ya da Jv;(©) bicimindeki altformiillerinde v; yerine formiiliin bir degiske-
ni olmayan vy degiskenini yaz.

iii. (4) ve (i7)’nin @’ye uygulanmasiyla elde edilen formiil ® olsun. ®’de yer
alan degisken v; yerine v; yaz.

Yukarida ¢ formiiliine uygulanilarak elde edilen ® formiilii, aksiyom olarak, ¢
formiiliine denk olacak. Yani,

P O

bir teorem oldugu kabul edilecek. Ayrica, v;, ¢ formiilii i¢gin tamamiyla serbest
olmasa bile, v;, ® formiilii i¢cin tamamiyla serbest olacaktir. Yapilan islemlerin
neye yonelik olarak yapildigini anlamak icin, ® formiilii yerine,

p(vilvj)

yazilabilir. Bu yazihmla v;nin ¢ formilii icin bir serbest degisken ve vy,
©(v;|v;) formiilii i¢in tamamiyla serbest degisken oldugu anlagilacak.

Her ne kadar yukarida yapilan tanimlamalar tek bir serbest degisken iize-
rinden yapilmig olsa da sonlu sayida serbest degiskenler i¢in de yapilabilir.
Ornegin, Uiy, Vig,y -, Vi, ,  formiiliiniin serbest degiskenleri ise, u;,, uj,, ..., uj,,
degiskenleri i¢in ¢ formiiliine denk olacak bigimde bir

Qo(vli |ui1 y Vig ’ujw ey Uiy ‘an)
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formiilii, uj, , uj,, ..., uj, degiskenlerinin her birisinin bir 6zelligi olarak tanimla-
nabilir.

Aligtirmalar

3.14. v;, ¢'nin serbest degiskeni ise ¢ ve ¢(v;|v;) formiillerinin denk olduklarimi gosterin.
3.15. ¢, v; = v; Onermesini gostermek tizere, p(v;|v;) formiiliiniin v; = v; oldugunu gosterin.
Benzer bi¢imde, ¢, v; € v; dnermesini gosterirse ¢(v;|v;) formiiliiniin v; € v; oldugunu
gosterin.
3.16. v; ve vj, ¢ formiillerinin degigkenleri olmasin ve vi, ¢’'nin tiimiiyle serbest degiskeni
olsun.
vi = v = (p(vk|vi) <> p(vk|v;))
formiilii bir teorem olmazsa ayip olmaz mi?

3.17. Yukarida verilen aligtirmada olusturulan formiilde v; = v; yerine v; € v; yazarak elde
edilen formiilii bir teorem olarak kabul edersek bagimiz belaya girer mi?

3.18. ¢, vk € v; formiiliinii gostermek tizere, p(vi|vi) ve @(v|v;) formiillerini yazmn. Ayrica
vi = v; = (p(vk]vi) < (vk]v;))
ve
vi = v = (p(vilvi) & @(ulv;))
formiillerinin birer teorem olmas: beklenmeli mi?
3.19. Bir P 6nermesel matematik yapida Vv;(v; = v;) formiilii yukarida verilen yontemle bir
ozellige denk yapilabilir mi?
3.20. Bir P onermesel matematik yapida Vv;(v; = v;) bir ozellik degildir. Bu formiil bir
ozellige denk olabilir mi?

3.5 Matematiksel Mantik Aksiyomlar:

Kiime teorinin ingasinin gerisinde matematiksel mantik aksiyomlar: olarak ad-
landirilan aksiyomlar vardir. Bu aksiyomlarin bir kismi mantiksal aksiyomlar
adi altinda zaten verilmigti. Biitiinliik agisindan matematiksel mantik aksi-
yomlarin bir listesi o aksiyomlar: da icerecek sekilde agagida verildi. ¢, ¢ ve ¥
formiilleri verilsin.

i (pA @) = (e = —9)
ii. (=(p—=—0) = (P A @)
. o = (¢ — ).
v. (p=(@—=1) = (6= 0) = (v =)
(=) = (=9)) = (7 — ¢).
vi. (Fvi(p)) = =(Vvi(—e).
(=(Vvi(=¢))) = Fui(p).

vii.
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viii. Yo (p = @) = (Vui(p) — Yui(¢)).
ix. v;, @’nin bir degigkeni degilse ¢ — Vv;e.

X. v;, ¢’de bagh degisken olmamak tizere, v;, ¢’'nin bir degiskeni olmasin.
Yui(p)) — (P(vi‘vj) bir teoremdir.

xi. (v; =v5) — (Ui =V < U5 :Uk).

|
&

(

(
xii. (v
xiii. (
xiv. (

xv. Yo;(v; = v;).
xvi. ( )

xvil. (v; = vj) = Yog(vg = v; < v = v;).
xviil. (v; = vj) = Yo (v; € vy, <> vj € vg).
xix. (

Vi = ’Uj) — Vvk(vk €V < Vg € ’Uj).

Yukarida verilen aksiyomlar farkli bigimlerde verilebilecegi gibi daha zayif ak-
siyomlarin sonucu olarak da ¢ikartilabilir. Ancak, okuma ve kullanim kolaylig
agisindan bu bigimde verildi. Buna iligkin bir 6rnek verelim. ¢, v; = vi formii-
liinii gostersin. Bu durumda,

vi = v; = (@(uilvi) < p(uilvy))

formiilii bir teorem olup, yukar: listede yer alan (xii)’ye karsilik gelir.

Bir not: Her ne kadar Matematikcede = sembolii yer almig olsa da, bu
sembol diger semboller {izerinden, ayn1 amaca hizmet edebilecek yeterlilikte
tanimlanabilir. Verilen v;, v; ve vy, degiskenleri icin,

VUk(Uk €V, &V € 'Uj)
ve
Vvl(vl ISEVR VNS ’Uj)

formiillerinin denk olmasi dikkate alinarak, ¢ ve j indeksleri 0’dan farklh olmak
lzere,

Vg (vy € v; > vg € vj)
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formiilii bir teoremse, bu formiilii v; = v; ile gostererek esitlik sembolii =
tanimlanmig olur. Bu tanimlamayla elde edilen = semboliiyle Matematikcede
tanimsiz olarak verilen egitlik sembolii, verilen aksiyomlar altinda gakigir. Ele-
man olma iizerinden tanimlanarak elde edilen esitlige gore,

Yoo (vg € vi <> vo € ;)
formiilii bir teorem olacagindan,
Vi = Uy

formiilii bir teorem olur. vg = vg olmasi da ayr1 bir aksiyom olarak kabul
edilebilir. Benzer bicimde,

Vi = V5 & V5 = 0

formiiliiniin bir teorem oldugu gosterilebilir.
Soyutlamanin bir sinir1 yok. Ancak, soyutlama geligigiizel yapilmamali, es-
tetige dikkat edilmeli!

3.6 Sinf

Giivercinlerin tipik 6zelliklerinin biliniyor olmasindan dolay1, sadece ve sadece
guvercinlerden olusan kus toplulugunun yapisini anlamak hangi tiir kuslardan
olustugu belli olmayan bir kus toplulugunun yapisini anlamaktan daha ko-
laydir. Buna benzer bicimde, nasil bir kurala gore olustugu bilinmeyen bir
degiskenler toplulugunun yapisini anlayabilmek belirli bir kurala baghlik igeri-
sinde verilen degigskenler toplulugunu anlayabilmek elbette daha zordur. Bu
son ctimlede gecen “kural” kelimesini bir formiile indirgemenin oldukga ko-
laylastirict yami olacak. Bir formiil tizerinden belirlenebilen degiskenler top-
luluguna sinif denilecek.

Tamm 3.10. v;, ¢ formiiliiniin bir serbest degiskeni olmak {izere, ¢(v;|v;)
formiiliinii teorem yapan v; degiskenler topluluguna, v; degiskenine gore ¢
onermesi tarafindan tanimlanan sinif denir.

Dikkat edilirse bir sinif, bir formiil ve o formiiliin verilen sabit degiskenine
gore belirleniyor. Dolayisiyla, bir ¢ formiil ve bu formiiliin verilen bir sabit
v; degiskenine gore tanimlanan sinif formiil ve sabit degiskenin goziikecegi
bicimde gosterilmeli, bu konuda,

{vi : ¢}

standart bir gosterimdir.
Iki temel siif ornegi,
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{UO : _'(UO = UO)}
ve
{vo : v = vo}

dir. Ayrica her ¢ indeksi i¢in

{vi : =(v; = v)} ve {v; 1 v; = v;}
birer siif olup, siniflar arasinda agagida yapilan egitlik tanimlamasina gére

{vo :vo =)} ve {v; : v; = v;)}
siiflar1 birbirlerine egit olacak. Benzer bicimde

{vo : =(vo = v0)} ve {v; : =(v; = v;)}

siiflar1 da birbirlerine esit olacak. Bu esitlikten dolayr bunlar 6zel bir isimle
odiillendirilecek.
v; ve v; degiskenleri icin,

{vi 1 v; € v}

bir simiftir. Uygun tanimlamalarla bu sinif, her v; degigkeni igin
{v s vy € v;}

sinifina “egit” olarak tanimlanabilecek. Bunun sonucu olarak,
{vi vy € v;}

siufl, v; degiskeninden bagimsiz olarak degerlendirilerek, bu sif v; ile goste-
rilebilir. Boylece her degisken formiilii temel formiil olan bir sinifla temsil edi-
lebilir.

Eleman olma ve egit olma kavrami simiflar igin agagidaki gibi genellenebilir.
@ ve 9 iki formiil, v;, ¢’nin ve v;, ¥'nin serbest degigkenleri olsun.

i. Yo (e(vs|vy) <> (vjlvy)) bir teorem ise, ¢ formiiliince v; serbest degiske-
nine gore belirlenen smf, v formiiliince v; serbest degiskenine gére be-
lirlenen sinifa egit denir. Bu durum

{vi s o} = {vj: ¢}
ile gosterilir.

ii. Ju(((vilv) AVvi((v; € v1) <+ ¢))) bir teorem ise ¢ formiiliince v; serbest
degiskenine gore belirlenen simf, ¢ formiiliince v; serbest degiskenine
gore belirlenen sinifin elemani denir. Bu durum
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{vi: o} € {v; - ¥}
ile gosterilir.
Yukarida tanimlanan yapiyla ilgili birkac gézlem ve tanimlama daha verelim.

a. Smiflar arasinda tanimlanan esitlik degismelidir. Yani, A ve B iki sinifsa
A = B olmas i¢in gerek ve yeter kogul B = A olmasidir.

b. ¢ ve v formiilleri birbirlerine denkse, bunlarin bir ortak serbest degis-
kenlerine gore belirlenen siniflar birbirlerine esit olur.

c. Verilen v;, v; ve vy, degigkenleri igin,
{vi 1 v € vj} = {wg - v, € v5}.
d. A, B ve C ile gosterilen simiflar icin, A = B ve B € C ise A € C olur.

e. v; bir degigskeni ve A bir sinifi gostersin.

A={vj:vj €v}ise A=,
A€ {vj:vj €v}ise A€,
{vj:vjenv} e Aisev; € A,

yazilir.

Tanim 3.11. {v; : v; = v;} sinfina evrensel simif ve {v; : =(v; = v;)} simifina
bos sinif denir.

Alstirmalar
3.21. Evrensel sinifin bog sinifa esit olmadigini gosterin.
3.22. wv;, vj ve vy degiskenleri igin,
a. {vi:v; €vj} ={vi:v; € vp} ise v; = vy olur mu?
b. v; = vy ise {v; : v; € v} = {v; : v; € v} olur mu?
3.23. v, v1, v degiskenleri verilsin.
{vi:v1 € v} ={v2:v2 €v}

oldugunu gosterin.



4. Zermelo Fraenkel Kume
Teori

ZF bos kumeyle oynama sa-
natinin kurallarnin adidar.

Matematik kavraminin neden formiillestirilmesi gerektigine iligkin bazi yorum-
lar bir onceki boliimiin girisinde verilmis ve formiillestirmenin yapilabilme-
si icin Onermesel matematik yap1 adinda bir onermesel yapi tanimlanmigti.
Giinlimiizlin matematigi asagi yukari, bu yapi iizerinde tanimlanan ve Zer-
melo Fraenkel aksiyomlari olarak adlandirilan aksiyomlar tizerine inga edilir.
Bu boliimde, bu aksiyomlar hem giinliik dil, hem de formel bir dil kullanilarak
verilecek.

Zermelo kiimelerin aksiyomlagtirma caligmalarina 1905’de baglamig ve elde
ettigi aksiyom listesini, 1908 yilinda [60]’de yayinlamistir. Bu listede Yerlegtir-
me Aksiyomu, Temellendirme Aksiyomu ve Segim Aksiyomu yer almamigtir.
Zermelo ve Fraenkel arasinda yapilan yazigmalar sonrasinda, Zermelo'nun ak-
siyom listesinde ortaya cikan bosluk Fraenkel’in 1922’de yayinlanan makale-
sinde yer alan Yerlegtirme Aksiyomuyla giderilmigtir. Yerlegtirme Aksiyomunu
Fraenkel’den bagimsiz olarak Thoralf Skolem de (1923) vermistir. Bir rivayete
gore, bu aksiyom Cantor’un yayinlanmamig galhigmalarinda da yer almigtir. Zer-
melo’nun aksiyom listesine Fraenkel’in Yerlegtirme Aksiyomu eklenerek elde
edilen aksiyomlar listesi, von Neumann’in bir yazisinda Zermelo-Fraenkel
kiime teori diye adlandirmigtir. Bu genisletilmis listeye von Neuman’a ait
olan temellendirme aksiyomu (Axiom of regularity) eklenerek elde edilen liste
1930’da Zermelo tarafindan yeniden yaymlanmigtir. Bu listeyi tekrar verelim:

i. Esitlik Aksiyomu.
ii. Bogkiime Aksiyomu.
iii. Iki Elemanh Kiime Aksiyomu.

iv. Bilegsim Aksiyomu.
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v. Yerlestirme Aksiyomu.
vi. Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu.
vii. Sonsuzluk Aksiyomu.

viii. Temellendirme Aksiyomu.

Bu liste topluluguna genelde Zermelo-Fraenkel Aksiyomlar Listest denir
ve ZF ile gosterilir.

Z F bir 6nermesel matematik yapi inga eder. Bu yapida degiskenler “kiime”
olarak adlandirilacak. Bu yap: bir kiimenin ne oldugunu tanimlamaz; verilen
kiimeden yeni kiime iiretir. Yani ZF degiskenleri “kiime” olarak adlandirilan
kiime iiretme sistemidir. Ornegin, bir énermesel matematik yapida “a € b’
kullanildiginda a ve b o yapinin degigkenleri olacagindan, ZF’nin tanimladigi
yapida z bir “kiime” ise x € {x} formiilii anlaml olacagindan, {x} bir degisken
ve bu yapida tiretilen bir kiime olacak. Biitiin bunlarin yapilabilmesi icin bir
dayanak kiimenin olmasi gerekecek ve bu dayanak olacak kiime bir aksiyomla
verilecek.

Z F listesinde verilmeyen bir bagka aksiyom secim aksiyomudur:

ix. Kendisi ve her elemani bogkiimeden farkl her kiimenin secim fonksiyonu
vardir. Yani, X, her eleman bogklimeden farkli bog olmayan bir kiime
ise her x € X i¢in f(z) € x olacak bi¢imde f : X — |J X fonksiyonu var.

Secim aksiyomunun bu listeye eklenmesiyle elde edilen liste ZFC ile gosterilir.
Her ne kadar secim aksiyomu kullanilmadan sayilar sistemi inga edilebilse de,
secim aksiyomsuz matematik yapmak ¢ok zor! Bu nedenle se¢im aksiyomuna
bu kitapta yer verilecek. Bu aksiyom bir sonraki boliimde ¢aligilacak.

Bu béliimde verilecek olan aksiyomlar bir 6nermesel matematik yapi icin
verilecek. Bu yapinin en az bir degigkeninin oldugu bir aksiyom olarak veri-
lecek.

4.1 Esitlik Aksiyomu

Onlary sadece ve sadece mate-
matik egitleyebilir. Amen.

Esitlik kavrami “cantada keklik” olacak kadar basit bir kavram degildir: MS
340 yilinda Iskenderiye’de dogdugu tahmin edilen, Iskenderiye okulunun son
biiyiik matematikcisi oldugu kabul géren ve gliniimiizde kaybolmus bircok ma-
tematik kitabinin yazari olan Pappus’in, “Bir dik agiya esit olan agi bir dik
acidir” 6nermesine kars1 ¢iktigi soylenir.

Bir 6nceki boliimde bir 6nermesel matematik yapida verilen aksiyomlar
kullanilarak bir a degiskeni i¢in
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a=a

gibi masum bir formiiliin bile hepdogru oldugu soylenemez. Diger taraftan
a = a formiiliini hepdogru yapmayan bir yapiy:1 hicbir kimse ciddiye almaz.
Bu eksiklik tanimlanacak egitlik aksiyomuyla giderilecek.

Esitlik kavramini daha dogal anlayabilmek icin kurgusal birka¢ benzetme
yapalim: Bir an i¢in, bir insan toplulugunda verilen x ve A kisiler ayni soydansa
ve A'nin yas1 x’in yagindan biiylikse, “x, A’nin elemamidir” diyelim ve z € A
yazalim. A ve B ayn kigilerse her z icin z € A olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
x € B olmasidir. Ama bunun tersi dogru degildir. Yani “her x i¢in z € A
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul © € B” 6zelliginde ve birbirlerinden farkli A
ve B insanlar1 bulunabilir. Gercekten de A ve B ikiz kiz kardeg olabilir.

Bir ¢ocugun en fazla bir babasi olabileceginden, bir ¢ ¢ocugun babalar A
ve Bise A = B olur. Ama tersi dogru degildir. Yani babalar1 ayni olan ¢ocuklar
ayni olmak zorunda degildir; babalar ayni, anneler farkl olabileceginden do-
lay1.

Uyeleri ayni olan iki dernegin aym olmasi gerekmez. Burada okur tiyelerin
insan olduklarina, dernegin bir insan olmadigina dikkat etmeli.

Esitlik nasil olmali? Temel olarak beklenti ne olmali?

Aksiyom 4.1 (Esitlik Aksiyomu). Elemanlar: ayni olan iki kiime birbirlerine
egittir. Yani, x ve y kimeleri icin,

Vz(z€ex —z€y) —x=y).
Bu aksiyom kelimeler kullanilmadan, Matematikcede
VaVy(Vz(z €z — 2z €y) =z =y)

olarak yazilir.

Bu aksiyom su sekilde de ifade edilir: x ve y iki kiime olsun. z’e ait olan
her eleman y’nin bir elemani ve y’e ait olan her eleman z’in bir elemani olu-
yorsa x ve y kiimeleri egit olur. Dikkat edilirse bir kiimenin var olup olmadig:
bilinmeden, olursa esitligin nasil olmasi gerektigi aksiyomla verilmig olundu.

Teorem 4.1. Iki kiimenin esit olmasi icin gerek ve yeter kosul birine ait her-
hangi bir elemanin digerine ait olmasidir. Yani, bir a ve b kimeleri i¢in

a=beVr(reaszed)
bir teoremdir.
Yukaridaki teorem daha formel olarak
Vavb(Ve(r € a <>z € b) <> a=0)

biciminde ifade edilir. Bu teoremin kaniti
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Ve(z €a+rxz€b) veVyly €a+ryebd)

formiillerinin denk olduklar: kurali kullanilarak yapalir.

Bundan boyle, verilen teoremler esitlik aksiyomunun varligi iizerinden ve-
rilecek. Dahasi, bir teorem ifade edildiginde, aksi bir durum belirtilmedigi
stirece, teoremden Once verilen biitiin aksiyomlar kabul edilecek.

Siklikla sorulan “a = a olur mu?” sorusuna gimdi yanit verilebilir.

Teorem 4.2. Her kiime kendisine egittir. Yani, verilen her a kiimesi i¢in a
N a = a.

Kamt: Vz(z € a <> x € a) formiiliiniin hepdogru olmasini ve esitlik aksi-
yomunu ele alarak, Modus Ponens’in bir sefer uygulanmasiyla istenilen elde
edilir. O

Teorem 1.2°nin kullanilmasiyla agagidaki teoremin kanit1 kolayca verilir.
Teorem 4.3. a ve b kimeleri i¢cin

i.a=b—->b=a.

ii. ((a=b)A(b=¢c)) > a=c.

Formel olmayan dilde yukaridaki ifadeler “a = b ise b = a” ve “a = b ve
b= cise a = ¢” bigiminde ifade edilir. Ayrica bu teorem

(a=0)=(b=a)

oldugunu, yani a = b <> b = a formiiliiniin hepdogru oldugunu séyler. Bir
basgka degisle, esitlik sembolii = degismelidir.

Tanim 4.1. x ve y iki kiime olmak {izere, ’in her elemani, y’nin de bir elemani
oluyorsa z’e y'nin altkiimesi denir ve z C y ya da y D x olarak gosterilir!.

Tanimi sembollerle ifade edecek olursak, a ve b kiimeleri i¢in
Ve(r€a—xz€b) —alb
olur. Asagidaki teoremin kaniti kolayca verilir.
Teorem 4.4. z, y ve z kumeleri i¢in asagidakiler dogrudur.

1. zCuzx.

'Kapsama sembollerinden “C”, 1817’de Joseph Gergonne tarafindan, O sembolii ise
1890’da Ernst Schroder tarafindan kullanilmaya baglanmigtir. Bazi kitaplarda @ C y olmasi
x C y ile gosterilir.
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ii. x =1y olmast icin gerek ve yeter kosul x C y ve y C x.

iii.  Cyvey C z isex C z.

Alistirmalar

4.1. Teorem 3.4’i kanitlayin.

4.2. Bir z kiimesi igin € = olur mu?

4.3. x € y ve y € z Ozelligini saglayan x, y ve z kiimeleri i¢in z € z olur mu?

4.4. Bir degigkenin bir sinifa esit olmasi Tanim 2.9'1n iistiinde yer alan (e)’nin ilk kisminda
verilmigti. Bu tanima gore her kiimenin bir sinifa esit oldugunu gosterin.

4.2 Boskiime Aksiyomu

“Bana yeterince uzun bir kaldirac ve saglam bir
dayanak noktasy verin, diunyay: yerinden oynatayim”
ifadesinde gecen dayanak mnoktas: matematik icin
bulunmustur: Bosluk..

Esitlik aksiyomu, iki kiimenin egit olmasimi eleman olma kavrami tizerinden
belirtiyor olmasina karsin, hi¢ elemani olmayan bir kiimenin var oldugunu
sOylemiyor. Ancak, boyle bir kiime varsa bu kiimelerin egit oldugunu soyleye-
biliyoruz. Varligini bile bilmedigimiz kiimelerin esit olma durumlarini tanimla-
mak, deyim yerindeyse dogmamas cocuga don bicmektir. Bu altbélimde, bir
aksiyomla “cocuk dogurulacak”.

Yukar1 altboliimiin giriginde soy tizerinden kiime kavrami hissetirilmeye ¢a-
ligilmigti. Bir soy olabilir ama o soya ait su anda yasayan hicbir insan olmaya-
bilir. Bu durumda bu soya “bog” denilebilir. Bu gozlemi kullanarak asagidaki
aksiyomu verelim.

Aksiyom 4.2 (Boskiime Aksiyomu). Hi¢ elemans olmayan bir kime vardur.
Yani,

Fevy(~(y € ©)).

Birbirinden farkli hi¢ elemani olayan iki kiimenin olamayacagini agagidaki
teoremle verebiliriz.

Teorem 4.5. Hi¢c elemant olmayan iki kiime egittir.

Kanit: x ve y hi¢ elemani olmayan iki kiime olsun. x # y oldugunu varsa-
yalim. Bu durumda ya z’de olan ve y’de olmayan bir eleman ya da y’de olup
x’de olmayan bir eleman vardir. Her iki durumda da z ve y’'nin elemanlar:
olmadigindan geligki olugur. O halde, x = y olmak zorundadir. g
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Demek ki hi¢ elemani olmayan kiime tektir ve dolayisiyla bir 6zel ismi hak
ediyor.

Tanim 4.2. Hi¢ elemam olmayan kiimeye bogkiime denir. Boskiime () ile
gosterilir?.

Bogkiime Aksiyomu 4.2 ve Tanim 4.2 geregi en az bir kiime vardir. En
az bir kiimenin var oldugu, bosgkiime aksiyomu kullanilmadan da dogrudan
aksiyom olarak kabul edilip, sonrasinda boskiime tanimlanabilir.

Bosg kiime sayilar teorisinde sifir1 tanimlar.

Tanim 4.3. Sayilar teorisinde bogkiimeye szfir denir ve 0 ile gosterilir.

O halde resmi olarak tanimlanmig bir say1 da var. Diger sayilar sifir {ize-
rinden insa edilecek.

Aligtirmalar

4.5. Bogkiimenin bir kiime oldugunu gdsterin.
4.6. En az bir kiimenin var oldugunu gosterin. Bu, x bir nesneyi gostermek iizere, “Jz” ile
gosterilir.
4.7. Bir z kiimesi i¢in agagidakilerin dogrulugunu gosterin.
i 0 Cux.
ii. £ C0isexz=0.
4.8. Teorem 2.1’in ifadesini énermesel dilde yazn.
4.9. —(0 € ) 6nermesinin hepdogru oldugunu gosterin.

4.10. Bogsinifin bogkiimeye esit oldugunu gosterin.

4.2.1 Sifir’in Say1 Olma Miicadelesi

Sifirin sayr olabilmek igin verdigi emegi bir
Allah, bir kendisi bilir. Megerse o olmadan
hicbir sayr olamazmis. Litfen sifira  sayge
gosterin.

Sifir koken olarak Sanskritce’de Hindu ismi sunya, Arapcada as-sifr olup, her
ikisi de bos anlamina gelir. as-sifr Ortagag Latincesinde zefirum ve cefirum
olarak yaziliyordu. Zefirum kelimesi Italyancada zefro ve zevero'ya evrilmistir.
Bu kelime Venedik lehgesiyle zero’ya doniigiiyor. Diger Latince kelime olan
cefirum ise cifra olarak kullanilmaya baglaniyor. Bu kelime Oxford Ingilizce

2Norveg ve Danimarka alfabesinde bir harf olan () sembolii Bourbaki grubu tarafindan
(6zellikle Andre Weil) 1939°da kullanilmaya baglanmigtir. Nadir de olsa @) yerine {} sem-
bolii kullanilir.



4.2. Bogklime Aksiyomu 69

Sozliigi'nde cipher olarak yer almakta ve anlamlarindan biri hicbirsey ya da
yok anlaminda olarak tanmimlanmig olsa da kullanilmayan bir terim oldugu
belirtilmekte.

Sifirin iki evresi var, birinci evresi yer tutucu goérevidir. Her sayimin farklh
bir sembol ile gosterilme durumu olamaz. Ancak her say1 sonlu sayida sembol
grubunun bir dizisi ile yazlabilir. Ornegin

1,2,3,4,5,6,7,8,9

sayilar topluluguyla her say1 belirli bir gruba gére yazilabilir. Ornegin iic sayisi

3
ile, otuz iki sayisi 3 ve 2 sayilar1 kullanilarak

32
ile gosterilebilirken, {i¢ yiiz iki sayisi, yine bu rakamlar kullanilarak

3 2
gosterilebilir. Ug bin iki sayis1
3 2

ile gosterilebilir. Dikkat edilirse, son ii¢ say1 arasindaki yazim farklhihigi 3 ve iki
say1 arasindaki bogluklara gore belirleniyor: “32”de hig bosluk yok iken, “3 2"
yaziliminda bir bosluk ve “3 2” yaziliminda iki bosluk var. Birakilan bos-
luklarin kag adet oldugunu belirlemenin zorlugu ortada; 6zellikle gorme ko-
nusunda problemleri olanlar i¢in. Bu zorlugu asmanin yollarindan biri bogluk
sayist kadar nokta “.” isareti olabilecegi gibi, bu bosluklarin herbiri yerine
bosgluk simgesi olan “0” sembolii kullanilir. Bu anlamda, 0 bir yer tutucudur.
Dikkat edilirse, her bir bogluga farkli bir semboliin konulmasina gerek yok.
Ikinci evresi ise rakamlar protokiiliinde, hem de bag sirada aslanlar gibi yerini
almasidir.

Sayilar1 yazarken bosluk birakma MO 2000-1800 yillar: arasinda, Babilli-
ler tarafindan bulunmustur. Babiller bu dénemde 60’lik taban sistemini kul-
laniyordu. Yine Babiller tarafindan MO 200-300 yillar1 arasinda, bosluk birak-
ma yerine Babil sifir1 olarak adlandirilan sembol kullanilmaya basglanildi. Bu
yaklagima giintimiizde yer tutucu, yer gosterict gibi isimler verilmekte. Ba-
billerden bagimsiz olarak MO 5. yiizyilda, bir Orta Amerika uygarhg olan
Mayalar yer tutucu kavramini 20’lik taban say1 sistemlerine uygulamisglardir.
Yer gostericiler Cin’de de MO altier yiizyildan besinci yiizyila kadarki para-
larda bir yuvarlak olarak gosterilmistir. Anlagiliyor ki yer gostericilik bagimsiz
uygarliklarin ortak bir tiriint.
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Cinliler’in yer tutucu olarak kullandig1 yuvarlak sembol, giintimiizdeki sifir
semboliiniin atasidir.

Yer tutucu kavrami dikkate alindiginda sifirin bogluk ya da bogkiime olarak
tanimlanmasimin (Tanim 3.3) ¢ok isabetli oldugu anlagilmakta.

Yer tutucu olarak gorevlendirilen sifir yerinde durmuyor; Brahmagupta’nin
Brahmasphutasiddhanta’s1 ve Harizmi'nin girigimiyle, bir say1 olma serefine
binbir giicliikle, miicadele ede ede ulagiyor. Bu saymin digerlerinden farka,
biiyiikliigii olmayan bir nicelikte olmasi. Bu sayiyla sayilar arasindaki toplama
ve ¢ikarmaya yeni yeni yon veriliyor, yeni sayilarin yolu aciliyor. Hosgeldin sifir.

Sifirla ilgili detaylarin izleri [30] ve [36]’te bulunabilir ya da izleri siiriilebilir.

4.3 1Iki Elemanh Kiime Aksiyomu

Su an icin en az bir kiimenin var oldugunu bilmekle birlikte, bu kiimenin hig
elemaninin olmamasi bir yoniiyle, hi¢ askeri olmayan orduya benzer. Bagka
kiimeler de olmali.

“FEn az bir elemani olan bir kiime var midir?” sorusuna, yukarida verilen
egitlik aksiyomu ve bogkiime aksiyomu kullanilarak yanit verilemez. Ancak,
bu aksiyomlarla birlikte verilecek bir bagka aksiyomun kullanilmasiyla, soruya
olumlu yanit verilebilir.

Aksiyom 4.3 (iki Elemanh Kiime Aksiyomu). Verilen iki kiime i¢in eleman-
lar sadece ve sadece o kiimeler olan bir kiime vardwr. Yani,

VaVy3zVa(a € z +— (a =) V (a = y)).
Elemanlar: sadece ve sadece x ve y olan z kiimesi,
{a:(a==z)V(a=y)}
sinifina egittir. Bu kiime
{z,y}
ile gosterilir>.
{z,y} = {y, =}

oldugu agik. {x, x} kiimesi yerine {z} yazilir. {x} bicimindeki kiimelere bir ele-
manli ve y, 2’e esit olmayan bir kiimeyse, {z, y} bigiminde yazilabilen kiimeye
iki elemanli kiime denir.

Teorem 4.6. Boskiimeden farkly bir baska kiime vardur.

3Bu gosterim ilk olarak Cantor tarafindan 1878°de, Ein Beitrag zur Mannifaltigkeitslehre
adli galigmasinda kullangtir.
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Kamt: x =0, y = () alarak {z,y} = {z, 2} = {z} = {0} bir kiimedir. Ayrica,
() € {0} oldugundan, bu kiime bogkiimeden farkhdir. O

Boylece, bundan boyle boskiimeden farkli bir kiime daha var. Hatta hig ele-
mani1 olmayan kiime, sadece bir elemani olan kiime ve iki elemani olan kiimeler
var. Acaba iig¢ elemanli bir kiime var mir? Ornegin, verilen z, y ve z kiimeleri
icin,

{a:(a=2x)V(a=y)V(a=2)}

sinifi bir kiime olur mu? Sorunun yanitinin evet olabilmesi igin bir sonraki
aksiyoma ihtiyacimiz var.

Alistirmalar

4.11. Verilen bir = kiimesi igin {z} kiimesinin {a : a = z} smifina egit oldugunu gosterin.
4.12. Bir x kiimesi i¢in a € {z} ise a = x oldugunu gosterin. Tersine, a = z ise a € {z}
oldugunu gosterin.

4.13. a ve b iki kiime olmak {izere, a = b olmasi igin gerek ve yeter kogulun {a} = {b} oldugunu
gosterin.

4.14. Birbirlerine esit olmayan x, y ve z kiimeleri i¢in {{z, y}, 2z} kiimesinin kag eleman1 var?
4.15. Birbirlerinden farkl bir elemanl ii¢ farkl kiime yazin.

4.4 Bilesim Aksiyomu

Iki kiimenin “birlegtirilmesi”ne izin vermek bir dogal hak (canhlarn ¢iftlesme
hakkina benzer bir durum) gibi duruyor. Bu “dogal hak” bir aksiyomla veri-
lebilir. Boyle bir dogal hakkin verilmesi sonrasi, “verilen bir kiimeyi kapsayan
ama esit olmayan bir bagka kiime var midir?” gibi dogal bir soru olumlu olarak
yanitlanabilir. Daha fazlas1 da elde edilebilir; ii¢ elemanl bir kiime vardir.

Aksiyom 4.4 (Birlesim Aksiyom). Elemanlar: sadece ve sadece elemanlarinin
elemanlarmdan olusan bir kiime vardwr. Yani,

Vz3yVa(a € y «— 3t € z(a € 1)).
Smif gosterimi altinda bu aksiyomun séyledigi, « kiimesi igin,
{t:Iy(yex)n(tey)}

sinifinin bir kiime oldugudur. Bu aksiyomda yer alan y tek olup, z’in bilesimi
denir. x kiimesinin bilesimi Uz ile gosterilir. Yani,

Ur={t:JylycxAtey)}.
Agagidaki teoremin kanitini okura birakiyoruz.

Teorem 4.7. Birbirlerine esit iki kiimenin bilesimleri de esittir. Yani, x =y
ise Uz = Uy olur.
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x ve y iki kiime olmak tizere, {x,y} kiimesinin bilegimi x Uy ile gosterilir.
{z,y} = {y, 2} olmasindan dolay1 da z Uy = y U x oldugu agik.

Bosgkiimenin arakesiti tanimli degildi. Ama bogkiimenin bilegimi tanimlhidir.
Agagidaki teoremin kanit1 okura birakilmigtir.

Teorem 4.8. U) = (.

x, y ve z birbirlerine esit olmayan ti¢ kiime olmak iizere {z,y} ve {z}
kiimelerinin bilesimi

{a:(a=z)V(a=y)V(a=2)}
siifina esittir. Boylece, elemanlar1 sadece ve sadece x, y ve z kiimelerinden
olugan bir kiime vardir. Bu kiime siralama énemsenmeksizin {z, y, z} ile goste-
rilir. Boylece ii¢ elemanli bir kiimenin varligi gosterilmis olur. x, y ve z bir-
birlerine esit olmayan ii¢ kiime olmak tizere, {z,y, 2} bi¢iminde yazlabilen
kiimelere ti¢ elemanli kiime denir.

Aligtirmalar
4.16. z, y, z ve t kiimeler olmak iizere,
{a:(a=z)V(a=y)V(a=2)V(a=1)}
siifinin bir kiimeye egit olugunu kanitlayin.
4.17. x kiimesi verilsin. z’e esit olmayan ve x’i kapsayan bir kiimenin oldugunu kanitlayin.
4.18. Istenilen coklukta kiimenin oldugunu gosterin.

4.5 Yerlestirme Aksiyomu

Iki kiime arasmnda tamml bir fonksiyonun ne anlama geldiginin bilindigi var-
sayimiyla, okur fonksiyonun “goriintii kiimesinin” bir kiimeler toplulugu oldu-
guna liitfen itiraz etmesin. “Fonksiyonun goriinti kiimesi bir kiime olur mu?”
sorusuna su ana kadar verilmis bulunan aksiyomlarla yanit verilemez. Bu so-
ruyu Ozel olarak “evet” geklinde yanitlayacak bir aksiyom verilecek. Daha ge-
nel olarak, verilecek aksiyom bir kiimeden bir sinifa taniml her fonksiyonun
gbruntii kiilmesinin kiime oldugunu soyleyecek. Bu aksiyomun uygulanmasi so-
nucu olarak, son derece “dogal” olan, iki kiimenin arakesiti, farki, bir kiimenin
arakesiti gibi kavramlar tanimlanabilecek.

Bir kiimeden bir sinifa tanimlhi fonksiyon, kiimenin her elemanini sinifin
tek bir elemanina karsilik getiren bir seydir. Asagida verilen aksiyom, f, bir X
kiimesinden bir ¥ sinifina tanimli bir fonksiyon ve x € X elemanina Y sinifinda
kargihk gelecek eleman f(x) ile gosterilecek olunursa, elemanlar: sadece ve
sadece f(x) formunda olan bir kiimenin oldugunu soyler.

Aksiyom 4.5 (Yerlestirme Aksiyomu*). X bir kiime ve z ve y’ler ¢(z,vy)
formiindin serbest iki degiskeni olmak tizere,

4Ingilizcesi The Replacement Axiom Scheme.
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i Vit € X — Ju(e(z|t, y|u))
il ViVuVo(t € X A p(z|t, ylu) A o(z|t, ylv) = v =v))
formiilleri dogrusa,
{y:3t(t € X ANop(zlt,y)}
swnafe bir kiimedir.

Ingilizce olarak The Comprenensive Scheme olarak bilinen agsagidaki te-
oremi kanitsiz olarak verelim.

Teorem 4.9. x bir kime ve t, ¢ formilinin serbest degiskeniyse
{t: (tex)Nyg}
swnafe bir kimedir.

Teoremde gecen kiime genellikle {t € x : ¢} olarak gosterilir.

Verilen aksiyomlar kullanilarak iki kiimenin arakesitini tanimlayabiliriz. z
ve y kiimeleri verilsin. {t : ¢t € y}, y kiimesine esit bir smiftir. The Compre-
hension Scheme geregi,

{t:(tex)N(tey)}
bir kiimedir. Bu kiimeye x ve y kiimelerinin arakesiti denir ve x Ny ile goste-
rilir.

Asagidaki teoremin kanit1 okura birakilmigtir.

Teorem 4.10. x, y ve z kiimeleri verilsin. Asagidakilerin dogrulugunu gédste-
TUMn.

LrzNy=yNe,

ii. zNy Cux,

iii. 2Ny Cy,

iv. zN(ynNz)=(xNy)Nz,

Yukarida verilen teoremin sonucu olarak x N (y N z) kiimesi z Ny N z ile
gosterilebilir. Ayrica zNy = y olmasi igin gerek ve yeter kosul y C = olmasidir.
Bunu takip ederek verilen sonlu tane =1, xs, ..., x, kiimenin arakesiti

{y:(yex)A(y €x2)... N(y € )}
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olarak tanmimlanir. Bu kiime genellikle (), z; olarak gosterilir.

Verilen iki kiimenin ya da ii¢ kiimenin arakesitini tanimlamig olsak da okur,
verilen bir x kiimesinin arakesitinin heniiz tanimlanmadiginin farkindadir.
Bunu yapabilmek igin kanit1 okura birakilan bir teorem verelim.

Teorem 4.11. z bir kiime olsun. Her a € x i¢in
{teca:Yyecuz(tey)}
bir kiimedir. Ustelik, her b € = icin
{tea:Vyeczteyt={teb:Vyeca(tcy)}
olur.
Verilen bu teorem agagidaki tanimin kapisini acabilir.
Tanim 4.4. Bir x kiimesinin arakesiti, herhangi bir a € x i¢in,
{tca:Yyecz(tecy)}
kiimesidir. Bu kiime Nz ile gosterilir.
Bu tanima gore verilen x ve y kiimeleri igin,
Ny =n{z,y}

oldugu kolaylikla gosterilebilir.
Verilen x ve y kiimeleri igin,

z\y={acz:adgy}

de bir kiimedir. Bu kiime ”x fark y” diye okunur. Asagida verilen teoremin
kanit1 okura birakilmisgtir.

Teorem 4.12. x ve y kimeleri i¢in asagidakiler dogrudur.
L z\0=uz.
i 0\ z=0.
ili. \ y =0 olmasu i¢in gerek ve yeter kosul x C y olmasidar.
iv. x\z=0.
Russell'ln Frege’ye yazdigi mektupta ifade edilen teorem gudur.

Teorem 4.13 ( Russell ). Her kiime elemana olan bir kiime yoktur.

Kanit: Oldugunu varsayalim ve bu kiimeyi V' = {z : x = x} olarak goste-
rebiliriz. Bu durumda, {z : = ¢ x} bir simif oldugundan The Comprehension
Scheme gergi
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R={zeV .z ¢z}
bir kiime olacaktir. Buradan da
ReR+< R¢R
celigkisi elde edilir. O

Alistirmalar

4.19. Bu altboliimde kaniti verilmeyen teoremleri kanitlayin.

4.20. Kiimeler i¢in tanimlanan arakesit ve fark kavramlarini siniflar igin genelleyin. Bu genel-
leme bir simifla bir kiimenin arakesitini bir kiime yapacak bi¢imde olsun, diger tiirliisiinii
saymam!

4.21. Bos smif ile herhangi bir kiimenin arakesitinin bogkiime oldugunu gosterin.
4.22. z bir kiime olsun. {y : Ja(a € z Ay = {a})} smfinin bir kiime oldugunu gésterin.

4.6 Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu

x ve y iki kiime ise elemanlar1 sadece ve sadece {z} ve {x,y} olan bir kiime
vardir. Bu kiimeye siral ikili denir ve (z,y) ile gosterilir. Yani,

(z,y) = {{z} {=,y}}°.

(a,b) = (¢,d) oldugunda a = ¢ ve b = d oldugu barizdir. Elbette tersi de
dogrudur. Her z kiimesi i¢in

(z,2) = {{z}}

oldugunu okur kolaylikla gorebilir. Su sorunun akla gelmesi dogaldir: X ve Y
iki kiime olsun. Elemanlar: sadece ve sadece (x,y)’ler olan (z € X, y € Y)) bir
kiime var midir? Yani,

{(z,y) ;e e X NyeY}

sinifi bir kiime olur mu? Su ana kadar verilen aksiyomlarin toplam giicii bu
sinifi kiime yapmaya yetmez. Bu olmadan da fonksiyon tamimlanamaz, dogal
sayilar diginda bircok say1 tanimlanamaz. Bunun i¢in bir el verelim.

Aksiyom 4.6 (Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu). Bir kiimenin altkimelerinin
toplulugu bir ktimedir. Yani, bir x kimesi icin,

JyVa(a € y +— a C x).

olur

’Bu tammmlama Kuratowski tarafindan 1921 yilina vermistir. Bu ikili ¢ifti, 1914 yilinda
Hausdorff (z,y) = {{=z,1},{y,2}} olarak ve Wiener (z,y) = {{{a},0}, {{b}}} olarak
tanimlamistir.
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Formiilde gegen y tektir ve bu kiime p(x) ile gosterilir. Esitlik aksiyomu,
bosgkiime aksiyomu ve altkiimeler kiimesi aksiyomlar: kullanilarak boskiimeden
farkhi bir kiimenin varligi gosterilebilir. Gergekten de () € (@) oldugundan,
©(0) boskiimeden farkli bir kiimedir. Ustelik,

1= p(0)

olur. Ayrica her z i¢in

0 # p(x) ve z # p(x)

olur. Okur z ve y kiimeleri i¢in * = y olmasi icin gerek ve yeter kosulun
p(x) = p(y) olmas: gerektigini gosterebilir.

x ve y iki kiime olsun. Yukaridaki aksiyomlar sonucu, elemanlar1 sadece
ve sadece (a,b) (a € x ve y € y) bigimindeki elemanlardan olusan bir kiime-
nin varligl soylenebilir. Bu kiime z x y ile gosterilir ve z ve y kiimelerinin
kartezyen carpima denir. x X y, p(p(z Uy)) kilmesinin altkiimesidir.

zxy={z€p(plxUy)):JaF((a €x) AN(bEY)ANz=(a,b)}

olur.

Fonksiyon kavrami matematikle az da olsa ilgilenmis herkes tarafindan bili-
nir. Bu kavram, verilen aksiyomlarin kullanilmasiyla, bicimsel olarak agagidaki
gibi tanimlanir.

Tanim 4.5 ( Bourbaki, 1939). = ve y iki kiime olmak tizere, x X = kiimesinin
f altkiimesi igin,

(Va3b((a,b) € f)) A (Ya¥bVe((((a,b) € f) A(a,c) € f) = b=r¢)
formiilii bir teorem ise, f’ye, z’den y’ye tanimh fonksiyon denirS.

Yukar: tanimda yer alan f’ye x’den y’ye taniml fonksiyon denir ve f : x —
y ile gosterilir”.

Bu durumda, z’e f’nin tanim kiimesi ve y’ye f’'nin deger kiimesi denir.
(a,b) € f ise genel olarak f(a) = b yazilir. Bu tanim, f’nin z’deki her eleman
y’de bir sadece ve sadece bir elemanla eglestigini soyler.

Aligtirmalar

5Bu kavramin temelleri binlerce yil éncesine kadar gidiyor olsa da belirleyici olarak, farkh
zamanlarda Descartes, Dirichlet ve Leibniz tarafindan verildigi anlagiliyor. “Fonksiyon” keli-
mesi literatiire Leibniz’in 1673 tarihli bir mektubuyla giriyor. Burada verilen tanima en yakin
ilk versiyon 1837 yilinda Gustave-Peter Lejeune Dirichlet tarafindan verildi. Bourbaki “fonk-
siyon” kelimesi yerine “functional relation” diyordu. Fonksiyon kavraminin tarihsel geligim
siireciyle ilgili bilgilere [20], [31] ve [56] kaynaklarindan ulagilabilir.

"Baz1 kaynaklara gore bu gosterim ilk olarak 1940 yilinda, Witold Hurewicz tarafindan
kullanild: ve bunun 6ncesinde, 1936’da Oystein Ore tarafindan, bir elemanin goriintiisii an-
laminda kullanildig: iddia edilse de bu gosterimin kullanimi, yaygin olmayan bicimde, Eduard
Study’nin 1881 tarihli galigmalarina kadar gidiyor.



4.7. Sonsuzluk Aksiyomu 77

4.23.
4.24.
4.25.

4.26.
4.27.
4.28.

p(0) = {0} oldugunu gosterin.

Bir z kiimesi i¢in ) X z = x x § = () oldugunu gosterin.

x ve y kiimeleri icin x X y = y X = olmasi icin gerek ve yeter kosulun x = y olmasi
gerektigini gosterin.

X bir kiime olmak tizere {{z} : € X} simifinin bir kiime oldugunu gosterin.

Bog kiimeden bagka bir kiimeye tanimli her fonksiyonun bog kiime oldugunu gosterin.

Sirali ikili kavramiyla barigik bir matematik¢i ayni zamanda iyi bir ¢iftci ise “2 elma”y1

{{2},{2, elma}}

sirali ikili ile gosterip, sonrasinda bunu kavramlagtirabilir. Hatta bu kavram tizerinden
“2 elma” ve “3 elma”nin birbirlerinden farkli oldugunu gosterebilir ama nasil? Ben-
zer bicimde bu matematikgi-giftci “elma 2” ile “elma 3”{in birbirinden farkli oldugunu
goOsterebilir ama “elma 2”nin ne oldugunu halka anlatamayabilir, dogru mu? (Bu sulu
sorudan rahatsiz olan ciddi matematik okurlarindan simdiden 6ziir dilerim.)

4.7 Sonsuzluk Aksiyomu

Bog kiimenin hi¢ elemani olmadigindan, bu kiimenin eleman sayisini sifir ola-
rak adlandiralm. Sonra 1 = {0} kiimesinin eleman sayisim 1 olarak ad-
landiralim. Bu yaklagimla eleman sayilari, 0,1,2,... olacak bicimde kiimeler elde
edilir. Boylece eleman sayilar: istenildigi kadar ¢ok olan kiimeler elde edilir.
Ancak, bu yaklasimla “sonsuz” bir kiime elde edilmis olunmaz. Peki sonsuz
bir kiime var m1? Dogal sayilar kiimesi bir sonraki boliimde tanimlanacak. Bu
kiime tizerinden, bir kiimenin “sonsuz” olmasi tanimlanabilecek. Dogal sayilar
kiimesinin tanimlanabilmesi i¢in yeni bir aksiyoma ihtiyac var.
Bir x kiimesi igin z U {z} kiimesi bundan boyle s(z) ile gosterilecek.

Tanim 4.6. Bir x kiimesi i¢in,
(0 e x)A (Vi(t € x — s(t) € x))),
formiilii bir teoremse, x’e bir tiimevarimsal kiime denir.
En az bir tiimevarimsal kiimenin varligi bir aksiyomla verilebilir.

Aksiyom 4.7 (Sonsuz Kiime Aksiyomu). En az bir timevarimsal kime var-
dir. Yani,

Jz((0 € x) A (VE(t € x —> s(t) € 2))).

Iki tiimevarimsal kiimenin arakesiti de tiimevarimsal kiimedir. Ayrica, ele-
manlar1 tiimevarimsal kiime olan bir kiimenin arakesiti de tiimevarimsaldir.
Bu gozlem sonucu olarak, bir sonraki béliimde her tiimevarimsal kiime ta-
rafindan kapsanan bir tiimevarimsal kiime tanimlanacak ve o kiimeye dogal
sayilar kiimesi denilecek. Ayrica bu kiime ilk sonsuz kiimemiz olacak.
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4.8 Temellendirme Aksiyomu

Bir x kiimesi i¢in « € x olmasi, hatta verilen x ve y kiimeleriiginz € yvey € x
olmasi beklenemez®. Bu aykirilik yukarida verilen aksiyomlarla giderilemez ise
de asgagidaki aksiyomla giderilebilir

Aksiyom 4.8 (Temellendirme Aksiyomu). Bog olmayan her x kiimesinin en
az bir elemanwyla arakesiti boskiimedir. Yani x boskimeden farklhysa x Ny = ()
olacak bicimde y € x elemant vardwr. Formil olarak ifade edecek olursak:

Ve(x #0 — Jy(y € z Axny =0)).
Teorem 4.14. Her x kiimesi i¢in x & x olur.

Kanit: = kiimesi verilsin. Sadece tek bir elemani, o da z olan bir kiime var.
z = {x} temellendirme beliti geregi z Ny = () olacak bicimde y € z vardir.
y = x olmak zorundadir; yani x Nz = () olur. z € z oldugundan = ¢ x elde
edilir.

Bu teoremin sonucu olarak, asagidaki teorem hemen elde edilir.
Teorem 4.15. Verilen x ve y kiimeleri i¢in ya © € y ya da y &€ x olur.

Kanit: z = {z,y} bir kiimedir. Temellendirme Aksiyomu geregi ya zNx =)
ya da zNy = () olur. Birinci durum igin, y € z oldugundan y € = olur. Benzer
bigimde, ikinci durum icin x ¢ y elde edilir.

Bu kitabin amaclarindan biri olan sayilarin ingasinda temellendirme ak-
siyomu kullanilmadan da her say1 z igin x € x olur. Verilen bu aksiyom bu
yontiiyle bir fazlalik gibi goziikse de bir aksiyomlar biitiinligi icerisinde veril-
mesi gerekir.

Alistirmalar

4.29. VaVy(x € y — y & ) formiliiniin bir teorem oldugunu gosterin.
4.30. Vz(z ¢ x) formiliiniin teorem oldugunu gosterin.

4.8.1 Matematik Misir’da mi1 Dogdu?

Matematik, hayvanla dogdu. Belki de
dogmada!

“Matematik nerede ve nasil dogmustur?” gibi sorulara verilebilecek yanit gore-
celi olabileceginden boyle bir soruya mutlak bir yanmit beklememek gerekir.
Buna karsin, bu soruya kuskuya yer verilmeyecek olan belgeler iizerinden
yanit aramak ¢ok daha glivenilir olacaktir. Bu belgeler genellikle arkeolojik

8Niye kil
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calismalar sonrasi elde edilen tabletler?, papiriisler'® ya da Misir Piramitleri-
nin kendisi olabilir. Elbette bu sorularin yaniti “matematik nedir?” sorusuna
verilebilecek yanitla dogrudan iligkilidir. Bu soruya verilecek yanitin da gore-
celi oldugunu not edelim.

Matematik Misir’da dogmustur!:Yazida yer alan “Misir’dan kastedilen
Antik Misi’dir''. Herodotos’a (MO 485-415) gore, matematik Misir’da dog-
mustur.

Misir topraklarinin yiizde 97 si tarima elverigsiz olup, Misir’a hayat veren
topraklar Nil deltasini olusturan yiizde tigliik bir kesimdi. Bu bolgedeki top-
raklar halka paylagtirilmigt: ve bu topraklardan elde edilen gelir sonucu halk
devlete vergi vermekteydi. Ancak, Nil Nehri’'nin siklikla tagmasi sonucunda, bu
topraklar su altinda kalmakta ve sular ¢ekildikten sonra, topraklarin sinirlar:
kaybolmaktaydi. Herodotos’a gore, devletin tagkin sonrasi simirlarin belirle-
nip sahiplerine iade edilmesi i¢in gérevlendirdigi gorevliler tarafindan yapilan
Olgiim ve hesaplar siirecinde geometri ve dolayisiyla matematik dogmustur.

Aristo’ya (MO 384-422) gore de matematik Misir’da dogmustur; ancak
dogum nedeni farklidir. Aristo’ya gére matematigin dogmasina neden olan, Nil
Nehri’nin tagmas: sonrasi tarla sinirlarinin belirlenmesi icin yapilan olgiimler
degildir, o dénemde iiretime hicbir katkisi olmayan ve biitiin ihtiyaclari halk
tarafindan kargilanan din adami ve rahiplerin, vakitlerini doldurmak ve can
sikintilarini gidermek icin kurduklar1 “oyunlar” sonucunda matematik dog-
mustur.

Ahmes papiriisii, Antik Misir’da MO 2000 yillarinda yazilmig bir pa-
piriisiin kopyasi olup, MO yaklagik olarak 1680-1620 yillar1 arasinda Antik
Misirh katip/matematik¢i Ahmes tarafindan yazilmig olup, “seylere, var olan
biitiin seylerin bilgisine girisin dojru hesabu i¢in rehber” isimli bir kitapciktir!2.
Bu papiriis kacak yapilan Rameesum kazilarinda ortaya ¢ikmns, Iskogyali Ale-
xander Henry Rhind tarafindan 1858’de satin alinmig ve 1863’te British Mu-

9Bu tabletler daha cok Mezopotomya’da yasamis olan medeniyetlerin yaz araci olarak
kullandiklar: kil tabletleridir. Pisirilen ya da glines altinda iiretilen bir kil tabletin 6mri ¢ok
uzun olabilmektedir.

10Papiriis Nil kenarinda yetigen ve Cyperus papyrus olarak adlandirilan su bitkisinin
govdesinden yapilan kagittir. Bu bitkinin boyu 4-5 metre boyundadir. Papiriis MO 3300-
MS 1100 yillar1 arasinda aktif bir bicimde kullamlmigtir. Ingilizcede kagit anlamma gelen
“paper” kelimesi papiriis kelimesinden tiiretilmigtir.

1 Antik Misir bolgesi MO 3050 civarmda bugiiniin Misir topraklar: icerisinde kalan bolge-
dir. Antik Misir uygarliginin kurulusundan 6nce, bu bolge Asagr Misir (Nil deltas1 ve glineyi
ve simdiki Kuzey Misir) ve Yukar:1 Misir (Teb kenti merkez olmak tizere giinumiizdeki Giiney
Misir) olarak ikiye ayrilmaktaydi. MO 3150 yillar1 sirasinda, bu iki bolge ilk firavun ta-
rafindan politik olarak birlegtirildi ve bu birlik yaklagik 3000 yil siirdii.

12Papiriislerin 6miirlerinin yaklagik 300-400 yil olmasina karsin, Ahmes papiriisiiniin
yaginin yaklagik 2700 yil olmas: dikkat gekici olup, kaynaklarda bununla ilgili bir belgeye
rastlamadim.
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seum’a konulmustur. Ahmes papiriisii kaynaklarda bazen Rhind papirii-
sii olarak da gegmektedir. Bu papiriis 6 metre uzunlukta ve 35 cm metre
genigliginde olup, 87 adet problem icermektedir. Bu papirtiiste yer alanlanlarin
bazilar1 sunlardir:

i. “Bir uzunluk, kendisinin yedide biri kadar bir bagka uzunlukla top-
landiginda ortaya ¢ikan sonug 19 olduguna gore bu uzunlugun kendisi
ne kadardir?”. Bu soru bilinen en eski cebir sorusu olup, sorunun yaniti
papirtsde verilmistir.

ii. “Bir dairenin ¢apinin dokuzda birini kes, geriye kalanin iizerine bir kare
¢iz. Karenin alani dairenin alanina egittir.” Buna gore, papiriiste pi sayisi

(2-2)? = ()% = 3.16049
olup, yapilan hata yiizde birden azdir.

iii. Ahmes icinde 7,49,343,2401 ve 16807 sayilar1 olan bir merdivenden bah-
setmektedir. 7’nin kuvvetleri olan bu sayilarin hemen yaninda resim,
kedi, fare, arpa ve 0Ol¢li kelimeleri vardir. Moritz Cantor bunu “7 kiginin
her birinin 7 tane kedisi varmis, her kedi 7 fare yermis, her fare de 7
bagak yermis, her basak 7 6l¢ii musir vermis. Acaba toplam kag Kkisi,
kag kedi, kac fare, kac arpa basagi ve kac 6lcek vardir?” sorusu olarak
yorumlamigtir. Bugiiniin terminolojisine gore, bu, Ahmes papiriisiiniin,
hem aritmetik hem de geometrik dizi bilgisini icerdigini gostermektedir.

iv. Masirhlar kesirli sayilarin yaziminda giicliilk yasiyorlardi. Kesirlerin %

bi¢iminde olanini kolay anliyorlardi ve diger kesirleri bu tiir kesirlerin
toplami biciminde gosteriyorlardi. Ahmes papirtisiinde yer alan prob-
lemlerin bir kismi bu tiir kesirlerin yazimi ve tablolariyla ilgilidir.

Antik Misir déneminden kalan bir bagka belge, 1890’da bulunmus ve 1893
yilinda Misir’dan satin alinmig, 10cm x 5.5metre boyutunda olan Moskova
Papiriisiidiir. Bu papirtiste giinliik uygulamalar: igeren 25 problem vardir. Bu
problemlerden biri, 14. problem, tepesi kesilmig bir piramidin hacminin hesap
edilmesiyle ilgilidir.

Her ne kadar Antik Misir bulundugu donem igerisinde matematikte pi
sayisini yiizde birlik bir hatayla hesap edebilecek parlaklikta olmasina karsin,
sonrast 2000 yil icerisinde kayda deger bir ilerleme yapilamamistir. Bunun
nedenlerinden birisi Misir matematiginin onluk tabana gére olmasi ve bunu
Roma rakam sistemleri gibi kullanilmasinin yarattigi zorluk olarak degerlendi-
rilmektedir.

Matematigin yukarida verilen anlamiyla Misir’da dogmug olmasina kargin,
ortaya cikan belgeler birkag papirtisle sinirlidir. Bunun nedenlerinden birisi
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Misirhlarin yaz yazmak igin papiriisleri kullanmalar1 ve papiriislerin orta-
lama Omiirlerinin yaklagik 300 yil olmasidir. Boyle olsa bile yeni papiriislere
bilgi aktarimi yapilmamig olmasi bagka bir soru isaretidir. Bir baska nedense
Iskenderiye!® kiitiiphanelerinin ii¢ bilyiilk yangmn gecirmesidir. Son yanginsa
642’de Misir'in Miisliimanlarca fethi esnasinda meydana gelmistir'4.

Ahmes papiriisiiniin MO 2000 yilinin bilgilerini icermesi, Misir pramit-
lerinin bazilarinin bu tarihten 600 yil 6nce yapilmig olmasi ve bu pramitlerin
ingasinda miikemmel bir geometri kullanilmig olmas: dikkate alindiginda, “ma-
tematik, Misir’da dogmustur” iddiasiin giiclii ve hakli nedenleri olabilir.

Aligtirmalar

4.31. Matematik Misir’da m1 dogdu?

13MO 332°de Misir’1 fetheden Biiyiik Iskender (Aleksander, Iskender Rumi, Iskender Yu-
nani, Makedonyali Iskender olarak da bilinir) Nil kenarmin agzinda iskenderiye sehrini
kurmustur. Biiyiik Iskender’in éliimiinden sonra (belki de ¢lmeden 6nce) sehir yonetimine
gelen Ptolemaios I. Soter, kiitiiphane ve miize kurarak Iskenderiye’yi bir bilim kentine
doniigtiirmiigtiir. Bu kiitiiphane kurulusundan sonra, yaklasik 300 yil boyunca diinyanin
en biiyiik kiitiiphanesi olmugtur. Burada Argimed mekanik okulunu, Oklid matematik oku-
lunu kurdu. Kiitiiphane yaklagik 150.000 (baz1 kaynaklara goére 900.000) adet papiriislere
yazilmig kitab1 barindirdi. Bu kiitiiphanenin girigsinde “Bilim bizi tanrilarin gazabindan kur-
tarir” diye yaziyordu. 2002 yilinda bu kutiiphanenin yerine benzeri olan Yeni Iskenderiye
Kiitiiphanesi yapildi. Ayrica, Iskenderiye aydinlatilan caddeleriyle, bir ugtan bir uca uzanan,
kire¢tagindan yapilmig sira siitunlariyla, Kleopatra’nin heykelleri, cam {iriinleri ve kaynak
tagindan siis egyalar1 iireten sanatgilarin ve hayat kadinlarimin dostga yasadigi bir antik ¢ag
kenti olarak bilinir. Bu nedenlerden dolayi, kent ayni zamanda matematikgileri ¢eken bir
sehirdi.

1By yangilarim ilki, rivayetlere gére, Romali vali Theophilos’in kiitiiphanenin bulundugu
yere kilise yaptirmak istemesi ve bu siirecte Misirhilara ait bir mabet taginin yikilmas: ve
Hiristiyanlarla kargitlar1 arasinda bunun sonucu g¢ikan karmasada, Theophilos’in emriyle
kiitiiphane yakilmigtir. Sonuncu yangimsa Ibnu Haldun’un Mukaddime adli eserine gore, “Bu
kitaplardaki bilgiler Kuran’a aykir1 ise haramdir, Kuran’da yazanlarla ayniysa gereksizdir”
diyen Halife Omer’in emriyle olmusgtur. Sonug olarak, bu kiitiiphanenin yakilma islemi Hiris-
tiyanlarca baglatilmis, Miisliimanlar tarafindan tamamlanmistir. Bu konuda lber Ortaylinin
Iskenderiye Kiitiphanesi (Tirk Kiitiiphaneciligi, 20,1 (2006), 85-88) adli bir makelesi bulun-
makta.






5. Dogal Sayilar Kumesi ve
Timevarim

Kronecker yanilwyor; dogal sayilar
tanr degil, insan yaratts.

MO 572-497 yillar arasinda yasayan Pisagor (Pythagoras) say1 olarak sadece
dogal sayilar1 kabul edip, “Sayi, tanridir” diyerek, bir “din” inga ediyordu. Bu
dine inananlara “Pisagorcular” deniliyordu. Bu inang sonucu olarak, Hippasus
dogal sayilarla aciklanamayan /2 sayisini inga etmesi nedeniyle, Pisagorcular
tarafindan oldiiriiliiyor!.

Sayinin tanrilagtirilmasina baglanmasindan yaklagik 2500 yil sonra, dogal
sayilarin modern anlamda tanimlanmasi yoniinde temel fikrin Hermann Grass-
mann tarafindan, 1860’larda onerilen tekrarlama (recursion) yontemi oldugu
sOylenebilir. Grassmann dogal sayilar iizerindeki aritmetik iglemlerin temel
yapisinin ardili ve tiimevarim yontemiyle anlagilabilecegini gormiis ve bu yon-
lii bicimsellestirme yapilabileceginin igsaretini vermistir.

1881°de Charles Sanders Peirce aritmetik iglemler konusunda bigcimsel bir
yaklagim ortaya koymustur.

Dedekind, 1888 yilinda yayinladigt What are numbers and what should they
be? or The Nature of Meaning of Numbers baglikli eserinde,

a. X bos olmayan kiime,

b. e € X,

c. s: X — X birebir bir fonksiyon ve e ¢ s(X),
d.ee M C X ves(M)C Mise M =X,

olmak tizere, (X, e, s) tigliisiine dogal sayilar sistemi ve X’e dogal sayilar
kiimesi diyordu. Dedekind’in dogal sayilar1 tanimlama onerisinde yer alan

'Bu konuda Tiirkge yazilmig bir kaynak [54].
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ancak 0zl etkilemeyen ufak tefek eksiklikler 1889’da Peano tarafindan, De-
dekind’in aksiyomlarini daha acik formiillerle belirtilmesiyle giderilmigtir. Bu
aksiyomlar Peano’nun The principles of arithmetic presented by a new method
baglikh kitabinda yayinlanmigtir.

Kiime kavramiyla, Frege tarafindan bir dogal sayi, belirli bir kiimeyle bi-
rebir esglenebilen kiimelerin toplulugu olarak tanimlanmig olsa da Russell ta-
rafindan ortaya konulan Russell Paradoksunun bir sonucu olarak, bu tanim-
lamanin yetersiz oldugu anlagilmistir.

Biitin bu siirecin sonrasinda, giiniimiizde bilinen dogal sayilar von Ne-
umann tarafindan, 1923’te kiime kavramiyla tanimlanmigtir. Kiime-teorik ola-
rak inga edilen dogal sayilar kiimesinin Dedekind tarafindan tanimlanan dogal
sayilar kiimesi oldugu ve belirli anlamlarda tek oldugu gosterilerek, Dede-
kind’in 6nerisinin tam isabetli oldugu anlagilmigtir.

Bu bolimiin ilk altboliimiinde dogal sayilar tanimlanarak birkac sonug
verilecek. Sonraki boliimlerde, elemanlari sadece ve sadece dogal sayilar olan
toplululugun bir kiime olmasi tlizerinden tiimevarim kavrami tanimlanarak, bu
kavramin kullanilmasiyla dogal sayilarin temel 6zellikleri verilecek.

Dogal sayilar sonsuzluk aksiyomu ve temellendirme aksiyomu kullanilma-
dan tanimlanabilmesine kargin, elemanlar1 dogal sayilar olan toplululugun bir
kiime oldugunu gostermek icin sonsuzluk aksiyomu gerekli olacak ama temel-
lendirme aksiyomu gerekli olmayacak.

5.1 Dogal Sayilar

Bir’in nesi var?

Tanmim 3.3’de sifir, bogkliime olarak tamimlanmigti. Simdi “bir”i tammlaya-
biliriz.
Tamm 5.1. {0} kiimesine bir denir ve 1 ile gosterilir.

{0,1} toplulugu da bir kiimedir. Buna da bir isim verelim.

Tanim 5.2. {0,1} kiimesine ki denir ve 2 ile gosterilir.
0€el,
0cCl,
l1e2,

1c2,
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oldugunu not edelim. Okur hizin1 alamayip, “devam edelim, {i¢ii, dérdii, besi
de tamimlayalim” beklentisine ve heyecanina kapilabilir; ancak bunun sonu
gelmez. Bu sorun, yani “sonu gelmez” ¢ikmazi, bir dogal sayidan “bir son-
raki” dogal sayiy1 tanimlayabilmek iizerinden giderilebilir. Yani sihirli sozciik
“bir sonraki”. Bunu tanimlayalim. Sonsuzluk aksiyomunun tanitiminda bir x
kiimesi i¢in x U {z} kiimesi s(z) ile gosterilmisti.

Tanim 5.3. Bir z kiimesinin ardalz
s(x) =z U{z}
olarak tamimlanan kiimedir.

x kiimesinin ardili s(x) ile gosterilir. Verilen x ve y kiimeleri i¢in x = y
olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun s(x) = s(y) oldugu kolaylkla gosterilebilir.

0=s(x)

olacak bigimde bir z kiimesinin olmadig kolaylikla gosterilir. Ayrica,

1= 5(0),

2= s(1),
olur. Benzer bicimde,

3 =s(2),

4 = s(3),

5=s(4)

olarak tamimlanir, daha dogrusu gosterilir. Bunlarin herbirine birer dogal say1
denir. Daha dogrusu, dogal sayilar kiimesi olarak adlandirilacak kiimenin ele-
manlarindan sadece bazilaridir. Bu takiple, okur sifirdan farkli her n dogal
say1sl icin,

n = s(m)

olacak bicimde tekbir n sayisiyla tanimlanabilecegini sezmistir. Burada m’ye
n’den bir sonraki (ya da n’nin ardails ) say1 denir. Verilen her dogal sayidan
bir sonraki say1 tanimlanabilir ama bunun biitiin dogal sayilarin tanimlana-
bilecegi anlamini tagimaz. Buna kargin, nasil olmasi gerektigine iligkin sinyaller
veriyor olabilir.

Bir x kiimesi i¢in,

(z=0)Vv Fy(zr =s(y))
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formiilii ¢(z) ve

Vyly € = ((y = 0) V (B=((z € 2) A (y = 5(2))))))
formiilii ¢(z)ile gosterilsin. Bu gosterimler altinda su tanmim verilir:

Tanim 5.4. Bir n kiimesi icin ¢(n) A ¢(n) formiilii bir teoremse n kiimesine
bir dogal say1 denir?.

0,1,2,3 kiimelerinin her birinin bir dogal say1 oldugu kolaylikla gosterilebi-
lir. Agagidaki teorem aligtirma olarak birakilmigtar.

Teorem 5.1. Her n dogal saysi igin s(n) bir dogal sayr olur.

Bir n dogal sayisinin ardili daha 6zel gosterilir:

s(n)=n+1
yazilir. Buna gore,
0+1=1,
1+1=2,
24+1=3,

oldugu kolaylikla gosterilir?.
Tanim 5.5. Her elemani altkiimesi olan kiimeye transitiv denir.

0,1,2,3 dogal sayilarinin transitiv oldugu el yordamiyla gosterilebilir.

Asagida verilen iki teorem dogal sayilar kiimesi temellendirme aksiyomu
kullanilmadan tanimlandiktan sonra, tiimevarimla, temellendirme aksiyomu
kullanilmadan da kanitlanabilir.

Teorem 5.2. Her dogal say: transitiv kimedir.

Kanit: n bir dogal say1 olsun. n’nin transitiv olmadigini varsayalim. Bu du-
rumda k € n ve k € n olacak bicimde k kiimesi var. Yani,

MO 5. yiizyllda, Yunanhlar diinyadaki herseyin bir dogal sayiyla eslestirilecegine
inanirlardi. Bununla ilgili bir kag eslemeyi s0yle yapiyorlardi: 2’yi fikir, 3’ uyum, 4’ adalet,
5’1 evlilik (bunun nedeni, tahmin olarak, 5’in ilk tek sayi ile ilk ¢ift saymnin toplami olmasi. 10,
ilk dort boyutun toplami olmasi nedeniyle kutsallig: temsil ediyordu. Benzer bir¢ok metaforik
gosterim mevcut.)

3447 sembolii, Latince “ve” anlamina gelen “et” kelimesinin kisa yazimi et’deki “t”den
gelmektedir. Bu sembol ilk kez Johannes Widmann’in 1489 yilinda Behende und hiibsche Rec-
henung auff allen Kauffmanschaft( Ticarette Hizli ve Diizgiin Hesaplama) baglikh kitabinda
hem “ve” baglacini, hem de matematiksel bir iglemi simgelemek i¢in kullanilmis.
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r={ken:kZn}
kiimesi bogkiimeden farklidir. Temellendirme aksiyomu geregi
zNy=10

olacak bi¢imde y € x elemam var. } € z ve y € n oldugundan y = s(t) olacak
bigimde ¢ € n vardir. t € y ve z Ny = () oldugundan ¢t ¢ z olur. Dolayisiyla,
t C n. Buradan y = s(t) olmasindan dolay1, y C n olur. Bu geligkidir. O

Teorem 5.3. Bir dogal sayimin her elemant dogal sayidir.

Kanit: Sifirin, sifirdan farklh her dogal saymin elemanm oldugunu(?) not ede-
lim. En az bir eleman1 dogal say1 olmayan n dogal sayisinin var oldugunu
varsayalim. Yani,

x ={k € n: k dogal say1 degil}

kiimesi boskiimeden farkli olsun. Temellendirme aksiyomu geregi xNy = ) ola-
cak bigimde y € z elemani var. 0 = () bir dogal say1 olmasindan dolay1 () ¢ x
olur. Dolayisiyla y # ) olur. y € n olmasindan dolay1, y = s(k) olacak bigimde
k € n bulunur. k € y ve Ny = () olmasindan k ¢ x olur. Ayrica, k € n olmasi
nedeniyle k£ dogal say1 olur. Dolayisiyla, k’nin ardili olan y kiimesi de dogal
say1 olur. Bu celigkidir. O

Dogal sayilar tanimlanirken sonsuzluk aksiyomu kullanilmadi. Bu durum
her ne kadar bir avantaj gibi goziikse de bu aksiyom olmadan, elemanlar1 dogal
sayilar olan sembol toplululugun bir kiime oldugu kanitlanamazda.

Alistirmalar

5.1. 0,1,2,3 kiimelerinin dogal say1 oldugunu gosterin.

5.2. n € 2ise n C 2 olur mu?

5.3. Verilen iki dogal sayinin arakesitinin ve bilegiminin dogal say1 oldugunu gosterin.

5.4. Temellendirme aksiyomunu kullanmadan, Teorem 4.2’yi kanitlamay1 deneyin.

5.5. Teorem 4.1°’i kanitlayin.

5.6. Temellendirme aksiyomu kullanmadan, verilen x ve y kiimeleri igin, x = y olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kogulun s(z) = s(y) oldugu gosterilebilir mi?

5.7. Teorem 4.3 ve Teorem 4.3’iin kanitinda sonsuzluk aksiyomu kullanilmad: ama temellen-
dirme aksiyomu kullanildi. Bu teoremler temellendirme aksiyomu kullanilmadan kanit-
lanabilir miydi?

5.8. 141 =2 oldugunu gosterin.

5.1.1 Rakam Sembolleri

Gliniimiizde yaygin olarak her dogal say1, Hint-Arap rakamlar1 (kisaca ra-
kam) olarak adlandirilan



88 5. Dogal Sayilar Kimesi ve Timevarim
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

sembollerin belirli bir kural icerisinde yazarak gosterilir. Bu gosterim 16. yiiz-
yildan itibaren standartlagmis olup, bunlar MO 3. yiizyilda kullanilan Brahmi
rakamlari olarak adlandirilan sembollerin evriminden olugmustur.

Tahmin edilebilecegi gibi uygarliklarin ilk {i¢ sayiy1 ii¢ nokta, birbirlerine
paralel ii¢ yatay ya da dikey cizgilerle gosterildigi anlagilmaktadir. Giintimiizde
kullanilan say1 sembollerinin Brahmi rakamlar1 olarak adlandirilan sembol-
lerden evrildigi anlasiliyor. Brahmi rakamlarinda 1, bir tane yatay cizgiyle,
2, birbirine paralel iki yatay cizgiyle, 3 ise birbirine paralel olan ii¢ yatay
cizgiyle gosteriliyordu. 2 semboliiniin Brahmi sayisinda ikiyi gosteren iki ya-
tay cizginin hizli cizilmesi ve bu stire¢cte miirekkepin dagilimi sonucu olustugu
diigliniilmekte. Benzer bigimde ii¢ sayisinin once birbirine paralel ii¢ yatay
¢izgiyle, sonra bu gosterimin hizli yazilmas: ya da yazim sirasinda miirekkep
dagilimi sonucu 3 semboliiniine evrildigi tahmin edilmekte.

Sayilar tarihinde antik say1 sistemleri olarak adlandirilan birgok say1 sis-
temleri vardir. Bu sistemler de belirli yaz1 bicimlerine gore kendi iglerinde
farkliliklar gosterebilir. Bu sistemlerin belli basli olanlarina, detaya girilme-
den, genelde 1’den 9 ya da 10’a kadar olan rakamlar kitapta heyecansiz ve diiz
bicimde yer verilecek.

Antik say1 sistemlerinden biri Babillilere aittir. 60 tabanl say1 sistemi kul-
lanan Babilliler 1’den 59’a kadar olan sayilari gostermek icin sadece iki farkl
sekilden olusan sembol kullaniyorlardi. bu say1 sisteminin 1’den 9’a kadar olan
gosterimi 5.1’de verilmistir. Bu semboller MO 2400 civarinda yapilmig tab-
letlerde yer almaktadir. Her ne kadar Babil say1 sistemi 60 tabanina gore

TTMORRE T T |
Sekil 5.1

olsa da sayilar1 géstermek i¢in toplam 59 farkli sembol degil, sadece iki farkli
sembol bulunmakta. Biitiin diger sayilar bu iki sembol belirli bir kurala gore
kullanilarak verilmekte.

Bir diger antik say1 sistemi Misirlilara aittir. Misir say1 sisteminin hiye-
roglifik (Hieroglyphic), hieratic ve demotic olarak adlandirilan ti¢ farkli goste-
rimi vardir. 1’den 10’a kadar olan sayilarin bu sisteme gore Hiyerogfilik (Hi-
eroglyphic) gosterimi 5.2’de verilmisgtir. Misir Hiyerogfilik say1 sisteminin izleri
MO 3300 yillarina kadar gitmektedir. Bu izler tag, tahta ve metallerde yer
almigtir.

6 ve 7. ylzyila ait olan bazi1 belgelere gore, Suriyeliler 1’den 9’a kadar
olan rakamlari, 10’dan 90’a kadar olan 10’arhik rakamlari ve 100’den 400’e
kadar olan 100’erlik rakamlar1 géstermek igin, 22 harften olusan alfabelerinin
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(o532 A

Sekil 5.2

harflerini kullanmiglardir. Bunlardan 1’den 9’a kadar olan rakamlar1 gosterimi
5.3’de verilmigtir.

O O A R

Sekil 5.3

Ibrani alfabesi 22 harften olusmaktadir ve bu harflerin her biri bir sayiy1
sembolize ediyordu. Ayrica, bunlarin diginda sadece kelimelerin sonlarinda kul-
lanilan, 500, 600,700, 800 ve 900’1 temsil eden beg harf daha vard. Ibrani sayl1
sisteminde 1’den 9’a kadar olan rakamlarin gosterimi 5.4’teki gibidir.

R 2 232 95 7 1Y v " =

Sekil 5.4

Yukarida verilen say1 sistemleri diginda bilinen bazi diger say1 sistemleri,
Yunan, Maya, eski Arap, Cin, Japon, Hint say1 sistemleridir. Giiniimiiziin
say1 sisteminin MO 3. yiizyillda var olan Brahmi say1 sisteminden evrildigi
soylenebilir. Bu evrilme siireciyle ilgili [36]’den (s.49) alman soyagaci Sekil
5.5’te verilmigtir. Brahmi say1 sisteminin evrimi ise Sekil 5.6’daki gibidir.

Say1 sistemleriyle ilgili bilgiler [5], [12], [11], [36]te bulunabilir ya da bu
kaynaklar iizerinden referans takibi yapilabilir.

Alistirmalar

5.9. Bazi matematik tarihgiler Babil sisteminde 10 sayisi gosteren semboliin, bir insanin dua
etme halindeki ellerinin birlegtirilmis durumundan geldigini iddia etmekte. Yazar olarak,
hi¢ de dyle bir seye benzedigini diisiinmiiyorum. Bu konuda siz ne diigliniiyorsunuz?

5.2 Dogal Sayilar Kiimesi

Altin camura disse de dismese de bir cegit
“camur’dur.  Ama  sifir,  camurun  i¢ine
diismesiyle degerinden birsey kaybetmez. Sifir
altina deger vermeyen, tanriya meydan okuyan
ve doga disi olmasina karsin dogal birseydir.

Elemanlar1 dogal sayilar olan topluluk, yani
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{n : n bir dogal say1}
bir kiime olur mu? Bu soruya yanit vermek icin su teoreme ihtiyag var:

Teorem 5.4 ( Von Neumann, 1923 ). Verilen her timevarimsal kime ta-
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rafindan kapsanan bir tuimevarimsal kiime vardwr ve tektir.

Kanit: Timevarimsal kiime aksiyomu geregi bir tiimeverasimsal kiime var.
Bunu ¢ ile gosterelim. Elemanlar: £'nin tiimevarimsal altkiimelerinden olusan
kiimeyi de T ile gosterelim. Yani,

T ={z Ct:z, timevarimsal kiime }

T ’nin arakesiti tiimevarimsal olup, bu kiime w ile gésterilsin. & bir tiimerimsal
kiime olsun. t Nk € T olur. Dolayisiyla

wCtNkCk

elde edilir. Yani w’nin butiin tiimevarimsal kiime tarafindan kapsandigi goste-
rilmig olur. wgp, her tiimevarimsal kiime tarafindan kapsanan tiimevarimsal
kiime olsun. Varsayim geregi

w C wy ve wg C w

olur. Buradan da w = wq olur. Yani w, istenilen kosgullar1 saglayan kiimedir.[]

Tanim 5.6 ( Von Neumann, 1923. ). Her timevarimsal kiime tarafindan kap-
sanan tiimevarimsal kiimeye dogal sayilar kiimesi denir?.

Kiime teori dilinde dogal sayilar kiimesi genellikle w ile gosterilir. w \ {0}
kiimesi N ile gosterilir®.
Asagidaki teorem yukarida verilen tamimin isabetli oldugunu soyler:

Teorem 5.5. w = {n € w: n dogal sayi}.

Kamit: A = {n € w : n dogal say1} kiimenin tiimevarimsal kiime oldugunu
gostermek kaniti tamamlar. 0 € A oldugu acik. n € A verilsin. w tiimevarimsal
kiime oldugundan, s(n) € w olur. Ayrica n dogal say1 oldugundan, s(n) ayni
zamanda dogal sayidir. Boylece, A tiimevarimsal kiime, dolayisiyla w C A
olur. A C w oldugu kullanmilarak w = A olur. O

s(n) = nU{n} esitligiyle tanimh s : w — w fonksiyona ardils fonksiyon

denir®.

4Dogal sayilar Peano Aksiyomlar1 kullanilarak da insa edilebilir. Bir bagka inga Zer-
melo tarafindan 1908’de verilmistir. Bu insada 0 = {}, 1 = {0},....n = {n — 1} olarak
tanimlanmigtir.

°N notasyonu ilk kez 1895’de G. Peano tarafindan kullanilmigtir.

SFonksiyon kavrami bir sonraki boliimde tanimlanacak. Tlgilenen okur éncelikle fonksiyon
tanimina bakabilir.
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Tamim 5.7. (w,0, s) tglisiine dogal sayilar sistemi denir.

Bu 1i¢lii aslinda sunu soyliiyor: 0 ile gosterilen bir “ilk” dogal say1 ve verilen
bir dogal sayidan sonraki dogal sayinin ne oldugunu belirleyen bir s fonksiyon
var. Bu ve farklh bicimlerde tanmimlanabilen dogal sayilar sistemleri olsa da
bunlarin belirli anlamlarda “ayni” oldugu gosterilebilecek ve dolayisiyla dogal
sayilar sistemi “tek” olacak.

Teorem 5.6 (Timevarim). A C w kimesi verilsin. 0 € A olsun. n € A
oldugunda s(n) € A oluyorsa A = w olur”.

Kanit: A'min tiimevarimsal kiime oldugu agik. Dolayisiyla w C A olur. Var-
sayimdan w C A oldugundan A = w elde edilir. O

Alistirmalar

5.10. Dogal sayilar kiimesinin taniminda, temellendirme aksiyomunun kullanilmasina gerek
duyuldu mu? Duyulmadiysa, dogal sayilar kiimesinin ingasi i¢in temellendirme aksiyomu
gereksiz mi?

5.11. Tumevarimsal bir dogal sayinin olamayacagini gosterin. Dahasi s(z) = w olacak bigimde
bir  kiimesinin olmadigini gosterin.

5.12. s(w) kiimesinin transitiv fakat tiimevarimsal kiime olmadigin gésterin.

5.13. 3218 semboller dizisi bir dogal say1 midir? Yanit evet ise, yanitinizi kanitlayin.

5.14. Ug yaginda yiize kadar sayabilen bir cocuga “zeki cocuk” denilmesine kargin 40 yaginda,
fiili olarak kirk milyara kadar sayabilmek i¢in, say1 saymaya fiili olarak devam eden bir
adama neden “aptal” denir?

5.3 Timevarimin Temel Uygulamalari

Tiimevarim aspirin gibi, bircok derde deva olabilecek nitelikte. Tlimevarimla
temel bazi teoremlerin kanitlarinda siklikla kullanilacak.

Teorem 5.7. Her dogal sayr dogal saylar kimesinin bir altkimesidir.

Kamit: A = {n € w : n C w} diyelim. A = w oldugunu gosterecegiz.
Bogkiime her kiimenin altkiimesi oldugundan 0 € A olur. n € A oldugunu

"Ingilizcesi “induction” olan“Tiimevarim” kavrammn izi, Oklid’in asal sayilarm son-
suz oldugunu gosteren teoremin kanitinda goziikiiyor. Bu terim ilk olarak, 1656 yilinda
John Wallis tarafindan yazilmig Arithmetica infinitorium eserinde ge¢cmektedir. “Matema-
tiksel tiimevarim” ifadesi ise ilk olarak DeMorgan’in “Induction(Mathematics)- Timevarim
(Matematik)” kitabinda yer almigtir. Maurolycus, 1575 tarihli Arithmetica adli eserinde
“l43+ ...+ 2n+1) = n?” esitligini acik bir bicimde tiimevarim ilkesini kullanarak
kanitlamigtir. Pascal, bir mektubunda giintimiizde “Pascal liggeni” olarak bilinen yapiyi,
Maurolycus’un yontemini kullanarak verdigini yazmistir. Cantor’a gore, bu yontem Pas-
cal’a aittir. Bir bagka goriig, tiimevarim yontemi kullanilarak binomial teoremi al-Karaji’nin
1000’de kanitladigr yoniinde. Bu konuda yazilmig makalelerden birinde [10], bu kavramin
birbirinden bagimsiz, farkli orijinlerinin oldugu ifade edilmektedir. Ayni konuda yazilmig bir
diger makale [9)dir.



5.3. Timevarimin Temel Uygulamalar 93

varsayalim. {n} C w ve varsayimda n C w olacagindan bunlarmn bilegimi olan
kiime s(n) = nU {n} C w olur. Yani, s(n) € A. Tiimevarim teoremi geregi
A = w olur O

Asagidaki teorem ile Teorem 4.2 aym olmakla birlikte bu teoremin kanitin-
da temellendirme aksiyomu kullanilmamigtir.

Teorem 5.8. Bir dogal sayimin her elemant ayni zamanda o dogal sayinin bir
altkiimesidir.

Kanit: A={n€w:ken— kCn}olmak tizere A = w oldugu gosterilecek.
0 € A oldugu agik. n € A ve k € s(n) verilsin. k € n ya da k = n olur. Her
iki durumda da k C s(n) olur. s(n) € A oldugu gosterilmis olur. Tiimevarim
geregi A = w elde edilir. O

0¢0,1¢1,2¢2

oldugunu biliyoruz. Aslinda, temellendirme aksiyomu geregi, her z kiimesi i¢in
x & x olur. Bu 6zellik dogal sayilar i¢in temellendirme aksiyomu kullanilmadan
da verilebilir.

Teorem 5.9. Hicbir dogal sayr kendi kendisinin elemant olamaz.

Kanit: A ={n € w:n ¢ n} kiimesinin tiimevarimsal kiime oldugunu goste-
recegiz. 0 € A oldugu bariz. n € A ve s(n) € A olsun, yanin ¢ n ve s(n) € s(n)
olsun. Bu durumda s(n) € n ya da s(n) = n olur. Birinci durumda, Teorem
3.4 geregi, s(n) C n ve dolaysiyla n € n elde edilir. Ayni durum ikinci durum
i¢in de gecerlidir; yani n € n olur. Bu, varsayimla celigir. O

Teorem 5.10. Her dogal say ya sifirdir ya da bir dogal sayinin ardilidar.

Kamit: A = {n € w : n = 0yadan = s(k) olacak bigimde, k € w var }
olarak tamimlayalim. 0 € A oldugu tanimdan elde edilir. 0 # n € A verilsin.
n = s(k) olacak bicimde k € w var. Buradan s(n) = s(s(k)) olacagindan,
s(n) € A olur. Tiimevarim geregi A = w olur. g

Teorem 5.11. Bir dogal sayun kesin olarak kapsayan baska bir dogal sain,
ardiline da kapsar.

Kanit: n ve m dogal sayilar olmak tizere, m C n ve m # n ise s(m) C n
oldugunu gosterecegiz. Her n igin

Ap={mecew:((mCn)A(m#n)) — s(m) Cn}

olmak iizere,
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A={necw: A, =w}

olarak tamimlansin. A = w oldugunu goéstermek kanit1 tamamlar. Mantiktan
Ap = w oldugundan, 0 € A olur. n € A verilsin, yani A,, = w olsun. s(n) € A,
yani A,y = w oldugu gosterilecek. 0 € Ay, oldugu agik. n € A, yani A,, = w
olsun. A,y = w oldugu gésterilecek. m € w ve m C s(n) olsun. n ve {n}
kiimeleri ayrik olduklarindan, ti¢ durum s6z konusu:

1. Durum. m C n: Bu durumda varsayim geregi, s(m) C n C s(n) ve
dolayisiyla, s(m) C s(n) olur. Bu durumda m € Ay, elde edilir.

2. Durum: m = n: Bu durumda s(m) = s(n) C s(n) de dolayisiyla, m €
Ag(n) olur.

3. Durum: m C {n}: m = 0 i¢in istenilen acgik. Diger durumda m = {n}
ve bu durumda n € m olur. Teorem 3.4 geregi, n C m olur. Varsayimdan
n C m C s(n) olur. n ile s(n) arasinda kalan ve bunlardan farkli olan bir
kiime olmayacagindan, bu durum sézkonusu olamaz.

Sonug olarak m € A,y oldugu ve buradan da s(n) € A elde edilir. Kanit
tiimevarimla tamamlanir. O

Teorem 5.12. Verilen her iki dogal sayidan biri digerini kapsar.
Kanit: Her n € w igin
Ap={mew:n#m—(nCmyadamcCn)}
olmak iizere,
A={necw: A, =w}

diyelim. Ag = w oldugu agik ve dolayisiyla, 0 € A olur. n € A oldugunu
varsayalim, yani A, = w olsun. m € w verilsin ve s(n) # m saglansi. n = m
ise m C s(n) ve m € Ay, olur. n # m ise varsayim geregi n C m ya da
m C n olur. Birinci durumda, Teorem 4.11 geregi s(n) C m, fakat s(n) # m
varsayimindan s(n) C m ve dolayisiyla, m € A, olur. Ikinci durumda da
m C n C s(n) oldugundan, yine m € Ay, elde edilir. Boylece, her kogulda
m € Ay ve buradan da A,y = w, yani s(n) € A olur. Tiimevarim geregi
A = w olur. O

Teorem 5.13. Birbirlerinin elemanst olan iki dogal sayr yoktur.

Kanit: Tersine, n,m € w, n € m ve m € n ozelliginde iki dogal say1 olsun.
Teorem 3.4 geregi n C m ve m C n olacagindan m = n elde edilir. Teorem
3.5 geregi bir say1 kendi kendinin elemani olamayacagindan, bu bir geligkidir
ve kanit biter. g

Teorem 5.14. Her iki dogal saynin arakesiti dogal sayidar.
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Kanit: Her n € w igin
A, ={mecew:nNm e w}
olmak tizere,
A={new: A, =w}

kiimesinin tiimevarimsal kiime oldugunu gosterecegiz. 0 € A oldugu bariz.
n € A verilsin. s(n) € A, yani Ay, = w oldugunu gdsterecegiz. m € w
verilsin.

k=sn)nm=mnU{n})Nnm=(nnNnm)U({n}Nnm)

diyelim. n € m ise kK = n N 'm ve dolayisiyla varsayimdan k € w olur. n € m
ise n C m ve bunun sonucu olarak, k = s(n) € w olur. O

Temellendirme Beliti olmadan x ve y kiimeleri i¢in s(z) = s(y) oldugunda,
x = y oldugu gosterilemeyebilir. Buna kargin, n,m € w igin, Temellendirme
Beliti kullanilmadan, n ¢ n oldugu kullanilarak, agagidaki teoremin kaniti
kolaylikla verilir.

Teorem 5.15. Verilen iki dogal sayinin egit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
ardilarinin egit olmasidar.

Kanit: m,n € w verilsin. s(n) = s(m) oldugunu varsayalim. n # m oldugunda,
n € m ve benzer bicimde m € n olur. Teorem 4.2 geregi, n C m ve m C n ve
buradan da n C n olur ki bu celigkidir. O

Aligtirmalar

5.15. Dogal sayilar kiimesine esit olan dogal say1 olmadigini gosterin.

5.16. Her eleman1 ayn1 zamanda altkiimesi olan kiimeye inductive kiime denir. Kendisi ve
her elemani inductive olan kiimeye ordinal denir. Asagidakilerin dogrulugunu gésterin.

i. Her dogal say1 bir ordinaldir. Ayrica sonlu® bir kiimenin ordinal olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul bir dogal sayiya esit olmasidir.

ii. Dogal sayilardan farkh bir ordinalin oldugunu gosterin. (w bir ordinaldir.)
iii. « bir ordinal ise a U {a} kiimesinin bir ordinal oldugunu gosterin.

5.17. Elemanlar1 ordinal olan bir kiimenin bilesiminin bir ordinal oldugunu gosterin.

5.18. Sonlu ve elemanlar: ordinal olan bir kiimenin ordinal olmasi gerekmedigini gosterin.

8Sonlu kiime tanimini heniiz yapmadigimizi hatirlayalim.
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5.4 Peano Aksiyomlari

Dogal sayilar kiimesinin yukarida verilen ingasindan daha once, farkh bir aksi-
yomlar listesiyle, farkli bir insas Italyan matematikeisi Giuseppe Peano (1858-
1932) tarafindan 1889’da derlenip ve sunulmusgtur. Bu inganin verilmesi agsama-
sinda yukarida verilen ve verilecek olan matematiksel mantik hentiz bebekler
gibi ses ¢ikartiyordu, yani ne dedigi pek anlagilmiyordu:-).

Asagidaki aksiyomlar: tanimlarken, kullanilan sembollerin anlamim acik-
lamaya gerek duymayip, bunlar1 okurun sezgilerine birakalim. Ornegin, N'ye
kiime derken, “ne demek kiime?” diye sormayalim!

Tanim 5.8 ( Peano Aksiyomlar1, Dedekind-Paeno Aksiyomlar: ). Asagidaki
aksiyomlar topluluguna Peano Aksiyomlar listesi denir.

1. N bir kiime.
2. 0eN.
3. Her z € N i¢in =z = =.
4. Her z, y € Nigin x = y ise y = .
5. Herz,yvezeNicinz =y ve y =z igcin = = z.
6. a bir sembol, z € N ve a = x ise a € N.
7. z € Nise s(x) € N.
8. z =y ise s(x) = s(y).
9. s(z) = s(y) ise z = y.
10. o(n) = 0 olacak bicimde n € N yok.

11. 0 € S olmak iizere, S C N kiimesi, n € S oldugunda s(n) € S olma
ozelligini sagliyorsa, S = N olur.

Bu aksiyomlar topluluguna Dedekind-Peano Aksiyomlar Toplulugu ve
(N,0,0,=, €) ifadesine de Dedekind-Peano Dogal Sayilar Sistemi denir.

Asagidaki teoremin kanmit1 kolaylikla verilir.
Teorem 5.16. (w,0,s) bir Dedekind-Peano dogal sayilar sistemidir.

Dedekind-Peano dogal sayilar sistemi su anlamda tektir. (N, sy,0n) ve
(M, spr,0pr) iki Dedekind-Peano dogal sayilar sistemi ise,

fON) = Oy ve f(sn(n)) = sm(f(n))
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estsizligini saglayan birebir ve 6rten f : N — M fonksiyonu vardir.Bunun
kanit1 bir sonraki béliimde, recursion teoreminin bir uygulamasi olarak veri-
lecek.

Uyary: Dedekind-Peano dogal sayilar sistemi ZF diginda tanimlandiginda
baz1 yetersizlikler olugacaktir. Ornegin. (N, s,0) Dedekind-Peano aksiyom sis-
teminde Nx N ya da N’nin kuvvet kiimesi tanimlanamayacaktir. Bunun sonucu
olarak, iki kiimenin kartezyen ¢arpimi da tanimlanamaz.

5.5 Dogal Siralama ve iyi Siralama Prensibi

n, m dogal sayilar1 icin m € n ise m < n yazariz. Bu gosterim sonucu, her
n € w icin

n={mew:men}={mew:m<n}
olur.
Teorem 5.17. m,n € w i¢in asagidakiler denktir.
i. men.
ii. m Cn.
iii. <y olur.

Kanmit: ¢ = 4: m € n olsun. Bir dogal say1 kendi kendinin elemani olama-
yacagindan m # n olur. Ayrica Teorem 4.11 geregi m C n.

it = dii: m C n oldugunu varsayalim. Buradan s(m) C n ve dolayisiyla
m € n elde edilir. Bir bagka gosterimle m < n.

119 = i: m < n ise m € n olur. Dogal sayilarin transitiv olmasindan m C n
olur. m # n olmasindan dolay1 s(m) C n olur. Dolayisiyla m € n olur. 0

Teorem 5.18. Her n,m € w i¢in sunlardan sadece ve sadece biri gerceklesir:
n<m,m<nyadan=m.

Kanit: Teorem 4.11 geregi n C m ya da m C n olur. Yukaridaki teorem
geregi, m #* n ise, yukaridaki teoremin uygulanmasiyla m < n ya dan < m
olacaktir. Kanit tamamlanir. 0

Teorem 5.19. m < n < s(m) olacak bigimde m, n dogal sayilary yoktur.

Kanit: Oldugunu varsayalim. m < n olmasindan dolay1 m € n olur. n < s(m)
olmasindan n < m ya da n = m olur. Bu, m € n olmasiyla geligir. O

Dogal sayilar kiimesi w’de
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<={(m,n) :m,n € w,m=mnyadam<n}

kiimesine dogal siralama denir. (m,n) €< olmasi m < n ile gosterilir. m < n
olmasi igin gerek ve yeter kosulun m < n ya da m = n olmas1 gerektigi agik.

Teorem 5.20. Dogal siralama bir tam siralamader®. Yani, asagidaki kosullar
her m, n, k € w i¢in saglanar.

i m<m.
i m<noven<misem=n.

H m<nven<kisem<Ek.

ii. m<nuyadan<m.

A C w olmak tizere her n € A i¢cin m < n Onermesini saglayan n €
A’yva A'nin bir altsiner: denir. w’nin bog olmayan her altkiimesinin en az bir
altsinirn vardir. Altsinir tek olmak zorunda degidir. Bir kiimenin bir altsinir
ayni zamanda kiimeye aitse, o elemana kiimenin en kuc¢tik alt sinir: denir.

Teorem 5.21. Sifir, her dogal sayilar kimesinin bir altsinwridar.

Teorem 5.22 ( Iyi Siralama Ilkesi ). Dogal sayilar kimesinin bos olmayan
her altkimesinin en kicik elemant vardar.

Kanit: A, w’nin bog olmayan altkimesi ve A # w olsun. 0 € A ise 0, A'nin
en kiigiik eleman1 olacaktir. 0 € A olmadigini varsayalim.

B={ncew\A:k<n—-kecw\A}

olarak tanimlayalim. 0 € w\ A ve her k < 0 igin, mantiksal olarak k € w\ A
olacagindan 0 € B olur. B # w oldugundan B tiimevarimsal kiime degildir
ve bunun sonucu olarak m € B ve s(m) € B olacak bi¢imde m € w vardir.
k < s(m) oldugunda k < m ya da k = m oldugundan, m € B olmasi kul-
lanilarak k € w \ A olacaktir. Buradan s(m) ¢ \A elde edilir. Dolayisiyla,
s(m) € A olur. s(m)nin A’nin en kii¢iik eleman: oldugunu gostermek kaniti
tamamlar. Varsayalim ki degil. Bu durumda s(m) < a olmayacak bigimde

a € A var. Dolaysiyla, a < s(m). Bu durumda a = m ya da a < m. Ikinci
durumda m € w \ A oldugunda a € w \ A olacagindan a ¢ A olur ki, bu
geligkidir. O halde a = m olur. m € B oldugundan a € B ve dolayisiyla, a € A
olur ki bu da ¢eligkidir. Kanit tamamlanir. O

Aligtirmalar

5.19. Temellendirme aksiyomu ve sonsuzluk aksiyomu kullanmadan, bir an ic¢in elemanlar:
dogal sayilar olan toplulugun bir aksiyom oldugunu varsayahm. Bu varsayim altinda,
Iyi Siralama Ilkesi ile Tiimevarim ilkesinin denk kavramlar oldugunu gosterin.

9Tam siral kiime kavrami daha genel olarak 5.1’de verilecek.
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Iki farkli sey esitlik iizerinden karsilagtirilabilir. Esit olmayan iki sey de biiyiik-
liikk ve kiiciikliik olarak adlandirilacak kavramlar lizerinden karsilagtirilabilir.
Bu tiir karsilagtirmalar elbette nereden bakildigina, tanimlanmasina gore degi-
sir. Buna karsin, bir seyin kendisinden biiyilik ya da kiiciik olmasi beklenmez.
Diger taraftan, a, b’den bliylik ve ¢’den kiiciik ise, ¢'nin a’dan biiyiik olmasi
beklentisi teamiildendir. Genel olarak bu tiir teamiillere uyulacak.

Bir kiimenin kartezyen ¢arpiminin herhangi bir altkiimesine bagint1 denir.
Bir X kiimesi igin en temel bagintilarin

Ry =10
RQZXXX

Ry = {(z,y) : © = y}

Ry={(z,y) : v € y}

oldugu soylenebilir. Bununla birlikte,
Ry ={(z,y) :x Cy}
Ry ={(z,y) :x Cy}

bagintilar1 yabana atilamaz.

Bir bagintiya gore kiimenin elemanlar: arasinda bir “kiyaslama” yapilabilir.
Boyle bir kiyaslama dogal sayilar kiimesi icin dogal siralama altinda zaten
yapilmigti.

Bir baginti, sagladiklar: 6zelliklere gore, kismi siralama adini alir. Kiime-
nin her iki elemanini karsilagtirabilen kismi siralamaya zincir (tam) siralama
ve kiimenin bosg olmayan her altkiimesinin en kiiciik elemanini var yapan
tam siralamaya iyi siralama denir. Bu kavramlar daha sonra agik bigimde
tanimlanacak.
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Bir kiime {iizerinde tanimlanan kapsama siralamasi tam sirali olmayan
kismi siralama, gercel sayilar kiimesinde tanimli “bildigimiz siralama” iyi sirali
olmayan tam siralama ve dogal sayilar kiimesinde tanimh siralama iyi sirala-
madir.

Her dogal saymin her elemani o dogal saymin bir altkiimesidir. Bu tir
ozellikteki kiimelere transitiv kiime denir. Bazi kiimelerin hem kendisi hem
de her elemani transitiv kiimedir. Bu tiir 6zellikteki kiimelere de ordinal denir.
Bu tanima gore, her dogal say1 bir ordinal ve dogal say1 olmayan bir ordinal
dogal sayilar kiimesidir. Bir ordinal

r<y&S Ty
siralamasina gore, iyi sirali bir kiimedir. Ayrica,
r<y<=rCy

olur. Dolayisiyla bu tiir siralama oldukca dogaldir. Ancak, ZF’de her kiime
boyle bir miikemmel siralamaya gore kismi siralama olmasina karsin tam si-
ralama olmuyor. Demek ki bu yoniiyle ordinal kavrami dogal sayilar: ve dogal
sayilar kiimesini genelleyen bir kavramdir.

Iki kiime arasindaki bezerlikleri anlayabilmek icin gerekli temel araclardan
biri kiimeler arasinda fonksiyon olarak adlandirilacak bir yolun olmasidur. Iki
kiime farkli olsa bile bu kiimeler baz fonksiyonlara gore birebir egleniyor ola-
bilir. Iki kiime arasinda birebir bir esgleme varsa bu kiimelere “denk kiimeler”
denir. Bu tanimlamaya gore iki esit kiime denk olacaklarindan, denklik, egitlik
kavramini geneller. Denk kiimelerle ilgili temel teoremlerden biri, verilen iki
kiimeden biri digerinin bir altkiimesine denk ise bu kiimelerin denk oldugunu
sOyleyen Schroder-Bernstein Teoremi’dir. Fonksiyon kavraminin tanim ve te-
mel bazi Gzelliklerinin verilmesi sonrasi Schroder-Bernstein Teoremi’nin bir
kanit1 verilecek.

Bir sonraki boliimde dogal sayilar kiimesi iizerinde toplama ve garpma
islemleri olarak adlandirilacak iki 6zel fonksiyon tanimlanacak. Bu tanimlama
recursion teoremi olarak bilinen teorem iizerinden yapilacak. Bu boliimde re-
cursion teoremi kanitiyla verilecek. Bu teoremin ifadesi sudur: X bir kiime,
g : X — X bir fonksiyon, zg € X ve

f(0) = zo
olmak tizere, her n dogal sayis igin
f(s(n)) = g(f(n))

esitligini saglayan f : w — X fonksiyonunun varhigini séyler. Aslinda bu fonk-
siyon,

f(0) ==
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f(1) = g(=o)
f(2) = g(g(z0))

olarak devam eder. Daha genel olarak, f(n), g'nin zy noktasindaki n’inci
bilegimidir.
Asgagidaki iki soruyu karsilagtiralim:

i. Her n dogal sayisi ig¢in X,,, bir X kiimesinin iki elemanlh bir altkiimesi
olsun. Elemanlar: sadece ve sadece X,,’den secilmis bir elemandan olusan
bir kiime var midir. Yani, X’in Oyle bir altkiimesi Y var mudir ki, her
n icin X ve X,,’nin arakesiti bir elemanl olsun? Bir bagka deyisle, her
n igin, A,, X,’'nin bir elemanl bir altkiimesi ise A, ’lerin sif olarak
bilesimi (J,, Ay, bir kiime olur mu?

ii. Her n dogal sayis1 igin X, bir X kiimesinin iki elemanl bir altkiimesi
olsun. X, ’'nin elemanlarinin adlar1 a,, ve b,’ler olsun. Elemanlar: sadece
ve sadece a,, elemanlarindan olugan bir kiime var midir? Yani, X’in Oyle
bir altkiimesi Y var midir ki her n i¢in X ve X, 'nin arakesiti {a,} olsun?

Bu iki soru arasindaki farki okur iyi gérmeli. Bu fark, birinci soruda X, 'nin
elemanlarinin isimlendirilmemis olmasina kargin ikinci, soruda isimlendirilmis
olmasidir.

Ikinci sorunun yamti ZF’de evettir. Birinci soruya ZF’de ne olumlu, ne
de olumsuz yamt verilebilir. Bu tiir problemler, Se¢cim Aksiyomu olarak ad-
landirilan yap1 igerisinde yanit bulur.

Secim aksiyomu, elemanlar1 bog olmayan bir a kiimesinden, bu kiimenin
bilesimine tanimli ve her = € a i¢in f(x) € z 6zelligini saglayan bir f fonksiyo-
nun var oldugunu séyler'. Bu tiir 6zellikteki fonksiyona a’nin bir secim fonk-
siyonu denir. Bu boliimde Segim Aksiyomu tanimlanarak temel diizeyde bazi
sonuglar1 verilecek. Bu temel sonuclardan biri se¢cim aksiyomunun her kiime-
nin iyi siralanabilir olmasina denk olmasidir. Se¢im aksiyomuna denk olan
kavramlarin bazilar1 ¢ok “dogal” olmasina karsin bazilari “anormal”dir. Bu
yoniiyle Segim Aksiyom’u “densiz”dir. Buna kargin, bu densiz kavram yoksa
matematigin ¢ok onemli baz1 dallar1 da yoktur. Ornegin: fonksiyonel analiz
yok; c¢iinkii Hahn Banach Teoremi olmayacak.

Yukarda bahsedilen kavramlarin temel 6zellikleri bu boliimde galisilacak.

6.1 Siralama

X bir kiime olmak tizere X x X’nin her altkiimesine X’te bir bagint: denir.

LCocuklardan torunlara taniml bir fonksiyondur!
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Tanim 6.1. R, X iizerinde bagint1 olsun. R, sagladig1 6zelliklere gore agagidaki
gibi isimlendirilir.

Simetrik: Her z € X icin (z,z) € R.

Terssimetrik: (z,y) ve (y,x) € R ise x = y.

Gecisken: (z,y), (y,2z) € R ise (z,z2) € R.

Kismi swraly: Simetrik, terssimetrik ve gecigken.

Zincir: Kismi sirali ve her z, y € X icin (x,y) € R ya da (y,z) € R.

R, X kiimesinde taniml bir kismi siralama ise X’e R’ye gore kismi siral
kiime denir. “(X,R) kismu sirali kiime” denildiginde kastedilen, X’in bir
siralama R ile donatilmig olmasidir. Kargasaya neden olacak bir durum yoksa
kisaltmak agisindan (X, R) ikilisini sadece X ile gosterebiliriz. Kismi siral
bir X kiimesinin bagintisi genellikle < semboliinti iceren sembolle gosterilir.
Ornegin,

Sa SX? S,
gibi. Ayrica, <, X iizerinde bir kismi siralama ise
(r,y) eE< yerinex <yyaday>zx

yazilir. z <y ve x # y ise < y ya da y > x gosterimi kullanihr?.

Belirli bir kismi siralamayla donatilmig kiimeye kismi sirali kiime ve bir
zincir siralamayla donatilmig kiimeye zincir kiime® denir.

Esitlik, her kiime tizerinde bir kismi siralamadir. Yani, bir X kiimesi iize-

rinde, x < y olmasi z = y olarak tamimlamirsa, <, X iizerinde bir kismi
siralamadir. Bu oldukga basit bir kismi siralama olup, pek kiymeti harbiyesi
yoktur.

Bir kiimenin kuvvet kiimesinin her altkiimesi, kapsama iglemine gore kismi
siralidir. Yani, X bir kiime olmak tizere, R C p(X) kiimesi,

A<B:<ACB

siralamasina gore kismi sirali kiimedir. Bu siralamaya kapsama siralama
denir.
<, X kiuimesinde bir kismi siralama ise, her Y C X igin

2> ve < sembolleri 1631’de T. Harriot tarafindan, “Artis Analyticae Praxis ad Aequati-
ones Algebraicas Resolvendas” adli eserinde kullamlmaya baglanmigtir. < ve > sembolleri
ilk olarak 1734’te Pierre Bouguer tarafindan kullanilmigtir.

3 Aslinda, burada tanimlanan anlamda “zincir sirali kiime”ye, genelde tam sirali kiime
denir. Ancak burada gegen “tam” kelimesi, baz1 cebirsel yapilar igin farkli anlamlarda kul-
lanilacagindan, boyle bir isimlendirme kullanilmigtir.
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<y ={(@,y) €Y xY 2z <y},

Y {izerinde bir kismi siralamadar.

Tanim 6.2. X kismi sirali kilme, A C X ve z € X verilsin.

Ust sinar: Her a € A i¢in a < z oluyorsa z’e A'nin iist sinir1 denir. Bu
durumda A < z, x > A yazlabilir.

Alt swnar: Her a € A igin a > x oluyorsa z’e A'min alt siir1 denir. Bu
durumda A > x ya da x < A yazilabilir.

Supremum: r, A'nin ist sir1 ve elemanlari A’nin st smarlarr olan
kiimenin bir alt siri ise, x’e A’nin supremumu denir ve z = sup A ile
gosterilir.

Infimum: x, A’nin alt sinir1 ve elemanlar:1 A’nin alt sinirlari olan kiime-
nin bir iist sinir1 ise x’e A’nin infimumu denir ve x = inf A ile gosterilir.

Maksimum: x = sup A ve ¢ € A ise z’e A’nin maksimumu denir ve
x = max A yazilir.

Minumum: v = inf A ve x € A ise z’e A’min minimumu denir ve
x = min A yazilir.

Bir kiimenin maksimumuna en biiyiikk eleman denir. Benzer bicimde,
kiimenin minimumuna en kiiciik eleman denir.

Bir kismi sirali X kiimesinde a € X olmak tizere a’dan farkhh ¢ < x olacak
bicimde z € X yoksa a’ya X 'nin bir maksimal elemani denir. X’in en biiyiik
elemani maksimal elemandir. Tersinin dogru olmas: gerekmedigi gibi maksimal
elemanin tek bir tane olmasi da gerekmez. Bazi siralamalara gore hi¢c maksimal
eleman olmayacag1 gibi bazen de her elemani maksimal olabilir. Benzer durum
minimal elemanlar icin de tanimlanir. Yani, X kiimesinde a € X kiimesi icin
a’dan farkli @ > x olacak bicimde z € X yoksa a’ya X'nin bir minimal
elemani denir.

Tanim 6.3. Bog olmayan her altkiimesinin en kiigiik elemani olan kismi siral
kiimeye iyi swraly kiime denir.

Dogal sayilar kiimesi w, € (eleman olma) siralamasina gore, yani
m<nsm=nyadamen

siralamasina gore iyi siral kiimedir. Iyi sirali bir kiimenin her altkiimesinin de
iyi sirali oldugu kolaylikla gosterilir. Bunun sonucu ve her n € w i¢in n C w
olmasi kullanilarak her dogal sayinin iyi sirali oldugunu soéyleyebiliriz.

Aligtirmalar
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6.1. Elemanlar: bir kiime tizerinde tanmimh kismi siralamalar olan kiimenin arakesitinin bir
kismi siralama oldugunu gosterin.

6.2. X bog olmayan bir kiime olsun.
R={(z,y) :z=yyadaz €y},
X 1tizerinde kismi siralama olur mu?
6.3. w’de tanimh dogal siralamanin iyi siralama oldugunu gosterin.
6.4. Bog olmayan her kiimenin en az bir iyi siralamasi var midir?
6.5. Dogal sayilar kiimesi tek elemanhdir! Kanit:

A={ncw:Va¥b(((a € w) A (b € w) A (max{a,b} =n)) > a=0)}

kiimesini tamimlayalim. 0 € A oldugu agik. n € A verilsin. max{a,b} = n + 1 olsun.
Buradan,

n = max{a,b} — 1 =max{a—1,b—1}
olur. n € A olmasindan a — 1 = b — 1 = n ve dolayisiyla a = b olur. Hata nerede?

6.6. X ve Y iki tam sirali kiime ise X X Y kiimesi {izerine tam siralama konulabilecegini
gosterin.

6.2 Fonksiyon

Bir X kiimesinden bir Y kiimesine taniml fonksiyon, X’in her elemanini Y’de
en az ve sadece ve sadece bir elemana karsilik getiren bir kuraldir. Fonksiyon
olarak adlandirilacak bu kurala gore, X x Y’nin bir altkiimesidir.

Tanim 6.4 ( Bourbaki, 1939 ). X ve Y kiimeleri verilsin. Her f C X x Y i¢in
f’nin ozelligi olan
Ve e X3y e Y((x,y) € f)
onermeyi p(f) ve
Vee XVy e YVzeY(((z,y) € f)N((z,2) € f) 2 y=2)
onermesini ¢(f) ile gosterelim.
{f € p(X xY):0(f) Ao(f)}

bir kiimedir. Bu kiime Fonk(X,Y) yada YX ile gosterilir. Fonk(X,Y)nin her
elemanina X’den Y’ye tanimli fonksiyon* denir ve f : X — Y ile gosterilir®.

4[3]’de fonksiyonun esas Gzelliginin 1837°de Dirchlet tarafindan verildigi ifade ediliyor.
Fonksiyon sembolii f(z) ilk kez Leonhard Euler tarafindan, 1734 yilinda kullanilmaya
baglanmustir. Ik ok, bilinen kayitlara gore Giiney Afrika’da Sibudu Magarasmda bu-
lunmus olup, 64.000 yil Oncesine aittir. Bu isaret matematikte ilk kez, 6zel bir elemanin
gorlintiisiinii gostermek iizere, Oystein Ore tarafindan 1936’da kullanilmigtir. Bir fonksiyo-
nun f: X — Y gosterimi 1940’da Witold Hurewicz tarafindan, On duality theorems (Bull.
Am. Math. Soc. 47, 562-563) eserinde kullanilmigtir.

5Matematikte “fonksiyon” kelimesi ilk olarak Gottfried Leibniz’in 1773 tarihli mektu-
bunda yer almisgtir. Bourbaki grubunun iiyelerinden Dieudonne, modern anlamda fonksiyon
kavraminin Dedekind’in Was sind und was sollen die Zahlen makalesinde yer aldigini belirt-
mektedir.
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f + X — Y bir fonksiyon ise X’e f’nin tanim kimest ve Y'e deger
kiimesi denir. Her x € X (z,y) € f olacak bi¢imde tek bir tane y € Y vardir
ve y, genel olarak f(z) ile gosterilir ve x’in f altindaki goriintiisii denir.

{ze X xY:3veX(z=(x, f(x)))}

kiimesine f fonksiyonunun grafigi denir ve genelde G ¢ ile gosterilir. Her y € Y
icin y = f(z) olacak bicimde x € X varsa f’ye orten, f(a) = f(b) oldugunda
a = b oluyorsa f’ye birebir fonksiyon denir.

s:w — w, s(n) =nU{n} esitligiyle tanimhi fonksiyon birebir ama 6rten
degildir.

X, Y'nin altkiimesi ise f : X — Y, f(z) = = esitligiyle tanimh fonksi-
yon birebirdir. Bu fonksiyonun 6rten olmasi i¢in gerek ve yeter kogul X =Y
olmasidir. f: X — X fonksiyonuna birim fonksiyon denir.

Teorem 6.1. X bos olmayan kiime olsun.
i. X'’ten p(X)’e tanumly birebir fonksiyon vardar.
ii. X ’ten p(X)’e tanumly orten fonksiyon yoktur.

Kanit: (i). f(z) = {z} istenilen &zellikte bir fonksiyondur.
(7). Birebirdir ve orten bir f : X — P(X) fonksiyonunun oldugunu varsa-
yalim.

A={zecx:z ¢ f(X)}

diyelim. Varsayim geregi,

fla)=A
olacak bigimde a € x vardir. Bu durumda
aceAag A
celigkisi elde edilir. O

Her Y kiimesi i¢in Fonk(0,Y) bir elemanh kiimedir. X bog olmayan kiime
ise X’den bogkiimeye tamml fonksiyon yoktur. Yani, Fonc(X,0) = () olur.
X # 0 olmak lizere Y ve Z kiimeleri i¢in Y C Z olmasi igin gerek ve yeter
kosul Fone(X,Y) C Fone(X, Z) olmasidir.

f: X =Y bir fonksiyon ve A C X verilsin.

fia={z€f:Fac Ay ecY(z=(a,y) € f)}

olarak tanimlanan kiime A’dan Y’ye tanimli bir fonksiyondur. Bu fonksiyona
f’nin A’ya olan kisitlanmasz denir.
f: X =Y veg:Y — Z olmak {izere,
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gof={aeXxY:JwxeXyeY((y=fz)A(a=(z,9(1))}

X’den Z’ye bir fonksiyondur. Bu fonksiyona g ve f’nin bileske fonksiyonu
denirS. f: X — X bir fonksiyon olmak iizere, f ile kendisinin bileskesi f? ile,
f? ile f'nin bileskesi f2 ile ve benzer bicimde, her n € w icin f” tammlanir.
Ozel olarak, f©, birim fonksiyonu ve f!, f fonksiyonunu gosterir.

Aligtirmalar

6.7. s:w — w, s(n) =nU{n} fonksiyonunun birebir ama érten olmadigim gosterin.

6.8. Birebir fonksiyonun kisitlamasinin birebir olmasina kargin, érten fonksiyonun her kisit-
lanmig fonksiyonunun orten olmasi gerekmedigini gosterin.

6.3 Schroder-Bernstein Teoremi

Iki kiimenin esitlikten bir adim daha “zayif benzerligi” denklik olarak ad-
landirilacak kavram iizerinden verilebilir. Iki kiimenin denk olmasi, aralarinda
en az bir tane birebir ve 6rten fonksiyonun olmasidir. X ve Y kiimelerinin denk
olmasi

| X| = Y| ya da card(X) = card(Y)

ile gosterilir. Bu gosterimde kullanilan esitlik “=" sembolii esitlik aksiyomunda
gecen esitlik anlaminda degildir; sadece bir gosterimdir’. Her X kiimesi icin

| X| = | X| oldugu agik. Gergekten de
i: X=X i(x)=12x

egitligiyle taniml fonksiyon birebir ve 6rtendir. Elbette basgka bir siirti birebir
ve Orten fonksiyon vardir ama denklik kavraminin tamimlanmasi birebir ve
orten fonksiyonun coklugu tizerinden degil, varlig1 iizerinden verilmekte. Bir
X kiimesinden Y kiimesine tanimli en az bir tane birebir fonksiyon varsa

| X| < Y| yada card(X) < card(Y)

yazariz. X C Y ise | X| < |Y| oldugu agiktir. | X| < |Y| olmasina kargim, X den
Y’e tamimli birebir ve orten fonksiyon yoksa

| X| < |Y| yada card(X) < card(Y)

yazariz. Teorem 5.1(ii) kullanilarak her X kiimesi igin

SBilegke fonksiyonunu gosteren notasyon biiyiik bir olasihkla ilk olarak Bourbaki gru-
bunca, 1949’da kullanilmaya baglandi.

"Daha sonra yapilacak tanimlamayla, || bir kardinal say1 olarak ele alinacak. Bu du-
rumda, |z| bir kiime olacak ve |z| = |y| ifadesinde yer alan esitlik sembolii esitlik aksiyomunda
gegen anlamda olacak.
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X < |p(X)®

oldugu kolaylikla gosterilir. Bu esitsizligin boyle masum durduguna bakmayin;
bize cesit cesit sonsuzluklarin yolunu aciyor.

Teorem 6.2 ( Schroder-Bernstein Teoremi). Iki kiimenin denk olmasi igin
gerek ve yeter kosul her birinin bir digerinin bir altkimesine denk olmasidur.

Kanit: X ve Y kiimeleri verilsin.
[ X[ <[Y]ve Y| <|X]|

oldugunu varsayalim. Yani, birebir f : X — Y ve g : Y — X fonksiyonlar: var
olsun. X’den Y ’ye tanimli birebir ve 6rten bir fonksiyonun oldugu gosterilecek.
Eger,

gV \ f(X1)) =X\ Xy

olacak bicimde bir X; C X altkiimesi bulunabilirse,

| f=x) xe X
h(z) = { gil(:U) = Xl\ X,

esitligiyle tanimhi A : X — Y birebir ve Orten fonksiyon olacak ve kanit ta-
mamlanacak.

F={ACX:X\g(Y)CAvego f(A) C A}

kiimesini tamimlayalim. X € F oldugundan, bogkiimeden farkhdir. F kiimesi-
nin arakesitine X; diyelim. F’nin her elemanm X \ ¢g(Y") kiimesini kapsadigin-
dan,

X\g(Y)c Xy
olur. Ayrica her F' € F igin
gof(X1) Sgof(F)CF
olmasindan
go f(X1) € X,

elde edilir. Boylece, X1, F'nin en kii¢iikk elemanidir. Yani, X; € F ve her
F € Ficin X; C F olur.

X\Q(Y) c Xy

olmasindan dolay1

8Bu teorem, “Kiime teorinin temel teoremi” olarak bilinir.
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X\ X1 CygY)
olur. Ayrica,
go f(X1) C Xy
olmasi kullanilarak,
X\ X1 Cg(Y\ f(X1))

elde edilir. Bu, kapsamanin bir yonii. Diger yonii i¢in 6nce agagidaki egitligi
gosterelim:

(X \g(Y))U(go f(X1)) =Xi

oldugu gosterilecek. X; € F oldugundan yukaridaki énermede sol taraf X;
tarafindan kapsanir. Bunu g o f fonksiyonuna uygulayarak,

go f((X\g(Y))U(go f(X1))) Cgof(X1) S (X\g(Y))U(go f(X1))

elde edilir. Ayrica,

X\g(Y)C (X \g(Y))U(go f(X1))

olmasindan,

(X\g(Y))U(go f(X1)) € F

olur. X1, F'nin en kiigiik elemani oldugundan,

X1 € (X \g(Y))U(go f(X1))

olur. Bu egitsizlikten, X; ve g(Y \ f(X1)) kiimelerinin ayrik oldugu goriiliir.
Dolayisiyla,

g(Y'\ f(X1)) C X\ Xy
elde edilir. Boylece,
gY'\ f(X1)) =X\ X
elde edilir. Kamit tamamlanir. O

Aligtirmalar

6.9. |n| = |m| olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun n = m oldugunu gosterin.
6.10. |w| = |w \ {0}] oldugunu gosterin. Hatta her n € w igin |w| = |w \ n| oldugunu gosterin.
6.11. |n| = |w| olacak bigimde n € w olmadigini gosterin.
6.12. |w| = |s(w)| oldugunu gosterin.
6.13. f:X — Y fonksiyonu i¢in |f(X)| < |X| oldugunu gosterin.
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6.4 Recursive Fonksiyon

Recursive fonksiyonun (hesaplanabilir fonksiyon, 6zyinelemli fonksiyon da de-
nilebilir) formel bir tanimi yoktur. Cesitli bigimleri vardir. Bu fonksiyonlar
belirli 6zellikleri saglayan fonksiyonlar:1 tammmlamada oldukga kullamighdir. Bu
altboliimde dogal sayilarda toplama ve ¢arpma iglemini tanimlamaya yeterli
diizeyde olabilecek bigimde, recursive fonksiyonlarla ilgili birka¢ teorem veri-
lecek. Recursive fonksiyonlarla ilgili detayl bilgilere [42] tizerinden ulasilabilir.

X bog olmayan bir kiime, a € X ve g : X — X bir fonksiyon olsun. g",
g’nin kendisiyle n’inci kez bilesim fonksiyonu olmak {izere,

Y ={¢"(a) : n € w}
toplulugu bir kiime olsayd: w’dan X’e

f(0)=a

ve her n € w igin

f(s(n)) = g(f(n))
esitligini saglayan bir fonksiyon tanimlanabilirdi. Ancak, Y 'nin bir kiime oldu-

gu soylenemez. Buna ragmen, bu kogullar: saglayan fonksiyon vardir ve tektir.

Teorem 6.3 (Recursion®). X bos olmayan bir kiime, a € X ve g : X — X
bir fonksiyon olsun.

i. f(0)=a,

ii. hern € w icin f(s(n)) =g(f(n))
kosullarina saglayan f: w — X fonksiyonu vardar.
Kamt: R C w x X altkiimesi

i. (0,a) € R,

ii. (n,z) € Rise (s(n),g(x)) € R.

kogullarinm1 sagliyorsa R’ye suitable kiime diyelim. Elemanlar: suitable kiime-
ler olan toplulugun bir kiime oldugu bu kiimenin arakesitinin de bir suitable
kiime ve iistelik bu arakesitin bir fonksiyonun grafigi oldugu gosterilerek kanit
tanimlanacak. Asagidaki gozlemleri acik bir gekilde yazalim.

a. Suitable kiimelerin toplulugu S bir kiimedir.

b. w x X € § oldugundan S bog kiimeden farklidir.

c. S =[S suitable kiimedir.

d. S, w’dan X’e taniml bir fonksiyonun grafigidir: Her n € wi¢in (n,y) € S
olacak bigimde y € X’in olmas1 S’nin suitable olmasindandir.

9ingilizce “Recursion” kelimesi Tiirkce kaynaklarda “Ozyineleme” olarak gevrilse de bu
kitapta Ingilizcesi kullanildi.
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(n,y1), (n,2) € S oldugunda y1 = y2
oldugunu gosterecegiz. Yani,
I={n€w:(n,y) € S olacak bicimde tek bir tane y € X var },

olmak tizere I = w oldugu gosterilecek. Bunun i¢in I’'nin tiimevarimsal kiime
oldugunu gostermek yeterli. Devam edelim.
e. 0 € I olmadigim varsayalim. Bu durumda

(0,a), (0,b) € S, a#b
olacak bicimde a, b € X var.
R =5\{(0,0)}

kiimesinin suitable oldugu kolaylikla gosterilir. Dolayisiyla, R C S olur ki bu
geligkidir. O halde 0 € I.

f. n € I verilsin. (n,u) € S olacak bi¢imde tek olan u € X segelim. S
suitable oldugundan,

(s(n), g(u)) € S
olur.
(s(n),b) € S ve g(u) #b
olacak bicimde b € X olmadigimi gosterelim. Varsayalim ki var.
R=S\{s(n),b}

diyelim. R’nin suitable oldugunu gosterecegiz. Bunun igin, S suitable ve s(n) #
0 oldugundan, (n,v) € R verildiginde

(s(n),g(v)) € R
oldugunu gostermek yeterli. (n,v) € R verilsin. (n,v) € S oldugundan,
(s(n),g(v)) € S
olur.
(n,u), (n,v) € Svenel
oldugundan, v = v olur. Boylece,
b# g(u) = g(v)
elde edilir.
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(s(n),g(v)) € S olmasindan (s(n),g(v)) € R

olur. Boylece, R’nin suitable oldugu gosterilmig olur. S’nin tanimindan S C R
elde edilir. Bu, celigkidir. Boylece, s(n) € I olmak zorunda. I'nin tiimevarimsal
oldugu gosterilmis olur. Yani, I = w olur.

g. S = Gy olacak bigimde, f : w — X fonksiyonunun var oldugu gosterilmis
olur. Bu fonksiyon teoremin kogullarini saglar.

h. Teklik: Teoremin kosgullarini saglayan bir baska h : w — X fonksiyon
olsun.

A={necw: f(n)="h(n)}

olmak {izere 0 € A oldugu agik. n € A verilsin. Yani, f(n) = h(n) olsun. Bura-
dan g(f(n)) = g(h(n)) ve buradan da f(s(n)) = h(s(n)) olur. Yani, s(n) € A
olur. Timevarim geregi, A = w olur. Boylece, f = h oldugu kanitlanmig olur.
U

Recursion teoremi kullanilarak Dedekind-Peano dogal sayilar sisteminin asagi-
daki anlamda tek oldugu gosterilebilir.

Teorem 6.4. (X, e,0) bir Dedekind-Peano dogal saylar sistemi olsun. Her
nE w i¢in

o(f(n)) = f(s(n))

egitligini saglayan birebir orten f :w — X fonksiyonu vardar.

Kanit: Recursion teoremini o fonksiyonuna uygulayarak, her n € w icin
a(f(n)) = f(s(n))

esitligini saglayan f : w — X fonksiyonu vardir. f'nin orten oldugu agik.
Birebir oldugunu gosterelim. Her n € w i¢in

Ap ={m e w: f(m) = f(n)} \ {n}
olmak iizere
A={new: A, =0}
kiimesinin w’ye egit oldugunu gosterecegiz.
m # 0 ve f(m) = f(0) =e
oldugunu varsayalim. m = s(k) olacak bigimde k € w segebiliriz. Buradan,

e = f(m) = f(s(k)) = o(f(k))
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olur. Bu, e ¢ o(w) olmasiyla geligir. O halde, 0 € A olur. n € A, yani A, =0
oldugunu varsayalm. m € Ay, verilsin.

m # s(n) ve f(m) = f(s(n))

olur. Buradan,

ve buradan da f(k) = f(n) olur. n € A oldugundan, k& = n ve dolayisiyla,
m = s(n) olur ki, bu geligkidir. Ttimevarimla A = w oldugu gosterilmis olur.
Kanit biter. O

Recursion teoremi kullanilarak, agsagidaki teoremin kaniti verilebilir. Bu
teoremin kullanilmasiyla da dogal sayilarda toplama, carpma, iistel fonksiyon-
larinin tanimlanmasi yapilabilecek.

Teorem 6.5. g: w — w ve f:wXw — w iki fonksiyon olsun. Her m € w i¢in
i. h(m,0) = g(m).
ii. h(m,s(n)) = f(h(m,n),m)

egitliklerini saglayan h : w X w — w fonksiyonu vardar.

Kanmit: m € w verilsin. f,, : w — w fonksiyonu f,,(n) = f(m,n) esitligiyle
tanimlansin. Her n € w icin

ii. pm(s(n)) = fin(Pm(n))

kogullarin1 saglayan p,, : w — w fonksiyonu vardir. Boylece,

p(m) = pm

esitligiyle p : w — Fonk(w,w) fonksiyonu tanimlanmig olur. h(m,n) = p,(n)
esitligiyle h : w X w — w fonksiyonu tanimlanabilir. Bu fonksiyon istenilen
kosgullar:1 saglar. O

6.4.1 Tek ve Cift Sayilar

Cift ve tek sayilar1 bilmeyen okur herhalde yoktur. Bir n dogal sayisi icin
2n bicimindeki her dogal say1 ¢ift, 2n + 1 bicimindeki dogal say1 tektir. Ge-
nel tanim boyledir. Ancak heniiz dogal sayilar arasinda toplama ve carpma
tanimlanmadig i¢in, bu tanimlama dogru olsa bile bu yontemle tanimlamanin
zamani degil. Ancak, recursion teoremini uygulayarak tanimlamay: yapabiliriz.
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Teorem 6.6. [ :w — w fonksiyonu

esitligiyle tanimlansin.

i. t(0) =1 ve her n € w igin

esitligini saglayan bir t fonksiyonu var.

ii. ¢(0) =0 ve her n € w igin

esitligini saglayan bir ¢ fonksiyonu var.
Kanit: Recursion teoreminin uygulanmasiyla, istenilen hemen elde edilir. [J
Yukarida tanimlanan ¢ ve ¢ fonksiyonlarinin birebir oldugu kolaylikla goste-
rilir.
Tanim 6.5. Yukaridaki teoremde tanimlanan ¢ fonksiyonunun goriintii kiimesi

¢(w)’nin her elemanima ¢ift sayi, ve t(w) kiimesinin her elemanina tek say1

denirY.

1,3,5 dogal sayilar tek olmasina karsgin, 0,2,4 sayilari tek say1 degildir.
Teorem 6.7. Hern € w i¢in
s(t(n)) = c(s(n)) ve s(c(n)) =t(s(n))
olur.

Kanit: A = {n € w : s(t(n)) = c(s(n))} kiimesinin tiimevarimsal oldugu
gosterilecek. 0 € A oldugu agik. n € A verilsin.

s(t(s(n))) = s(s(s(t(n)))) = s(s(c(s(n)))) = c(s(s(n)))

oldugundan, s(n) € A olur. Dolayisiyla, A tiimevarimsal kiimedir. Ikinci kisim
da benzer bicimde kanitlanabilir. O

Teorem 6.8. Asaqidakiler gerceklesir.

0Tek ve ¢ift sayilarin tarihi Pisagorculara kadar gider. Bu dénemde Pisagorcular 1’in
digindaki tek sayilar1 erkek, ¢ift sayilar1 disi olarak goriiyorlardi.
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i. t(w) ve c(w) kimeleri saylabilir sonsuzdur.
ii. t(w) Ne(w) =0.
iii. t(w)Uc(w) = w.

Kanit: i. ¢ : w — w birebir oldugundan c(w), |w| < |c(w)| olur. Teorem 5.2
kullanilarak |c(w)| = |w]| elde edilir. Benzer bigimde |t(w)| = |w| olur.

i.A={necw:ne€t(w)Nc(w)} diyelim. A'nin bogkiimeden farkh oldugunu
varsayalim. n = min A diyelim.

olacak bicimde, a, b € w segelim. a,b > 2 oldugu kolaylikla kontrol edilebilir.
Dolayisiyla,

a=s(u) ve b= s(v)

olacak bicimde u, v € w var. Buradan,

ve dolayisiyla,

elde edilir. Buradan da t(u) = ¢(v) € A olur. t(u) < n olmasmdan dolay1, bu
celiski elde edilir. Dolayisiyla, A = () olur.

iii. A = t(w) U c(w) diyelim. 0 € A oldugunu biliyoruz. n € A verilsin. Te-

orem 5.7 geregi n ¢ift say1 ise s(n) tek ve n tek ise s(n) ¢ift say1 olacagindan

s(n) € A olur. Timevarimla istenilen gosterilmis olur. U

6.5 Sec¢im Fonksiyonu

Hilbert’in 1900’de Diinya Matematik Kongresinde sordugu ikinci soru olan
Her kiime iyi siralanabilir mi?

sorusu kulaga hog gelmesine ve daha anlagilir olmasina karsin,

Kendisi ve her elemani boskimeden farkl bir A kiimesinin bilesimi UA ya
tanimli, her x € a i¢in f(x) € x olacak bicimde f fonksiyonu var madir?
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sorusu i¢in ayni gey soylenemez. Her ne kadar Hilbert’in sorusunun soruldugu
zaman kiime kavraminin oturdugu ZF sistemi heniiz tanimlanmamig olsa da
bu sorulara ZF’de yamt aramr. Ilerleyen zamanlarda yukaridaki sorularmn
yanitlarinin ayni oldugu kanitlanacak. Yani, birinci sorunun yanitinin evet
olmasi icin gerek ve yeter kosulun ikinci sorunun yanitinin evet olmasi oldugu
gosterilecek.

Bazi sorularin yanit1 ne “dogrulanabilir” ne de “yanliglanabilir.” érnegin,

sonsuz yil yasayabilen bir kisi sonsuz odaly bir otelin her odasinda bir il
kalabilir mi?

Bu soruya verilecek herhangi bir yanitin dogrulugu kanitlanamaz. Ancak, son-
suz yil yasayabilen kiginin yasadigi her yil otelin bir odasiyla eglenebiliyor
olsaydi verilecek yanitin kaniti verilebilirdi. Yani tek tek deneyerek yanit veri-
lemeyebilir. Bu da yanitin belirli kural gergevesinde verilmesinin gerekliligini
ortaya cikiariyor. Konuyu biraz daha irdeleyerek devam edelim.

Bir cift ¢orabin sag1 solu olmaz. Buna karsin bir ¢ift ayakkabi sag ve sol
olarak adlandirilan ayakkabilardan olugur. Elimizde sonsuz sayida gorap ¢ifti
bulunsun ve bu ¢ift ¢oraplarin herhangi bir 6zelligi bilinmiyor olsun. Ayrica,
sonsuz sayida ayakkabi ¢ifti olsun. Su sorular1 soralim:

i. Her bir ¢ift coraptan birer corap segerek bir ¢orap toplulugu olusturulabi-
lir mi?

ii. Her bir ¢ift ayakkabidan birer ayakkabi segerek bir ayakkabi toplulugu
olugturulabilir mi?

Bu sorular matematiksel soru olmasa da, bunlar, olugturulacak bir matema-
tiksel sorunun yapisinin anlagilmasinda kolaylik saglayacak. Bu soruda gegen
“secebilmenin” karsiligi matematiksel anlamda bir “kuralin” olmasidir. Kural
olmazsa bu secim hi¢bir zaman bitmeyecek ve se¢im hicbir zaman tamamlana-
mayacaktir. Buradan, secilemeyecegi anlami da ¢ikmayacaktir. Ayakkabilarin
se¢imi konusunda, gorevli her ¢ift ayakkabinin sag olanimi secerek bir kural
olugturabilir. Yani,

Her ciftin sag ayakkabist kenara ayrilsin

bi¢iminde bir komut verebilir. Ama ayni bicimde bir kural ¢oraplar icin olustu-
rulamaz. Yani,

Her ciftin sag coraplary kenara ayrilsin
komutu verilemez. Dahasi,

corap ciftlerinden su ozelligi saglayan coraplar kenara ayrilsin
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denilemez ¢iinkii ¢orap ciftlerinin bilinen 6zelligi verilmemis. Buna karsin, her
¢ift gorabin birinin saglam ve digerinin yirtik oldugu biliniyor olsaydi,

her cift coraptan yrtik olanlar kenara ayrilsin

denilerek bir kurala gore secim yapilabilirdi.

Toparlayacak olursak, yukarida bahsedilen anlam cercevesince birinci so-
runun yaniti hayir, ikinci sorunun yaniti evet olacaktir.

Yukaridaki soru biraz daha matematiksellestirilebilir: X sonsuz bir kiime
ve her z € X i¢in f, : {0,1} — z birebir fonksiyon olsun. X’in her elemanindan
bir eleman,

bir kurala gore secilebilir mi?

Bu sorunun yanit1 evettir. Gergekten de her x € X elemanindan f,(0) ele-
manini secebiliriz. Boylece,

f: X —>UX, f(z)=f.(0) €x

ozelliginde bir f fonksiyonunun varhigi gosterilmis olur. Bu 6zellik {izerinde
se¢im fonksiyonu gdyle tanimlanir.

Tanim 6.6 ( Zermelo-1904 ). X, elemanlar1 bos olmayan bir kiime olmak iizere
X’ten UX kiimesine tamimh ve her x € X igin f(x) € x 6zelligini saglayan f
fonksiyonuna X’in bir se¢im fonksiyonu'!' denir.

Bazi kiimeler igin se¢im fonksiyonlar1 agagida oldugu gibi kolaylikla ve-
rilebilir. Agagida verilen orneklerde verilen bir A kiimesi igin A* = A\ {0}
yazalacak.

Ornekler

6.1. Kendisi ve elemanlar1 bogkiimeden farkli sonlu her kiimenin se¢im fonksiyonu var.
6.2. X sayilabilir sonsuz kiime ise p(X)* kiimesinin segim fonksiyonu var. Gergekten, bu
durumda f : X — w \ {0} birebir ve orten fonksiyonu segilebilir ve
F:p(X)" = Up(X)" =X, F(A) = f~"(min f(A))
kuraliyla tanimlh fonksiyon p(X)*’nin bir segim fonksiyonu olur.

6.3. Yukarida verilen rnek kullanilarak, p(w)*, p(Z)*, p(Q1)* ve p(Q)* kiimelerinin secim
fonksiyonlarinin oldugu kolaylikla gosterilebilir.

6.4. X her elemani en az iki elemanli bir kiime olsun. Ayrica, her z € X i¢in, f, : {0,1} — =
birebir fonksiyon olmak iizere,

g: X = UX, g(z) = f.(0)
kuraliyla tanimli fonksiyon X’in bir se¢im fonksiyonudur. Ayrica,

h: X — UX, h(z) = fz(1)

Ungilizcesi choice function.
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kuraliyla tanimli fonksiyon da X’in bir se¢im fonksiyonudur.
6.5. “Her elemani iki elemanli olan her kiimenin segim fonksiyonu olmasi gerekmez” ifadesi
yukarida verilen 6rnekle neden gelismez?
6.6. Her » € R icin
[rl=r+2
olmak tizere,
R/Z ={[r] : r € R}
bir kiimedir. Ayrica her r € R i¢in
r+7Z=f(r)+7%Z
esitligini saglayan f(r) € [0,1) vardir ve tektir. Tekligin vermis oldugu avantaj kul-
lanilarak,
R/Z — R,[r] — f(r)

fonksiyonu tanimlanir. Bu fonksiyon R/Z’nin se¢im fonksiyonudur.

Bir kiimenin secim fonksiyonunu ararken, o kiimenin elemanlarinin 6zel-
liklerini iyi bilmek gerekir. Yukarida o(Q)* ya da o(Q")* kiimelerinin se¢im
fonksiyonlar: var denilirken, dogruyu soylemek gerekirse, isin kolayina kacildi.
Bu kiimelerin se¢im fonksiyonunun oldugunu gostermek igin Rasyonel Sayilar
Kiimesinin nasil insa edildigine bakmak ve elemanlar1 daha dikkatli tanimak
gerekir. Dogal Sayilar Kiimesinde sifir elemani bogkiime iken, rasyonel sayilar
kiimesinin sifir1 bogkiime olmadigi gibi, sayilabilir sonsuzdur. Benzer bicimde,
Gergel Sayilar Kiimesi R’nin standart ingasina gore, segim fonksiyonu f varsa
(ki yok!) 6rnegin,

f(V2) ev2

olmasi gerekir, ve dolayisiyla, R’nin eleman olan v/2 kiimesini iyi tanmimak
gerekir. Sayilar sistemlerini inga ettikten sonra bu konuya tekrar devam edile-
bilir.

Elemanlar:1 ve kendisi bog olmayan her kiimenin se¢im fonksiyonunun var-
ligim1 kanitladigini s6yleyen, her kim olursa olsun, kanit1 yanhgtir!

Aligtirmalar
6.14. f, X kiimesinin se¢im fonksiyonu ve A C X bog olmayan bir kiimeyse f|a, A kiimesinin
secim fonksiyonu oldugunu gosterin.
6.15. X ve Y ayrik kiimeler olmak {izere, f, X’in secim fonksiyonu ve g, Y 'nin se¢im fonksi-
yonu ise,
| fla) ;a€eX
h(a) = { gla) ;a€Y
esitligiyle tanimli fonksiyonun X UY kiimesinin se¢im fonksiyonu oldugunu gosterin.
6.16. =, w X w’da bir denklik bagmtisi olsun. Ayrica, Q@ = w X w/= kiimesinin tam siral
oldugunu varsayalim. (@)™ kiimesinin segim fonksiyonu oldugunu gosterin. (Gergekten,
x C Y verilsin.

A(z) ={a+b:a,b€cw,(ab) €z}
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kiimesi, w’'nin bogkiimeden farkl altkiimesidir. Dolayisiyla n(z) = min A(z) var.
B(n(z)) = {(a,b) €z :a+b=n(x)

kiimesi, @'nin bos olmayan sonlu altkiimesidir. @ tam sirali oldugundan, min B(n(xz))
2’in elemanidir.

[9(@Q) = Q, f(x) = min B(n(z))

kuraliyla tanimh fonksiyon p(Q)*’nin se¢im fonksiyonudur.



7. Secim Aksiyomu

Secim aksiyomu insant ¢ildirtabilir; panik-
lemel.

Zermelo’'nun her kiimenin iyi siralanabilir oldugunu soyleyen kanitinda, ZF
aksiyomlar1 olarak adlandirilan aksiyomlar hentiz tiimiiyle aksiyom olarak
tanimlanmamig olsa da bu aksiyomlarin ¢cok dogal goziikmeleri nedeniyle,
kullanilmig olmalarina itirazi olan yoktu. Ancak, bu kanitta bu aksiyomlar
disinda, daha sonra secim aksiyomu olarak adlandirilan bir aksiyom da kul-
laniliyordu. Bu aksiyom Oyle “sinsi” bir aksiyom ki bircok kanitta bu ak-
siyomun kullanildiginin anlagilmasi bile 6zellikle yeni baglayan okurlar icin
oldukca gilictiir. Zermelo’nin kanitinda bu aksiyomun kullanilmig olmasinin
farkedilmis olmasi matematikgiler arasinda bir kavga (neyse, tartigma diye-
lim) baglatmigtir. Kanitlara kasla goz arasinda sizan, bir yoniiyle melek ve bir
yoOniiyle seytan gibi olan bu aksiyomun dedigi sudur: Elemanlar: bos kiimeden
farkly her kimenin bir secim fonksiyonu var. Bu aksiyomun ya da degilinin
Z F’ye aksiyom olarak eklenmesinin bir geligki yaratmayacaginin kanitlanma-
siyla, bu aksiyomunun kullanimi iizerinden olusan gerginlik son bulmug ve
matematige yeni bir nefes aldirmistir.

P. Bernays ve A. A. Fraenkel’e gore secim aksiyomu matematikciler arasin-
da Oklid’in parelellik aksiyomundan sonraki en ilging ve en ¢ok tartigilan aksi-
yom olmugtur. Gregory H. Moore ise se¢im aksiyomunu farkinda olmadan aras-
tirmalarinda kullanan bir¢cok matematikginin, se¢im aksiyomunun resmi ola-
rak tanimlanmasindan sonra, bu aksiyomun kullanilmasina karsi duruslarinin
matematik tarihinde bir ironi oldugundan bahsetmistir.

ZF aksiyomlarinin toplam niteligi bir kiimenin varligin1 garantilemenin
diginda, iki kiime arasindaki esitlik kavramini tanimlama ve verilen kiimelerle
yeni kiimeler iiretmeye yoneliktir. Ornegin, verilen iki kiimeyi birlestirerek,
“bilesimi” olarak da adlandirilan yeni bir kiime tanimlama gibi. Bu yoniiyle,
Z F aksiyomlar1 oldukca “akli baginda” ve “gerceklikle” baglarini koparmamis
kavramlardir. Ancak, se¢cim aksiyomu, Cantor’un siireklilik hipotezi’ne ¢éztim
bulma amach olarak Hilbert tarafindan sorulan, “her kiime iyi siralanabilir
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mi?” dogal-somut bir sorusuna yanit ararken ortaya ¢ikan, “soyut” bir kav-
ramdir. Burada gegen “soyut”luk, fiziksel kavramlarla higbir iligkisinin olma-
masina vurgu yapmaktir. Secim aksiyomu segim fonksiyonunun nasil ya da
ne kadar ¢ok oldugunu degil, varlig1 soyler. Bu fark secim aksiyom’u ile ZF
aksiyomlar1 arasindaki nitelik farkidir.

Birgok teoremin kanit1 secim aksiyomu kullanilarak kolayca verilebilmekle
birlikte, bu aksiyomun yaninda, bu aksiyomun kullanmilmadan verilmesi c¢ok
daha fazla itibar goriir. Bu tiir kanitlar daha “ekonomik” olmasina karsin,
bunun bedeli uzun vadeli ya da daha zor olabilir. Bunlarla ilgili baz1 6érnekler
Altboliim 6.4’te verilecek.

Elbette ZF aksiyomlariyla se¢im aksiyomunun yanyana gelmeleri sonucu
ortaya celigkilerin ¢tkmamasi gerekir. Bu konuda bir sikinti olmadig1 iki te-
oremle, kanitsiz olarak verilecek. Bu teoremlerin kanitlari bu olgekli bir kitapta
verilemez.

Sayilar sisteminin ingasinda se¢im aksiyomuna ihtiyac yoktur. Buna kargin,
say1 kiimelerinin Ozelliklerini anlamada bu aksiyomuna her an gereksinim du-
yulabilir. O nedenle, se¢im aksiyomu bu béliimde temel 6zellikleriyle ¢aligila-
cak. Bazi orneklerde kullanilacak bazi kavramlar okurlara oldukg¢a yabanci
olabilir. Ornegin, Z F’ye secim aksiyomunun eklenmesiyle Lebesgue ol¢iilleme-
yen R’nin Vitali kiimesi olarak adlandirilan, en az bir altkiimesinin var olmasi
gibi. Okurlarin bu tiir 6rneklerde yer alan kavramlar: konuyu takip edecek
diizeyde bildikleri varsayilmistir.

Secim aksiyomuna denk ve temel olan Zorn Lemma ve iyi siralanma teoremi
kamtlariyla verilecek. Ayrica, bu kavramlarin zaman zaman uygulamalar: za-
man zaman verilecek. Bu {i¢ kavram birbirlerine denk olsalar da birbirlerinden
oldukga ayrik algilanabilir. Bununla ilgili, [48], p.145’te Jerry Bona’ya ait bir
saka goyle: “Secim aksiyomu tiimiiyle dogru, Iyi Siralama Teoremi tiimiiyle
yanlg. Zorn Lemma hakkinda kim ne soyleyebilir?”

7.1 Secim Aksiyomu

Bog olmayan sonlu bir kiime kartezyen carpimina denk degildir. Ancak bu
durum sonsuz kiimeler i¢in dogru degil. Ornegin, ZF’de

lw X w| = |w| ve |R x R| = |R|

olur. Diger taraftan ZF’de, genel olarak, sonsuz bir kiimenin kartezyen carpi-
mina denk olup ya da olmadig1 sOylenemez. Agagida ifadesi verilecek olan se¢im
aksiyomu, sonsuz her kiimenin kartezyen carpimina denk oldugunu séyleyen
ifadeye denk bir kavramdir. Diger bir denk kavram ise verilen iki kiimenin en
azindan birinden digerine tamimli birebir fonksiyonun olmasidir. Bu yoniiyle
se¢im fonksiyonu’nun ne dedigi denk oldugu kavramlar tizerinden daha somut
olarak okunabilir.
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Sonlu her kiimenin se¢im aksiyomunun oldugu tiimevarimla gosterilebilir.
Bosg kiimeyi icermeyen, bogkiimeden farkl bir A kiimesinin secim fonksiyon-
larmin kiimesini secim(A) ile gosterelim. X, Xo, ..., X,, kiimelerinin herbiri
boskiimeden farkliysa bu kiimelerin kartezyen ¢arpimi [ [ ; X; kiimesi

A={X;:i=1,2,...,n}
olmak tizere, secim(A) kiimesine denktir. Gergekten, her (z1, ..., z,) € [[" X;
icin,
f@ryan) + A= UA, f(X) =4
fonksiyonu A’nin bir se¢im fonksiyonu olup,
F [T, Xi — secim(A), F((x1,...,25)) = f@1mn)

esitligiyle tanimli fonksiyon birebir ve ¢rtendir. Dolayisiyla, sonlu tane kiime
icin tanimlanan kartezyen carpim, kiimelerin denkligi tizerinden, herhangi bir
kiime igin genellemenin yolunu agmig olur.

Insanlik tarihi boskiimeyi icermeyen, boskiimeden farkli ve secim fonksi-
yonu olmayan bir kiimeye heniiz rastlamadi. Bu nedenle agagidaki aksiyom
delikanli bir aksiyomdur:

Aksiyom 7.1 (Secim Aksiyomu). Elemanlar:y bogkimeden farkl, bos olmayan
her kiimenin en az bir secim fonksiyonu vardar.

Iki kiime arasmdaki fonksiyonlarn toplulugu bir kiime oldugundan, bir A
kiimesinin se¢im fonksiyonlarinin sinifi bir kiime olup, bu kiime genellikle

HaeA a

ile gosterilir. Bir A kiimesi, her a € A igin, X, = a yazilmak iizere, yaygin
olarak

A={X,:a€ A}

ile gosterilebilir.

Bir I kiimesinden bir sinifa tanimhi f fonksiyonunun goriintiisii, her ¢ €
icin f(i) = X; yazilmak tizere, {X; : i € I} ile gosterilebilir. Boylece, her kiime,
bir kiimeden bir simifa tanimli bir fonksiyonun goriintiisii olarak goriilebilir.
Bu, gosterimler altinda, A kiimesinin segim fonksiyonlarimin kiimesi

HieA Xi
ile gosterilebilir. Daha agik yazacak olursak,

[Lic; Xi ={f € Fonk(I,U;c; Xi) - heri e Iicin f(i) € X;}
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olur. Bu kiimeye, X = {X; : i € I} kiimesinin kartezyen ¢arpimi denir!.

Secim aksiyomu yaygin olarak goyle de ifade edilir: I bog olmayan bir kiime
olmak tizere, her ¢ € I i¢in, X; kiimesi bog kiimeden farkli olsun.

Hie[ Xi # 0

olur.

A elemanlar1 bogkiimeden farkli bog olmayan bir kiime olsun. Her z € A
i¢cin |C' N z| = 1 olacak bicimdeki C' C A kiimesine A’'nin bir se¢im kiimesi
denir. Se¢im fonksiyonunun goériintii kiimesi ve segim kiimesi arasindaki temel
bir iligki g6yledir:

Teorem 7.1 (Zermelo-1908). Asagidakiler denktir:
i. Se¢im aksiyomu.

ii. [Russell-1906] Elemanlar: ve kendisi boskiimeden farkl ve farkly eleman-
lary ayrik olan her kiimenin secim kimesi var.

iii. Elemanlar: ve kendisi boskimeden farkly her kiimenin secim kiimesi var.

Kanit: i = 4i: X, bog olmayan bir kiime, her eleman bogkiimeden farkli ve
elemanlar: ikiger ikiger ayrik olsun. Varsayim geregi, X’in secim fonksiyonu
f: X — UX vardir. f'nin goriintii kiimesi C' = f(X), X’in bir se¢im kiimesi-
dir.

117 = 1: X, kendisi ve elemanlar1 bogkiimeden farkli bir kiime olsun. Bu du-
rumda,

Y={xx{z}:ze X},

elemanlar: ve kendisi bogkiimeden farkli bir kiime olur. Varsayim geregi, ¥ 'nin
bir se¢im C' kiimesi var. x € X verilsin.

[Cn(zx{z})]=1

oldugundan, (a,,z) € CN(x x{z}) olacak bi¢imde tek bir tane a, € x elemam
var.

f: X —=UX, f(z)=a,

kuraliyla tanimli fonksiyonun goriintii kiimesi X'’in se¢im kiimesidir.
i = 444: Yukarida kullanilan fikrin uygulanmasiyla, istenilen elde edilir.

11902°de Whitehead, X = {X; : i € I} kiimesinin kartezyen garpimii [Le: X =
{A C U;X; : herieligin X; N A tek elemanli } olarak tamimlamigtir, ama giiniimiizde
bu tamimlama kullanilmamaktadir.
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Kamt tamamlanir2. O

Girig kisminda da belirtildigi gibi, se¢im aksiyomunun ZF’ye eklenme-
siyle elde edilen aksiyomlar toplulugu celigkisiz olup, bir model olustururlar.
Aymni durum se¢im aksiyomunun degilinin eklenmesi durumu igin de gecerlidir.
Z F’ye se¢im aksiyomunun eklenmesiyle elde edilen aksiyomlar toplulugu Z F'C
yva da ZF + C' ile gosterilir. ZF’ye se¢cim aksiyomunun degilinin eklenmesiyle
elde edilen aksiyomlar toplulugu ZF-C' ile gosterilir.

Teorem 7.2. (Gddel-1938) ZF ¢eliskisizse ZFC' ¢eliskisizdir.
Teorem 7.3. (Cohen-1963) ZF' celiskisizse ZF-C' ¢eliskisizdir.

Kurt Godel esas olarak secim aksiyomunun degilinin ZF’de bir teorem
olmadigini gostermistir. Cohen ise se¢cim aksiyomunun ZF’de bir teorem ol-
madigini gostermistir. Bu teoremlerin kanitlanmasi kolay olmadig gibi kitabin
da amaci disindadir. Diger taraftan, bu teoremlerin sonucu olarak, yukarida
verilen teorem elde edilir. Yani, ZF c¢eliskisizse ZFC ve ZF-C' ifadeleri-
nin ¢eligkisiz oldugu elde edilir. Gergekten de bir an igin ZFC’nin geligkili
oldugunu varsayalim. Bu durumda,

ZFC —-pve ZFC — —p

formiillerini hepdogru yapacak bir p formiili vardir. ZF hepdogru varsayimi
altinda degerlendirmeler {izerinden gerekli iglemler yapildiginda, secim aksi-
yomu hepdogru olur. Buradan da ZF — C hepdogru ve dolayisiyla C', ZF’de
teorem olur ki bu geligkidir. Bu, ZF geligkisizse ZF C’nin c¢eligkisiz oldugunu
kanitlar. Benzer bicimde, Cohen’in teoremi kullanilarak, ZF—C"nin geligkisiz
oldugu gosterilir.

Aligtirmalar

7.1. Bir kiimenin se¢im fonksiyonunun tek bir tane olmasi igin gerek ve yeter kogulun kiime-
nin her elemaninin tek elemanl olmasi gerektigini gosterin.

7.2. Bir elemanl bir kiimenin sonsuz se¢im fonksiyonunun olabilecegini gosterin.

7.3. ZF’de bir¢ok kiimenin se¢im fonksiyonlarinin oldugunu ¢iplak gozle gorebiliyoruz. “En
az bir kiimenin se¢im fonksiyonunun olmadigini kanitladim” diyen birinin kanitinin
yanlig olacagini gosterin.

7.4. Denk iki kiimeden birinin se¢im fonksiyonunun olmasinin digerinin se¢im fonksiyonunun
olmasini gerektirmeyecegini gosterin.

7.5. Bog olmayan her kiimeye denk ve se¢im fonksiyonu olan bir kiimenin oldugunu gosterin.

2Kamitin oldukea basit olmasina kargin, dénemin otorite matematikcilerinden olan Russel,
makalesinde (iz) aksiyomu segim aksiyomunun 6zel hali olmasina kargin bunlarin denk olup
olmadigini bilmedigini belirtmigtir. Ayn1 durumu Hardy tarafindan da [25] makalesinde ifade
edilmistir. Ama goriildiigii gibi, kanit megerse ¢ok kolaymis!
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7.1.1 Peano: Se¢im Problemini 1k Hisseden

[37]’a (66. sayfa) gore, sonsuz tane se¢im yapilamayacagmi diigiinerek, bu
bigimde bir se¢im yapmay1 reddeden Peano, se¢im aksiyomunun farkina varan
ilk matematikgidir. 1986 yilinda, Peano [40] makalesinde su teoremi kanitliyor:

Teorem. R?’de bir dikdortgen ve f, R’den R’ye bir fonksiyon olsun. Her
(z,y) € R i¢in, bu noktanin bir U komsulugunda tanyml ve tirevlenebilir dyle
bir h fonksiyonu vardir ki f(z) = y ve her u € U igin, h'(u) = f(u, h(u))
egitlikleri gecerlidir.

Peano bu teoremi kanitlarken, her 0 < ¢ < 2" esitsizligini saglayan

A(n,i) CR

kiimelerinden birer eleman segerek bir kiime elde edilmesinin gerektigi ortaya
cikiyor. Bu secimi gelisigiizel yapmanin rahatsiz edici oldugunu sezinleyerek,
secimi bir kurala gére yapmanin gerekliligini diigliniiyor ve bunu basariyor:
Tanmimladigi A(n,i) kiimelerinin her biri kapali ve tistten siirli oldugundan,
bu kiimelerden sececegi elemanlari

Ty, = max A(n, i)
kuraliyla segerek,
{A(n,i): 0 <i<2"} = U, ; Aln,i), A(n, i) — zn;

fonksiyonunu tanimliyor.

Her ne kadar Peano yukaridaki teoremin kanitinda se¢imi bir kurala gore
yaparak kanit1 tamamlamig olsa da bagka kanmitlamak istedigi teoremler igin
hergey yolunda gitmiyor: [41]’da goklu se¢imden bir tane se¢im yapilamayacagi-
nin farkina vararak, bu yonli bir se¢im yapmayi reddediyor. Yani, giintimiiz
terminolojisiyle se¢cim aksiyomu’'nu reddediyor.

Alistirmalar

7.6. ZFC’de X maksimal elemani olmayan kismi sirali bir kiime ise her x € X i¢in z < f(x)
esitsizligini saglayan bir f : X — X fonksiyonunun oldugunu gosterin.

7.7. ZF(C’de 6lgiim teorisinde aranan temel orneklerden biri 6lgiilemeyen kiimenin varligi
iizerinedir. Boyle bir kiime se¢im Aksiyomu’nun uygulanmasiyla verilir. Firsat1 deger-
lendirip, 6rnegi verelim. Her x € R igin

] ={yeR:2 -y € Q}
olarak tanimlansin. Agagidakileri gosterin:
i. Her a,b € R igin [a] = [b] ya da [a] N [b] = 0.
ii. Her a € R igin [a], R’de yogundur.

iii. Her a € R icin |([a] N [0,1]) N V| = 1 olacak bigimde V C [0, 1] var. V’ye Vitali
kiime denir.

iv. Her A C R igin,
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N(E) =inf{}" (bn —an) : E C Un(an,bn)}
olmak tizere, her A C E i¢in
A(A)=X"(ANE)+ X (AN E°)

esitligini saglayan £ C R kiimesine Lebesque 6lgiilebilir denir. Vitali kiimesinin
Lebesque o6lgiilebilir kiime olmadigini gosterin.

7.2 Zorn Lemma

Z F’de secim aksiyomuna denk olan kavramlardan biri Zorn Lemma olarak
bilinir. Matematigin bircok alani se¢im aksiyomu yoksa ¢oker. Bu alanlarda
bircok temel teoremin kanitinda, se¢im aksiyomu degil, dogrudan Zorn Lemma
kullanilhir. Ornegin, Hahn-Banach Teoremi yoksa fonksiyonel analiz yoktur; bu
teoremin kanit1 Zorn Lemma kullanilarak verilir. Her ne kadar Hahn-Banach
Teoremi Zorn Lemma’ya denk olmasa da Fonksiyonel Analiz’in 6nemli teorem-
lerinden olan Krein-Milman Teoremi Zorn Lemma’ya denktir. Topolojide kom-
paktlik kavraminin en 6nemli teoremi olan Tychonoff Teoremi Zorn Lemma
kullanilarak verilir ve iistelik bunlar birbirlerine denktir. Hausdorff uzaylar:
igin Tychonoft Teoremi, sifirdan farkli Boolean halkalarinda bir maksimal ide-
alin olmasina denktir. Vektor uzaylarin tabaninin olmasi da Zorn Lemma’ya
denktir. Cebirde ise sifirdan farkli degigmeli her halkanin maksimal idealinin
olmasina denktir. Bu paragrafta gecen kavramlara okur yabanci olabilir; bun-
lardan, Zorn lemma kavraminin énemine vurgu yapmak i¢in bahsedilmigtir.
Bu acgidan, hem genel kiiltiir hem de 6nemi acisindan, bu noktaya kadar gelip
Zorn Lemma’dan bahsetmemek olmaz.

Zorn Lemma, kismi sirali bir kiimenin maksimal elemaninin varlhigini, zin-
cirlerin oldukca makul bir ortak 6zelligi iizerinden belirleyen bir kavram olup,
secim aksiyomu ile birebir ¢akigir. X, maksimal elemani olmayan kismi sirali
kiime olsun. 1 € X verilsin. x1 maksimal eleman olmadigindan, z; < x9
olacak bigimde xo € X vardir. Bu sekilde devam ederek,

r1 < 2o < ...
esitsizligini saglayan bir {z, : n € w} zinciri elde edilir. Bu zincir i¢in iki
durum sozkonusudur: Birinci durumda iist sinir1 yoktur ya da vardir; ikinci

durumda, bu zincirin x,, gibi bir st simir1 vardir. x,, bir maksimal eleman
olmayacagindan,

1 < T2 < ..Ty < Tyt < Tyt2 < ...
ozelliginde

{zn:newlU{aysn :n € w}
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zinciri elde edilir. Bu zincirin de ya iist sinir1 yoktur ya da vardir. Benzer
bicimde, ikinci durum igin bir bagka zincir elde edilir. Bu sekilde devam ede-
rek, durum |X| < |C| olacak bi¢imde bir C' zincirinin varhgma tagimabilir ki
bu olamaz. Bu durum en az bir zincirin iist sinirinin olmamas: gerektiginin
isaretini verir. Bu, incelenmeye deger olmali. Bunu soyle ifade edebiliriz:

Maksimal elemaniy olmayan kismi siraly bir kiimenin st sinire olmayan bir
zincirt vardar.

Zorn Lemma tami tamina bu olup, cercevesi de ¢ok temizdir!
Teorem 7.4. Asagidakiler denktir:
i. Se¢im aksiyomu.

ii. [Zorn Lemma/ Her zincirinin bir st simary olan kismi swraly kiimenin
maksimal elemany vardur®.

Kanit: it = i. X, elemanlar1 ve kendisi bogkiimeden farkli bir kiime olsun.
A={(A4,f): AC X vef, A'nin bir se¢im fonksiyonu}
kiimesi
(A, f) <(B,g) <= AC Bvegla=f

siralamasina gore, kismi sirali bir kiimedir. Ayrica, A’min her zincirinin bir tist
sinirt oldugu kolaylikla gosterilir. Varsayim geregi, A’nin bir maksimal elemani
var. Bunu (Ao, foo) ile gosterelim. Ao, = X ise f, X’in bir se¢im fonksiyonu
olur. Degilse x € X \ A segelim. x # () oldugundan, ¢ € = segebiliriz.

h(a) = { fola)  a€ Ax

t T =a
esitligiyle tanimh
h:AxU{x} = UA U{z}
fonksiyonu, A U {z} kiimesinin se¢im fonksiyonu olup,

(Aoo, foo) < (Aco U{z}, h)

3Zorn Lemma ile ilgili tartigmalarda ilk géndeme [61]’e yapilir ve bu lemmanin bu maka-
lede verildigi ve kanitlandigi algisi vardir. Bu lemmanin aslinda Zorn’a ait olmadig1 konusu
[13]’de detaylariyla veriliyor. Bu lemma Kuratowski-Zorn Lemma olarak da bilinir. Kurato-
wski bu lemmanin ¢ok benzer versiyonunu 1922’de kanitladi. “Zorn Lemma” isimlendirilmesi
ilk olarak John Tukey’nin 1940 yilinda yaymlanan Convergence and Uniformity in Topology
kitabinda yer ald.




7.2. Zorn Lemma 127

esitsizligi saglanir ve bu, (Ao, foo) nin maksimal olmasiyla geligir. Kanitin bu
yoni tamamlanir.

i = dt. ([33]) X kismi sirali kiime olsun. X’de her zincirin bir {ist siniri
olmasina kargin, X’in bir maksimal elemaninin olmadigini varsayalim. X’in
biitlin zincirlerinin kiimesi C ile gosterilsin. Varsayim geregi, her C' € C’nin
bir iist siur1 u(C) € X var. Yani, her ¢ € C igin ¢ < u(C) olacak bigimde
u(C) € X var. Ayrica, C’in maksimal elemani olmadig1 varsayim geregi, u(C')
maksimal eleman olamaz, dolayisiyla

u(C) < k(C)
olacak bicimde k(C) € X var. Se¢im aksiyom’u varsayimi geregi,
kE:C—X,C—Ek(C)eC
se¢im fonksiyonu var. Her C € C ve x € C igin,
PCx)={yeC:y<uz}
yazalim. Ayrica,
U={U e C:U iyiswrali ve her z € U i¢in k(P(U,x)) = x}

olarak tammlansin. A, B € U ve A\ B # () ise, x = min A \ B olmak iizere,
P(A,z) C B oldugu acik.

B =P(A,x)
oldugunu gosterecegiz. Olmadigini varsayalim.
y=min B\ P(A,z)
diyelim.
{ve A: bamnu e P(B,y) icin v <u} C P(B,y)

oldugu kolaylikla gosterilir. A C P(B,y) kiimesi bog kiime olamaz. Gergekten
bogkiime olursa, A C P(B,y) ve dolayisiyla, A C B olur. Bu, A\ B # 0
olmasiyla celigir. Buradan da A\ P(B,y) # () elde edilir.

z=min A\ P(B,y)
diyelim. Buradan
P(A,z) = p(B,y)
elde edilir. Ayrica z < x olur.

z=k(P(A,2)) = k(P(B,y)) =y
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ve y € B olmasindan z = x olamaz. Dolayisiyla, z < x elde edilir. Buradan da
y==z¢€ P(A x)

olur ki bu y’nin se¢imiyle geligir. Sonug olarak,
P(A,z) =B
elde edilir. Yukarida verilen 6zellik kullanilarak,
reAdelU,ye X vey<zx

ise y, U’'nin higbir elemanmnin elemani olamaz. Buradan da (JU € U oldugu
elde edilir. U = JU diyelim. U Y{k(U)} € U olacagindan, k(U) € U elde
edilir. Buradan da k(U) < k(U) celigkisi elde edilir. Bu ¢eligkiye neden olan
varsayim X ’in maksimal elemaninin olmadig: varsayimidir. Kanit tamamlanir.

g

Secim aksiyomundan Zorn Lemmanin elde edilmesinin, kisa olarak nitelen-
dirilen bagka kanitlar1 da vardir. Bunlardan biri de [59]’da bulunabilir.

Aligtirmalar

7.8. Kismi sirali bir kiimede kendisinden basgka bir zincir ile kapsanmayan zincire maksimal
zincir denir. Agagidakilerin denk oldugunu gosterin:

i. Zorn Lemma.

ii. [ Hausdorff Maksimal Prensibi, Hausdorff-1914] Kismi sirali her kiimenin bir mak-
simal zinciri var.

iii. Kismi sirali bir kiimede her zincir bir maksimal zincir tarafindan kapsanir.

7.9. Zorn Lemma’nin bir uygulamasi: R'nin bog olmayan B C R altkiimesi sifir1 igermiyor
ve ¢; € Q ve b; € B olmak fiizere,

q1b1 +q2+b2++qnbn :Oiql =Qq2=..=(n =0
ozelligini saghiyorsa B’ye dogrusal bagimsiz denir. Asagidakilerin dogrulugunu Z FC
sisteminde gosterin:
i. En az bir dogrusal bagimsiz kiime var.

ii. X, kapsama siralamasina gore, elemanlar1 dogrusal bagimsiz kiimeler olan kismi
sirali kiimeyi gostersin. A”’in bir maksimal eleman1 B C R var.

iii. Her z € R igin x = ¢1b1 + ... + ¢n b, olacak bicimde, q; € Q ve b; € B’ler var ve
bu yazilim tektir.

iv. Genel olarak,
Dy Q={f€Q” : {x € B: f(z) # 0} kiimesi sonlu }

gosterimi kullanilir.

F:@ieIQ%R, F(f):ZbEBf(b)b

esitligiyle tanimli fonksiyon birebir ve értendir.
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v. Her z, y € Ri¢in f(z +y) = f(x) + f(y) esitligini saglayan ve siirekli olmayan
f : R — R fonksiyonu var.

7.10. X = {A C R : A sayilabilir} kiimesini kapsama siralamasina goére kismi sirali kiime
olarak alalim. X’te sayilabilir her zincirin bir {ist sinir1 olmasina kargin, X’in maksimal
elemaninin olmadigini gosterin.

7.3 iyi Siralanabilme Teoremi

Hilbert’in birinci sorusu neden,

her kiime tam swralanabilir mi?
degilde

her kiime iyi swralanabilir mi?

olmustur? Bunun yaniti, Hilbert’in sorusu gercel sayilar kiimesi R temelliydi.
Ayrica R zaten tam sirali oldugu gibi, sorunun amaci Cantor’un siireklilik
Hipotezi'ni ¢ozme amacliydi. Hilbert sormadiysa da biz soralim: Her kiime
tam siralanabilir mi? Bu sorunun yanit: i¢in akla gelecek ilk yontem herhalde
su olurdu: X bog olmayan bir kiime olsun. X, R'nin bir altkiimesine denkse
R’nin tam sirali olmasi kullanilarak, yanit kolayca verilir. X sayilamaz sonsuz
bir kiime olsun. g € X secelim. Sonra, x1 € X \ {zo} secip,

o < X1
siralamasimi yapalim. xzq, ..., x, € X secilmis ve
o<1 < ...<XTp
siralamasi yapilmig ise z,4+1 € X \ {zo, ...,z } segerek, yukaridaki siralamay1
T < X1 < oo < Ty < Tpg1

siralamasina genisletelim. Sonsuz se¢cme ve dizme giicimiiziin oldugunu zan-
nederek, bu secim igini ilerletelim ve

To<T1 < ... <ZTp <Tps1 <..

siralamasini yapalim. Dikkat edilirse, X’in sayilabilir sonusuz bir altkiimesi
{z), : n € w}, hem secildi, hem de siralandi. Ancak, bu bigimde segilen kiime
sayilabilir ve X sonsuz oldugundan, X’e ulagilamadi. Bu durum basgariyla
sonuglanmamig olsa da kullanilan yontem akillara yeni bir fikir getirebilir:
Yukaridaki secimde yapilan z,, € X yerine X,, C X olacak bigimde sayilabilir
sonsuz X, kiimesi alinsin ve her n # m ic¢in X,, ve X,, kiimelerinin ayrik
oldugunu varsayalim. (Bir anlamda, sonlu {z,} kiimesi yerine sayilabilir son-
suz X, kiimesi aliniyor.) Her n igin X, {izerine tam siralama <,, koyabiliriz.
Sonra, bu siralamalari
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A=, X,

kiimesi iizerine, n < m, x € X,,, y € X, olugunda x < y olarak genisletelim.
Bu siralamaya gore, A tam sirali bir kiime. Ama bu noktada bir sorun ortaya
gikiyor; X = A olup olmadigr bilinmemekte. Bu yaklagimda ortaya ¢ikan ye-
tersizliklerin benzeri, yukaridaki secimde X, ’leri sayilabilir degil de R’ye denk
ayrik kiimeler alinmig olsa da devam edecektir. Peki, X;’ler ayrik tam sirali
kiimeler olmak tizere,

X = Uiel Xi

olsa, bir ¢oziime ulagilabilir mi? Bu noktada indeks I kiimesinin tam siralanma
problemi devreye girecektir. Yani, problem “tavuk-yumurta problemi” sar-
malina doniigecek gibi.

Julies Konig, 1904’te Gergel Sayilar Kiimesi R’yi iyi sirali yapacak bir
siralama konulamayacagim kamtladigini diigiinerek, kanitini matematikgilere
sundu. Ancak bu dogru olamazdi. Bugiin Z F’de, R’nin iyi siralanamayacaginin
kanitlanamayacagi biliniyor. iyi siralanabilir oldugu da kanitlanamaz.

Her ne kadar yukarida yapilan denemeler sonug¢ vermeyecek olsa da Zorn
Lemma kullanilarak, kiimenin iyi sirali bir altkiimesinden baglayarak biitiin
kiimeye ulagilabilir.

Teorem 7.5 ( Zermelo-1904). Asagidakiler denktir:
i. Secim aksiyomu.
ii. Her kime iyi siralanabilir.
Kanit: i = ii: X bog olmayan bir kiime olsun.
X ={(A,<4): AC X, (A, <,) iyi sirali}
kiimesi tamimlansin. (A, <,),(B,<p) € X i¢in,
i. AC B,
ii. z,y € Aise, x<,y < <y
iii. a€ A,be Bveb<paisebe A
kogullar1 saglaniyorsa
(A, <a)<x(B.<p)

yazalim. (X, <y)’in kismi sirali kiime oldugunun gosterilmesini okura biraka-
lim. Zorn Lemma kullanarak, X’in maksimal elemaninin oldugunu gostermek
icin geregini yapalim. ((A;, <a,))ier, X’te bir zincir olsun. z,y € A; N A;
oldugunda,



7.3. lyi Siralanabilme Teoremi 131
LAY == <A,y
oldugu dikkate alinarak, A = |J; A; kiimesi iizerinde
z,y € A, 2<4y <= x<4,y olacak bigimde, ¢ € I var

olarak tanimlanan <, siralamasina gore, (okur bu tanimlanin ¢’lerin se¢imin-
den bagimsiz oldugunun farkinda olmali) (A, <,)’nin kismi sirali kiime oldugu
kolaylikla gosterilir. Ustelik iyi swahdir. Gercekten, B C A bos olmayan
altklime verilsin. En az bir ¢ € [ icin B N A; bogkiimeden farkhdir. A; iyi
sirali oldugundan,

b=min BN A;

var. x € B verilsin. b<,x olmadigim varsayalim. b,z € A; olacak bicimde
J € I segelim. A’daki siralamanin tanum geregi, b< 4,z olamaz. A; tam siral
oldugundan z< 4;b olur. Buradan, A; Z A; sonucuna varilir. O halde, 4; C A;
olur. b € A; olmasinin yaninda < 4’y1 tanimlayan ti¢lincii 6zellik geregi x € A;
olmak zorundadir. Bu, b’nin segimiyle celigir. Sonug olarak,

b=min B

oldugu gosterilmig olur. z,y € A igin, B = {x,y} kiimesinin minumumu
oldugundan <,y ya da y<z olur. Yani A, tam siralidir. (4, <4) € & olur.
Ustelik bu, (A, <4, )ier zincirinin st zinciridir.

Zorn Lemma’y: kullanarak X’in bir maksimal eleman (Y, <y) elde edilir.
Y = X ise kanit tamamlanir. Degilse, z € X \Y secerek ve Z = YU{z} diyerek,

<y siralamasi her y € Y i¢in y<zz olacak bicimde, Z kiimesine genigletilir.
(Z’ SZ) € X ve (Y7 SY)<Z(Za SZ)

olur. Bu, (Y, <y )’nin maksimal olmasiyla geligir. O halde Y = X. Kanitin bir
yoni tamamlanir.
it = 1: X, kendisi ve elemanlar1 bogkiimeden farkli bir kiime olsun.

A=UX

diyelim. Her x € X i¢in x C A olur. Varsayim geregi, A kiimesini iyi sirali kiime
olarak gorebiliriz. Her z € X, A’nmin bog olmayan bir altkiimesi oldugundan,
2’in minumumu min z var.

f:X — A, f(r) =minz

kuraliyla tanimli fonksiyon, X kiimesinin se¢im fonksiyonudur. Kanitin bu
yoni de tamamlanmig olur.
Sonug olarak, kanit tamamlanir. O

Aligtirmalar
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7.11. Iyi siralanabilir bir kiimeye denk olan her kiimenin iyi siralanabilir oldugunu gésterin.
7.12. Iyi sirall bir kiimenin her altkiimesinin iyi sirali oldugunu gésterin.

7.13. iyi siral1 bir kiimede kesin azalan bir dizinin olmadigini gdsterin.

7.14. Kesin azalan dizi igermeyen tam sirali kiimenin iyi sirali olmasi gerekmedigini gosterin.

7.15. ZF(C’de R’yi iyi siralama yapan en az bir siralama var. O siralama agik bir bigimde
yazilabilir mi?

7.16. (Tiimevarim Tlkesi) X iyi sirali bir kitme ve A C X olsun. Her z € X igin, {a € X :a <
z} C Aise A = X oldugunu kanitlayin. Bu, w igin verilen Ttumevarim Ikesinin genel
halidir.

7.3.1 iyi Sirali Kiimelerin Karsilagtirilmasi

Kiime teoride, esitlik kavramina en “yakin” olan seyin denklik kavrami oldugu
sOylenebilir. Bunun altkiime versiyonu, altkiimeye denk olmadir. Bu yaklagim
sonucu su sorulabilir: Verilen X ve Y kiimeleri igin |X| = |Y| olmas1 gerek-
medigini biliyoruz ama

(X[ <[Y]yada|Y|<[X]

olur mu? Bu sorunun yanit1 elbette Dogal Sayilar Kiimesinin altkiimeleri i¢in
olumlu. Bu boéliimde, bu sorunun yanitinin iyi sirali kiimeler icin de olumlu
oldugu gosterilecek. Hem de fazlasiyla. Ayrica, “verilen herhangi bir iyi sirali X
kiimesi, p(X)’in kapsama siralamasina gore iyi siralanmig altkiimesiyle temsil
edilebilir mi?” sorusunun yanitinin evet oldugu da gosterilecek.

X iyi swrali bir kiime ve x, y € X verilsin. z = y olmas i¢in gerekli ve
yeterli kosulun

{a:a<z} ={a:a<y}
oldugu kolaylikla gosterilir. Dolayisiyla,
X, {{a: a2}z € X}
kiimeleri eglegtirilebilir. Dikkat edilirse bu eslemede X’in altkiimeleri olan
{a:a<z}ve{a:a<y}

kiimeleri esit olmasalar da en az biri digerinin altkiimesi olabiliyor. Eger X’in
st sinir1 yoksa

Xve{{a:a<z}:ze X}

kiimeleri de birebir eslestirilebilir. Iyi sirali bir kiimenin her iki elemanimin kap-
sama siralamasina gore karsgilagtirilabilir elemanlar olan kiimeyle eslestirilebili-
yor olmasi1 6nemli bir durum c¢ilinki iyi sirali kiime iizerindeki siralama, 6zel-
likleri iyi bilinen kapsama siralamasina indirgeniyor. SOylenenler sembollerle
ifade edilecek olursa:
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f: X —>{{a:a<z} 2 X}, f(z)={a:a <z}
fonksiyonu birebir 6rten ve f(z) < f(y) olmas: igin gerek ve yeter kogul
{ara<z}Cc{a:a<y}
olmasidir. Benzer bigimde, X’in bir iist siir1 yoksa
g: X > {{a:a<z}:ze X}, gx)={a:a<zx}
fonksiyonu birebir, 6rten ve g(z) < g(y) olmasi igin gerek ve yeter kogul
{ara<z} Cc{a:a<y}

olmasidir.
Yukaridaki agiklamalar su teoremi kanitlar.

Teorem 7.6. X iyi sirals kiime olsun. Asagidaki kosullar: saglayan T C p(X)
kiimesi var.

i. (Z,9Q) iyi surala.

ii. Birebir, orten ve

<y flz) Cfly)
kosulunu saglayan f : X — I fonksiyonu var.
Ortaya konan bu yaklasimda X’in “anahtar” altkiimelerinin
{a:a <z} ve {a:a<lz}

bicimindeki kiimeler oldugu diisiiniilebilir. Bunlar: I ile gésterecek olursak, bu
kiimelerin en belirgin 6zelligi: a € I, b € X ve b<a oldugunda, b € I olmasidir.
Bu gozlem iizerinden bir tanimlama yapalim.

Tanim 7.1. X iyi sirali bir kiime olsun. I C X kiimesi,
yel,zeX, x<y=—yel
kogulunu saglyorsa, I’ya X’in bir baslangi¢ dilimi denir.
Baslangic dilimleri yabanci kiimeler degil. Yani;

Teorem 7.7. X iyi siraly bir kiime olsun. I C X kimesinin baslangic dilimi
olmast i¢in gerek ve yeter kosul

I={a:a<z}

olacak bicimde x € X olmasidir.
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Kamit: [ = {a : a < z} ise zaten I bir baglangi¢ sira dilimidir. I # X
oldugundan, X \ I bos olmayan bir kiimedir.

x =min(X \ )
olmak iizere,
I={a:a<uz}

oldugu kolaylikla gosterilir. O

Iyi sirali bir kiimenin elbette her altkiimesinin bir baglangi¢ dilimine esit
olmasi elbette beklenmemeli. Ama her altkiimesi bir baglangi¢ dilimine denk
olur. Ustelik “sira izomorfik” olur. Bu durum icin el yordamiyla bir gozlem
yapalim. X iyi sirali bir kiime olsun. A, B C X verilsin.

ap =min A4, a; =min A\ {ag},...,a, = min A\ {ag, ..., an-1}
bp = min B, by = min B \ {by},...,b, = min B \ {bo, ..., bp—1}
olarak tanmimlayarak ve
a; <— b;

kargilagtirmas: yapilarak, A ve B kiimeleri arasinda siray1 koruyan bir egleme
ya da benzerlik yakalanabilir. Burada gegen benzerligin ne olabilecegini tanim-
layalim.

Tanim 7.2. X ve Y iyi sirali kiimeleri ve f : X — Y fonksiyonu verilsin.
i. z <y oldugunda f(z) < f(y) olursa f’ye kesin artan,

ii. f kesin artan ve f(X) baglangi¢ dilimiyse f’ye baglangi¢c dilimine
gomen denir.

X veY iki iyi sirali kiime olmak iizere, baglangig dilimine gbmen f : X — Y
fonksiyonu varsa X, Y’nin baglangic dilimine gomiiliir denir. Asagidaki
teoremin kanit1 okura birakilmisgtir.

Teorem 7.8. X ve Y ki tyi siraly kiime olsun.

i. f:X =Y fonksiyonunun kesin artan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
her z, y € X i¢in, x <y < f(x) < f(y) olmasidur.

ii. f:X — X kesin artan ise her x € X i¢in z < f(x) olur.

iii. f(X) C X baslangi¢ dilimi olacak bi¢imde kesin artan f : X — X
yoktur.
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iv. X'’denY ’ye taniml en fazla bir tane baslangic dilimine gomen fonksiyon
var. Yani, f, g : X =Y baslangi¢c dilimine gémen fonksiyonlarsa f = g
olur.

Simdi esas teoremlerden biri verilebilir.

Teorem 7.9. Birbirlerine esit olmayan iki iyi siraly kiime arasinda, en az
birinden digerine tamimli baslangic dilimine gomen fonksiyon vardur ve tektir.

Kamit: X ve Y iki iyi sirali kiilme ve X # Y olsun. g, Y'nin bir baslangig
dilimine gomiilebilen X’in baglangic dilimlerinin altkiimeleri olsun. Elbette
() € p olur. Baglangi¢ dilimleri kapsamaya gore karsilagtirilabilir olduklarindan
p bir zincir olur. Baglangic dilimlerinin bilegimleri de bir basglangi¢ dilimi
oldugundan,

P={p,

X’de bir baglangic dilimidir. P € p oldugunu gostermek icin, P’den Y’ye
tanimli baglangi¢ dilimine gémen bir f : P — Y fonksiyonunun varligi goste-
rilmeli. Her I € p igin f; : I — Y baglangi¢ dilimine gomen bir f; fonksiyonu
var ve tektir. Ayrica, I, J € g verildiginde, I C J va da J C I olacagindan ve
teklik durumu kullanilarak, f; ve f;’lerin en az biri digerinin genislemesidir.
Simdi,

[P =Y, f(z)=fi(z) (zelcp)

fonksiyonu tammlanabilir. f'nin baglangi¢ dilimine gémen fonksiyon oldugu
kolaylikla gosterilir. Ug durum s6zkonusu:

Birinci durum. P = X: Bu durumda kamt biter.

Ikinci durum. f(P) = Y. Bu durumda f~' : Y — P baglangic dilimine
gomen fonksiyon olur ve bu durumda da kanit biter.

Ugiincii durum (imkansiz durum). P # X ve f(P) #Y:
z=minX \ Pvey=minY \ f(P)
diyelim. P = P U {z}, X’in
F(P) = f(P)U{y}
Y’nin baglangi¢ dilimleri ve f : P' — p(P)’,
@)=y
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olacak bicimde f’nin geniglemesi f’ fonksiyonu tanimlanabilir. Ustelik f bag-
langic dilimine gémen fonksiyondur. Dolayisiyla, P e o olur ve buradan da
P’ C P celigkisi olugur. O halde ticiincii durum olamaz.

Kanit biter. O

Alistirmalar

7.17. (ZFC) Verilen her X ve Y kiimesi igin |X| < |Y]| ya da |Y| < |X| oldugunu gosterin.
Aslinda bunun tersi de dogrudur.

7.4 Sec¢im Fonksiyonlarinin Kanitlarda Kullanimi

Baz1 teoremlerin kanitlarinda se¢im aksiyomu bir¢ok okurun ruhu bile duyma-
dan kullanilabilir. Bu yoniiyle, eger matematik ZF’de yapiliyor ve teoremin
kanmitinda, secim aksiyomu, kullaniliyorsa, teoremin kaniti eksiktir! Buna iligkin
birkag ornek verelim. Boliimiin giris kisminda da belirtildigi gibi, orneklerde
yer alan kavramlarin okurca bilindigini varsayiyoruz.

Ornek 7.1.

Teorem. Dizisel siirekli her f : R — R fonksiyon siireklidir.

Eksik kanit. f’nin bir # € R noktasinda siirekli olmadigin1 varsayalim. Bu durumda her
n € N igin

|z —2n| < 5 = |f(zn) — f(z)| > €

Onermesini dogru yapan z, € R var. Boylece, terimleri x,’ler olan (x, ) dizisi ve € > 0 elde edi-
lir. Bu durumda, (z,) dizisi  yakinsamakta ama (f(x,)) dizisi f(z) noktasina yakinsamaz.
Bu, f’nin dizisel siirekli olma varsayimiyla celigir. Kanit tamamlanir. g

Yukarida verilen kanitta, her n igin istenilen kosulu saglayan bir x,, gergel sayisi1 olmasina
kargin, bir (z,) dizisinin, yani f(n) = z, esitligiyle tammh bir f : w — R fonksiyonunun
oldugu stylenemez. Séylenebilinecek her n € w igin

An={a€R: |z —a| < 3,[f(a) — f(z)| > ¢}
kiimesinin bogkiimeden farkli oldugudur. Bu durumda,
A={A4,:necw}

kiime olacaktir. Eger A kiimesinin bir se¢im fonksiyonu olsaydx,

g: A—=R, f(A,) € A,
olacak bigimde bir fonksiyon var olurdu. Diger taraftan,

h:w— A, h(n) = A,
fonksiyonu tanimlanarak ve

f=goh:w—R
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fonksiyonu alinarak f(n) = z, gosterimi kullanilabilirdi. Ancak, A kiimesinin se¢im fonksi-
yonunun var oldugu bilinmediginden istenilen 6zellikte bir (x,) dizisinin varhig séylenemez.
Dolayisiyla, kanit eksiktir.

Her ne kadar yukarida verilen kanit eksik olsa da bir bagka kanit verilebilir.

Eksiksiz kanit. z € R verilsin. f’nin = notasinda siirekli oldugu gosterilecek. Oncelikle,
f’nin QU {z} kiimesine kisitlaniginin siirekli oldugunu gosterelim.

f|QU{x} =g

diyelim. g fonksiyonunun stirekli oldugunu gosterelim. Olmadigini varsayalim. Bu durumda
her n € w icin,

An={yeQ:lz—yl < L |g9(x)—gv)| > e}

kiimesini bogkiimeden farkli yapan bir ¢ > 0 sayis1 var. Rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir
oldugundan,

Q={rm :mew}
big¢iminde yazabiliriz. Dolayisiyla,
Ap = {rm € Q: |z —rm| < 3, 1g(x) — g(rm)| > €}
yazilabilir. Her k € w i¢in,
ne =min{i : r; € Ap}

olarak tanimlansin. Dolayisiyla, (7, ) bir dizi olur. Ustelik,

|z —rn,| < 1.
Dolayisiyla,

Tny, — T.

olur. f, dizisel siirekli oldugundan,

9(rny) = 9(z).

elde edilir. Bu, varsayimla celigir ve sonug olarak, g siireklidir. simdi, f’nin siirekli oldugunu
gosterebiliriz. € R verilsin. Yukarida yapilan aciklama nedeniyle,

reQlr—rf<é=|[f(z) - f(r) <3

olacak bigimde 6 > 0 var. y € R, |z — y| < § esitsizligini saglasin. y < z ise, r, — y ve
y < rn < x egitsizliklerini saglayan ve y noktasina yakinsayan rasyonel sayilar dizisi (ry,)
vardir. f dizisel siirekli oldugundan, her n > ng igin

lf(y) = flrn)l < 5
olacak bigimde ng € w var. Ayni zamanda,
| — Tng| <6

oldugundan,
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|f(@) = f(rno) < 5

olur. Buradan da |f(z) — f(y)| < € elde edilir. Aym esitsizlik z < y olma durumu igin de
gegerlidir. Kanit tamamlanir.

Ornek 7.2.

Teorem: Sonsuz her kiimenin sayilabilir sonsuz altkiimesi vardir.

Eksik kanit. X sonsuz kiime olsun. X, bogkiimeden farkli oldugunda, z1 € X segebiliriz.
{z1}, X’in sonlu altkiimesi ve X sonsuz kiime oldugundan, X\ {z1} bog olmayan bir kiimedir.

z2 € X\ {z1}
segebiliriz. Bu gekilde devam ederek, her 0 < n € w igin,
ZTnt1 € X\ {z1,...,zn}

ozelliginde x,, € X bulunabilir. Boylece,

f(n) = Ts(n)

esitligiyle birebir f : w — X fonksiyonu tanimlanir. Kanit tamamlanir. g

Yukarida verilen teorem dogru ya da yanlig olsa da verilen kanit eksik: x1, x2’yi secebiliriz.
T1,T2,...,T100 segildiginde, x101’i de segebiliriz. Ama bu se¢im el yordamiyla tek tek nasil
yapilacak? Sonugta, sonsuz sayida dogal say1 var. Dolayisiyla, bu bi¢imde, {z, : n € w}'y1
kiime yapacak bicimde, x, sayilari, en azindan kanitta gecen bigimde yapilamaz.

Diger taraftan, yukaridaki teoremin ifadesini goyle degistirelim.

Teorem: X sonsuz bir kiime ve p(X)\ {0} kiimesinin segim fonksiyonu varsa, X in sayilabilir
sonsuz altkiimesi vardir.

Eksiksiz kanit. f, p(X) \ {0} kiimesinin se¢im fonksiyonu olsun. |Jp(X) \ {0} = X
oldugundan f : p(X)\ {0} — X olur. F, elemanlar: sadece ve sadece X’in sonlu altkiimeleri
olan kiime olsun. Her A € F i¢in, X \ A, X’in bos olmayan altkiimesi oldugundan f’nin
tanim kiimesinin elemanidir.

g:F = F, f(F) = FU{f(F)}

fonksiyonunu tanimlayalim. Ao = ) olmak iizere, recursion teoremini f fonksiyonuna uygu-
layarak,

r(0) = Ap
ve her n € w igin,
r(s(n)) = g(r(n))
esitligini saglayan r : w — F fonksiyonu elde edilir.
h:w—= X, h(n) = f(X \r(n))

kuraliyla tanimlanan h fonksiyonu birebirdir. Dolayisiyla, h(w), X’in sayilabilir sonsuz alt-

kiimesidir.

Ornek 7.3.

Teorem R’nin sonlu kapali araliginda tanimli gercel degerli stirekli her fonksiyon diizgiin
stireklidir.

Eksik kanit. € > 0 verilsin. Her x € [0, 1] igin,
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yel0,1], [z -yl <bo = |f(z) - fY) < 5
olacak bigimde bir §, > 0 var. Ayrica,
Us =[0,1] N (x — 0z, + z)
olmak tizere,
{0z 12 €[0,1]} = {U C[0,1]: U acik }, 05 = Us

fonksiyonunu tammlayalim. U = {U, : © € [0,1]} kiimesi [0, 1] kiimesinin agik Ortiistidiir.
[0, 1] kompakt oldugundan

[0,1] = UiZ; Us,
olacak bi¢imde z1, ...,z € [0, 1] segilebilir.
0 = min{dz,, ..., 0z, }
olarak secilirse
z,y €[0,1], |z —yl <d = [f(x) - f(¥) <€

olur. f’'nin diizgiin siirekli oldugu gosterilmis olur. g

Dikkat edilirse yukarida verilen kanitta {0, : « € [0, 1]}’in bir kiime oldugu ve dolayisiyla
bunun bir goriintiisii olan U’nin bir kiime oldugu varsayildi. Bunu ZF’de soyleyemeyiz.
Clinki kiime olarak gordigumiiz {6, : = € [0,1]} simfin elemanlar1 bir kurala gore segilmis
degil. d,’leri belirli bir kurala gore segerek eksiksiz kanit verilebilir.

Eksiksiz kamit. Her = € [0, 1] igin,
N(w) = {n€w\ {0}y € [0,1],Js —y| < 2 = |f(z) — F(y)|5}
kiimesi olmak iizere, N(x) bogkiimeden farkli ve
N ={N(z):z €0,1]
bir kiimedir.
§:[0,1] = N - w— (0,1]}, z = N(z) - min N(z) — m
fonksiyonunu tanimlayalim. Simdi, her z € [0, 1] igin,
Uz, =10,1] N (z — (), z + 6(x))
olmak tizere,
U={U,:ze0,1]}

bir kiimedir. Kanitin devam eksik kanitta oldugu gibi devam eder. g






8. Dogal Sayilar Sistemi

Fiziksel bir yapida bir elma ikiye boliinebilirken bir ikiye boliinemiyor. Ma-
tematiksel bir yapidaysa bir ikiye boltinebilirken bir elma ikiye boliinemiyor.
Bu iki yap1 arasindaki temel farklardan biri bu olmali. Matematikte iki esit
say1 toplanabilirken, matematik diginda yapilan toplamalarda birgey kendisiyle
toplanamiyor; bir elmanin kendisiyle toplanamamasi gibi.

“Yasamda hersey matematikte oldugu gibi 2+ 2 = 4 etmez’ deyimi dogru-
dur. Ancak, bunun dogru olmasinin nedeni sanildig: gibi degildir. Gergek neden
yagamda 2 + 2 = 4 olmamasidir. Yani, 2 4+ 2 = 4 fiziksel bir gergeklik degildir.

Bu boliimde yapilacak bazi standart tanimlamalar sonrasi, yasamda var
olmayan 2 + 2 = 4 yaratilacak. Bu yaratilan sey vardan yok edilen birsey gibi
algilanmamali. Bu, 2 tane elmayla, bagka 2 elmanin yanyana gelerek dort elma
etmesinin evrimlegsmis halidir. Dolayisiyla, bir evrimin sonucu olan 2 + 2 =
4’ten korkmamak gerekir!

Bazi dogal sayilar1 ve toplama isaretini kullanarak,

1+2,
2+2,
1+4

gibi geyler yazilabilir. Bu yazilanlar bazi dogal sayilara karsilik getirilerek,

14+2=3,
2+2=4,
1+4=5

yazilabilir. Hatta her n, m dogal sayis1 i¢in
n+m

yazilabilir ve bir dogal k sayis1 icin,
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n+m==k
yazilabilir. Ancak, bu yazim belirli bir formiil kuralyla yazilmadig: stirece,
{n+m:n,mew}

degil bir kiime, bir sinif bile olmayabilir. Séylemek istedigimiz seylerden biri gu:
Baz1 verilen dogal sayilar ¢iftini el yordamiyla toplayabiliriz ama bir toplama
fonksiyonu tanimlamak bambagka birgey.

Eger f : w x w — w fonksiyonu beklentilerimizi karsilayacak bicimde
tanimlanirsa, n, m dogal sayilar: igin,

fm) =n+m
yazarak,
{m+n:m,n € w}
kiimesi elde edilir. Benzer yaklagimla,
{mxn:m,n € w}

kiimesi tanimlanir.

Dogal Sayilar Kiimesinin tanimlanmig ve dogal siralama olarak adlandirilan
bir siralamaya gore iyi sirali kiime oldugu gosterilmisti. Bu boliimde, basgka
fonksiyonlarin diginda, Dogal Sayilar Kiimesi lizerinde toplama ve ¢arpma ola-
rak adlandirilacak iki fonksiyon tanimlanacak. Bunlarin sagladigi bazi temel
ozellikler nedeniyle tek olduklar1 gosterilerek, elde edilen yapi1 dogal sayilar
sistemi olarak adlandirilacak.

Yazar olarak beni de kismen rahatsiz eden iki konuda okuru uyarmak is-
tiyorum: Birincisi, bu béliimde yer alan teoremlerin kanitlari, genellikle dogal
sayilar kiimesinin beklentileri kargilayan uygun bir altkiimesi tanimlanarak,
onun tiimevarimsal kiime oldugunu gosterme biciminde olacak. Bu uygula-
mada zaman zaman tekrarlar olabilecek, bu bikkinhk verebilir. Tkincisi, carpma
ve toplama fonksiyonlari iki farkli bicimde ama birbirlerine denk olarak tanim-
lanacak. Ikinci tiir tammlamada “sonluluk” kavrami kullanilacak. Genis kap-
samli olan bu kavram, her ne kadar bir sonraki boliimde detaylariyla verilecek
olsa da okurun konuyu buradaki kullanim diizeyinde bildigi varsayilacak.

8.1 Diophantos’un Arithmetika’s1

Iskenderiyeli Yunan matematikci tahminen 250’de, 6zgiin Yunancada 13 ki-
tap yazmigtir. Seckin matematikgilerden Wilbur Knorr Arithemetikanin, 3.
yiizyilda degil, 1. ylizyilda yazilmig olabilecegini iddia etmektedir.
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Bu kitaplar biittintine Arithmetika denir. Bu kitaplardan sadece ilk altisinin
kopyasi ve yedincisinin kopyasim bir kismi meveuttur. Ilging olan, Arapca
Arithmetika'nin dordii (4-7’ye dek olanlar) 1968’de kesfedildi. Arithmetikanin
orjinalleri olmamasina kargin, bu kitap hakkindaki bilgilerin hepsi, 1545 son-
rasi bir zamanda Ionanes Hydruntis tarafindan kaleme alinmig Parsinius 2379
elyazmasinin, Behcet tarafindan yapilan Latince gevirisi lizerinden edinilmekte
ya da yorumlanmaktadir. Orjinal eserle kopyalar1 arasinda farkliklar olabilir.
Arithmetika ile ilgili bir bagka 13. yiizyil elyazmas1 Matritensis 48’dir.

Matematik tarihcileri Arithmetika’nin cebirsel karakter yapisi lizerinden,
cebir kavraminin Arithematika ile bagladigini yorumlar. Arithemetika, birinci
ve ikinci dereceden denklemlerin ¢oziimlerine iliskin yontemlerden de bahseder.

Arithemetika’da toplama i¢in bir sembol kullanilmamigtir.Cikarma igin “-”
isareti kullanmamasina karsin, bunun icin bagka bir sembol kullanilmigtir. Bu
arada toplama ve gikarma kavramimin ilk kullanimiyla ilgili bir not verelim:
MO 18.yiizyilda, insanlarmm eklenen ya da c¢ikarilan miktarlarda birbirlerine
dogru ya da birbirlerinden uzaga kostugu oymalarla toplama ve gikarmay1
belirten hiyerogliflere (ilkgaglara kullamilan bir yaz dili) sahip oldugu belir-
tilmekte. Buna gore, toplama ve ¢ikarmayla ilgili olarak, Mazur kitabini([36])
yazmadan birkag yil 6ncesine kadar, “...On ikinci yiizyildan 6nce matematiksel
anlamda toplama icin kullanan bir semboliin olmadigini” zannettigini yaziyor.

8.2 Toplama ve Carpma Fonksiyonlarindan Bekle-
nenler

Dogal sayilar sisteminde aritmetik, toplama ve carpma olarak, adlandirilan ve
belirli kogullar: saglayan w xw’dan w’ya tanimh iki fonksiyondur. Bu fonksiyon-
lar toplama ve carpma olarak adlandirilir. Genel olarak toplama fonksiyonu +
ve ¢arpma fonksiyonu . ya da x ile gosterilir. Verilen (m,n) € w x w eleman-
larinin toplama fonksiyonu altindaki goriintiisii m~+n ile ve ¢arpma fonksiyonu
altindaki goriintiisii mn ya da m x n ile gosterilir.

Toplama fonksiyonu farkli bicimlerde inga edilebilir. Bu tanimlamalar yap:-
lirken elden birakilmamas: gereken, toplamanin olmazsa olmaz kogullarindan
bazilar: olan,

i. m+0=m,
ii. (m+n)+1l=m+(n+1),

esitliklerinin her m, n € w icin saglanmasidir’. w x w’dan w’ya tanimh bir f
fonksiyonu verilen her m, n € w igin

!Toplamada sifirin roliinii, ilk olarak Brahmagupta “sifir ile negatif bir saymn toplami
negatif, sifir ile pozitif bir sayinin toplami pozitif ve sifir ile sifirin toplami sifir” olarak
tanimladi. Benzer bir bicimde, negatif ve pozitif saymin sifirdan ¢ikartilmasini tanimladi.
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i. f(m,0)=m
ii. f(m7 f(nv 1)) - f(f(m7n)v 1)

kogullarini saghyorsa f’ye toplamanin temel ozelliklerini sagliyor denir.
Bu 6zelliklerin toplama fonksiyonunu tanimlamak i¢in, yeter ve gerek olan mi-
numum kogullar oldugu gosterilecek. Toplamanin temel kogullarini saglayan iki
fonksiyonun esgit oldugu tiimevarimdan hemen elde edilir. Bu kogullar1 saglayan
fonksiyonun var oldugunu gosterebilmek icin bilinen iki temel yontem vardir?.
Biri recursion teoreminin uygulanmasi, digeriyse kiime bilegimi iglemi yardi-
miyla olacak.

Recursion teoreminin Uygulanmas:: Bu yontemin ana fikri sudur: Bir f
fonksiyonunun toplamanin temel kosullarini saglamasi icin f’nin grafigi G s 'nin
her m, n, k € w igin

i. (m,0),m) € Gy.
ii. ((m,n),k) € Gyise ((m,s(n)),s(k)) € Gy.

kosgullarini saglamasinin gerek ve yeterli oldugu agik. Bu kogullari saglayan bir
fonksiyonun grafiginin var oldugunu gostermek kolay olmayabilir, ancak bu
kosullar1 saglayan (wxw) xw kiimesinin altkiimeleri oldukga goktur. Bunlardan
bir tanesi (w x w) x w. Bu 6zelligi saglayan kiimelerin arakesiti de bu ozelligi
saglar. Ayrica, hepsinin arakesitinin toplamanin temel kogullarini saglayan ve
tek bir tane olan fonksiyonun grafigi olacagi recursion teoremi kullanilarak
kanitlanir. Bu yaklagimla, sonuc olarak, toplamanin temel kosullarini saglayan
fonksiyonun var ve tek oldugu gosterilmig olunacak.

Kiime bilestmi olarak: Verilen iki dogal sayiy1 ayrik kiimelerle denk-
lestirip, elde edilen denk kiimelerin bilesimini de bir dogal sayiyla denklestire-
rek elde edilen dogal sayi, verilen o sayilarin toplami olarak adlandiracak.
Biraz daha acacak olursak; verilen iki kiimenin toplami icin, “olsa olsa on-
larin bilegsimidir” yaklagimi ¢ok da yanlig bir yontem olmayabilir. Bu yaklagim
ayrik kiimeler icin daha da dogru olacaktir®. Bu bakis acisim 1 ve 0 sayilarima
uygulayacak olursak ve bu sayilarin toplamini 1 + 0 ile gosterirsek

1+40=100={0}Ud={0} =1
olur. Bu beklentiyi karsilayan bir durum. Benzer bigimde,
0+1=1

olur. Daha da ilerisi her n € w icin

QUgfmcﬁ farkl bir yontemin oldugunu zannetmiyorum.
3Sifirdan farkli iki dogal saymin ayrik olmadig: da ortadal
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n+0=0+n=n

olacaktir. Buna kargilik 1 ile kendisinin toplamini
1+1=1Ul=1

olarak tanimlayacak olursak bu, beklentiyi karsgilayan bir sonuc¢ olmayacaktir.
1 dogal sayisina denk olan iki ayrik kiimenin bilegimine denk olan dogal say1iy1
1 ile kendisinin toplami olarak, tanimlarsak, elde edilen toplam 2 olacak ve bu
da beklentiyi kargilayacaktir. Yapilan,

[T+ 1 =[x {0 U x{1})] = [2]

ve buradan da 1+1 = 2 elde edilir. Elbette 2, 1’e denk ve ayrik olan kiimelerin
seciminden bagimsizdir.

Bu yontem temel alinarak verilen iki dogal sayinin toplamini onun tarihsel
yapisina aykiri olmayacak bicimde tanimlayarak, kavram resmilegtirilebilir.

Benzer bicimde ve farkl iki yontemle iki dogal sayinin ¢arpimi tanimlana-
cak. Daha genel olarak w x w kiimesinden w’ye tanimli carpma fonksiyonu
inga edilecek. Bu insa siirecinde tanimlanacak f : w X w — w fonksiyonunun
carpmanin temel kosullar: olarak adlandirilacak olan

i. f(m,0)=0
ii. f(m,s(n)) = f(m,n)+m

kogullar1 saglamasi esas alinacak. Birinci tanimlama ydntemi recursion te-
oreminin uygulanarak, diger yontem ise kartezyen carpim terimi kullanilarak
gergeklestirilecek.

Dogal sayilar kiimesi lizerinde tanimlanan aritmetik iglemler dogal sayilarin
sonlu altkiimelerinin kiimesi lizerinde genellenebilecek.

Sonug olarak dogal sayilar sistemi (w, 0, s), toplama ve garpma olarak ad-
landirilan fonksiyonlarla donatilarak (w,0,s,+,.) yapisi elde edilecek ve bu
yapinin bazi 6zellikleri ¢aligilacak.

8.3 Toplama Fonksiyonu

“Iki arty iki dort eder” diye ge¢me, tan!
Anla i¢indeki binbir “sa¢ma sapan” nedeni, beyin terini.

Tanmim 8.1. Asgagidaki kogullar saglayan f : w x w — w fonksiyonuna, top-
lamanan temel kosullarinm saghyor denir.

i. f(m,0)=m.
ii. f(m,s(n)) = s(f(m,n))
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Teorem 8.1. Toplamanin temel kosullarini saglayan fonksiyon vardir ve tek-
tir.

Kanit: g : w — w fonksiyonu g(m) = m esitligiyle ve f : wxw — w fonksiyonu
f(m,n) = s(m) esitligiyle tanimlansin. Teorem 5.7’nin uygulanmasiyla,

i. t(m,0) = g(m).
ii. t(m,s(n)) = f(t(m,n),m)
kogullarini saglayan tek bir tane ¢ : w X w — w fonksiyonu vardir.
t(m,n)=m+n

yazarak, ¢ fonksiyonunun toplamanin temel kogullarini sagladigini gosterelim.
m, n € w verilsin.
m+0 = t(m,0)

m+1 = t

I
Bl

Il
=
—~

o~
E
=)
~
2

m+(n+1) = tim,n+
(m

= t(m,n)+1
= (m+n)+1

esitligi elde edilir. Boylece, toplamanin temel kogullarimi saglayan fonksiyo-
nun varligr gosterilmis olur. Teklik ise tiimevarimla hemen gosterilir. Kanit
tamamlanir. O

Tanim 8.2. Toplamanin temel kogulunu saglayan fonksiyona toplama fonk-
sityonu denir.

(m,n) € w X w elemaninin toplama fonksiyonu altindaki goriintiisii m + n
ile gosterilir.

Toplama fonksiyonu toplamanin temel kosullarini saglamasinin yaninda,
asagidaki teoremde listelenen temel ozellikleri de saglar.

Teorem 8.2. Asaqidaki ifadeler her m, n, k € w i¢in dogrudur.
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i. 0+m=m.
ii. 14+ m = s(m).
iii. 1+n=n-+1.
iv. 1+ (n+k)=(14+n)+k.
v. (k+1)+n=k+(1+n).
vi.m+n=n+m.
vii. m+ (n+k) = (m+n) + k.
viii. m+n =0 isem =0 ven =0.
ix. m+k=n+k isem=n.
Xx. m=nisem+k=n+k.

Kanit: Bu teoremin kanitinda uygulanacak yontem, w’nin uygun bir altkiime-
sini tanimlayip o kiimenin tiimevarimsal kiime oldugunu gostermek olacak.
Kanitlanacak seylerin temel olmasina kargin, kanitlarda can sikici tekrarlar
olabilecegi konusunda okurlar: gimdiden uyaralim.

i. w'nun

A={m:04+m =m},
altklimesini ele alalim. 0 + 0 = 0 oldugundan, 0 € A olur. m € A verilsin.
0+s(m)=0+(m+1)=0+m)+1=m+1=s(m)
oldugundan s(m) € A olur. Buradan tiimevarimla A = w olur.
ii. Bu kez,
A={mew:1+m=s(m)}

kiimesinin tiimevarimsal kiime oldugunu gosterelim. 1+0 = 1 = s(0) oldugun-
dan, 0 € A olur. m € A olsun.

I4+sm)=1+(m+1)=(1+m)+1=s(m)+1=s(s(m))

oldugundan, s(m) € A ve dolaysiyla A = w olur.
iii. Okura birakildi.

iv. w'nun
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A={kecw:Vn(l+(n+k)=1+n)+k)}

kiimesini ele alalim. 0 € A oldugu agik. £ € A olsun. Yani her n € w i¢in
1+ (n+k)=(1+n)+Ek olsun.

1+ (n+s(k) = 1+[n+(k+1)]
14 [(n+k) +1]
1+ [1+ (n+k)
14+ (n+k)+1
= [(1+n)+k]+1
= (14+n)+ (k+1)
= (1+n)+s(k)

elde edilir. Dolaysiyla s(k) € A olur. Tiimevarimla A = w esitliginden, isteni-
len kanitlanmig olur.

v. k, n € w verilsin.

(k+1)+n

(1+k)+n
1+ (k+n)
(k+n)+1
= k+(n+1)
= k+(1+mn),

esitliginden istenilen elde edilir.

vii A ={m: bazin € wiginm+n # n + m} diyelim. A’'nin bogkiime
oldugunu gostermek kaniti tamamlar. Varsayalim ki degil. p, A’nin en kiigiik
elemani olsun. 0 ¢ A oldugundan p # 0 olur. p = s(k) olacak bigimde k € w
alahim. k € A oldugundan her n € w i¢in k£ +n = n + k olur. n € w verilsin.

p+n = sk)+n
(k+1)+n
kE+(1+mn)
= k+(n+1)
= (k+n)+1
(n+k)+1
n+(k+1)
= n+p

esitligi elde edilir. Bu, p € A olmasiyla celigir. O halde, A bog kiimedir.

vii. A={m €w:m+ (n+ k) # (m+n)+ k olacak bigimde n,k € w var }
kiimesinin bogkiime oldugu gosterilecek. Varsayalim ki A # (. p, A'nin en
kiigiik elemani olsun. p = 0 olamaz. O halde, p = s(t) olacak bi¢imde ¢t € w
secebiliriz. ¢t € A oldugundan, her n, k € w icin
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t+(n+k)=((t+n)+k
olur. Bu esitlik kullanilarak her n, k£ € w icin

p+(n+k) = st)+(n+k)
(t+1)+ (n+k)
(n+k)+(t+1)
[(n+ )+t]+1
= [t+(n+k)]+
[t

Il
T e

esitligi elde edilir. Bu p € A olmasiyla celigir.

viiii. m+n =0ise m = 0 ve n = 0 olur. m # 0 ya da n # 0 oldugunu
varsayalim.

m=k+lyadan=p+1
olacak bigimde k, p € w vardir. Buradan da
m+n=s(k+n)yadam+n=s(p+m)
olur. Bu m + n = 0 olmasiyla celigir.
ix. Su kiimeyi ele alalim.
A={kecw:YnVm(m+k=n+k—m=n)}.

0 € A oldugu acik. k € A olsun. m + s(k) = n + s(k) ise s(m + k) = s(n + k)
ve buradan m + k = n+ k elde edilir. £ € A olmasindan m = n olur. O halde,
s(k) € w olur. Timevarimla, A = w oldugu gosterilmis olur.

x. Toplama fonksiyonunun bir fonksiyon olmasinin dogrudan sonucudur.

Boylece teoremin kaniti tamamlanir. O

Yukaridaki teorem geregi her n, m, k € w icin,
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m+(n+k)=m+n)+k
olmasi nedeniyle,
(m+n)+k=m+n+k

yazabiliriz.
Yine yukarida verilen 6zellikleri kullanarak asagidaki birkac¢ toplamay1 ve-
rebiliriz.

14+1=1+5(0)=s(140)=s(1) =2.

1+2=1+s(1) =s(14+1) = s(2) = 3.

1+3=1+s5(2) =s(1+2)=5(3) = 4.
242=(1+1)+2=1+(142)=1+3=1+5(2) =s(14+2) =s(3) = 4.

Teorem 4.12°de verilen herhangi iki dogal say1 m, n € w igin, n # m ise n € m
ya da m € n olacagi kanitlanmigti. Ayrica, n € m olmasi ile m C n olmasinin
denk oldugu da kanitlanmisti. Bu zincire bir ekleme daha yapilabilir.

Teorem 8.3. Her m, n € w i¢in m =n + p ya da n = m + p olacak bicimde
P € w varder.

Kanait:
A={ncw:Ymnem<+ Ip((p #0) A (m=n+p))|}

diyelim. T{imevarimla A = w oldugunu gosterecegiz. 0 € A oldugu agik. n € A
verilsin. s(n) € A oldugunu gostermek kanit1 tamamlar. s(n) € m oldugunu
varsayalim. n € s(n) oldugundan n € m olur. n € A olmasi nedeniyle,

m=n-+p
olacak bigimde p # 0 bulunur. p = s(k) olacak bigimde k € w secelim.
m=n+k+1=s(n)+k
olur. Ayrica, s(n) # m oldugundan k # 0 olur. Simdi p # 0 olmak iizere
m=s(n)+p
olsun.

m=n+((p+1),p+1#0vencA
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olmasimndan n € m olur. Buradan s(n) = m ya da s(n) C m olur. p # 0
olmasimdan dolay1 birinci durum olamaz. O halde s(n) C m ve dolayisiyla,
s(n) € m olur. Boylece s(n) € A oldugu gosterilmis olur. Kanit tamamlanir.[]

Teorem 4.12 ve yukarida verilen sonuclar kullanilarak agagidaki toparlayici
teorem verilebilir.

Teorem 8.4. m, n € w i¢in asagidakiler denktir.
i. men.
ii. m Cn.

iii. n =m + k olacak bicimde tek bir tane k # 0 var.

Alistirmalar

8.1. 100 olarak gosterilen bir dogal say1 var m1? Varsa 100 + 100 = 200 oldugunu kanitlayin.
8.2. n+mn =m+ m + 1 olacak bigimde n, m dogal sayilarinin olmadigini kanitlayin.

8.3. Her n dogal sayisi i¢in n + n sayisimin ¢ift, n + n + 1 sayisinin tek oldugunu gosterin.
8.4. Her dogal saymin n + n ya da n+n + 1 formunda oldugunu gosterin. Yani,

w={n+n:newtU{n+n+1:ncw}
85. {n+n:ne€w}ve{n+n+1:n¢€ w} kiimelerinin w’ya denk oldugunu gosterin.

8.6. Her m, n € w igin, m < n ise her k € w i¢in m + k < n + k oldugunu gosterin.
87. m,n, k € wigin m+k <n+ k ise m < n oldugunu gosterin.

8.4 Bilesim Yontemiyle Toplama Fonksiyonu

Bu boliimiin girisinde de belirtildigi gibi, iki dogal sayimin toplam ilk bakista
onlarin bilegimleri olmasi gerekir gibi goziikse de tam olarak oyle olmuyor.
Gercekten Oyle olsaydi, yani iki sayinin toplami o sayilarin bilegimi olsaydi,
ornegin, 2 ve 3’in toplami

2+3=2U3=3

olur ve bu da beklentiyi kargilamazdi. Ancak, 2 ve 3’ ayrik kiimeler gibi
ayarlayarak, érnegin 2 yerine 2 x {0} ve 3 yerine 3 x {1} alirsak bu kiimelerin
bilesimlerinin eleman sayis1 5 olacak ve bu da gercekten 2 ile 3’iin toplami
olacaktir. Buradan alinan veriler, toplama fonksiyonunun nasil tanimlanmasi
gerektigi konusunda yeterli bilgi veriyor.

Siklikla kullanilacak olan iki notasyonu sabitleyelim: Bir A kiimesi igin

A=A x {0} ve AT = A x {1}
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olarak gosterilecek. Her A ve B kiimeleri icin A~ ve BT kiimeleri ayriktir. A,
AT ve A~ kiimeleri denktir.

Boliimiin girisinde de ifade edildigi gibi, sonlu kiime kavrami Boliim 9’da
detaylica calisilacak. Ancak, bu boélimde bazi tanimlamalarda ve kamtlarda
sonlu kiime kavrami kullanilacak ve okurun kullanim diizeyinde bu kavrami
bildigi varsayilacak. Bir dogal sayiya denk olan kiimeye sonlu kiime denir.
Sonlu iki kiimenin bilegimi ve kartezyen ¢arpimi sonludur.

Her n, m € w icin m~ Un™ kiimesi sonlu olup, bu kiimelerin bilegimine
denk olan dogal say1 m @ n ile gosterilecek. A ve B iki ayrik sonlu kiime ve
m,n € w olmak iizere,

4] = [n] ve |B] = |m]
ise
|JAU B| = |m & n
olur.
Teorem 8.5. Her m, n, k € w i¢in asagidakiler dogrudur.
i.mael0=0e&m=m.

iil. m@l=1&m=s(m).

iii. m®n=n®dm.

iv. mmen)®k=mao (ndk).
Kanit: i. 07 bogkiime oldugundan,

Im @ 0| = [m*™ U0~| = |m*| = |m|

olur. Aligtirma 5.8 geregi m @ 0 = m elde edilir.
ii. f:m™ U1t =m" U{(0,1)} — s(m) fonksiyonu

|k sz = (k,0) € m x {0}
f(:v)_{m ;o= (0,1)

esitligiyle tanimlansin. f fonksiyonunun birebir ve orten oldugu acik. Boylece,
Im & 1] = |s(m)]
ve dolayisiyla,

m®1=s(m)
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olur.
iii. f((k,0) = (k,1) ve f((k,1)) = (k,0) kurahyla tamml f : m~ Un" —
n~ Um™ fonksiyonu birebir ve érten oldugundan
Im@n|=|m-Unt|=|n"UmT|=|ndm)|
olur ve buradan da
nom=mon

elde edilir.

iv. m, n, k € w verilsin.
[((n* x{0}) Uk x {0} = [(n~ UET) x {1} = [(n™ x {1} U (k" x {1}| = [n@ k|
esitligi kolaylikla gosterilir. Bu esitlik kullanilarak
(m®n)dkl = |(m@n)—oi-c+| '
[((m= Oty x {0}) U (k x {0})]
= |(m™ x{0}) U (n" x {0}) U (k x {0})]
= ImUMmak)t|
= |m®& (nak)

elde edilir. Buradan da istenilen sonuca ulasilir. O

Yukaridaki teoremin uygulanmasiyla,
lel=s(1) =2,
1®d2=2d1=15(2) =s(s(1)) = s(s(s(0))) =3,
2¢2=2q0(1al)=02al)al1=:52)d1=-s:(s(2)) =s(s(s(s(0)))) =4
elde edilir. Bu yontemle
100 + 100 = 200
oldugunun goésterilmesini istemek felaketin ta kendisidir.

Teorem 8.6. f : w X w — w, f(m,n) = m & n kuralwyla taniml fonksiyon
toplama fonksiyonudur.

Kanit: Teorem 7.5’nin sonucu olarak f, toplamanin temel kogullarim saglar.
Toplamanin temel kogulunu saglayan tek fonksiyon toplama fonksiyonu ol-
dugundan f, toplama fonksiyonudur. O

Bu teoremin sonucu olarak her m, n € w igin
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moén=m-+n

yazabiliriz.

Dogal sayilar m, n icin m € n ise n = m + k olacak bicimde tek bir tane
k € w oldugu gosterilmigti. Bu, yukarida tamimlanan toplama fonksiyonunu
kullanarak farkll bigimde de gosterilebilir: m € n oldugundan n \ m sonlu
kiime ve |n \ m| = |k| olacak bi¢imde tek bir tane k € w vardir. Buradan

In| = mU(n\m)|=|m~UkT|=|maok|
ve buradan da n = m @ k elde edilir.

Aligtirmalar

8.8. Her k € w igin f(n) = n + k esitligiyle tanimli fonksiyonun birebir oldugunu gosterin.

8.9. f(n) =n+n ve g(n) =n+n+1 esitligiyle tamimh fonksiyonlarin birebir oldugunu
gosterin.

8.10. Altboliim 5.1’de yer alan teorem ve problemlerde + yerine @ yazilarak farkli kanitlar
verilebilir. Bunlar1 yapin.

8.11. X bos olmayan bir kiime ve * : X x X — X bir fonksiyon olmak iizere her z, y, z € X
icin
zx(y*z)=(r*xy)*z
kogulunu saglayan bir fonksiyon ise (X, %) ikilisine bir yarigrup denir. Her = € A igin
exT=x*€=21
kosulunu saglayan e € X varsa tektir ve bu durumda, e’ye yarigrubun birimi denir.
Birimli yarigruba monotd denir. Her z, y € X igin
THRY=Yy*xT
ise (X, *)’a degigsmeli yarigrup denir. (w, 0, +) nin degismeli monoid oldugunu goste-
rin. (w\ {0}, 4+)’nin degismeli yarigrup oldugunu ama monoid olmadigini gosterin.
8.12. Her f, g € Fonk(w,w) igin f + g € Fonk(w,w) fonksiyonu
(f+9)(n) = f(n) +g(n)
esitligiyle tanimlansin. Sifir fonksiyonu e € Fonk(w,w), e(n) = 0 esitligiyle tanimlanmak
tizere (Fonk(w,w), e, +) nin degigmeli monoid oldugunu gosterin.
8.13. (X,e,0) Dedekind dogal sayilar sistemi olsun. Ayrica * : X x X — X fonksiyonu her
z,y € X igin z x o(y) = o(x x y) esitligini saglayan fonksiyon olsun. f(0) = e ve her n,
m € w igin
fm+n) = f(n)x f(m)
esitligini saglayan birebir ve orten f : w — X fonksiyonunun varligini gosterin. Bunun
sonucu olarak, her x, y € X i¢in = * y = y * x oldugunu gosterin.

8.5 Carpma Fonksiyonu

Verilen iki dogal say1 m ve n’nin ¢arpimini mn ile gésterecek olursak

m0=0vem(n+1)=mn+m
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olmasi gerektigini biliyoruz. Bu kogullar ¢carpma fonksiyonunu tanimlamak igin
gerek ve yeter minumum kogullar olacak. Bu kogullar1 fonksiyon terimiyle ve-
relim.

Tanim 8.3. Asagidaki kogullar1 her m,n € w igin saglayan f : w X w — w
fonksiyona ¢carpmanan temel kosullarin saghyor denir.

i. f(m,0)=0.
ii. f(m,s(n)) = f(m,n)+ m.
Teorem 8.7. Carpmamn temel kosullarini saglayan fonksiyon var ve tektir.

Kanit: g : w — w fonksiyonunu g(m) = 0 esitligiyle ve f : w X w — w
fonksiyonu toplama fonksiyonu, yani f(m,n) = m + n olsun. Teorem 5.5 uy-
gulanarak,

i. ¢(m,0) =0.
ii. ¢(m,s(n)) =c(m,n) +m.

kogullarini saglayan ve tek olan ¢ fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon ¢arpma-
nin temel kosullarini saglar. Teklik ise tiimevarimin uygun bir kiimeye uygu-
lanmasiyla kolayca gosterilir. O

Tanim 8.4. Dogal sayilar kiimesinde tanimli olan ve carpmanin temel kogulla-
rin1 saglayan fonksiyona ¢arpma fonksiyonu denir ve c ile gosterilir.

(m,n) € w X w elemaniin ¢arpma fonksiyonu altindaki gériintiisii m x n
yva da mn ile gosterilir. Yani

c(m,n) =m xn=mn

yazilir. Buna karsilik, m ve n yerine dogrudan rakamlar verildiyse m.n yazariz.
Ornegin (2,3) noktasimin goriintiisii 2.3 ile gosterilir.

Teorem 8.8. Asaqidaki esitlikler her m, n, k € w icin dogrudur.
i. m0=0.
ii. m1 =m.
iii. m(n+1) = mn+m.
iv. m(n+ k) = mn + mk.
v. Om = 0.

vi. Im =m.
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vii. (m+ 1)n =mn + n.
viii. mn = nm.
ix. (m+n)k =mk+ nk.
x. (mn)k = m(nk)
xi. m < n ise mk < nk.
xii. mk < nk ve k # 0 ise m < n.

Kanit: Bunlarin kanitlar: oldukca kolay olmasina karsin oldukca fazla da tek-
rar durumlar1 var. Kanitlarda yer alan m, n, k’lar dogal sayilar1 gosterecek.
i. m.0 =¢(m,0) =0.

ii. m1 = ¢(m, 1) = ¢(m, s(0)) = ¢(m,0) + m =m0 +m =0+m =m.
iii. m.(n + 1) = ms(n) = ¢(m, s(n)) = ¢(m,n) +m = mn + m.

iv. A = {k € w:Ym¥n(m(n + k) = mn + nk)} diyelim. A'nin tiimevarimsal
oldugunu gosterecegiz. 0 € A oldugu agik. k € A verilsin.

m(n+s(k)) = ms(n+k)
c(m,n+k)+m
m(n+k)+m
mn +mk +m
= mn+m(k+1)
= mn+ ms(k)

esitligi elde edilir. Boylece, s(k) € A olur. A'nin tiimevarimsal bir kiime oldugu
gosterilmigtir. Yani A = w olur.

v. A ={m € w: 0m = 0} kilmesinin timevarimsal oldugunu gosterecegiz.
0 € Aolur. n € A ise

Os(m) =0m+1)=0m+01=04+0=0
olacagindan, s(m) € A. Boylece A = w olur.

vi. A = {m € w: Im = m} kiimesinin tiimevarimsal oldugunu gosterecegiz.
0 € Aolur. m € A ise

Is(m)=1(m+1)=1m+11=m+1=s(m)
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olacagindan s(m) € A. Boylece A = w olur.

vii. A={n € w:VYm((m+1)n = mn+n)} kilmesinin tiimevarimsal oldugunu
gosterecegiz. 0 € A oldugu agikar. n € A verilsin.

(m+1)s(n) = (m+1)(n+1)
= (m+1n+(m+1)1
= mn+n+(m+1)
= (mn+m)+(n+1)
= mn+1)+(n+1)
= ms(n)+ s(n)

Yani s(n) € A. Sonug olarak, A tiimevarimsal bir kiime ve buradan A = w olur.

viii. A = {m € w : Vn(m.n = n.m)}. Her n € w igin n.0 = 0.n olacagindan
0 € A olur. m € A olsun.

ns(m) =n(m+1) =nm+nl=mn+1n=(m+1)n = s(m)n

elde edilir. Tiimevarimla, istenilen gosterilmis olur.
ix. Yukaridaki esitliklerin dogrudan sonucudur.

x. A= {k € w:YmVn(m(nk) = (mn)k)} kiimesinin tiimevarimsal oldugunu
gostermek kaniti tamamlar. 0 € A oldugu agik. k € w verilsin.

m(ns(k)) = m(n(k+1))
= m(nk+n)
= m(nk) +mn
(mn)k +mn
= (mn)(k+1)
(mn)s(k)

elde edilir. Boylece, s(k) € A olur. A'nin tlimevarimsal oldugu gosterilmis olur.

xi. m < n ise n = m + p olacak bicimde k£ € w vardir. Buradan
nk = (m + p)k = mk + pk

ve dolayisiyla, mk < nk olur.

xii. mk < nk, k # 0 olsun. m < n olmadigim varsayalim. n < m olacaktir.
m = n + p olacak bigimde p # 0 vardir. Ayrica,

nk=mk+p
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olacak bicimde p/ vardir. Buradan
nk=mk+p = (n+p)k+p =nk+pk+p

ve buradan da pk +p = 0 olur. Buradan pk = 0 elde edilir. k # 0 oldugundan
p = 0 olur. Bu celigkidir.

Aligtirmalar

8.14. m € w igin 2m = m + m oldugunu gosterin.

8.15. 2.2 = 4 oldugunu gosterin.

8.16. 2n = 3 olacak bi¢imde, n € w olamayacagini gosterin.

8.17. 2n = 2m + 1 olacak bicimde, m, n € w olamayacagini gosterin.

8.18. 2n bigiminde yazilan dogal sayilarin c¢ift ve 2m + 1 bigimde yazilabilen sayilarin tek
oldugunu gosterin.

8.19. Tek sayilar kiimesinin ve ¢ift sayilar kiimesinin dogal sayilar kiimesine denk olduklarin
gosterin.

8.20. mm = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun m = 1 oldugunu gosterin.

8.21. mn = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosulun m = 0 ya da n = 0 oldugunu gosterin.

8.22. (Bolim Algoritmasi) n € w verilsin.

{mew:JgFr(n=gn+r)AN(ren)} =w

oldugunu gosterin. Boylece verilen her m, n € w igin m = nqg + r, r < n olacak bigimde
q, 7 € w vardir.

8.23. f:w — w fonksiyonu ve ¢ € w igin c¢f : w — w fonksiyonu (cf)(k) = cf (k) esitligiyle
tanimlansin. Bog olmayan sonlu her A C w i¢in

ZkeA Cf(k) = CzkeA f(k)

oldugunu gosterin.

8.24. 0 # k € w olmak iizere, f(n) = kn esitligiyle taniml f : w — w fonksiyonunun birebir
oldugunu gosterin.

8.6 Carpmanin Farklhh Bigcimde Tanimlanmasi

m, n € w igin n x m sonlu oldugundan |n x m| = |k| olacak bigimde tekbir
tane k dogal sayis1 vardir. Bu dogal say1 n ® m ile gosterilir.

Teorem 8.9. f: wxw — w, f(n,m) =neOm esitligiyle tanimlanan fonksiyon,
carpmanin temel kosullarine saglar.

Kamt: /m©0| = |mx 0| = |0] = |0] oldugundan m®0 = 0 olur. m, n € omega
verilsin.
mom+1)] = [mx(n+1)
m x (nU{n})
= [(mxn)u(mx{n})|
(m®n)~ Um™|
= |[(m®n)®m|

ve boylece m ® (n + 1) = m © n + m elde edilir. Kanit tamamlanir.
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Teorem 8.10. Her m, n € w i¢in mn =m ®n olur.

Kanmit: Carpmanin temel kosullarini saglayan fonksiyonun tek olmasindan
hemen elde edilir. O

m © n tammim kullanarak, bir énceki altboliimde verilen teoremler belirli
anlamlarda daha kolay ve kisa olarak kanitlanabilir. Ornegin,

|mn| = |m x n| = |n x m| = |nm| = |nm)|

ve buradan da mn = nm elde edilir.

Aligtirmalar

8.25. Carpma kavrami genellenebilir: f : w — w fonksiyonu verilsin. Her 0 < n € w igin
I1.c. f(k) sonlu bir kiimedir. Dolayisiyla, bu sonlu kiime tek bir dogal sayiya denktir.
Bu dogal sayiy1 ®en f ile gosterelim?. Agagidakilerin dogrulugunu gosterin.

i. m,n € w verilsin. f: w — w fonksiyonu i¢in f(0) =m, f(1) =n ise
mn = Qre2f

oldugunu gosterin. Ayrica m = ®Qge1 f olur.

ii. f:w — w fonsiyonu f(n) = s(n) olmak {izere her m € w i¢in pes(m)f(k) dogal
sayisina n’nin faktoryeli denir ve m! ile gosterilir.

0=1,1=1ve2 =2

oldugunu gosterin. Bu tanimlama daha sonra tekrar ele alinarak faktoryel fonksi-
yon tanimlanacak.

iili. 0 # m € w sabit olmak lizere f : w — w fonksiyonu f(n) = m esitligiyle
®renf(k)’ye m’nin n’inci kuvveti denir ve m™ ile gosterilir. Her n > 1 igin

m=1ve22=4

oldugunu gosterin. Bu tanimlama bir sonraki altboliimde farkli bir bigimde ele
alinarak tistel fonksiyon tanimlanacak.

“Yaygm olarak m > 2 olmak iizere, Okes(m)f(k) yerine f(0)f(1)...f(m) yazariz.
Hatirladimz m? Tammlama yapmadan kullamlan f(0)f(1)...f(n) semboller dizisinin ma-
tematiksel bir terim oldugu s6ylenemezdi.
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8.6.1 Kurt Godel

A: Hi. How are the truths in
your brain system?

B: There are two types of
truths in the system.

A: What are those?

B: One of those can be realized
from system towards to world
by symbols and languages.

A: Good. What about the other
one?

B: The system is not authori-
zed to explain it in details.

A: Fuck your brain system.

19.ylizy1l matematiginin “patronu” David Hilbert, matematikte 0 = 1 esitliginin
gerceklesme ihtimalini matematige yakigtiramiyor, matematigin bu sonucu
olugturacak mantiksal bir yapida olmadigindan yiizde yiliz emin bir tavirla,
matematikg¢ileri bunun kanitlamalar: i¢in yonlendiriyordu. Yani matematigin
geligkisiz oldugunun kanitlanmasim istiyordu. Kurt Godel, Hilbert’in emin
ve gurur yiikli tahmininde yanildigim1 kanitlayarak, matematik toplulugunda
tabir-i caizse “vayyy eyemkey” sagkinligi yaratiyordu.

Dogal sayilar sistemi’ni tanimlamayan sistemin bir matematiksel sistem ol-
masinin beklenemeyecegi teamiilden olup, teorik olarak bu sistemi insa eden ve
kabul goren teorik sistemin ZF' olmasindan dolay1, Godel, Hilbert’in sorusunu
bu zemin tizerinden yanitlamistir. Bu yanit iki teoremden olusur.

Z F sisteminde her teoremin bir kanitinin var olmasina karsin o kanit1 “acik
bir kuralla” yazmak miimkiin olmayabilir. Bu, Gédel’in Birinci Eksiklik Te-
oremi olarak bilinir ve goyle de ifade edilebilir:

i. (ZF qeligkisiz ise) ZF’de her teoremin (dogru formiil) kaniti yazilamaz.

Bu, dogru olan “Kaniti yazilabilen her formiil bir teoremdir” ifadesinin ters
yoniiniin dogru olmadigini séyler. Soyle de ifade edilebilir: 7', ZF’de biitiin
teoremlerin toplulugu, K'T', en az bir kanit1 yazilabilen teoremlerin toplulugu
olsun. Birinci Eksiklik Teoremi’nin dedigi, tami tamina

T +KT

oldugudur. Bu sonug 1931’de yaymlanmigtir. Aslinda Godel, (7)’den daha faz-
lasini soyliiyordu:

ii. Dogal sayilar sistemini iireten her 6nermesel yapida dogrulugu ya da
yanligligi kanitlanamayan bir dogru onerme var.
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Peki, matematigin oturtuldugu ZF sistemi “miikemmel” mi? Gdédel’in bir
diger teoremi bu soruyu soyle yanitlar:

iii. ZF sisteminin tutarl oldugu kendi i¢inde kanitlanamaz.
Yani, ZF sisteminde
ppeT

olacak bicgimde bir p teoreminin olmadigi kanitlanamaz. Buna Ikinci Eksiklik
Teoremi denir.

Yukaridaki iki teorem Hilbert’in ortaya koymus oldugu problemleri yanit-
liyordu. Bu yanit, matematigin varolmasi icin tek oOlgiitiin onu var yapan sis-
temin kendi igerisinde mantiksal olarak tutarli olmasi gerektigi anlayiginin
dogru olmadigini séyliiyordu. Demek ki kendi i¢inde tutarh oldugu kanitlanan
bir sistem icerisinde matematik yapilamaz!

Godel bu teoremleri 7 Eylil 1930’da Koninsberg’deki bir toplantida, yirmi
dakikalik bir konugmada sunmasina kargin, John von Neumann diginda, top-
lantiya katilanlar bu sonugclari hi¢ umursamadilar. Daha sonra yayinlanacak
olan bu sonuglara toplantinin tutanaginda bile yer vermediler. Von Neumann,
Godel’i sonuglarini daha ayrintili yazmaya yonlendirdi. Hilbert, Kurt Gédel’in
bu sonuglarina inanmasa da, bu teoremlerin kanitin1 Paul Bernays ile yazdig:
kitapta detayli bir bigimde verdi. Bunun neticesinde, Godel’in sonuglar: diinya
matematikgileri arasinda genis bir yer ve kabul goérmekle birlikte, déonemin
onemli mantikcilarindan Bertrand Russell i¢in durum kuskuluydu.

Gliniimiizde dogrulugu ya da yanhghg kanitlanmamig tahmin (conjecture)
olarak adlandirilan formiiller vardir. Bunlardan biri Riemann tahmini (Ri-
emann Hipotezi) olarak adlandirilir. Kim bilir, belki de bu tahminlerin bazi-
larinin ne dogrulugu, ne de yanhghg: kanitlanabilir. Ornegin, Riemann tahmini
dogru (teorem) olabilir ama kanit1 yazilamayabilir. Bir bagka érnek Goldbach
tahminidir. Bu, 2’den biiyiik her ¢if sayinin iki asal sayimin toplami oldugunu
tahmin eder. Bu bir teorem olmus olsa bile kanit1 yazilamayabilir!

Kurt Godel’in bu teoremlerinin sonuglarinin matematik diinyasinda ya-
ratmig oldugu hayal kirikligi, yaklagik 2500 yil 6nce karekok iki sayisinin
varliginin Pisagorcular igin yarattigi hayalkirikligina benzetilir.

Kurt Godel 1906-1978 yillar1 arasinda yagamig, Avusturya’li mantikg ve
matematikgidir. Baz1 yorumculara gore, Aristo’dan sonra gelmis gecmis en
onemli mantikgidir. Doktorasini 1929’da Hahn Hans danigmanligi altinda ta-
mamladi.

Godel, 1938’de Avusturyanin Almanya tarafindan iggali sonrasi zorunlu
olarak Alman vatandas: olur, sonrasinda hem akademide hem de sosyal yasa-
minda tehditler algilamaya baglar. Ayrica, askere alinma durumu olugmasi
tizerine, Amerika’ya gitmek igin giivenli bir giizergah olarak énce Japonya’ya,
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sonra Pasifik’i agarak San Fransisko’ya 4 Mart 1940’da ulagmay1 seger. Son-
rasinda daha 6nce aragtirmalarda bulundugu Ileri Arastirma Enstitiisiinde
caligmaya baglar.

Godel Segim Aksiyomu’nun Z F sistemine eklenmesiyle elde edilen yapinin
geligkisiz oldugunu 1935’de kanitladi. Yani ZF' sistemi celigkisiz ise bu sis-
teme Secim Aksiyomunun eklenmesiyle elde edilen ZFC sisteminin geligkisiz
oldugunu kanitladi. Bunun uygulanmasiyla, Se¢cim Aksoyomunun degilinin Z F'
sisteminde bir teorem olmadig1 gosterilmig olur. Siireklilik Hipotezi 9.6.1’de
konu edilecek. Stireklilik Hipotezi dogal sayilarla reel sayilar arasinda kalan
ve bu kiimelere denk olmayan kiimenin olmadigini soyler. Kurt Gédel ZFC
sistemine Siireklilik Hipotezi'nin eklenmesiyle elde edilen yapimin geligkisiz
oldugunu 1938’de kanitlayarak sonucu 1940’da yaymlandi. Bunun sonucu ola-
rak, Se¢im Aksiyomunun degili ZFC’de bir teorem olamaz. Se¢im Aksiyomu-
nun degilinin ZF’ye ve Stureklilik Hipotezinin ZF(C’ye eklenmesiyle nelerin
olacagma 9.6.1’de yer verilecek ve ayrica, Godel ve Cohen arasindaki ilging bir
diyalogdan bahsedilecek.

Godel’in bazi otorotilerce Aristo’dan sonra gelmig ge¢mis en iyi mantikei
olarak degerlendirilmesine kargin, bu durum yagsam bi¢imine yansimamais, yani
Godel “mantiksizca” yagamigtir. Bununla ilgili olarak birka¢ garpici anek-
tod Godel hakkinda anlatilmaktadir. Bu gelenege uyarak, o anekdotlardan
bazilarini verelim: 1. Godel 1948’ de Amerika vatandasi oldu. Gédel’in Ame-
rikan vatandagi olmasi i¢in gerekli kosullardan biri, Amerika Anayasasi ile
ilgili temel baz1 sorulari yerel bir mahkeme 6niinde yanitlamasi idi. Ayrica, bu
sinav esnasinda Godel’e eglik edecek iki kiginin olmasi gerekiyordu. Bu kisiler
Albert Einstein ve Oskar Morgenstern’di. Yargig'm “Simdiye kadar Alman
vatandagiydiniz” demesi iizerine, “hayir, Avusturyal” diyerek, ilk diizeltmeyi
yaparak, “agagilanmay1” bertaraf etti, Godel istemi diginda Alman vatandas:
olmustu. Yargi¢c’in, “her neyse, orasi berbat bir diktatorliik altindaydi... ama
ne iyi ki Amerika’da bdyle birgey stzkonusu bile olamaz” demesi tlizerine,
“Amerika Anayasasi da bir diktatorliik iiretebilir. Isterseniz kamtlayabilirim”
demesi iizerine, Yargic, Einstein’in ve Morgenstern’in telkinleriyle Godel’in
kanitin1 vermesini engeller. 2. General MacArthur’un, Kore’den donitisii nede-
niyle diizenlenen torendeki bir fotografi New York Times gazetesinde yayin-
lanmig ve bu fotografa iligkin Gédel, Einstein’a “MacArthur’un bende gergek
bir fotografi var. Bu fotografla gazetede yayinlanan fotograftaki kisilerin, bu-
runlarinin uzunluguyla burunlarin ¢eneye olan uzunluklarinin oranlar: farkl.
Gazetedeki fotograf MacArthur’in olamaz” demesi iizerine Einstein’in ne yanit
verdigi bilinmemektedir. Muhtemelen, “cattik deliye” demistir. 3. Godel, ken-
disiyle goriismek icin arayan kigilerle zaman ve mekan bildirerek sozlesmesine
karsgin, bu sozlerini yerine getirmeme nedenini soran arkadaslarina, Godel’in
“ziyaretcisiyle goriigmemesini garantileyen en iyi yolun bu” oldugunu soyledigi
ifade edilir.
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Godel, Tanri’nmin varhgimi (daha dogrusu Tanri-gibi'nin varhgmi) “onto-
lojik” olarak vermigtir. Bu kanita, Altbolim 1.9.1’de “Tanrimin Varliginin
“Kanit1” baghigiyla yer verildi.

Matematik Diinyasi dergisinin 2006- I1I sayisinda su ifadeler yer alir: “Eins-
tein’la Godel” baglikh yazidan: “...Einstein iistiine bagina dikkat etmez, rahat
giyinirdi. Pantolonu diismesin diye sapan lastigi gibi birgey takardi. Godel ise
sanki siirekli kiz istemeye gidiyor gibi hep iki dirhem bir ¢ekirdek... Einstein
capkindir, eli iste gozii oynagta denilenlerden. Godel’in bir giizele yan gozle
baktig1 goriilmemistir...”.

Godel ile Cohen arasindaki Stireklilik Hipotezi iizerindeki bir iletisime
9.6.1’de deginilecek.

Godel, yagaminin son yillarinda karisi diginda kendisi de dahil herkesin ken-
disini zehirlemek istedigini diigtinmeye baglamasi nedeniyle, sadece ve sadece
karisinin hazirladigr yemekleri yiyordu. Karisi 6ldiikten sonra da bu diigiince-
sinden vazge¢cmemis ve 1978’de agliktan 6lmiistiir. Tanr1, Godel’i tuzaga diistir-
miigti!

8.7 Ustel Fonksiyon

Bir X kiimesinden Y kiimesine tanimh fonksiyonlarin kiimesi Fonk(X,Y) ile
gosterilmigti. X ve Y kiimeleri sonlu ise Fonk(X,Y") kiimesi de sonlu ve bir
dogal sayiya denktir. Ozel olarak m, n € w i¢cin Fonk(m,n) sonlu kiimesine
denk olan dogal say1 n™ ile gosterilecek®.

A ve B ayrik kiimeler ve C bir kiime ise f — (f|a, f|B) olarak tanimlanan
Fonk(A U B,C) — Fonk(A,C) x Fonk(B,C) fonksiyon birebir ve orten
oldugundan,

|Fonk(AU B,C) = |Fonk(A,C) x Fonk(B,C)]
olur. Keyfi A, B ve C kiimeleri i¢in
o(F)(a,b) = F(a)(b)
esitligiyle bir fonksiyon tanimlanabileceginden,
|Fonk(A, Fonk(B,C)| = |Fonk(A x B,C)|
olur.

Teorem 8.11. m, n, k € w dogal sayilary icin asagidaki egitlik gerceklegir.

SHerhangi bir z reel say1 ve dogal say1 n icin, 2’in n’inci kuvveti olan z" gésterimi, ilk
olarak 1677’de Rene Descartes tarafindan kullanilmistir. Buna karsim, Descartes 2 yerine
xx yaziyordu.
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i. nY =16,
ii. nmtk = pmpk
iii. n™k = (nm)k

Kamt: i. [n®| = |Fonk(0,n) = Fonk((),n)| = |1| olmasindan n° = 1 olur.
ii. Istenilen, agagidaki egitlikten elde edilir.

n™tk = |Fonkc(m + k,n)|

= |Fonk(m~ Uk™, n)|
|Fonk(m™,n) x Func(k™,n)|
|Fonk(m,n) x Fonk(k,n)|

= |n™ x nk|
— nmnk
iii. Asagidaki esitlikten,
(n™)* = |Func(k,n™)|

= |Func(k, Func(m n))|
= |Func(k x m,n)]
= |Func(km,n)|
— pkm

istenilen elde edilir.

Tanmim 8.5. f(n,m) = n™ esitligiyle tamimh f : w X w — w fonksiyonuna
ustel fonksiyon denir.

Toplama ve garpma fonksiyonlari, recursive fonksiyon kavrami uygulanarak
tanimlanmasina kargin, iistel fonksiyonun tanimlanmasinda bu durum uygu-
lanmada. Oyle de yapilabilir: (wxw) xw kiimesinin agagidaki kogullar1 saglayan
P altkiimesine tistel kiime diyelim.

i. ((n,0),1) € P.
ii. ((m,n),k) € P ise ((m,s(n)),mk) € P

(w X w) X w bir iistel kiime oldugundan, elemanlar {istel kiimeler olan kiime,
bogkiimeden farklidir. Agagidaki teoremin kanitimi okura birakiyoruz.

Teorem 8.12. Elemanlar: tstel kumeler olan kiimelerin arakesiti tstel fonk-
siyonun grafigidir.

6Siklikla, sifirin sifirinci kuvveti 0° sayisinin neye esit oldugu “tartigmal” bicimde sorulur.
Bu tanimlamaya gore tartigilacak bir durum yok.
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Alistirmalar

8.26. n'™ sayisinin ¢ift olmas: igin gerek ve yeter kogulun m = 0 ya da n’nin ¢ift olmasi
oldugunu gosterin.
8.27. n™ sayisimin tek olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun m # 0 ve n’nin tek olmas: oldugunu
gosterin.
8.28. Her m € w igin, e, : w — w fonksiyonu,
em(0) =1 ve em(s(n)) = em(n)m
esitligiyle tanimlansin. Her n,m € w igin,
em(n) =m"
oldugunu gosterin.
8.29. w X w kiimesinin agagidaki kosullar1 saglayan F' altkiimesine faktoryel kiime diyelim.
i. (0,1)€F.
ii. (n,k) €T = (s(n),s(n)k) € F.
Asagidakilerin dogrulugunu goésterin.
a. En az bir faktoryel kiime var.

b. Biitiin faktoryel kiimelerin arakesiti faktoryel kiimedir. Bu kiimeyi F' ile gostere-
lim.

c. F,bir f:w — w fonksiyonunun grafigidir.
d. g:w — w fonksiyonu,
g(0)=1vehern €wigin gln+1) =g(n)(n+1)
esitligini sagliyorsa, f = g olur. f fonksiyonuna faktoryel fonksiyon denir ve

f(n) =n!
yazilir” .

8.30. 0! =1, 1! =1 ve 2! = 2 oldugunu gosterin.
8.31. 26! # 3226 oldugunu kanitlaymn:-)

8.7.1 Gauss’un Toplamasi1 Gergekten Dogru!

U noktamn (“..”) i¢inde kimbilir
neler neler var; dikkat etmek lazim.

Ahmet’in kendisine “Senin ananm avradini ...” diyen Mehmet’e hakaret da-
vasl agmasi sonucu mahkemenin “hakaret unsuruna rastlanmamigtir” kararini
vermesi yanlig olmayabilir. Ciinkii teknik acidan-6nermesel mantik olarak- iic
nokta “...” da bir hakaret unsuru yoktur. Matematikte de tanmimlanmadig:
stirece {i¢ noktanin bir anlami yoktur. Ornegin bir n dogal sayis: icin

"n! notasyonu ilk kez 1808 yilinda, Christian Kramp tarafindan kullanmigtir. Albert Eagle
bunun yerine 1958’de !n kullanmig olsa da giiniimiizde n! kullanilmaktadir.



166 8. Dogal Sayilar Sistemi
0+14...4n

ifadesininin ne anlama geldigi sezgisel olarak tahmin edilse de bu ifadede gegen
ii¢ nokta matematiksel bir ifade olmadigindan, ti¢ noktay1 “...” iceren semboller
toplulugu bir matematiksel ifade olmayacaktir. Dolayisiyla, Gauss’un

14-24-...4+100=5050

“egitligi” esgitlik degildir. Yillarca kandirilmigiz!

Bu altboliimde, yukarida konu edilen belirsizlik matematiksel tanimlama-
larla giderilecek. Ayrica, toplama ve carpma fonksiyonlar1 daha da genelle-
necek.

n € w olmak iizere, f : s(n) — w bir fonksiyon olsun.

A={f(k) x {k} : k € n}

elemanlar1 sonlu olan sonlu bir kiimedir. Dolayisiyla, A’nin bilegsimi UA sonlu
bir kiimedir. Bu kiime @& f ile gosterecegimiz tek bir dogal sayiya denktir.
Bazen

ef=f)+f2)+ ...+ f(n) =3 f =20 f(k)
yazabiliriz. n =1 ise
FO) + Q)+ .+ f(n) = f(1),
ve n = 2 icin
FO) + D) + o+ f(n) = F(1) + f(2)
olacaktir.

Tanim 8.6. n € w olmak fizere, f : s(n) — w fonksiyonu igin, Syes(n)f (k)
dogal sayisina f fonksiyonunun toplami denir.

Teorem 8.13. m, n € w verilsin. f: s(1) = w fonksiyonu
f(0) =m ve f(1) =n
esitligiyle tanimlansin.
m+n= Zkes(l) (k)
olur.

Teorem 8.14. n € w verilsin. f : s(n) — s(n) birebir ve drten fonksiyon,
g :s(n) = w bir fonksiyon ise

2290 f(k) =229(k)
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olur.

Teorem 8.15. n, m € w olmak dzere f : s(n) - w ve g : s(m) = w,

f(k)  0<k<n
h(k) = { g(k) ;s(n) <k < s(n+m)

olmak tzere h : s(s(m+n)) = w fonksiyonu tanimlansin.
D f (k) + 32 g(k) = >_h(k)
olur.

Tanim 8.7. A C w bog olmayan sonlu bir kiime olsun. f : n — A birebir ve
orten olmak tizere A kiimesinin toplami

Y. A=af
olarak tanimlanir.
Ozel olarak >0 = 0 alinz.

Tamm 8.8. t(A4,B) = (> A) + (3 B) estligiyle tamml ¢ : p(w) x p(w) — w
fonksiyonuna genellenmis toplama fonksiyonu denir.

Her m, n € w icin
i({m}, {n}) = m+n
olur. A= {my : k € s(n)} Cw ise
SSA=mo+my+...+my

gosterimi altinda ii¢ nokta ... tanimlanmig olur.
[+ 5(n) = w fonksiyon verilsin. J[,c,) f(k) sonlu bir kiimedir. Bu kiimeye
denk olan dogal sayiya f’nin ¢arpimi denir ve ®f ile gosterilir. Bazen

of = f0)f(1)...f(n)

gosterimleri de kullanilir. Bu gosterimde sira 6nemli degildir. Yani & : s(n) —
s(n) birebir ve orten fonksiyon ise

Of = F(R0)f(k(1))...f(k(n))

olur.
A C w bosg olmayan bir kiime ve f : s(n) — A birebir ve dérten fonksiyon
ise A kiimesinin ¢arpimi

OA=0f
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olarak gosterilir.
Teorem 8.16. f, g ve h fonksiyonlar, Teorem 7.15°deki gibi olsun.
©Oh = (0f)(©g)
olur.

Tanim 8.9. ¢(A, B) = (0A)(®B) esitligiyle tammh ¢ : p(w) x p(w) — w
fonksiyonuna genellenmis carpma fonksiyonu denir.

Her m,n € w igin ¢({m} x {n}) = mn olur.

Aligtirmalar

8.32. Verilen fonksiyona gore, her n € w igin esitlikleri tamimlanan f : s(n) — w fonksiyonlar:
i¢in agagidakilerin dogrulugunu gosterin.

i Sf=0, f(k)y=0
i. Y f=n+1, f(k)y=1
iii. 23 f=n(n+1), f(k) =k.
iv. 63 f=n(n+1)2n+1), f(k) = k>
8.33. f, g :w — w fonksiyonu i¢in, f+g¢ : w — w fonksiyonu (f+g)(k) = f(k)+g(k) esitligiyle
tanimlansin. Bog olmayan sonlu her A C w kiimesi i¢in,
Y ftg=2rf+2y

oldugunu gosterin.
8.34. f:w — w bir fonksiyon ve A ve B, w’nin bog olmayan iki ayrik altkiimesi olsun.

ZkeAuB f(k) = ZkeA f(k) + ZkeB f(k).

8.35. f:w X w — Fonk(w,w) fonksiyonu

m k=0
fonm) =4 0 k=1
0 ;kg{(),l}

esitligiyle tanimlansin.

m + n= Zke{o,l} f(m7 n)(k)
oldugunu gosterin.
8.36. m € w verilsin. n € w olmak iizere, f : s(n) — w fonksiyonu f(k) = m esitligiyle

tanimlansin.
i. ®f =ms(n).
i &f = ms™.

oldugunu gosterin.
8.37. m, n € w olmak tizere, a; € w (0 <3 < n) ve b; € w (0 < i < m) dogal sayilar: verilsin.
1 <nigin ¢; = a; ve 0 <4 < m igin cy(n44) = b; olarak tanimlansim.

(a0a1.‘.an)(b0b1.‘.bm) = CpC1 ...Cs(m+n)

oldugunu gosterin.
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8.8 Dogal Sayilarin Gosterimi

Gram ve ton iki agirlik 6l¢ii birimi olmasina kargin, bir geminin agirligi gramla
ifade edilmez. Benzer bigimde milimetre, santimetre ve kilometre uzunluk
Ol¢li birimleri olmasina ve iki gezegen arasindaki mesafe santimetre ya da
milimetreyle ifade edilebilir olmasina ragmen, bu tiir uzakliklar kilometre
ya da daha biiylik birimlerle ifade edilir. Béyle yapmakla amag, daha kolay
ifade etme ve daha kolay algilamay1 saglamaktir. Gergekten de bir pazarda
bir saticidan “4000 gr elma litfen” diye elma isteyen bir miisteriye rastla-
namayacagl gibi, rastlansa bile pazarci boyle bir talebi “algilamakta” durak-
sama yagayacaktir. Bu tiir yaklagimlar herhangi bir birim ile donatilmamig
sayilar tlizerinden de farkli ve soyut bicimlerde yapilabilir. Say1 sisteminin
tanimlamasinda kullanilan “taban” kavraminin kokeni, yukarida birkag satirla
anlatilmaya caligilan yaklagimin soyut bicimidir denilebilir.

Sifirdan ona kadar olan sayilarin nasil gosterildigini ve hangi yontemle
tanimlandigini biliyoruz. Bir n dogal sayisi icin 10™’nin ne anlama geldigini
de biliyoruz. Bilmesek de tiimevarimla kolaylikla anlayabiliriz. Bunun nasil
gosterildigini (bilmiyorsak bile) biliyoruz diyelim; érnegin 10 sayis1 anlamli,
1000 (heniiz) anlamsiz olsa da, 103, 1000 ile gosterilir ve 103 = 1000 yazilr.
Burada yer alan = sembolii, sadece bir gosterim anlamindadir.

Verilen her n € w ve 1 < m < 9 esitsizligini saglayan m dogal sayisi
i¢in, m(10™) sayisinin ne oldugunu biliyoruz ve bu sayiy1 m’nin sagina n tane
sifir yazarak gosterebiliyoruz. Ornegin, 3(10%) sayismi 300 ile, 5(10%) sayisim
5000000 ile gosterip,

3(10%) = 300 ve 5(105) = 5000000

yazlyoruz.
“2(10%) + 5(10%) 4 1(10%) + 6 sayist neden 2516 ile gosterilir? Bu gosterim
gelisi gilizel bir gosterim midir?” sorusu oldukg¢a anlamhdir. Bu, rastgele goste-
rim olmayip, bir kurala gore yazilir. Bu kuralin kesgfi en biiylik devrimlerden
biridir ¢iinkii biitiin dogal sayilar sifirdan dokuza kadar olan sayilarin yanyana
dizilmesiyle gosterilebilir. Bunu gostermek i¢in once agagidaki teoremi verelim.
Teoremin kaniti tiimevarimla verilebilir olup, detaylar okura birakilmigtir.

Teorem 8.17. Her 0 #m € w igin,
m = k10" + kp_110"1 4+ ..+ k1101 + kp10°

ve ky, # 0 olacak bicimde 0 < k; < 10 dogal sayilar varder. Ayrica bu yazilim
tektir.

Bu teoremin verdigi avantajla, agsagidaki tanimlama yapilabilir.

Tanim 8.10. n bir dogal say1 ve k,, # 0 olmak iizere, 0 < k; < 10 dogal
sayilar1 verilsin.
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kn10™ + Ky 110" 4 L+ k1101 + ko100
say1s1
knkn_1...k1ko
ile gosterilir ve
kpl0™ + Ky 110771+ L+ E1101 + ko100 = Kykp_1...ko
yazilir.

Bu tanim ve yukarida verilen teorem kullanilarak sifirdan farkl her dogal
say1 m,

m = knkn_l...ko

ve k, # 0 olacak bicimde 0 < k; < 9 dogal sayilar1 vardir.

Yukaridaki teoremde 10 yerine herhangi bir 2 < p dogal sayis1 alindiginda
da bu teorem dogrudur. Bunun sonucu olarak, yukarida verilen tanim, p dogal
say1si i¢in gegerli olur. Bu durumda,

n = k‘nk‘nfl...k‘lkg

ifadesine, n’nin p tabanina goére yazilimi denir®. Dogal sayinin hangi tabana
gore yazildigini belirtmek igin,

n = (knkn—1...k1ko)p
gosterimi kullanilabilir.

Aligtirmalar

8Bircok farkli tabana gore insa edilmis say1 sistemleri vardir. Giiniimiizde yaygmn ola-
rak kullanilan say1 sistemi 10’luk taban sistemi olup, bunun arkasindaki temel koékenin
her insanin iki eli ve her elde 5 parmak olmasi oldugu diisiiniiliir. 5’lik taban sisteminin
tanimlanip kullanilmasinin arkasinda da ayni neden sézkonusu. 20’lik taban sisteminin kul-
lanilmasinin arka planindaysa, bunun bir ileri agamasi olan, iki el ve iki ayakta toplam 20
parmak bulunmasi oldugu diigiiniilmektedir. Bunun sonucu olarak ayak parmaklar: acik ola-
rak yasamlarini siirdiiren medeniyetlerin, digerlerine gore, 20’lik taban sistemini daha 6nce
kullanmaya basladiklar1 mantiksal bir sonug olarak diigintilmekte. Kayitlara gore 20’lik ta-
ban sisteminin ilk kullanicilar1 Maya medeniyetidir. 20’lik taban sisteminin tarihsel kokenini
aragtirma siirecinde bu sayiyla ilgili baz1 ilging bilgilerle kargilagtim: Fransizca’da 80 sayisi
dort yirmilik, “skor” kelimesi Ingilizce’de yirmi anlamina gelen antik bir sozciik, Incil’in
Kral Jamak versiyonunda ideal insan boyu skorla ifade edilip, “iig skor art1 10”7, 13. yiizyilda
Paris’te 300 savag gazisini barindirmak i¢in inga edilen hastanenin ad:1 “ L’Hopital des Quinze-
Vingts” olup, “On Bes-Yirminin hastanesi” anlamindadir. 60’lik taban say1 sisteminin kul-
lanimi MO 3000 yillarina kadar gitmektedir. Bu tabana gore say1 sistemini ilk kullananlarin
Siimerler oldugu ve buradan Babillere gectigi sanilmakta. Zamanin, aginin ve cografi koori-
natlarin kullanimi bu tabana gore olan say: sisteminden gelmektedir. 2’lik taban sistemi de
ilk kullanilan sistemlerden olup, giiniimiiziin bilgisayar yapisinin ¢aligma diizenegi bu sistem
lizerine inga edilmistir.
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8.38. Her dogal saymin 10’luk tabana gore yazilabiliyor olmasini kullanarak, iki dogal say1
i¢in yapilan ve giiniimiizde herkesin bildigi toplama ve ¢arpma igleminin “anlamli” bir
kurala gore yapildigini gosterin ve ikna olun. Bunun bir uygulamasi olarak,

127 x 227 = 28829
egitligini kanitlayin.

8.39. Her ne kadar her dogal sayinin p > dogal say1 tabanina gore yazilabilecegi ifade edilmig
olsa da p =1 icin de yazilabilecegini tiimevarimla gosterin.






9. Aritmetigin Temel Teoremi

Verilen iki dogal say1 arasindaki temel iligki aritmetik iglemlerle belirlenebilir.
Bu iligki, verilen dogal sayilar m, n olmak {izere, baz1 k ve r dogal sayilar icin

m=kn+ryadan=km+r

bi¢iminde yazlabilir olmasidir. Bu yazihmda, genel olarak k ve r dogal sayilar1
tek olmayabilir. Ornegin, m = 0 ve n = 0 olmak tizere her k € w igin

m=kn+0
olmasi gibi. Ya da m =7 ve n = 3 i¢in
m=2n+1=1n+4

olmasi gibi. Ama pratik nedenlerden dolay1 tek yazilim 6nemli olacak. Aslinda
bu kisitlama ¢ok agir bir kisitlama degildir. Gergekten de en az biri sifirdan
farkl iki dogal say1 icin belirli kogullar altinda bu yazilim tek olacaktir. Bu
yazilim sonucu dogal sayilarin aritmetiginin ¢ok daha iyi anlagilmasinin yolu
acilabilecektir. Bu boliimde, bu yazilimin getirdigi sonucglardan bazi temel
sonuglar verilecek. Bunlardan biri Aritmetigin Temel Teorems dir.

9.1 Bolme Algoritmasi

Teorem 9.1. m, n € w, m > 1 dogal sayilar, verilsin.
n=qgn+r,0<r<m

olacak bictmde, q ve r dogal sayrlart var ve tektir.

Kanit: Her k € w igin, Ay, km’den biiyiik ya da esit ve (k + 1)m’den kiiciik
olan dogal sayilarin kiimesi olsun. Yani,

Ay ={necw:km <n<(k+1)m}

olsun. Bu kiimelerin ayrik oldugu kolaylikla gosterilebilir.
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A= Uy Ak

diyelim. A = w oldugu tiimevarimla hemen gosterilir. n € w = A oldugundan,
n € Ay olacak bicimde tek bir tane k € w var.

Em<n<(k+1)m
olacagindan,
n=km-+r
olacak bicimde, r € w vardir.
Em <km+r < (k+1)m
esitsizligi lizerinden sadelegtirme yapilarak 0 < r < m olur. Ay kiimeleri ayrik

oldugundan, bu esitligi saglayan k dogal sayis1 da tektir. Kanit biter. O

Yukarida verilen teoremde m = 0 alinma durumunda r = 0 < m olama-
yacagindan n = gm + r gibi bir yazilim olamayacaktir. Asagidaki teoremin
kanit1 yukarida verilen teoremin uygulanmasiyla hemen elde edilir. Teoremde
gegen

nw+r, {nk+r:krecw}
kiimesini gostermekte.
Teorem 9.2. Her n > 1 i¢in s(k) = n olmak tzere
w= Uffzo(nw +r)

olur. Ayrica bilesen kiimeler ikiserli olarak ayriktr.

9.2 Ortak Bolen

Tanim 9.1. n, d € w i¢in n = dm olacak bigimde m € w varsa d’ye n’yi boler
ya da n’nin boéleni denir ve d|n ile gosterilir.

Asagidaki teoremin kanit1 okura birakilmigtir.
Teorem 9.3. m,n, k,t € w i¢in asagidakiler dogrudur.
i. m|0, 1|m, m|m.
ii. m|1l olmasu i¢in gerek ve yeter kosul m =1 olmasidr.

iii. m|n ve k|t ise mk|nt.
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iv. m|n ve n|k ise m|k.
v. m|n ve n|m olmast i¢in gerek ve yeter kosul m = n olmasidur.
vi. mn ve n # 0 ise m < n.
vii. m|n ve m|k ise her x, y € w i¢in m|(nx + ky) olur.

Tanim 9.2. d, m ve n dogal sayilarinin béleni ise, d’ye bu sayilarin ortak
bélens denir.

En az biri sifirdan farkli olan iki dogal sayinin ortak boélenleri sonludur.
Dolayisiyla, bu bolenlerin en biiytigii vardir. 0 # m ve n € w sayilarinin en
biiyiik ortak boleni ged(m,n) ile gosterilir. Yani sunlar saglanir:

i. ged(m,n)lm ve ged(m,n)|n.
ii. k|lm ve kln ise k < ged(m,n).

En biiyiik ortak bolen sonlu adimda agagidaki teoremin uygulanmasiyla bulu-
nur.

Teorem 9.4. n # 0 olmak tizere m = qn + r ise ged(m,n) = ged(n,r) olur.

Kanmit: d = ged(m,n) ise d|r oldugu agik. Dolayisiyla d, n ve r’nin ortak
bolenidir. ¢, n ve r’nin ortak boleniyse, m’nin de ortak boleni olur. O halde,
¢ < d olur. Boylece d, n ve r’nin en biiyiik ortak béleni olur. O
m ve n dogal sayilar1 verilsin. Bélme algoritmasinin uygulanmasiyla,
m=qn+r,veld<r; <n

olacak bicimde dogal sayilar vardir. 1 = 0 ise ged(m,n) = n olur. Degilse
islemi bir adim daha ilerleterek

n = qar1 + 12
ve 0 < rg < r; esitligini saglayan dogal sayilar elde edilir. ro = 0 ise
ged(m,n) = ged(n,r) =1
olacaktir. ro > 0 olma durumunda yine
Tl = q3r2 + 13
ve 0 < ry < rg olacak bicimde dogal sayilar vardir. r3 = 0 ise

ged(m,n) = ged(n, r1) = ged(ry,r2) = 72
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olur. Bu sekilde devam ederek, r, = 0 olmak iizere,
Tn—2 = qnTn—1+7Tn
esitligine ulagilir. Burada
s(s(n—2))=s(n—1)=n
olur. Sonug olarak,
ged(m,n) = ged(n,ry) = ... = ged(rp—1,0) = 11

elde edilir.
Ornegin, 28 ve 83’iin en biiytlik ortak bolenini bulmak igin,

83 =2.28 + 27
28=127+1
271=27140

olmasini ve yukaridaki algoritmay1 uygulayarak sonug olarak
gcd(83,28) = ged(28,27) = ged(27,1) =1

elde edilir.
En az biri sifirdan farkl iki dogal sayinin en biiylik ortak boleninin hangi
formda yazilabilecegine iligkin bir teorem agagida verilmigtir.

Teorem 9.5. En az biri ssfirdan farkly olan iki dogal sayr m ve n’nin en biiyuk
ortak béleni d vardwr. Ayrica, bazi x, y € w i¢in

d+mz =ny ya da d+ my = nx
olur.
Kanit: A, baz z, y € w igin
d+ mx =ny ya da d+ my = nx
bi¢iminde yazilan, sifirdan farklh d € w sayilarimin kiimesi olsun. m # 0 ise
m+0n=1meA

olacagindan, m € A olur. Benzer bicimde n # 0 ise n € A olacaktir. Do-
layisiyla, A bog olmayan bir kiimedir. Iyi siralama ilkesi geregi A’nin en kiigiik
elemani d vardir. Baz1 z, y € w igin

d+mx = ny
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oldugunu varsayabiliriz. d # 0 oldugundan, n ve y sifirdan farkl olur.
Ayrica, m # 0 ve n = 0 ya da m = 0 ve n # 0 igin istenen agik. Do-
layaisiyla, m ve n sifirdan farkli alinabilir. Béliim algoritmasi kullanilarak

m=qd+r,0<r<d
olacak bicimde ¢, r € w vardir. d + mxz = ny esitligi q ile ¢arpilip r eklenerek,
m-+qmz =qd+r+qgmxr =qgny +r
esitligi elde edilir. Buradan
r+ (qy)n =m(l + qz)

elde edilir. 0 < r olsaydi, r € A ve dolayisiyla, d < r olurdu. Bu da r < d
olmasiyla celigir. O halde r = 0 olur. Boylece, » = 0 olur ve d, m’yi boler.
d’nin n’yi boldigini gostermek igin:

n=qd+rve0<r<d
olacak bigimde ¢, r € w segelim. y # 0 oldugunu not edelim. x = 0 ise
n>d=ny>n

olacagindan, d = n ve dolayisiyla d, n’yi boler. x # 0 oldugunu varsayabiliriz.
d + mx = ny esitligini ¢ ile carpip elde edilen egitligin her iki tarafina r
eklenirse,

n+gmx = (qy)n+r

elde edilir. qy > 1 oldugundan, qy = s + 1 olacak bicimde s € w secebiliriz.
Buradan

n+gmr=(s+1)n+r
elde edilir. Gerekli sadelestirmelerden sonra
r+sn = (qr)m

olur. 0 < r olsaydi r € A ve dolayisiyla, d < r olurdu ki, bu ¢eligkidir. O halde
r = 0 ve dolayisiyla, d, n’yi de boler.

d’nin m ve n’nin ortak bolenlerinin en biiyiigi oldugunu goéstermek kaniti
tamamlayacak. 0 # ¢ € w'nin m ve n’yi boldiigiinii varsayalim.

m = kcven=qc
olacak bicimde k, ¢ € w vardir. Buradan

d+ (kz)c = (qy)c
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olur. (kx)c < (qy)c ve dolayisiyla, kx < qy olur. qy = kx + s olacak bigimde
0 # s € w vardir. Buradan

d+ (kx)c = (qy)c = (kx + s)c = (kx)c + sc

ve buradan da d = sc olur. Sonug olarak d > ¢ elde edilir. U

Aligtirmalar

9.1. En az biri sifirdan farkli olan m, n € w igin ged(m,n) = ged(n, m) oldugunu gosterin.
9.2. Sifirdan farkli her m € w igin ged(m, 0) = m oldugunu gosterin.

9.3. Dogal sayilar kiimesinde ged(m,n) = d ve ¢ € w olmak iizere agagidakilerin denkligini
gosterin.

i. ¢+ mx = ny ya da ¢+ my = nz olacak bigimde x, y € w var.
ii. dle.

9.4. m ve n, en az biri sifirdan farkli dogal say1 olmak tizere gcd(m,n) = 1 ise m ve n ikilisine
aralarinda asal denir. m ve n’nin aralarinda asal olmas igin gerek ve yeter kogulun
14+ mz = ny ya da 1 + nx = my olacak bigcimde x ve y dogal sayilarinin oldugunu
gosterin.

9.5. m, n ve k dogal sayilar1 igin n # 0 ve m = nk ise k yerine * yazalm. gcd(m,n) = d ise

ged(%, %) = 1 oldugunu gdsterin.

9.6. mlk ve n|k ve ged(m,n) = 1 ise mn|k oldugunu gosterin.

9.3 Ortak Kat1

Tanim 9.3. ald, b|d kogullarim saglayan a,b,d € w dogal sayilar i¢in, d’ye a
ve b'nin ortak kati denir.

Verilen her a,b € w igin, ab, a ve b’nin ortak kati olur. Dolayisila a ve b’nin
en kiiciik ortak kati vardir ve lem(a,b) ile gosterilir. Yani,

i. allem(a,b) ve bllem(a,b),
ii. alk ve blk ise lem(a,b) < k

olur. Iki dogal saymin en bilyiik ortak béleniyle en kiiciik ortak kat1 arasmdaki
temel iligki sudur:

Teorem 9.6. a,b € w ic¢in.
gcd(a,b)lem(a,b) = ab

Herseyi yazardan beklemeyin; bu teoremin kaniti1 okura birakildi.
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9.4 Asal Sayilar ve Aritmetigin Temel Teoremi

Asal sayilarin tanimi yukarida aligtirmalar kisminda verilmigti. Farkli bir bi-
¢imde ona denk olan tanimi tekrarlayalim.

Tanim 9.4. m > 1 ve n > 1 olmak iizere mn bigiminde yazilamayan dogal
sayilara asal say: denir.

FElemanlar1 sadece ve sadece asal sayilar olan topluluk bir kiimedir. Bu
kiime P ile gosterilsin.

P={pew\{0,1} : Vm¥n(p=mn —- (m=1Vvn=1))}
olur. P kiimesini

P=w\[(w\{0,1})(w\{0,1})]

olarak da ifade edebiliriz.
Tanim geregi, 0 ve 1 dogal sayilar: asal degildir. 2 bir asal sayidir. Gergekten
de m > 1, n > 1 olmak iizere

2=mn
olarak yazilabildigini varsayalim.
m=2+kven=2+1t
olacak bicimde k ve ¢t dogal sayilar vardir. Buradan

21 = 2
mn

(2+k)(2+1)
2.2+ 2.t + 2k + 2.2
= 224t+k+2)

esitligi lizerinden 2 ile sadelegtirme yapilarak
1=2+t+k+1+1
esitligi elde edilir. Gerekli sadelegtirmeler yapilarak
0=2+t+k+1=s(24+t+k)
esitligi elde edilir. Bu cgeligkidir. O halde 2 asal sayidir.

Teorem 9.7. m, n ve k sifirdan farkle dogal saylar ve ged(k,m) = 1 olsun.
klmn ise k|n olur.

Kanit: Varsayim ve Teorem 8.5 kullanilarak
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1+ kr=myyadal+my=kz

olacak bicimde z,y € w elde edilir. Birinci durumda, esitligin iki yani1 m ile
carpilarak

n + knr = mny

elde edilir. kjmn ve k|knx oldugundan k|n olur. 1 + my = kx olmas1 duru-
munda da k|n elde edilir. O

Bu teoremin bir uygulamasi olarak su sdylenebilir: Sifirdan farkli dogal
sayilar m, n ve bir p asal say1 i¢in ged(m,p) = 1 ve ged(n,p) = 1 olacagindan,
p|mn ise p|m yada p|n olur. Bu gbzlemin bir uygulamas: olarak da su soyle-
nir: m? = pn? esitligini saglayan, aralarinda asal m ve n dogal sayilarmin
olamayacag1 gosterilebilir!.

Asgagidaki anlamda asal sayilarin ¢arpimi hakkinda su sGylenebilir: Her
1<i<nvel<j<migin p; ve g;’ler asal sayilar olsunlar.

pP1p2---Pn = 41-92-..-dm
ise
{pi:1<i<n}={g:1<j<m}

olur. Ayrica p;’ler birbirlerinden farkl ve g;’ler birbirlerinden farkl asal sayilar
ve k; ve t;’ler,

plflpé”...pﬁ” = q?.q?...qul
esitligini saglayan dogal sayilar ise n = m ve
{(pis ki) : 1 <i<n}={(g,t;): 1 <j<m}
olur.

Teorem 9.8 ( Aritmetigin Temel Teoremi). Sifir ve birden farkle her dogal
sayr sonlu tane asal sayinin carpuma olarak tek bir sekilde yazilabilir.

Kanit: P, asal sayilarin kiimesi olmak lizere, elemanlar1 sadece ve sadece
sonlu tane asal sayilarin ¢arpimi olarak yazilabilen dogal sayilarin kiimesi @
ile gosterilsin. Yani,

Q = {pip2..pn : n € w,p; € P}

olsun.

1By, \/P'nin rasyonel olamayacagini soyler
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A={new:VE2<k<n—-keQ)}

diyelim. Tamim geregi 0,1 € A oldugu agik. 2 < n € A olsun. k£ < s(n) verilsin.
k =mnise k € Q olur. k = s(n) olma durumunda s(n) bir asal say1 ise k € Q
olacaktir. Degilse 2 < s,t ve s(n) = st olacak bicimde s, t € w vardir. s,t <n
oldugu bariz. Dolayisiyla,

S = p1P2..-Pn
ve

t=qiq2---gm

olacak bigimde

b1,P2,---,Pn>41,42, ---; dm

asal sayilar1 vardir. O halde, s(n), s ve ¢ nin ¢arpimi ve s,t € @ oldugundan
st € @ ve dolayisiyla, s(n) € @ olur. Teklik ise teoremin ifadesinden hemen
once yer alan aciklamayla zaten gosterilmisti. O

Teorem 9.9. Asal saylar kimesi sonlu degildir.
Kanit: Tersine, asal sayilar kiimesi P sonlu olsun.
P ={p1,p2, -, Pn}
yazilabilir.
k=pipa..pn +1

dogal sayis1 her p € P icin p < k oldugundan asal degildir. Dolayisiyla, k = mn
olacak bicimde m, n > 2 dogal sayilar1 vardir. Teorem 8.8 geregi m ve n asal
sayilarin carpimlar: olarak yazilabilir. ¢;’ler asal olmak iizere

m = q1q2.--9m
diyelim. g1]k olur. Ayrica,
q1p1p2.--pn
olur. g1 = p; olacak bicimde 1 < j < n secilebilir. Buradan
(q2..qm)n = qﬁl = P1...Dj—1Pj+1---Pn + q%
esitligi elde edilir. Buradan da ¢1|1 olur. Bu geligkidir. Kanit biter. O

Elemanlar asal sayilarin sonlu altkiimeleri olan kiime @(P)<* ile goste-
rilsin.
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f({p1,.spn}) = p1p2...pn

kuraliyla tamml f : p(P)<* — w fonksiyonun birebir oldugu kolaylikla goste-
rilebilir. Bu gozlem sonrasi, sayilabilir sonsuzluk kavrami verildikten sonra (bir
sonraki boliimde tanimlanacak) p(P)<* kiimesinin sayilabilir sonsuz oldugu
kanitlanmig olacak. Bunun kullanilmasiyla, elemanlar1 dogal sayilarin sonlu
altkiimeleri olan kiimenin de sayilabilir oldugu gosterilmis olacak.

Aligtirmalar

9.7. Ikiden biiyiik bir asal saymin cift olamayacagim gosterin.

9.8. 3’iin asal say1 oldugunu gosterin.
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Bos kiimeye “sonsuz” ol demek densizliktir. O
halde bos kiime sonlu olsun.

Say1 saymasini bilmeyen biri i¢in iki koyun stiriisiiniin hangisinde daha fazla
koyun oldugunu anlamanin birinci yolu, siiriilerdeki koyunlar: eglestirmek ola-
bilir. Bu eslestirme sonucunda, her koyunu eslestirilmis olan stiriiniin koyun
say1s1 diger siiriiniin koyun sayisina esit ya da daha az olacaktir. Diger siiriiniin
en az bir koyununun eglestirilememe durumu olugmasi durumunda da, kesin-
likle daha az koyun olmus olacaktir. Bu gozlemle, “eslestirme” kelimesi kendini
hissettiriyor. 1638’de Italyan matematikci Galileo,

{1,2,3,..} ve {1,4,9,...}

kiimeleri arasinda birebir bir eglemenin farkina variyor. Cogu okurun tahmin
edebilecegi gibi bu esleme

n — n?

kuraliyla tanimlanir. Boyle bir eslemenin var olmasi nedeniyle sanki bu kiime-
lerin ayn1 ¢oklukta olmasi gerektigi diigiiniilebilir. Ama ¢iplak gozle bakildigin-
da hig de dyle degil! “Eslestirme” bir kez daha kendini hissettiriyor. Galileo,
bu igte bir “bit yenigi” oldugunu ima ederek, bu durumla ilgilenmeyecegini
soyliiyor. Galileo’'nun bu eslestirmesi yaklagik 250 yil sonra Cantor tarafindan
tekrar ele alinarak sonsuzluk kavraminin kapisi aralaniyor. Hilbert, bu kapi
arkasindaki seye “cennet” diyor.

Motivasyonu fiziksel olan sonsuzluk kavraminin ne oldugunun sezilebilir
olmasina kargin, bu kavramin fiziksel anlamda tanimlanmasi oldukga giig, belki
de imkansiz. Sadece sonsuzluk degil, “sonlu”luk kavrami da kolaylikla tanim-
lanabilir degil. Aslinda birinin tanimlanmasi durumunda digerinin ne olacagi
daha iyi anlagilabilir.

Sonsuzluk, insan hayalinin toplami da olabilir. Yoksa sonluluk ve sonsuzluk
ayni sey mi? Bu kadar sagmalik yeter!
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Sonluluk ve sonsuzluk, matematikte kiime kavrami tizerinden tanimlanir.
Bir kiimeye “sonlu” ya da “sonsuz” sifatlarindan birinin verilmesinin uy-
gunlugunu anlayabilmek icin, tamimlanan ilk kiime olan bogkiimenin sonlu
mu yoksa sonsuz mu olmasi gerektigi iizerinden ige baglamak anlaml olur.

Boskiime sonlu mudur?
sorusuna yanit vermek,
Boskiime sonsuz mudur?

sorusuna yanit vermekten daha zor olabilir. Diger taraftan, bogkiimeye higbir
kimse sonsuz demeye “cesaret” edemez. O halde en iyisi, sonlu kiilmenin tanimu,
bogkiime sonlu olacak bicimde ayarlanmali. Aymi soru bir elemanli kiime iize-
rinden de sorulabilir. Ornegin, {z} ve {R} kiimeleri sonlu mu olmali? Bir
elemanl bir kiimeye de, hi¢ kimse sonsuz demeye cesaret edemez!

Iki sonlu kiimenin bilegiminin de sonlu olmasi beklenir. Bunun daha 6ncii-
lii, sonlu kiimeyle bir elemanli sonlu kiimenin bilegimi teamiiller geregi, sonlu
olmasi gerektigidir. Konuya boyle yaklasilarak, sonlu kiimeyi tanimlamaya ye-
terli 6zelliklerin neler olmasi gerektigi belirlenip, sonlu kiimenin tanimi yapila-
bilir.

Bir kiimenin sonlu olmasini tanimlayan cesitli yaklagimlar vardir. Bu yak-
lagimlarin cogu hemen hemen ayni kapiya ¢ikar. Bunlardan bazilari:

1. Sonlu kiime.
ii. Kuratowski sonlu kiime.

1. Tarski sonlu kiime

——

i
iv. Dedekind sonlu kiime.

Bunlardan ilk ti¢li Z F’de birbirlerine denk olup, kiimenin sonsuz olmasi, sonlu
olmamasi iizerinden tanimlanir. Dedekind sonlu kiime kayvraminin tanimlan-
mas1 digerlerinden oldukga farkhidir. Bu yaklagimda once, Dedekind sonsuz
kiime tanimlanarak, Dedekind sonsuz olmayan kiimeye Dedekind sonlu denir.
Dedekind sonlu kavrami Z F’de diger sonluluk kavramlarina denk olmasa da
Z F(C’de yukarida bahsedilen sonluluk kavramlarinin hepsi birbirlerine denktir.

Her ne kadar yukarida tanimlanan ilk ii¢ sonluluk kavrami birbirlerine
denk ve dolayisiyla, biri i¢in gegerli olan sonuglar digeri i¢cinde gegerli olsa da,
bu sonuglardan temel sonuclar diyebilecegimiz bazilari tanimlara bagl olarak
ayr1 ayri verilerek, farkli kamit yontemleri verilmig olunacak. Burada “temel
sonuglar”la kastedilenlerden bazilari:

i. ki sonlu kiimenin bilegimi sonludur.
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ii. Sonlu bir kiimenin kuvvet kiimesi sonuludur.
iii. Iki sonlu kiimenin kartezyen ¢arpimi sonludur.
iv. Verilen iki sonlu kiime arasinda tanimli fonksiyonlarin kiimesi sonludur.

Sonsuz kiime kavraminda algi yanilmasina dikkat ¢ekmek i¢in bir 6rnek ve-
relim: Dogal Sayilar Kiimesi’'nin sifir1 bogkiime oldugundan sonludur. Diger
taraftan, bu sifirt Gergel Sayilar Kiimesi'nde temesil eden sifir'in sonlu olmasi
gerekmeyebilir! Peki, R’de v/2 ve —1 sayilar (kiime olarak) sonlu mudur?

Sonlu kiime kavraminin sistematik olarak ilk sekilde Tarski [52] tarafindan
baglatildig1 sOylenebilir. Dogal Sayilar Kiimesi’ne denk olan her kiimeye sayi-
labilir sonsuz kiime denir. Dolayisiyla, Dogal Sayilar Kiimesi yok sayilarak,
sayilabilir sonsuzluk kavrami tanimlanamaz. Sayilabilir sonsuzluk kavramina
denk olacak bir tanimlamanin Kuratowski ve Tarski sonlu kiime kavram iize-
rinden yapilip yapilamayacagi ilging bir konu olabilir. Yazar olarak bu konuda
bir bilgim yok.

Sonlu kiime kavramiyla ilgili ilk detayli derleme galigma Tarski tarafindan
[52])’de verilmistir. Bugiin Tarski sonlu kiime olarak adlandirilan kavram bu
makalede yer almigtir. Ayrica, [52]’de Zermelo, Russell, Sierpinksi, Kuratowski
tarafindan Onerilen sonlu kiime tanimina iligkin detaylara ulagilabilir.

10.1 Sonlu Kume

Neden hicbir insanin adi Sonlu ya da Sonsuz
degildir? Halbuki kiz cocuguna Sonsuz, erkek
cocuguna Sonlu isimleri ¢cok yakisir.

En yaygin olarak bilinen sonlu kiime tanimlarindan biri dogal sayilar iizerinden
verilir.
Tamm 10.1. Bir dogal sayiya denk olan kiimeye sonlu kiime denir!.

Yani, bir X kiimesinin sonlu olmasi icin gerek ve yeter kosul en az bir n
dogal sayis1 icin birebir ve érten

f: X —=n
fonksiyonunun olmasidir, yani

[ X| = [n]

1Sonlu kiimeye bazen w-sonlu ya da N-sonlu kiime denir.
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olmasidir. Her kiime kendi kendine denk oldugundan tanim geregi her dogal
say1 sonlu bir kiimedir. Iki dogal saymin esit olmasi icin gerek ve yeter kogulun
birbirlerine denk olmasi gerektigi, yani aralarinda birebir ve 6rten fonksiyon
olmas1 gerektigi tiimevarimla kolaylikla gosterilir. Bu, bir kiimenin eleman
sayisi kavraminin yolunu acar.

Tanim 10.2 ( von Neumann, Standart Niimerik Tanim). n € w olmak iizere,
n’ye denk olan kiimeye n elemanl kiime ya da kardinalitesi n olan kiime denir.

X, n elemanl bir kiimeyse
card(X)=n

yazihir?. Bu tamima gore, bogkiime 0 elemanli, bir a kiimesi icin {a} kiimesi
1 elemanl, a ve b kiimeleri i¢in {a, b} kiimesi iki elemanli bir kiimedir. X, n
elemanl kiime ve f : n — X birebir ve orten bir fonksiyonsa, her i € n i¢in
f(i) = z; olmak tizere, X kiimesini

X =A{zo,...,zpn1}={x;:i=0,1,...,n—1}

yazmak adettendir®. Bu yazim, kiime esitligi nedeniyle, elbette f’nin secimin-
den bagimsizdir. X = {x1, ..., 7, } olarak da yazilir*.

0 elemanli tek bir tane kiime olup, bogktimedir. Buna karsin, n > 0 icin, n
elemanli bir¢cok kiime vardir. Hatta n > 0 elemanlh kiimelerin sinifi bir kiime
degildir. Yani,

{z: card(z) =n},

kiime olmayan bir siniftir.

Her kiimenin eleman sayisi su an icin “dlgiilemez”. Ornegin, w icin, “su
kadar elemanli kiime” diyebilmenin zamani degil.

Sonluluk kavrami denklik kavrami tizerinden verilebilir. Agagidaki teoremin
kanit1 okura birakildi.

Teorem 10.1. Bir sonlu kiimeye denk olan her kime sonludur.

Sonsuz bir kiimenin her altkiimesinin sonsuz olmasi beklenmez ama sonlu
her kiimenin altkiimesinin sonlu olmasi beklenir.

Teorem 10.2. Bir dogal sayinin her altkiimesi de sonludur.

2Kardinalite cok daha genel olarak her kiime icin tanimlanabilen bir kavramdir. Cogu
zaman bir X kiimesinin kardinalitesi | X| ile gosterilir. Bir z sayisinin mutlak degeri de |z| ile
gosterilir. Okur bu gosterimin hangi anlamda kullandiginin farkinda olmali. Denk kiimelerin
kardinaliteleri esittir.

3n = 0 olma durumunda bu gosterim {} olur. Bu nedenle, bogkiime bazen bu gosterimle
gosterilir ama yaygin bir kullanim degildir.

4Okur belli bir yerden sonra bu tiir yazimlara takilmamal.
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Kanit: Kaniti tamamlamak igin
A={necw:B Cn— Bsonlu }

olarak tanimlanan A kiimesinin tiimevarimsal oldugunu gostermek yeterlidir:
0 € A oldugu agik. Gergekten de n = 0 ve B C n ise B bogkiime ve dolayisiyla,
B kiimesi, 0 dogal sayisina denk olmasi nedeniyle, sonlu kiimedir. Yani, 0 € A.
n € A olmak tlizere B C s(n) verilsin. n ¢ B ise B C n olacagindan, varsayim
geregi B sonludur. n € B olma durumunda B\ {n} C n olacagindan, yine
varsayim geregi B \ {n} sonlu ve dolayisiyla, bir k£ € w i¢in birebir ve 6rten

f: B\ {n} — k fonksiyonu vardir. f : B — s(k) fonksiyonu,

oy = { o) meBAE)

k im=n

esitligiyle tanimlansin. Bu fonksiyon birebir ve ortendir. Yani B sonludur.
Boylece, s(n) € A oldugu gosterilmis olur. Sonug olarak A, w’nin tiimevarimsal
altklimesi ve dolayisiyla, A = w olacagindan istenilen elde edilir. O

Yukaridaki teorem kullanilarak, teoremin kendisi agagidaki gibi genellene-
bilir.

Teorem 10.3. Sonlu bir kiimenin her altkiimesi sonludur.

Kanit: A sonlu kiime olmak tizere B C A verilsin. Bir n € w igin birebir ve
orten f : A — n fonksiyonu vardir. Yukaridaki gozlemden, f(B) C n sonlu
bir kiime ve bir m € w igin birebir ve orten g : f(B) — m fonksiyonu vardir.
Buradan da

|B| = |f(B)| = [m]
elde edilir. 0

Yukaridaki teoremin sonucu olarak, en az biri sonlu olan iki kiimenin arakesiti-
nin sonlu olacagi sOylenebilir. Daha genel olarak, en az bir elemani sonlu olan
kiimenin arakesiti sonludur. Buna karsin, arakesiti sonlu olan iki kiimenin en
az birinin sonlu olmasi gerekmez. Ancak, bunun icin en az bir sonlu olmayan
kiimenin varligin1 gosterene kadar beklemeliyiz. Gercekten de en az bir sonlu
olmayan X kiimesi varsa X x {X} kiimesi de sonlu olmayacak (neden?) ve bu
kiimenin X ile arakesiti boskiime olup, sonlu olacaktir.

Teorem 10.4. Bir dogal say: kendi elemamina denk olamaz.

Kanit: m,n € w igin, tamimdan m < n olmasi i¢in gerek ve yeter kogul m € n
oldugunu biliyoruz. Her m € w icin,
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Apn={new:m<n—|n|#|ml}
olmak {izere
A={mew: A, =w}

kiimesinin tiimevarimsal oldugu gosterilecek. Ag = w oldugundan 0 € A olur.
k € A, yani Ay = w olsun. A,y = w oldugunu gostermek kaniti tamamlaya-
cak. Ay # w oldugunu varsayalim. Yani,

s(k) <nve f:n— s(k)

birebir fonksiyon olacak bigimde n € w var. k < n ve Ay = w oldugundan,
n’den k’ya tammmli birebir fonksiyon yoktur. Dolayisiyla, f(n) C k olamaz.
Diger taraftan f(n) C s(k) olmasindan dolay1, k € f(n) ve dolayisiyla,

fla) =k

olacak bigimde a € n vardir. n— 1, n’nin énciliinii géstersin, yani n = s(n—1)
olacak bicimde dogal say1 olsun (0 < n oldugundan, boyle bir say1 var). a =
n — 1 olamaz. (Gergekten de, olsaydi

fn—1) =k

olur, her z € n — 1 igin,

g9(x) = f(x)

esitligiyle g : n — 1 — k birebir fonksiyonu tanimlanabilirdi. Ancak, n —1 > k
oldugundan (kU {k} = s(k) <nvek € n=(n—1)U{n — 1} olacagindan,
ke€n—1yadak=mn-—1olur. Fakat £ = n — 1 olma durumunda s(k) =
s(n—1) = n olur. Bu, s(k) < n olmasiyla geligir) varsayim geregi bu olamaz.)
Bunun sonucu olarak,

fla)=kve fln—1)=5b

olmak iizere k # b olur. f : n — s(k) fonksiyonu,

k se=n—1
flx)=< b T =a
f(x) sz en\{n—1,a}

egitligiyle tanmimlansin. Bu fonksiyon birebir fonksiyondur. Ancak, n kiimesin-
den s(k) kiimesine tanmimlh ve n-1 dogal sayisini k’ya gotiiren birebir fonksi-
yonun olamayacag1 yukarida gosterildi. O halde f(n — 1) # k olmal. Bu bir
celigkidir. O zaman s(k) € A olmali. Kanit biter. O

Genelde denk iki kiimenin birbirlerine esit olmasi gerekmez. Ornegin, her A
kiimesi i¢in A x {0} ve A x {1} kiimeleri arasinda
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f:AX {0} = Ax {1}, £(a,0) = (a,1)

olarak tanimlanan fonksiyon birebir ve 6rten oldugundan, birbirlerine denk
olmalarima karsin, A bos kiime olmadikca egit degillerdir. Dogal sayilar icin
durum farkhdir.

Teorem 10.5. Verilen iki dogal sayinin denk olmasy i¢in gerek ve yeter kosul
esit olmalaridar.

Kanit: m, n € w verilsin. m < n oldugunu varsayabiliriz. m = n olma du-
rumunda birbirlerine denktir. m ve n denk ama egit olmasin, yani m < n
olsun. Yukaridaki teorem geregi, n’den m’ye birebir fonksiyon olamaz ve bu
varsayimla celisir. O

Verilen m, n dogal sayilar1 i¢in, |m| < |n| olmas: igin gerek ve yeter kogulun
m C n oldugu agiktir. Diger taraftan A, B C w sonlu kiimeleri i¢in |A| < |B|
olmasina kargin, A C B olmayabilir. Sonlu bir kiimeyle bir elemanli kiimenin
bilegimi sonludur. Gercekten de bir A kiimesi bir n € w sayisina denk ise bir
x & Aicin AU {x} kiimesi s(n) sayisina denktir. Eger z € Aise AU{z} = A4
olacagindan, A kiimesi yine sonludur.

Teorem 10.6. Iki sonlu kiimenin bilesimi de sonludur.
Kanit: Her n € w igin
Ap={mew : VXVY((|X|=n))A(]Y|=|m|) - X UY sonlu )}
olmak iizere
A={necw: A, =w}

kiimesinin tiimevarimsal oldugunu gostermek yeterlidir. 0 € A oldugu agik.
n € w oldugunu varsayalim. s(n) € A oldugunu gosterecegiz. X ve Y kiimeleri
verilsin. Bu kiimelerin ayrik oldugunu varsayabiliriz. (Nasil?)

[ X| = [s(n)] ve [Y] = [m]

oldugunu varsayalim. f : X — s(n) fonksiyonu birebir ve orten olsun. f(x) =n
olacak bigimde z € X secelim.

X\ A{z}] = [F(X)\ {n}] = In]

ve n € A oldugundan (X \ {z})UY kiimesi sonludur. Bu kiimenin bir elemanl
kiimeyle bilesimi de sonlu olacagindan

XUY = ((X\ {}) UY) U {z}
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kiimesi de sonludur. s(n) € A oldugunu gostermis oluruz. Sonug olarak, A
tlimevarimsal kiimedir. g

Yukaridaki teorem, bir basgka deyisle, a ve b iki sonlu kiime olmak tizere, {a, b}
kiimesinin bilesimi de sonludur seklinde. Bu, daha genel olarak soyle ifade
edilebilir.

Teorem 10.7. Elemanlar: sonlu olan sonlu bir kiimenin bilesimi sonludur.

Kanit: Her n € w i¢in, P(n), “her elemani sonlu n elemanh kiimenin bilegimi
sonlu” 6nermesini gostermek tizere

A={necw:P(n)}

kiimesinin tiimevarimsal kiime oldugunu gostermek kaniti tamamlar. n = 0 ve
| X'| = |n| ise X boskiime ve bogkiimenin bilesimi bogkiime ve dolayisiyla, sonlu
olacagindan 0 € A olur. n € A verilsin. X, s(n) elemanl ve her eleman1 sonlu
olan kiime olsun. f : s(n) — X birebir ve érten fonksiyonu verilsin. f’nin n’ye
kisitlanigi olan g : n — X \ {f(n)} fonksiyonu birebir ve érten olur. Varsayim
geregi,

Ulg(i) : i € n}

kiimesi sonludur. Iki sonlu kiimenin bilesimi sonlu oldugundan,

UX =U/f(s(n) ={f@):0<i<n}Uf(n)

kiimesi sonludur. Yani, s(n) € A olur. Tiimevarim geregi, A = w olur. Kanit
biter. O

Sonug olarak,
w={n € w: X,n elemanh ve her eleman: sonluysa U A sonlu}.

Bir sonlu kiimenin her altkiimesinin sonlu olmasinin dogal olmasina karsin,
sonlu bir kiimeyi kapsayan kiimeler i¢in bu durum dogal olmayabilir. Ama
belirgin bir siir cekilebilir.

Teorem 10.8. Bir kiimenin sonlu olmasy icin gerek ve yeter kosul kuvvet
ktiimesinin sonlu olmasidar.

Kanit: Kaniti tamamlamak igin,
A={necw :VX(|X|=n— p(X) sonlu)}

olarak tamimlanan kiimenin w’ya esit oldugunu géstermek, bunun i¢in de A’nin
tlimevarimsal kiime oldugunu gostermek yeterlidir. 0 € A oldugu agik. n € A
olsun.
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| X[ = |s(n)]
oldugunu varsayalim. f : s(n) — X birebir ve 6rten fonksiyon olsun.

In| = [p(X\ {f(n)})
oldugundan, p(X \ {f(n)} kiimesi sonludur. Ayrica,

[p(XA\{f (WD = {AU{f(n)}: A C (X \{f(n)}}]

oldugundan,

{AU{f(n)}: ACpX\{f(n)})}

kiimesi sonludur. Iki sonlu kiimenin bilegimi sonlu olacagindan,

P(X) = (p(X\{f(m}U{AU{f(n)}: AC (X \{f(n)})}

kiimesi sonludur. Yani s(n) € A. Timevarimdan A = w olur.
Tersine p(X) sonlu ise f : X — p(X), f(x) = {x} fonksiyonu birebir
oldugundan X sonludur. Kanit tamamlanir. O

Teorem 10.9. Iki kiimenin kartezyen carpyminin sonlu olmast icin gerek ve
yeter kosul her ikisinin de sonlu olmasidar.

Kamt: X ve Y iki sonlu kiimeyse X UY sonlu ve dolaysiyla, (X UY)
kiimesi sonlu ve buradan da p(p(X UY")) kiimesi sonludur. Sonlu bir kiimenin
her altkiimesi sonlu ve X XY C pp(X UY) olacagindan, X x Y kiimesi
sonludur. X x Y sonlu kiimeyese X ve Y kiimelerinin sonlu oldugu kolaylikla
gosterilebilir. O

Yukaridaki teoremin, verilen sonlu a ve b kiimeleri igin,
lax bl =Hf:[f:{a,b} = U{a,b}, f(a) € a, f(b) € b}
olmas1 dikkate alinarak, sonlu bir X kiimesi i¢in
{f:f:X —UX, her x € X igin, f(z) € z|
kiimesinin sonlu oldugu gosterilerek genellenebilir. Daha fazlasi da yapilabilir.

Teorem 10.10. X ve Y sonlu kiimeler olsun. X 'den Y ’ye tanimily fonksiyon-
larin kiimesi Y sonludur.

Kanit: . [ : YX — (X x Y) fonksiyonu

F(f) ={(z,y) :x € X,y € f(X)}

esitligiyle tanimlansin.
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olmak iizere, z € X verilsin.

(z, f(x)) € F(f)
olmasindan dolay1 (z, f(x)) € F(g) olur. Dolayisiyla,

(z, f(z)) = (a, 9(a))

olacak bicimde a € X vardir. Buradan z = a ve dolayisiyla,

f(z) =g(a) = g()

olur. Yani f = g elde edilir. Sonug olarak, F’nin birebir fonksiyon ve p(X xY)
sonlu olmasindan dolayi, istenilen elde edilmis olur. O

Aligtirmalar

10.1. Her n dogal sayisi i¢in card(n) = n oldugunu gosterin.
10.2. Bir elemanl kiimeler toplulugu bir kiime olur mu? Yani,

{o [ = [1]}
bir kiime midir?
10.3. n,m € w verilsin. |n| = |m| olmas igin gerek ve yeter kosulun n = m olmasi gerektigini
gosterin.
10.4. Her n € w igin |n| < |p(n)| oldugunu tiimevarimla gosterin.
10.5. Her X kiimesi igin |X| = | X| oldugunu gosterin.
10.6. X ve Y kiimeleri i¢in |X| = |Y| olmasimin X =Y olmasim gerektirmeyecegini gosterin.
10.7. Verilen X ve z kiimeleri i¢in |X x {z}| = |X| oldugunu gosterin.

10.8. Boskiimeden farkli sonlu bir kiimenin bilegiminin sonlu olmasi gerekmedigini gosterin.
Dahasi bir kiimenin bilesiminin sonlu olmasi igin gerek ve yeter kogulun kiimenin ve her
elemaninin sonlu olmas: gerektigini gosterin.

10.9. A ve B iki sonlu kiime ise,
i. card(AU B) + card(AN B) = card(A) + card(B)
ii. card(A x B) = card(A)card(B)
oldugunu gosterin.
10.10. n elemanl bir kiimenin kuvvet kiimesinin eleman sayismm 2" oldugunu kanitlaym?®.

10.11. Bir 6nceki problemi genelleyin: n ve k iki dogal say1 ve k < n olsun. A eleman sayisi k
olan n’nin altkiimelerinin kiimesi olsun.

card(An!l=(n—-k+1)(n—k+2)..n

oldugunu kanmtlaym. (Heniiz n— k gibi bir kavramin tanimlanmadiginin farkinda olsamz
dal)

10.12. n, k iki dogal say1 ve F' = {f : f : k — n birebir fonksiyon} olmak izere,
card(F)nl=(n—k+1)(n—k+2)..n

oldugunu kanitlayin.

®Bu konuyla ilgili bir makale, [23].
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10.2 Sonsuz Kime

Fizikte sonsuzluk kavrama yok. Matematikte ise bir
kimenin bir sonsuzu o kiimeye ait olmayan bir nok-
tadir. Bu durumda, her nokta boskiimenin sonsuzudur.
Ayrica, kiime kendisinin sonsuzudur..

Tanim 10.3. Sonlu olmayan kiimeye sonsuz kiime denir.

Tanim geregi, bir kiime hem sonlu hem de sonsuz olamaz. Sonsuz olan dogal
say1 yoktur. Su an igin, sonsuz olan bir kiimenin varligini bilmiyoruz. Diger
taraftan, w kiimesi sonsuz gibi duruyor. Bu umudumuzu koruyarak, agagidaki
teoremi verebiliriz.

Teorem 10.11. A sonsuz bir kime olmak dizere, |A| < |B| ézelligindeki B
kimesi sonsuzdur.

Kanit: f: A — B birebir fonksiyon olsun. B’nin sonlu oldugunu varsayalim.
Bir k£ € w i¢in g : B — k birebir fonksiyonu vardir. g o f, A’dan k’ya birebir
fonksiyon olur. Bu, A’'nin sonsuz olmasiyla celigir. g

Dogal sayilar kiimesinden bir noktaninin cikartilmasiyla elde edilen kiime
dogal sayilar kiimesine denktir. Benzer bicimde, dogal sayilar kiimesine bir
noktaninin eklenmesiyle elde edilen kiime de dogal sayilar kiimesine denktir.
Gergekten, n € w verilsin.

k sk <n
f(k):{ s(k) ik>n

esitligiyle tanimh fonksiyon f : w — w \ {n} birebir ve 6rten. Dolayisiyla,

W {2} = |l

olur.
Simdi x, dogal say1 olmayan bir kiime olsun.

0 k=
1 (k) :{ s(k) ik #x

esitligiyle tanimli fonksiyon f :w U {z} — w birebir ve érten. Dolayisiyla,

W\ {n}] = [w]

olur.
Yukarida yapilan gozlemle elde edilen sonuglar asagida verilen iki teoremle
genellenir.
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Teorem 10.12. Dogal sayilar kumesinden sonlu bir altkimesinin ¢ikartilma-
swla kalan kime w’ya denk olur.

Kanmit: Kanit1 tamamlamak icin
T={necw:VACw(A| =|n| = |w\ 4] = |w|}

kiimesinin tiimevarimsal kiime oldugunu gostermek yeterli. Detaylar okura
birakilmistir. O

Yukaridaki teoreme benzer bicimde, agagidaki teorem kanitlanir.

Teorem 10.13. Dogal sayilar kiimesine sonlu bir kumenin eklenmesiyle elde
edilen kiime w’ya denk olur.

Sonsuz bir kiimenin varhigin1 gostermek var ya, inanilmaz birgey olmali.
Bu, matematigi fizikten farkli yapan deger bicilmez bir durum olurdu.

Heeyyyyyyttttt, bir  sonsuz
bulundu.

Teorem 10.14. w sonsuz kimedir.

Kanit: w’nin sonlu oldugunu varsayalim. f : w — n birebir ve 6rten olacak
bicimde n dogal say1si secelim. Bu durumda, w\ f~!(n) kiimesi boskiime olur.
Bu kiime ayni zamanda, f~!(n) kiimesinin sonlu olmasmdan dolay1, w’ya denk
olur. Bu geligkidir ve kanit biter. O

Dogal sayilara denk olan her kiimenin sonsuz kiime oldugu acik. Dolayisiyla,
dogal sayilarin sonlu her altkiimesi A i¢in w \ A kiimesi sonsuz olur. Ayrica,
her n dogal say1s1 i¢in w\ n sonsuz bir kiimedir. Dolayisiyla, en az dogal sayilar
kadar sonsuz kiime var. Gergekten de A, w’nin sonsuz altkiimelerinin kiimesi
olmak tizere,

f(n) =w\n

esitligiyle tanimh f : w — A fonksiyonu birebirdir. Buna karsilik, A kiimesinin
elemanlarinin baglandigi bir merkez nokta var: Dogal sayilarin bir altkiimesi-
nin sonsuz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul w’ya denk olmasidir. Bunu yaparken
izlenecek yol su olacak: A C w sonlu kiime olmasin.

ap = min A
diyelim. Sonra,

a; = min A \ {ao}
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olarak tanimlansin. Bu sekilde devam ederek,

as(ny = min A\ {ag, ..., an}

tanmimlansin. Boylece, w’dan A tamimli n’yi ay(,)’ye gotiiren fonksiyon birebir
ve orten olacaktir. Daha matematiksel olarak:

Teorem 10.15. Dogal sayilarin her altkiimesi sonlu ya da dogal sayrlar kime-
sine denk olur.

Kanmit: A C w kiimesi sonlu olmasin. w’dan A ya tanimlh birebir orten fonk-
siyonun varligi gosterilecek. g : A — A fonksiyonu

g(n) =min{a € A:a > n}
esitligiyle tanimlansin.
ap = min A
olmak tizere, recursion teoremi kullanilarak,

f(0) = ao

ve her n icgin

f(s(n)) = g(f(n))

esitligini saglayan f : w — A fonksiyonu tamimlanabilir. f’nin birebir ve 6rten
oldugu acik. U

Bir sonsuz kiime var ama “ilk sonsuz” kiime diye birgey tanimlanabilir mi?
Ik akla gelen, “sonsuz bir kiimenin kendisinden farkli her altkiimesi sonluysa
o kiimeye “ilk sonsuz” tanimlamasi olurdu. Ancak, boyle bir kiime olamaz. Bu
olumsuzluga kargin, buna, denklik terimi kullanilarak yaklagilabilir.

Aligtirmalar

10.13. Sonsuz bir kiimeden sonlu bir altkiimesinin gikartilmasiyla elde edilen kiimenin sonsuz
oldugunu gosterin.

10.14. w sonsuz kiime oldugundan
card(w) = o0
yazalim. Diger taraftan
lim, o+ % =00
ifadesinin ne anlama geldigini okurun bildigini varsayalim. Bu durumda
lim, o+ £ = card(w)

olmug oluyor!? Bir tuhaflik var mi?
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10.3 Sayilabilir Sonsuz Kiime

Agagidaki teorem sonsuzlar gesitlendirir.
Teorem 10.16. Sonsuz iki kiimenin birbirine denk olmast gerekmez.
Kanit: X sonsuz kiime olsun. X’den p(X)’e

kuraliyla taniml fonksiyon birebir oldugundan p(X) kiimesi sonsuzdur. Diger
taraftan X ve p(X) kiimeleri denk degildir. Gergekten de f : X — p(X)
fonksiyonunun birebir ve 6rten oldugunu varsayalim.

A={rze X :z e f(x)} € p(X)

olmasima kargin, f(xg) = A olacak bigimde zy € X yoktur. Bu geligki kamt
tamamlar. g
Kiime Teori’nin Temel Teoremi her X kiimesi igin,

[ X[ < [p(X)],
oldugunu soyler. Bu teoremin 6zel hali,
wl < [p(w)],

Hilbert’in deyimiyle, Cantor tarafindan sonsuz cennetine agilan kapidir. Bu
sonug nedeniyle birbirlerinden farkh en az iki sonsuz var. Farkli farkli sonsuzlar
edilebildigine gore, sonsuzlar1 siniflamak gerekir.

Tanim 10.4. Dogal sayilar kiimesine denk olan her kiimeye sayilabilir son-
suz denir.

Ayrica, sayilabilir sonsuz ya da sonlu kiimeye sayilabilir kiime denir. w,
sayilabilir sonsuz kiime, p(w) sayilabilir olmayan sonsuz kiimeye bir érnektir.
Bagka ornekler de var:

plpW)), plp(pW)));- -

Bu 6rnek tizerinden akla su soru gelir: Bu arka arkaya devam eden sonsuz-
lar arasinda bagka sonsuz kiimeler var midir? Daha basit olarak, su soru ile
baslanabilir.

Cantor’un Sorusu: |w| < |A] < |p(w)]| olacak bigimde A kiimesi var midir?

Bu soruya, masum goziikmesine kargin, ZF’de ne olumsuz ne de olumlu yanit
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verilebilir. Yani, biri,“ZF’de |w| < |A| < |p(w)]| olacak bicimde bir A kiime-
sinin varhigini kanitladim” derse, o kanit kesinlikle yanligtir.

Aksiyom 10.1 (Genellestirilmig Siireklilik Hipotezi ). |X| < |A] < |p(X)]
olacak bi¢imde sonsuz X ve A kiimeleri yoktur.

Bu hipotez simdilik bir kenarda dursun.

Teorem 10.17. Saylabilir sonsuz bir kimenin her altkimesi sonlu ya da
saylabilir sonsuzdur.

Kanit: Teorem 8.15’in uygulanmasiyla kanit hemen verilir.

Alistirmalar

10.15. Sonlu her k£ kiimesi igin |w| = |w U {k}| oldugunu gosterin.

10.16. Bir elemanl bir kiimenin bilegiminin sonsuz olabilecegine iligkin bir 6rnek verin.

10.17. Dogal say1, w ve s(w) kiimelerinin goze ¢arpan ortak ozellikleri nedir?

10.18. s(w)nun kendisinin ve her elemaninin transitiv oldugunu gosterin. w’da tammlanan
toplama fonksiyonu, her n € w igin,

l+tw=w+0=w,l+w=wvew+1=s(w)

olarak s(w)’ya genellenebilir. Boyle bir genellemede amag ne olabilir? Benzer genelleme
carpma, iist alma ve faktoriyel fonksiyonlari igin yapilabilir mi?

10.19. Sayilabilir bir kiimenin her altkiimesinin sayilabilir sonsuz ya da sonlu oldugunu goste-
rin.

10.3.1 Sonsuz Kiimenin Sayilabilir Sonsuz Altkiimesi Var

Sonlu kiimenin sayilabilir sonsuz altkiimesi olamaz. Sayilabilir sonsuz kiimenin
birbirlerinden farkl bircok sayilabilir sonsuz altkiimesi bulunabilir. Ama, her
sonsuz kiimenin sayilabilir sonsuz bir altkiimesinin oldugu ZF’de her zaman
soylenemeyebilir. Buna karsin, su teorem verilebilir.

Teorem 10.18. X sonsuz bir kime ve o(X)* kimesinin se¢im fonksiyonu
varsa, X in saylabilir sonsuz altkimes: vardar.

Kamt: f, p(X)* (= o(X) \ {0}) secim fonksiyonu olsun. F, X’in sonlu
altkiimelerinin kiimesini gostersin. Her A € F i¢gin X \ A € p(X)* olur.

g:F = F,9(A) = AU{f(X\A)}

5Bu sorunun yanit1, ancak bir aksiyomla‘“hayir” olabilir. O aksiyom, Siireklilik Hipotezi
olarak bilinir. Godel, 1940’da ZFC’den Siireklilik Hipotezinin degilinin kanitlanamayacagini,
Cohen ise, 1963’de ZFC’den siireklilik hipotezinin kanitlanamayacagini kanitladi. Boylece,
ZF’de ZFC’ye siireklilik hipotezinin ya da degilinin eklenmesiyle elde edilen sistem geligkisiz
olacaktir. Cohen’in yapmig oldugu bu kanit nedeniyle 1966 Fields 6diiliinii almig olmasi
konunun 6nemini gosteriyor olmali.
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kuraliyla g fonksiyonu tanimlansin. Baglangi¢ noktasini bogkiime alarak ve
recursion teoremi’ni g’ye uygulayarak,
u:w— F,u(0)=10

ve her n € w icin,

u(s(n)) = g(u(n))

esitligini saglayan u fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon

B 0 in=0
u(n) = { u(m) U{f(X \o(m))} ;n = s(m)
bicimindedir.
v:iw— X, v(n) = f(X\u(n))

egitligiyle tanmimli fonksiyonun birebir oldugu kolaylikla gosterilir. O halde,
v(w), X’in sayilabilir sonsuz altkiimesi olur. U

Yukaridaki teoremin tersi genelde dogru degildir. Yani, bir sonsuz kiimenin
sayilabilir sonsuz altklimesinin olmasi o kiimenin se¢im fonksiyonunun olmasini
gerektirmez. Ancak, ZF(C"de her sonsuz kiimenin sayilabilir sonsuz altkiime-
sinin oldugunu soyleyebiliriz.

10.3.2 Sayilabilir Iki Kiimenin Bilesimi ve Kartezyen Carpimi

Sayilabilir sonsuz bir kiimeyle sonlu bir kiimenin bilesiminin sayilabilir oldugu
kanitlandi. Bundan daha kuvvetli olani, sayilabilir sonsuz iki kiimenin bilesi-
minin sayilabilir sonsuz olmasidir. Bunu kanitlamak i¢in dogal sayilar kiime-
sinin iki ayrik sayilabilir sonsuz kiimenin bilegsimi olarak yazilabiliyor olmasi
yeterlidir. Oyledir de. Gergekten de, cift ve tek sayilar kiimesi sayilabilir, ayrik
ve bilegimleri w’ya esittir.

Teorem 10.19. Iki sayilabilir sonsuz kiimenin bilesimi sayilabilir sonsuzdur.

Kanit: A ve B iki sayilabilir sonsuz kiime olsun. T, tek sayilarin kiimesini ve
C, cift sayilarin kiimesini gostersin. Bu kiimeler sayilabilir sonsuz oldugundan,
|A| = |T'| ve |B| = |C| olur. A ve B’lerin ayrik olmasi durumunda,

lw| =|TUC|=]AU Bj
oldugundan, AU B sayilabilir sonsuz olur. Genel olarak, A\ B, B\ A ve ANB
kiimelerinin en az biri sayilabilir sonsuz olan sayilabilir ayrik kiimelerdir. Yu-

karidaki gbézlemi bu ayrigima uygulayarak, A U B’nin sayilabilir sonsuz kiime
oldugu kanmitlanir. O

Yukaridaki teorem agagidaki gibi genellenir. Kaniti okura birakiyoruz.
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Teorem 10.20. Elemanlar, sayilabilir ve en az bir elemany sayilabilir sonsuz
olan sonlu kimenin bilesimi saylabilir sonsuzdur.

Teorem 10.21. w X w kiimesi sayilabilir sonsuzdur.

Kanit: wxw kiimesinin sayilabilir oldugunu kamitlamak yeterlidir. f : wxw —
w X w fonksiyonu,

(n—1,k+1) in+ktekve n>0

) (n+1,k-1) in+kcift ve n>0
(. k) = (n+1,0) incift ve k=0
(0,k+1) iktekve n=0

egitligiyle tanimlansin. Baglangig noktasini (0, 0) alarak, f’ye recursion teoremi
uygulanarak elde edilen

g:w—wxw, g(0)=(0,0)
ve her n icin,
g(s(n)) = f(g(n))

esitligini saglayan g fonksiyonu elde edilir. g’nin birebir ve 6rten oldugu ko-
laylikla gosterilir. (Kamitta yer alan k — 1, s(k — 1) — k anlamindadir.) O

Kanitta tanmimlanan f fonksiyonu soyle de ifade edilebilir.
Lf2k+1,0)=02k+1,i+1) (1 <i<2k+1)
i,2k+1)=(G—1,2k+1) (1 <i<2k+1)

(
(
iii. £(0,2k — 1) = (0,2k)
iv. f(i,2k) = (i+1,2k) (0 <i<2k—1)
( 1

iv. f(0,0) =(1,0)

Ayrica,

ve genel olarak her n € w icin

g9(n) = f"((0,0))
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olur. Dikkat edilirse, bu teoremin kanit1 tek ve ¢ift sayilarla ilgili kavram veril-
dikten hemen sonra, sonsuzluk kavrami kullamlmadan, |w x w| = |w| bigiminde
de verilebilirdi.

Yukaridaki teoremin uygulanmasiyla su teorem verilebilir.

Teorem 10.22. Her elemans boskimeden farkly, sayilabilir ve en az bir ele-

mans saylabilir sonsuz bir kumenin kartezyen carpima sayilabilir sonsuzdur.

Aligtirmalar

10.20. f : w X w = w, f((n,m)) = 2"3™ esitligiyle tanimh fonksiyonun birebir oldugunu
gosterin. Boylece, w X w kiimesinin sayilabilir sonsuz oldugu bu gekilde de gosterilmig
olur.

10.4 Kuratowski Sonlu Kume

Bir kiimenin sonlu olmasi, dogal sayilar kullanilmadan farkli bicimde de veri-
lebilir. Bunlardan biri Kuratowski sonluluk kavramidir. Bir kiimenin sonlu ol-
masiyla Kuratowski sonlu olmasi birbirlerine denk kavramlardir. Buna karsin,
bu denklik kavrami kullanilmadan, baz temel sonuglarin kanitlar: farklh bigim-
lerde de verilebilir.

Tanim 10.5. X bir kiime olmak tizere, S C p(X) kiimesi,
i. Des,
ii. Her Se Svez e X i¢cin SU{z} €S

kosullarini sagliyorsa S’ye tiimevarimsal sistem denir.
Tiimevarimsal sistemle ilgili birkag temel goézlem:
a. Bir kiimenin kuvvet kiimesi tiimevarimsal sistemdir.

b. § ={A Cw: A sonlu} kiimesi, p(w) kiimesinden farkl ve tiimevarimsal
sistemdir.

c. Bir kiime tlizerinde tamimli tiimevarimsal sistemlerin arakesiti de bir
tiumevarimsal sistemdir.

d. X bir kiime ve A C X verilsin. R, X’de tlimevarimsal sistem ve S, A’da
tiimevarimsal sistem ise R NS, A’da tliimevarimsal sistem olur. Ayrica
RNP(A), Ada tiimevarimsal sistemdir.

Baz1 kiimelerde tiimevarimsal sistem sadece tek bir tane olabilir.

Tanim 10.6 ( Kuratowski-1920 ). Ttmevarimsal sistemi sadece ve sadece
kuvvet kiimesi olan kiimeye Kuratowski kiime ( K-sonlu) denir.
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Birbirine denk iki kiimenin biri K sonluysa digerinin de K sonlu oldugu
kolaylikla gosterilir.
En az bir K-sonlu kiime vardir.

Teorem 10.23. Bos kiime K -sonludur.

Kamit: X = () olmak iizere S C p(X) tiimevarimsal sistem olsun. A € p(X)
ve x € X verilsin. Mantiksal sonug olarak,

A=0=AU{z} eS8

olacagindan, A € § olur. Sonug¢ olarak, S = (X)) olur. Tanim geregi X,
K-sonlu kiimedir. O

Teorem 10.24. Asagidakiler gerceklesir.
i. Her dogal sayr K-sonlu.
ii. Her K-sonlu kiime sonlu.

Kanit: i. A= {n € w: n, K-sonlu} diyelim. Yukaridaki teorem geregi 0 € A
olur. n € A verilsin. S, s(n)’de timevarimsal sistem olsun. S N p(n), n'de
tlimevarimsal sistem ve varsayim geregi n, K-sonlu oldugundan,

p(n) = SN p(n)
olur. B € p(s(n)) verilsin.
B\{n} € p(n)cS
oldugundan,
B=(B\{n})u{n}es
olur. Dolayisiyla,
S = p(s(n))

olur. O halde, s(n), K-sonlu, yani s(n) € A olur. Tiimevarim geregi A = w.

it. A, K-sonlu kiime olmak tizere, S = {B C A : B, sonlu} kiimesini tanmimla-
yalim. S’nin tiimevarimsal sistem oldugu acik. Dolayisiyla, A € S olur. Bura-
dan da, A'min sonlu oldugu goriiliir. O

Bu teoremin bir sonucu: Bir kiimenin sonlu olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
K-sonlu olmasidir.

Teorem 10.25. K-sonlu bir kiime ile tek elemanly bir kiimenin bilesimi K-
sonludur.
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Kamit: A, K-sonlu ve B = {z} bir elemanl kiime olsun. C' = AU B diyelim.
x € Aise A = C olacagindan, isetenilen acik. x ¢ A olsun. R, C’de bir
tiimevarimasal sistemi olsun. R = p(C') oldugunu gostermek kanit1 tamamlar.
RNP(A), A’da timevarimsal sistem ve A'nin K-sonlu olmasindan dolay1

P(A) = RN P(A)

olur. Buradan P(A) C R elde edilir. R € p(C) verilsin. R\ {z} € p(A4)
oldugundan, R\ {z} € R olur. R tiimevarimsal oldugundan da R € R elde
edilir. Boylece, R = p(C) oldugu gosterilmis olur ve kanit biter. Ikinei kismin
kanit1 agik. O

Yukaridaki teoremin uygulanmasiyla K-sonlu altkiimelerinin kiimesinin o
kiimede tiimevarimsal kiime oldugu hemen goriiliir.

Teorem 10.26. Tek elemanly kime K -sonludur.

Kanit: Bogkiime K-sonlu oldugundan, yukaridaki teorem geregi tek elemanl
kiime de sonludur.

Teorem 10.27. Verilen bir kimede taniml timevarimsal sistemlerin arake-
siti, elemanlary kuimenin K-sonlu altkumeleri olan kimedir.

Kanit: X kiimesi verilsin. Her A C X igin S(A), A’da tamimh biitiin tiime-
varimsal sistemlerin arakesiti ve F(A), A'nin K-sonlu altkiimeleri olsun. F(A),
Teorem 9.25’in kanit1 sonras: paragrafta ifade edildigi iizere, tiimevarimsal sis-
temdir. S(A) da her tiimevarimsal sistem tarafindan kapsanan tiimevarimsal
sistemdir. Dolayisiyla, S(A) C F(A) olur. Ayrica, S(X) C F(X) olur. F €
F(X) verilsin.

F e p(F)=F(F)CF(X)
oldugundan, F(X) = S(X) elde edilir. O

Teorem 10.28. Bir kimenin Kuratowski sonlu olmast i¢in gerek ve yeter
kosul kiimenin her timevarimsal sistemin elemans olmasidar.

Kanit: X sonlu kiime olsun. Tanim geregi X 'nin tiimevarimsal sistemi sadece
ve sadece kuvvet kiimesi oldugundan, X’in biitiin tiimevarimsal kiimeleri X’i
icerir. Tersine, X’in K-sonlu kiimelerinin olusturdugu kiime, tiimevarimsal
sistem ve her tiimevarimsal kiime tarafindan kapsandigindan istenilen elde

edilir. O

Teorem 10.29. K-sonlu kiimenin her altkimesi K -sonludur.
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Kanit: X, K-sonlu bir kiime olsun. F(X) ve S(X) bir 6nceki Teorem 9.27’nin
kanitinda oldugu gibi tanimlansin. Yukaridaki teorem ve X’in K-sonlu olmasi
kullanilarak,

olur. Kanit tamamlanir. O
Teorem 10.30. K-sonlu A kiimesi icin asagidakiler dogrudur.
i. f:E — A birebirse E, K-sonludur.
ii. f:A— FE ortense E, K-sonlu.
iii. Iki denk kiimeden biri K -sonluysa digeri de K -sonludur.

Kanit: i. § = {C € p(A4) : p: D — C birebir ise D, K-sonlu} kiimesinin
A’da tlimevarimsal sistem oldugu kolaylikla gosterilir. A tiimevarimsal sistem
oldugundan, p(A) = S, dolayisiyla, A € S olur. Istenilen elde edilir.

ii. §={C € p(A):p:C — D orten ise D, K-sonlu} kiimesinin A’da tiime-
varimsal sistem oldugu kolaylikla gosterilir. Dolayisiyla, A € S olur. Istenen
kanitland.

iii. (i) ve (7i) den hemen elde edilir.

Alistirmalar

10.21. Aagidakileri, “bir kiilmenin sonlu olmasi i¢in gerek ve yeter kogul K-sonlu olmasidir”1
kullanmadan kanitlayin:

i. Iki K-sonlu kiimenin bile¢imi K-sonludur.
ii. Bir kiimenin K-sonlu olmas: igin gerek ve yeter kosul kuvvet kiimesinin K-sonlu
olmasidir.
iii. Iki K-sonlu kiimenin kartezyen carpimi K-sonludur.
iv. ki K-sonlu kiime arasmnda tanimh fonksiyonlar kiimesi K-sonludur.
10.22. Verilen iki K-sonlu kiime arasinda birebir ya da orten fonksiyonun varligini gosterin.

10.23. K-sonlu kiime tanimini kullanarak her elemani K-sonlu olan K-sonlu kiimenin bilesimi-
nin K-sonlu oldugunu gosterin.

10.5 Tarski Sonlu Kiime

Sonlu kiime kavramini kavramsal olarak ilk ele alanlardan biri Polonyali ma-
tematikgi Alferd Tarski’dir. [52]’de Tarski, giiniimiizde *” Tarski sonlu” olarak
bilinen bir tanimlama yapmigtir. Bu tamimlama birgok yoniiyle dogal olup,
diger bircok sonluluk kavramina denktir.
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X kiimesi ve A C p(X) kiimesi verilsin. A € A tarafindan kapsanan .A'nin
baska elemani yoksa A’ya A'min, (kapsama siralamasimma gére) C-minimal
elemamni denir. Benzer bigimde, A € A’y1 kapsayan A’nin A’dan bagka elemani
yoksa, A’ya A'nin bir C-maksimal elemani denir.

Teorem 10.31. Bir X kumesi i¢in asagidakiler denk olur.
i. p(X) kiimesinin her altkimesinin bir minimal elemans vardur.
ii. p(X) kiimesinin her altkimesinin bir maksimal elemans vardur.

Kanit: (i)'nin gergeklendigini varsayahm. A C p(X) verilsin. Varsayim geregi
B={X\A:Ae€ A} kiimesinin bir minimal elemam A vardir. X \ A, B’nin
bir maksimal elemani oldugu kolaylikla gosterilir. Benzer bigimde, (ii)'nin
gerceklenmesi durumunda, (i) gerceklesir. O

Dogal sayilarin sonsuz altkiimelerinin minimal elemani yoktur. Buna karsi-
lik, her n dogal sayisi i¢in p(n) kiimesinin altkiimesinin minimal eleman
vardir. Bir kiimenin sonlu olmasi, minimal eleman terimi kullanilarak da ve-
rilebilir.

Tanim 10.7 ( Tarski-1924 [52] ). Kuvvet kiimesinin bos olmayan her altkiime-
sinin minimal elemani olan kiimeye Tarski sonlu kiime denir.

Sonlu kiime ile Kuratowski sonlu kiimelerin ¢akigtigi gosterilmisti. Bu kav-
ramlar Tarski sonlu kiimeyle de ¢akigir. Bunlara ilaveten, diger denk kogullar
agsagidaki teoremdeki gibi verilebilir. Bu kanitlarin gogu [45]’den alinmistar.

Teorem 10.32. Bir X kumesi i¢in asagidakiler denk olur.
i. Sonlu.
ii. Tarski sonlu.
iii. X ’de tersi de 1yi siralama olan bir 1yi siralama var.
iv. X, tam swrals ve X tuzerindeki her tam siralama iyi siralamadar.
v. Her A C X i¢in F(A) € A olacak bi¢imde F : X — X fonksiyonu var.
vi. Kuratowski sonlu.

Kanit: X bogkiime ise istenen agik. Dolayisiyla, X # () alabiliriz.
12 = 4: X'’in sonlu olmayan Tarski sonlu kiime oldugunu varsayalim.

F={ACX:Asonlu}
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kiimesini tanimlayalim. F’nin C-minimal elemaninin olmadig1 gosterilerek ce-
ligki elde edilecek. M, F'nin C-maximal elemani olsun. X sonlu olmadigindan,
X\ M bosgkiimeden farklidir. a € X\ M segelim. M U{a}, X’in sonlu altkiimesi
olur. Bu, M’nin C-maksimal elemani olmasiyla celigir. O halde, Teorem 9.31
geregi, en az bir F C p(X)’in C-minimal eleman yoktur, yani X, Tarski sonlu
degildir. Bu, varsayimla celisir.

117 = 1: <, X’de hem kendisi, hem de tersi iyi siralama < olsun. <’nin ters
siralamasini <; ile gosterelim. Yani,

a <b<& bia.

X’in sonlu olmadigini varsayalim. Bu durumda, X’in her sonlu altkiimesi icin
X \ A bogkiimeden farkhdur.

f: X=X, fz)=min X \{ye X:y<uz}

kuraliyla f fonksiyonu tanimlansin. Baglangi¢ noktasini zp = min X alip f’ye
recursion teoremini uygulayarak,

g(0) =0, ve her n € w icin g(s(n)) = f(g(n))

esitligini saglayan g : w — X fonksiyonu var. g’nin birebir oldugu kolaylikla
gosterilir. Y = g(w) diyelim. Y’nin <; siralamasina gére minimumu yoktur:
Oldugunu varsayalim ve bu siralamaya goére minimum s olsun. s = g(n) olacak
bicimde n € w secelim. F’nin tanimindan,

g(n) <g(n+1)

olur. Bir bagka deyisle,

gn+1) <y g(n) ve g(n+1) #s

olur. Bu, <; siralamasina gore, min g(w) nin infimumunun s olmasiyla geligir. O
halde, X’in bos olmayan bir altkiimesinin ters siralama <;’ye gére minimumu
yoktur. Bu, varsayimla geligir. O halde, X sonludur.

iv = idi: (1v)’in gergeklestigini varsayalim. <, X’te tam siralama olsun. <’dan
gelen ters siralama <,’de tam siralama olur. Varsayim geregi < ve <; iyi
siralamadir.

v = i: (1v) gergeklegsin. a € X segelim. baglangic noktasimi a secerek ve
recursion teoremini F’ye uygulayarak,

G(0) =0 ve her n € w igin G(n+ 1) = F(G(n))
esitligini saglayan G : w — X fonksiyonu elde edilir.

F(G(Y)) < G(Y)
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oldugundan, varsayim geregi
GY)=X

olur. G(n) = a olacak bi¢cimde, n > 0 vardir. (Olmasaydi, F(X\{a}) C X\{a})
olur ve bu (iv) ile gelisirdi.)

m =min{n > 0: F(n) = F(0)}
diyelim. Bu durumda
X C{G(0),G(1),...,G(m —1)}

elde edilir. Dolayisiyla, X sonlu kiimedir.

(7)’nin gergeklesmesi durumunda diger kisimlarin gergekleseceginin kaniti oku-
ra birakildi. Kanit tamamlanir. O

Aligtirmalar

10.24. Sonlu kiime ve K-sonlu kiime i¢in verilen teorem ve kanitlari, sadece ve sadece Tarski
sonlu kiime tanmimi kullanarak, Tarski sonlu kiimeler i¢in yapin. (Iki Tarski sonlu kiime-
nin bir altkiimesinin Tarski sonlu oldugunu gostermek gibi.)

10.6 Dedekind Sonsuz Kume

Daha 6nce verilen sonsuzluk kavramiyla baglantili ama birbirlerine ZF’de denk
olmayan bagka sonsuzluk kavramlar1 da vardir. Buna kargin, bunlar ZFC’de
denk kavramlardir. Verilecek yeni sonsuzluk kavraminin tanimlanmasinda do-
gal sayilar kiimesi kullanilmamaig olsa da w kiimesi kullanilarak, baz1 karakte-
rizasyonlar1 verilebilir.

Tanim 10.8 ( Dedekind-1888 ). Kendisine egit olmayan bir altkiimesine denk
olan kiimeye Dedekind-sonsuz kiime denir. Dedekind sonsuz olmayan kiime-
ye Dedekind-sonlu denir”.

Yani bir X kiimesinin Dedekind-sonsuz olmasi, en az bir Y C X kiimesi
igin X ve Y kiimelerinin denk olmalar1 durumudur. Dedekind sonlu kiimeye
kisaca D-sonlu ve Dedekind sonsuz kiimeye D-sonsuz denir.

En az bir Dedekind sonsuz kiime vardir. Gergekten de w, Dedekind sonsuz
kiimedir: w ve w\ {0} kiimeleri denktir®. D-sonsuz kiimelerle ilgili temel olarak,
denk ifadeler agagidaki gibidir.

"Bu yaklagim Peirce tarafindan Dedekind’ten bagimsiz olarak aym yillarda verilmistir.
Detaylar Collected Papers of Charles Sanders Peirce.— Volume III, 210-249’da bulunabilir.
8Denklik, f : w — w, f(n) = s(n) olarak tanimlanan fonksiyon iizerinden elde edilebilir.
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Teorem 10.33. Bir X kumesi i¢in asagidakiler denktir.
(i) X, Dedekind-sonsuz.

)
(il) X ’e ait olmayan bir oo igin X ve X U{oo} kiimeleri denktir.
(i) w kidmesinden X kimesine tanyml birebir fonksiyon vardur.
iv)

(iv) X'in saylabilir sonsuz bir altkimesi vardar.

Kamt: i = iii: f: X — X, f(X) # X olacak bigimde birebir ve orten f
fonksiyonu var. y € X \ f(X) secelim. Baglangig noktasini y alarak ve f’ye
recursion teoremini uygulayarak,

9(0) =y, g(n+1) = f(g(n)) (n € w)

estliklerini saglayan g : w — X, fonksiyonu tanimlanabilir. g fonksiyonu bire-
birdir.
i1t = ii: f 1w — X birebir fonksiyon olsun. g : X — X U {oo} fonksiyonu,

g(f(0)) =00, g(f(n+1)) = f(n) ve g(x) = z (diger durumlarda)

kuraliyla tanimlansin. g birebir ve 6rten fonksiyondur.
ii = i: f : X — X U{oco} birebir érten bir fonksiyon olsun. f~!"in X kiimesine
olan kisitlanigi, X’den X \ {f~!(00)}’ye tamimh birebir érten fonksiyondur.[]

Teorem 10.34. Her sonlu kume Dedekind sonludur.

Kanmit: X kiimesinin sonlu ama Dedekind sonlu olmadigini, yani Dedekind
sonsuz oldugunu varsayalim. Yukarida verilen teorem geregi f : w — X birebir
fonksiyon vardir.

A={{f(m):m>n}:new}

kiimesi bog olmayan bir kiimedir ve minimal elemani yoktur. Teorem 9.31
geregi X sonsuz olur. Bu ¢eligkidir ve kanit1 tamamlar. O
i1 = iv: Acgik.

Yukarida verilen teoremin tersi ZF’de dogru degildir. Yani, her Dedekind
sonlu kiimenin sonlu oldugu s6ylenemez. Bir bagka deyisle
Dedekind her sonlu kiimenin sonlu oldugunu kanitladim
diyen herkesin kanit1 yanligtir. Gercekten de
Sonsuz ve Dedekind sonlu kiimeler vardur

ifadesi bir aksiyom olarak ZF’ye eklenirse elde edilen sistem ¢eligkisiz olacaktir.
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Teorem 10.35 ( Tarski-1924 ). Bir kiimenin sonlu olmasu i¢in gerek ve yeter
kosul kuvvet kiimesinin kuvvet kiimesinin Dedekind sonlu olmasidar.

Kanit: X sonlu kiime olsun. P(X) kiimesinin sonlu oldugunu biliyoruz. Do-
layisiyla, P(P(X)) kiimesi sonlu ve Teorem 9.34 geregi Dedekind sonludur.
Simdi X’in sonsuz oldugunu varsayalm. f : w — P(P(X)) fonksiyonu

fn)={AC X :|A|=n}

kuraliyla tammmlansin. f birebirdir. Teorem 9.33 geregi, P(P(X)) Dedekind
sonsuzdur. O

Bir kiimenin kuvvet kiimesinin Dedekind sonlu olmasini karakterize eden
teoremlerden biri agsagidadir. Bir sonraki teorem sonlu kiime ve Dedekind sonlu
kiimelerin hangi kosullarda cakistigina iliskindir. Bu teoremlerin bir kaniti
[26]’de bulunabilir.

Teorem 10.36. Verilen bir X kiimesi icin asagidakiler denktir.
i. X den w’ye tanimly érten fonksiyon var.
ii. P(X) Dedekind sonsuz.

Teorem 10.37. Asagidakiler denktir.

(i) Bir kiimenin Dedekind sonlu olmast i¢in gerek ve yeter kosulun sonlu
olmasadar.

(ii) Her elemany Dedekind sonlu olan Dedekind sonlu kiimenin bilesimi De-
dekind sonludur.

(iii) Bir Dedekind sonlu kiimenin bir fonksiyon altindaki gorintisi Dedekind
sonludur.

(iii) Bir Dedekind sonlu kimenin kuvvet kimesi Dedekind sonludur.

(iv) Verilen her z kiimesi i¢in ya x’den w’ye ya da w’den x’e birebir fonksi-
yon vardar.

Béliimiin girisinde de ifade edildigi gibi Segim Axiomu altinda, bir kiime-
nin Dedekind sonlu olmasi icin gerek ve yeter kogul sonlu olmasidir. Her sonlu
kiimenin Dedekind sonlu oldugu zaten biliniyor. Simdi tersini gosterelim. Bu-
nun icin her sonsuz kiimenin Dedekind sonsuz oldugunu gostermek yeterli. X
sonsuz kiime ve her n € w icin, X,, X'’in n kez kartezyen carpimi olsun. Secim
Aksiyomu geregi [[,, X, bog olmayan bir kiimedir.

(yn) € 11, Xn
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secelim. Her n i¢in,

Yn = (21, ., 2,™)

bi¢iminde olacaktir. Her k € {1,...,n + 1} i¢in
T n+l =T +1k
ney-+k "
olmak iizere {z, : n € w} kiimesi sonsuz olur.
f(n) = Tmin{k:zpg{f(m):m<n}}

esitligiyle taniml fonksiyon birebirdir. Teorem 9.33 geregi X Dedekind sonsuz
olur.

Dedekin sonlu ve sonlu kiime arasindaki iligkiyle ilgili detayli bilgi [26]’da
bulunabilir.

10.6.1 Siureklilik Hipotezi

Bir sonsuz kiimenin olmasi ve bir kiimeyle onun kuvvet kiimelerinin denk olma-
masi, farkli sonsuzlarin olmasinin yolunu agti. Ilk elde edilen sonsuz kiimenin
w ve bir sonrakinin p(w) oldugunu hatirlayalim.

card(p(w) = card(R)

oldugu 14.11°de gosterildi. Bu iki sonsuzun kardinalitesi iki 6zel sembol ile
gosterilir:

card(w) = Ny
ve
card(R) = c.
Boylece bu gosterimlerle
Ng <c

olur. Cantor’un ugrasmasina karsin, bagarili olamadig1 problemlerin bagta ge-
leni

Rg < card(X) < ¢

olacak bicimde bir kiimenin olup olmadigiydi. Bu sorunun olumlu yaniti, w’dan
farkli sonsuz bir kiimenin kuvvet kiimesi olarak yazilamayacak sonsuz kiimele-
rin var olacagini sdyler. Sorunun yaniti i¢in akla gelecek kiimeler w x w, R x R
olmasina karsin, bu kiimeler istenileni saglamiyordu.
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Tanim 10.9 (Cantor, 1978). Ry < card(X) < c olacak bigimde bir X kiime-
sinin olmamasina Siireklilik Hipotezi denir.

Bir bagka deyisle, Stireklilik Hipotezi,
No < card(X) <c
esitsizligini saglayan bir X kiimesi icin
Rog = card(X) ya da card(X) =c

olmasini soyler.

1963’de Cohen Secim Aksiyomu’nun degilinin Z F’ye eklenmesiyle elde edi-
len yapmin (ZF + C) ¢eligkisiz oldugunu gosterdi. Aym zamanda, Siirekli-
lik Hipotezi'nin ZF + C’e eklenmesiyle elde edilen yapinin (ZF + C + SH)
geligkisizligini kanitladi. Sonug olarak, Godel tarafindan kanitlanmak isetenen,
Secim Aksiyomu’nun ZF’de ve Stireklilik Hipotezi'nin ZF(C"de bir teorem ol-
madigl Cohen tarafindan kanitlanmig oldu. Bunun sonucu olarak, ZF + C,
ZF +-C, ZF + C + SH ve ZF + C 4+ -SH matematigin ”temiz alanlar1”
oldugu kanitlanmig oldu.

Stanford’da doktora 6grencisi olan Cohen, ZF 4+ C+—-SH yapisinin celigki-
siz oldugunu kanitladiktan sonra, kanitin dogrulugunu kontrol etmesi i¢in Prin-
ceton’da Godel’in kapisin calar. Godel kapiy1 sadece ve sadece Cohen’in kanit
kagitlarim alacak kadar aralar. Iki giin sonra, sonucun dogru oldugunu bildir-
mek icin Goédel Cohen’i evine davet eder ve kanitinin dogru oldugunu soyler.

Siireklilik Hipotezi Hausdorff tarafindan soyle genellendi:

Tanim 10.10. (Genellestirilmisg Siireklilik Hipotezi GSH) X sonsuz bir
kiime olmak tizere card(X) < card(Y) < card(p(X)) olacak bi¢imde bir Y
kiimesi yoktur.

ZF+C+GSH ve ZF + C 4+ —~GSH yapilariin geligkisiz oldugu sirasiyla
Godel (1938) ve Cohen (1963)’de gosterildi. Bunun yaninda, Se¢im Aksiyomu-
nun ZF + GSH’de bir teorem oldugu Sierpinski tarafindan kanitlanmigtir.

10.6.2 Sonsuzluk ve Georg Cantor

Kronecker, Cantor’un sonsuzlarindan nefret
etti. Cantor 1918°de sonsuzlariny birakip bir
baska sonsuza gitti.

Yunan Filozof Zenon (MO 490-430), atilan bir okun sabit olan hedefine ulagamayacagi
paradoksunu g0yle kuruyordu: Ok 6nce, hedefe olan mesafenin yarisini gitmek
durumunda. Sonra, geriye kalan yolun yarisim1 ve bu sekilde, bu kurala gore
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kalan yolun yarisi gidilmeli. Bu bigimde olusturulacak “yar1 yollar” hig bit-
meyecek, hep bir sonraki olacaktir. Iste bu hi¢ bitmeyecekmis gibi goriinen
durum insanhg1 sonsuz kapisma yoénlendiriyordu®. Bir rivayete gore, bir mey-
danda toplanan halkin, hocasi Parmenides’in goriigleriyle alay etmesi Zenon’un
agirina gider ve bu nedenle Zenon, bir masa baginda toplanmig ahali ile goyle

bir polemige girer:

Zenon: Bu masa aslinda sonsuz biiytiktiir.

Ahali: Neresi sonsuz biiytik, iste baginda oturuyoruz.

Zenon: Bu masay istediginiz kadar bolip pargalaym. Neticede yok edebilir mi-
siniz? Hep bir parcasi kalir, degil mi? Oyleyse, sonsuz biiytiktiir.

Ahali: H606!

Zenon: Bu masa ayn zamanda sonsuz kiigiiktiir.

Ahali: Az 6nce sonsuz biiyiik dedin, ikna ettin bizi. Bir masa nasil hem sonsuz
biiyiik, hem de sonsuz kiiciik olabilir?

Zenon: Bu masadan istediginiz kadarini yan yana getirin. Sonsuz biiyiik bir masa
elde edebilir misiniz?

Ahali: Edemeyiz. Hep yeni bir masa koyabilecek yer kalir.

Zeno: Oyleyse bu masa sonsuz kiiciik. Dagilabilirsiniz*©.

Zeno'nun hareket konusuna olan yaklagimiyla ilgili detayli bilgilere F. Ca-
jorinin Amer. Math. Montly dergisinde 1915’de yayinlan “History of Zeno’s
Arguments on Motion” baglikli seri yazilar1 iizerinden ulagilabilir.

Karenin dort kosesi var. Bu kareyi es 8-gene doniistiirerek 8 koge elde
edilir. Elde edilen 8-genin eg 16-gene doniigtiiriilmesiyle, 16 kosegen elde edilir.
Bu sekilde devam edilerek, diger taraftan da kogegenlerin sayisi artarken, bir
taraftan kogegenlerin “yok olmasi” gibi paradoks elde edilir. Bu tuhaf durum
insanlig1 bagka bir bicimde, geometri iizerinden, daha sonra da “sonsuz” olarak

9Giiniimiize Zeno’nun hicbir yazisi ulasmamakla birlikte onunla ilgili bilgiler Platon, Aris-
toteles, Simplicius sayesinde elde edilebilmekte. Ornegin, Aristoteles’in Physics adli kitabimin
VI. cildinin 9. sayfasinda, Zenon Paradokslar: ad1 altinda Zeno’ya atfedilen tartigmalar bu-
lunmakta. Zeno’nun ortaya koydugu paradokslarin arkasinda, siireklilik, sonsuzluk ve son-
suz kiiciikliikk kavramlar: yatar. Bunlar, belirli bigimlerde giintimiizde hala tartigilmaktadir.
Zeno'nun paradokslarina Cantor’un “siireklilik” ve “kiime teori” kavramiyla yanit verilebil-
mektedir. Zeno’nun “hareket” yaklagimina iligkin kapsamli ¢aligmalardan biri, Fransiz filozof
Pierre Bayle’in 1969 yilinda yayinladig1 Historique et critige isimli kitabinda yer alan “Zeno
d’Elee” ad1 makalesidir.

0By diyaloga dikkatimi ceken Ahmet Cihan’a tesekkiir ederim.
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yorumlanacak birgeye yonlendiriyordu. Bu, Yunan matematik¢i Argimedyan’in
(MO 287-2121) gozlemiydi.

Galileo dogal sayilar1 dogal sayilarin kareleriyle birebir esleyerek farkl iki
sonsuzun birbirleriyle esleniyor olmasindan, “sonsuzluk” kavramini anlamanin
yontemlerinin kargilagtirma iginde oldugunu sezinliyor ama tizerine gitmiyor.
Galileo, diinyanin yuvarlak olmasimin yarattigi “tehlike” ortadayken “neme
lazim” ¢ekingenligi yagamig olabilir.

Cantor, reel sayilarla dogal sayilarin sonsuz olmasina karsin, bunlarin karsi-
lagtirilamadigini gostererek kargimiza iki farkl sonsuz gikartti. Sonra, gelsin
gesit cesit sonsuzlar oldu. Bu, Galileo'nun farkli iki sonsuzu eslestirebilme
durumunun tersi bir durumdu. Cantor’un bu gozlemi, giiniimiizde “potan-
siyel sonsuz” olarak adlandirilan “sonsuz”larindan mutlu, mesut ve bahtiyar
olan bir ¢gok matematik¢inin huzurunu kagirdi. Sadece matematikgilerin degil,
sonsuzlugun tanriya ait ve tek oldugunu soyleyen din bilginlerinin de canini
sikmigt1. Potansiyel sonsuz, istenildigi kadar ¢ogaltilabilen, 6rnegin dogal sayi-
lar kiimesi gibi bir seydi. Ama Cantor sonsuzlara ¢omagi sokmustu ve ari
kovaninin i¢inden tuhaf tuhaf sonsuzlar firlamigti. Bir zamanlar Cantor’un
hocas1 ve arkadagi olan Kronecker’in, bu comak sokma eylemini gerceklestiren
Cantor’a tavrinin argoya terciimesi, “senin belani sikecegim” tiirtindendi.

Cantor’un temel galigmalar1 goyle siralanabilir.

i. Trigonometrik seri agilimlariyla ilgili Gauss’un baglattig1 ama tamamla-
madigi, bir fonksiyonun trigonometrik seri agiliminin tekligi ile ilgili acik
bir problemi 1870’de kanitladi. Bunu ve bununla ilgili sonuclar1 1870-
1872 yillar1 arasinda yayinlatti.

ii. 1872’de trigonometrik serilerle ilgili bir yayininda irrasyonel sayilar1 bir
rasyonel sayilar dizisinin limiti olarak tanimladi. Bu tanimlama, Dede-
kind’in reel sayilar1 “Dedekind kesitler” olarak bilinen yontemle tanimla-
digr ve 1982°de yayinlanan makalede referans olarak yer ald.

iii. 1873’te rasyonel sayilar kiimesinin sayilabilir oldugunu, yani rasyonel
sayilarla dogal sayilarin birbirleriyle eslenebilecegini kanitladi. Katsayila-
r1 tamsayilar olan bir polinomun koklerine (yani polinomu sifir yapan
say1) cebirsel say1 denir. Cantor cebirsel sayilarin sayilabilir oldugunu
“Uber eine Eigenshaft des Inbegrif algebraischen Zahen” adli makale-
sinde kanitladi ve bu makale Crelle’s Journal’da 1974’te yayina kabul
edildi.

iv. 1973’te reel sayilarin dogal sayilarla eglenemeyecegini kanitladi ve bu
sonucunu 1974’te yayinlattu.

1By kadar kesin bir tarihin nasil verildigi sasirtici.
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v. Katsayilar1 tamsayilar olan bir polinomun kokii olmayan irrasyonel say:-
lara transental say1 denir. Liouville 7 sayisinin trasental say1 oldugunu
1951’de gosterdi. Bu, gosterilen ilk transental sayiydi. 1874’te Cantor
transental sayilarin sayilabilir olmadigini kanitladi.

vi. Cantor, bir kare ile kapali bir araligin eglenip eglenemeyecegi tizerindeki
diigiincelerini 5 Ocak 1874 tarihli bir mektupta Dedekind’le paylagt1 ve
mektubunda olamayacagini diisiindiiglini ifade etti. Bu sorunun yanitini
1877’de [0, 1] aralig: ile her p dogal sayisi i¢in [0, 1]P kiimesinin birebir
eslenebilecegini kanitladi. Cantor, kendisi i¢in son derece siipriz olan so-
nucunu, goriiyorum ama inanamiyorum diyerek, Dedekind ile pay-
last1. Bu sonug, Kronecker’in olumsuz bakisina karsin, Dedekind’in girigi-
miyle, Crelle’e Journal’de (Journal fiir die reine und angewandte Mat-
hematik), 1878’de yaymlandi. Bu makalede [0,1] ve [0,1]? kiimelerinin
stirekli bir fonksiyon ile eslenip eglemeyecegini de tartigti.

vii. 1878’de bir énceki boliimde tanimlanan Sdreklilik hipotezini (continuum
hypothes) bir tahmin olarak ortaya koydu. Bu tahmin, Hilbert’in 1900’de
gerceklesen Matematik Kongresinde sundugu 24 problemin baginda ge-
liyordu.

Cantor kiime teoriyle ilgili temel calismalarini 1879-1884 tarihleri arasinda
Klein’in destegiyle, Mathematische Annalen dergisinde yayinladi. Gauss son-
suzlugu kimsenin ulagamayacagi bir sey olarak tanmimlarken, Cantor o son-
suzlugu kulagindan tutup goziimiiziin 6ntine getirerek, sonsuzlugu matema-
tiksel bir nicelik yapmanin yolunu acti. Ama yapilacak daha ¢ok ig vardi, arit-
metiginin yapilmasi gerkiyordu. Sonrasinda, cesitli nedenlerden dolayi, Can-
tor’un galigmalarini 6ncesinde oldugu gibi Mathematische Annalen dergisinde
yayimlatamadigi anlasilmakta.

Kronecker’in Cantor’un c¢aligmalarina olan olumsuz bakigi ve buna karsi
Cantor’un gosterdigi sert tepki nedeniyle, Kronecker’in editorii oldugu Crelle’s
Journal’da Cantor’un sonuglarini yayinlama imkani da kalmadig1 anlagiliyor.
Kronecker 1881-1892 tarihleri arasinda bu derginin editorliigiinii yapmisti.

Kronocker’in Cantor’un sonsuz kiime kavramiyla ilgili yaptig1 ¢aligmalara
iligkin olarak “gencleri dogal sayilar yolundan ayirip sonsuz seyler timarhanesi-
ne saptiran siren sesleri” gibi aciklamalar yapmasi ve donemin giiclii matema-
tik¢isi Henri Poincare’nin Cantorun ¢aligmalar: i¢in “Matematige yapismig bir
hastalik. Matematik bu hastalig1 temizleyecek” demesi, o dénemde Cantor’a
karst gekilen keskin kiliglardi. Cantor’un bu tiir satasmalara yaniti, “Benim
kuramlarim bir kaya kadar saglam duruyor; onlara atilan her ok, geldigi hizla
okcuya geri doner” oluyordu. Cantor egitim bakanina yazdigi bir mektupla
atese devam ediyordu: “Schwarz ve Kronecker birgin Berlin’e gelirim kor-
kusuyla dort yildan beri entrikalar ceviriyorlar... Hareketimin sonucunun ne
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olacaginu iyt biliyorum: Kronecker bir akrep sokmus gibi alevlenecek ve asker-
leriyle oyle bir uluyacak ki Berlin aslanlari, kaplanlar: ve ¢akallaryla birlikte
Afrika’nan ¢ollerine tasinmis oldugunu sanacak.” Yani, Tilrkce deyimle, Can-
tor “it iirer kervan yiirtir” diyordu.

Cantor’un caligmalarini {i¢ matematik dergisinden ikisi olan Mathema-
tische Annalen ve Crelle’se Journal’da yayinlatma olanagi yukarida agiklanan
nedenlerden dolay1 yoktu. Geriye, editorii Gosta Mittag-Leffer olan Acta Mat-
hematica dergisi kaliyordu. Mittag-Lefer Cantor’un ¢aligmalarina sempatiyle
bakmaktaydi ve Cantor’un kiime teoride bir makalesini yayinlamigti. Kro-
necker’in Gosta Mittag-Lefer’e Cantor’un caligtigi kiime kuraminin 6nemi-
nin bulunmadigina iligkin bir makale yazmak istedigini belirten bir yazi yaz-
masini, Cantor makalelerinin bu dergide yayinlatilmamasi igin bir tezgah ola-
rak degerlendirdi. Bunun yaninda, zor problemlerden birini ¢dzememesi sonucu
1884 yilimin ilkbaharinda sinirsel bir bunalima girdi ve bir aylik tedaviden
sonra iyilegir gibi oldu. Bu bunalimin Kronecker ile olan iligki biciminden kay-
naklandigimi diistinerek, Kronecker’e bir uzlagsma mektubu yazdi. Bu mektuba
Kronecker’in yaniti olumlu olmasina kargin, kavga kisa siirede tekrar alevlendi.
Bu esnada Mittag-Leffer’in bir makalesini geri ¢evirmesine Cantor ¢ok alindi ve
bir daha da bu dergiye yaz1 gondermeme karari aldi. Cantor matematikle ilgili
problemler iizerine yogunlasmasinin akil sagligini olumsuz etkiledigini diigiine-
rek, bu siirecte matematigi birakti. Sonsuzluklarla ilgili ¢aligmalarininin felsefe
ve dile yansimalar: hakkinda, felsefe dergilerinde makaleler yazmaya basladi.

1891°de yapilan Alman matematikciler toplantisinda, Cantor ve Kronec-
ker’in kozlarini paylagsmak icin karsi karsiya gelmeleri beklenirken, Kronec-
ker’in karisinin bir kaza sonucu 6lmesi nedeniyle, Kronecker bu toplantiya
katilamadi. Bundan kisa bir siire sonra da Kronecker 6ldii. Cantor ise bir dizi
akil saghigi problemleri yasayarak, yasaminin uzun yillarin1 hastanelerde ve
sanatoryumlarda gegirdikten sonra, sonsuzlarini birakarak bir baska sonsuza
1918’de gecis yapti.

Hilbert 1926 tarihli ve “Uber das Unendliche” baglikh yazisinda, “Can-
tor’un yarattigl cennetten bizi kimse kovamaz” diyordu.



11. Temel Cebirsel Sistemler

Kitabin temel amaci olarak insalar1 verilecek olan tam sayilar sistemi rasyonel
sayilar sistemi ve reel sayilar sistemi, cebir alaninda bazi temel kavramlarin
ornekleri ve motivasyon kaynagidir. Ornegin: halka teorisini anlatan bir ders
kitabinda, tam sayilar halkasini bir halka ornegi olarak vermemek “boyle bir
sey olamaz” tepkisine yol agabilir. Benzer durum, rasyonel sayilar cismini,
cisim 6rnegi olarak vermeme igin de gegerlidir. Say1 sistemlerinin yapisini ce-
birsel kavramlar ve yontemler icerisinde anlamak ve siniflamak ¢ok daha der-
leyici ve kolaylagtirici olabilmesinin yaninda, bircok agidan yeterli de olabilir.
Ornegin, tam sayilar sisteminde saglanan bircok 6zelligi el yordamiyla tek tek
anlamak ya da kontrol etmek yerine, “tam sayilar sistemi bir halkadir” diye-
rek, daha genis bir gercevede anlagilmasi saglanabilir. Ayrica, say1 sistemlerini
karakterize eden cebirsel aksiyomlarla sinirlar ¢izilebilir. Bu nedenle, cebirsel
yap1 kavraminin en azindan amaca yeter diizeyde verilmesinde yarar var. Bu
dogrultuda, bu boliimde grup, halka ve cisim kavramlar: tanimlanarak, bun-
larin temel Ozellikleri verilecek.

Say1 sistemlerini cebirsel yapi icerisinde ele almanin avantajlarindan biri,
“tekligi” belirlemedir. Ornegin, bircok farkli yontemlerle, Cauchy reel sayilar
sistemi, Dedekind reel say1 sistemi gibi cesitli reel say1 sistemleri insa edile-
bilir!. Bu sistemlerin birbirlerinden farkli olmadiklari, tam sirali cisim olarak
adlandirilacak cebirsel yapi catisi altinda ifade edilebilir. Bunun sonucu ola-
rak, onun, bunun ya da bir baskasinin reel say1 sistemi degil, herkesin olan tek
bir tane reel sayilar sistemi’nin oldugu soylenebilir. Béyle bir isimlendirme,
“egitlik” tlizerinden verilemez, belirli 6zelliklerin saglandig1 denklik tizerinden,
“izomorfik” kavrami altinda verilebilir.

Bu boliimiin nihai amaci, tam sirali cisim olarak adlandirilacak cebirsel
yapiyl, cebirsel aksiyomlarla tanimlamaktir. Bu nedenle, bu béliimiun baghigi
tam swraly cisim olarak da verilebilirdi. Daha sonraki boliimlerde, tam sirali
cismin var oldugu cesitli yontemlerle gosterilecek.

Gerek kitabin amaci agisindan ve gerekse kitabin hacmini arttirmamak
icin klasik kitaplarin ¢ogunda yer alan cebirsel yapilarla ilgili bir¢cok temel

!Bir sirali cismin tam olmasina denk olan 72 farkli kogul listesi [19]’de verilmigtir.
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ozelligin kamtlar: kitabin bu béliimiinde verilmemis ya da detaylara girilmeden
verilmigtir. Ornegin, bir halkada

(—2)y = —(wy)

esitliginin saglandigi detayli gosterimlerden kaginmak i¢in ve okurun kolaylikla
gosterebilecegi varsayimiyla verilmemigtir. Ayrica, klasik kitaplarda detay-
lariyla verilen halka teoriyle ilgili kavramlar ve temel sonuglar (6rnegin bir
boliim halkasinin bir cisim olmas: icin gerek ve yeter kosulun bolen idealin
maksimal olmasi gibi), problemler icerisine tabiri caiz ise “sikigtirilmigtir”.
Bu tiir teoremlerin kanitlar: zor olabilir ya da kanit yontemine okur yabanci
olabilir. Bu durum okuru panikletmemeli!

Bu boliimde 6rnek ya da aligtirmalarin ¢cogunlugu sayilar sistemi {izerin-
den verilmigtir. Okurun sayilar sisteminin cebirsel yapilar1 hakkinda (iki reel
sayimn toplami, garpimi, tssii gibi) temel diizeyde bilgi sahibi oldugu var-
sayilmigtir.

11.1 Cebirin Dogusu

Cebirin gelisimiyle ilgili detaylar, dogal olarak “dipsiz bir kuyu” olup, detaylar
bu kitabin konusuna ve kapsamasina sigmaz. Bu altboliimde cebir kavraminin
temeli sayilan bir kag siirecten bahsedilecek. Cok daha fazla detayl bilgilere
[36]’dan ulagilabilir ya da onun iizerinden iz siiriilebilir.

Cebir olarak adlandirilan en eski ¢aligmalar Pisagorcular’a ya da Suri-
yeli filozof Tamlikhos’a gore, n bilinmeyenli denklem ¢oziimii konusunda bir
kural veren Pisagorcu bilgin Paroslu Thymaridas’a kadar uzamr. Bu kural
soyle: Ug niceligin toplama ve bu niceliklerden belirli birini iceren ¢iftlerin top-
lama verildiginde, bu belirli nicelik bu ciftlerin toplamlar: ile en bastaki g
niceligin toplamu arasindaki farka egittir. ([36]). Pisagorcularin yazilmig “ki-
taplar1” bildigim kadariyla yok!

Matematikte, 6zellikle cebir tarihinde cebirin kurucular: olarak o6ne ¢ikan
{i¢ isimden ilki, MS 300’de Aritmetika’yr yazan Diophantos (MO 205-290(+-
15)), ikincisi Hintli matematik¢i Brahmagupta (598-668), iiciinciisii Iran’l ma-
tematik¢i Ebu Abdullah Muhammed bin Musa el-Harizmi’dir (kisaca Harizmi,
780-850).

Brahmagupta, 628 yilinda “iyi matematikgiler ve gokbilimciler sevsin” diye
Brahmasphutasiddhanta (Brahmanin Dogru Kurulmus Ogretisi) isimli eserini
yazdi. Harizmi bu kitap, astronomi iizerine Sanskrit dilinde yazilmig bir ki-
taptir. 771°de bir Hintli bir el¢i tarafindan Halife Mansur’a hediye edilen bu
kitap, Halife’nin emriyle Arapcaya cevrilmigtir.

Harizmi, Brahmasphutasiddhanta’nin etkisi altinda, bu kitabin Arapca
cevirisinden 6grendigi Hint rakamlarini kullanarak bir ders kitab1 yazar. Bu ki-
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tap sonrasinda, 6zellikle ikinci dereceden denklemlerin pozitif koklerinin ¢ozii-
miinii konu alan Hisabiil-Cebrve’l Mukabele (Cebir ve Denklem Hesabi Uze-
rine) baglikh bir kitabi 820’li yillarda yazdi. Bu kitap Cebir konusunda Arapga
yazilmig en eski kitap olarak bilinmekte. Bu kitabin orijinalinin mevcut olma-
masina karsin, Latinceye Chesterli Robert tarafindan gevrilmis hali mevcuttur.
(Bu gevirinin varligr 19.ytizyilda fark edilmistir.) Brahmasphutasiddhanta’den
alindig1 tahmin edilen ve Araplarca Sindhind olarak adlandirilan astronomi
tablolarun 6zetinin ¢ikartilmas1 konusunda, Halife Al-Manun’un Harizmi’yi
gorevlendirgi ve Harizmi’nin Sindhind’in bir Arapga versiyonu olan Zict’s-
Sindhind’i adli eserini 825 yilindan 6nce tamamladigi, ilgili tarih kitaplarinda
ifade edilmektedir. Bu caligmanin igerigi, Sindhiler ve Hintlilerin kullandig:
yontemlere dayanan bir gokbilim ¢aligmasiydi. Harizmi’nin MS 825 yillarinda
yazdigy Kitap al Muhtasar fil Hisap el Hind (Hint Rakamlariyla Hesap) isimli
kitap, 6nce Arap Diinyasinda ve ardindan da Latince cevirilerle 12. yiizyilda
Avrupa’da yayilmigtir. Harizmi, bu caligmasindan bes yil sonra, Tiirkceye “Ta-
mamlama ve Denklestirme Yoluyla Hesaplama Hakkinda Ozet Kitap” olarak
gevrilebilecek El-Kitan'ul Muhtasar fi’'l Hisab’il Cebri ve’l Mukabele adli bir
kitap yayimladi. Bu kitabin icerigi, matematik problemlerinde yer alan nice-
liklerin (giiniimiizde denklemler iginde yer alan bilinmeyenler) bulunmasina
iligkindir.

Harizmi’'nin kitaplarinin bagliklarinda gegen cebrn, “tazmin” ya da “ta-
mamlama” olarak cevrilmekte olup, “kaynastirma” anlamindadir. “Cebr” ke-
limesi, Bat1 dillerine “algebra” olarak gecti. Bu kelime, 12. yilizyilin orta-
larinda, Latinceye Algebra et Almucubala olarak gevrildi. 15. yiizyihin orta-
larinda italyanca ve Latince yazan bazi yazarlar, cebire “Seylerin Cikarilmasi
ve Carpilmas1” anlamina gelen Regula rei e census diyordu. Cebir’e Frangis Vi-
ete, “analitik sanat”, John Wallis (Ingiliz matematikeci, 1616-1703), Ingilizce
specious arithmetic( aldatic1 aritmetik) ve Newton, “evrensel matematik” der-
ken, Rene Descartes’a (Fransiz matematikei, 1595-1650)’e gore Arapca kokenli
olan cebir ismi “barbarca”ydi. Sonucta matematigin bir dali olan Cebir, kokeni
cebrn olan isimle standartlasti.

Diophantos’in Aritmatika’st on ii¢ kitaptan olusup Yunanca yazilmigtir.
Ancak, bunlarin sadece altisi giiniimiize ulagabilmigtir. Aritmetika takriben
350-370 yillar1 arasinda yasadigi tahmin edilen Yunan kadin matematik¢i olan
Hypatia tarafindan yorumlanmistir. Liber abbaci kitabininin yazari olan Fi-
bonacci’nin, Brahmasphutasiddhanta ve Harizmi’'nin gelistirdigi cebirsel kav-
ramlar1 Avrupaya tagidig: tarih kitaplarinda yazar.
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11.2 Cebirsel yap1

Bog olmayan bir X kiimesi iizerindeki tkili islem, X x X’den X’e, tanimli bir
fonksiyondur. A, X tizerinde B aksiyomlarini saglayan ikili iglemler kiimesiyse,
X’e bu islemler ve sagladig1 aksiyomlarla birlikte bir cebirsel yapr denir.
Bu yap:1 (X, A, B) ile gosterilebilir. Burada A’ya X’in cebirsel islem kiimesi,
B’ye cebirsel aksiyomlar: denir. A = {s1, S2, ..., s} ise cebirsel yap1, gosterim
kolaylig1 acisindan, cebirsel aksiyomlar B’yi hi¢ yazmadan

(X, 81,0y 8n)

ile gosterilebilir. Elbette bu gosterimlerde mutlak bir standart durum yok.
A toplulugunun her elemanina cebirsel yapinin bir cebirsel iglemi ve B’nin
her elemanina cebirsel yapinin cebirsel aksiyomu denir. Cebirsel yapinin
hi¢ aksiyomu olmayabilir, yani B toplulugunun hi¢ eleman1 olmayabilir. Za-
man zaman “(X, A, B) cebirsel yap1” ifadesi yerine kisaca, “X cebirsel yap1”
diyebiliriz. Bu s6ylem bicimi yazimda kolaylik saglayacaktir.

Bu kitapta cebirsel yapinin cebirsel iglemleri bir ya da iki tane olacaktir.
Tek bir cebirsel iglemli cebirsel yapi, cebirsel aksiyomlarinin 6zelliklerine gore,

i. yarigrup,
i. monoid,
iii. grup,

olarak adlandirilir. Belirli 6zellikleri saglayan iki cebirsel islemli cebirsel yapi
ise

iv. halka, cisim

olarak adlandirilacak. Bu yapilar iizerine belirli anlamlarda uyumlu siralama-
lar konularak,

v. sirali halka, sirali cisim ve tam sirali cisim

kavramlar: tanimlanacak.
Bazi kolayliklar acisindan sembol kullanimlar: hakkinda okurla kitap ara-
sinda gayri resmi olsa da birkag “hukuki” anlagma yapalim.

i. %, X cebirsel yapinin bir cebirsel iglemi ise her z,y € X igin

*(z,y) =r*xy

yazilir.
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ii.

iii.

v.

vi.

vi.

vii.

viii.

Bir X cebirsel yapinin herhangi bir sembolle belirtilmeyen bir cebirsel
islemine gore, (z,y) ikilisinin cebirsel iglem altindaki goriintiisii zy ile
gosterilebilir.

Bir ifadede yer alan iki farkli cebirsel yapinin cebirsel iglemleri ayni sem-
bolle gosterilebilir. Ornegin, (X, %), (Y, %) iki cebirsel yap1 olsun denil-
diginde, * ile gosterilen cebirsel iglemler ayni olmak zorunda degildir.
(Aym evde yagayan iki farkh kisin isimlerinin ayni olmasi gibi.)

Iki cebirsel islemi olan bir cebirsel yapida, en azindan bu kitap 6zelinde,
bu iglemlerin biri toplama ve digeri ¢arpma olarak adlandirilir. Toplama
igsareti “4” ve carpma igsareti “x” ile gosterilir. Ancak, baz1 durumlarda,
bu iglemler bu sembolii icerecek bicimde gosterilebilir;

+,+i, DB, X, X, ®
gibi.

(R,+,.) bir cebirsel yap1 ise her z,y,z,t € X icin (zy) + (2t) elemamn
xy + zt ile gosterilecek.

Sayi sistemlerinde tanimlanan siralama, toplama ve ¢arpma gibi kavram-
lar her ne kadar daha sonraki boliimlerde titiz bir sekilde tanimlanacak
olsa da bu boliimde, okurun bu kavramlar: temel diizeyde bildigi var-
sayilacak. Baz1 6rnekler bu sistem tizerinden verilebilir.

Bir X kiimesinde tanimli nokta isareti . ile gosterilen cebirsel iglem
igin x.y yerine xy yazilabilir. Ozellikle halka, cisim olarak adlandirilan
yapilarda, bu ¢arpma iglemi olacak.

Bir (X,.) cebirsel yapida her z € X i¢in 2! = 1 yazlir. Bir n € N ve
z € X icin 2" € X olarak tamimhysa 2”2 = 2"t yazilir. Bunun sonucu
olarak, fazla “titizlige” girmeden, x € X, n,m € N olmak ftizere, ", ™
tanimlanmg ise,

olur. Bu yazilimda, ikili islem toplama semboliiyle ya da toplama sem-
boliinii iceren bir sembolle gosteriliyorsa x™ yerine, genel olarak, nx
yazilir.

Notasyon kullanimi ile ilgili sinirlamalar sadece yukarida belirtilen bi-
¢imde olmayabilir; “suistimal edilmedikge” genisletilebilir ve bu durum-
da, ne demek istenildiginin okurca anlasildig1 varsayilacaktir.
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11.3 Yarigrup ve Monoid

Porzitif rasyonel sayilar kiimesi Q>%’da

_b
a*b—a

esitligiyle tanimh ikili islem genelde
ax(bxc)=(axb)x*c

esitligini saglamaz. Ancak, cebirsel yapilarin ¢ogunda bu egitligin saglanmasi
beklenir.

Tanim 11.1 (Seguier[49]). Cebirsel aksiyomu,
Her z, y, z € X i¢in z(yz) = (xy)z
olan cebirsel yap1 (X, .)’a yarigrup denir.

Cebirsel yapilarin bircogu yarigruplar icin bir 6érnektir. O nedenle 6rnek
vermeye bile gerek yok!

Yarigrubun ozelliginden dolayi, X bir yarigrup ise her a,b,c € X igin
a(bc) = (ab)c olmasi nedeniyle, a(bc) ve (ab)c yerine abe gosterimi kullanilabi-
lir. Bu gosterim verilen ay, ..., @y, apt1, Gnt2 elemanlar icin ay...a, tanimlandi-
ginda,

aj...ant2 = ((a1...09)Apt1) g2

olarak tanimlanir.
X bir yarigrup ve e, ¢ € X elemanlar her z € X icin

re=er=xvere =ex=zx
esitliklerini saghyorsa e = ¢ olur. Bu esitligi saglayan e € X elemanina X’in
birimi denir.
Tamm 11.2. Birimli olan yarigruba monoid denir?.

X cebirsel yapisinin cebirsel iglemi . ve birimi e ise, cebirsel yapi birimini
belirtmek i¢in (X, ., e) ile gosterilebilir.

X bir yarigrup ve bog olmayan bir A C X kiimesi, her a,b € A i¢in ab € A
oluyorsa, A bir yarigrup olur. Bu yarigruba X’in altyarigrubu denir. Benzer
bicimde altmonoid tanimlanir.

Aligtirmalar

*Monoid kelimesinin ilk olarak [51]’de kullanildig anlagilmakta. Bazilarina gore, bu ke-
limenin siklikla kullanilmasi, Chevalley’nin 1956’da yayinlanan “Fundamental Concept of
Algebra” adli kitabindan sonra olmustur.
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11.1.

11.4.

11.5.

11.7.

11.8.

Pozitif rasyonel sayilar kiimesi
Q"={¢eQ:¢>0}
ile gosterilir.

a*bzg

ikili islemine gére Q”° nin yarigrup olmadigini gosterin.

. Asagidakilerin dogrulugunu goésterin.

i. (N,+) monoid olmayan yarigrup.

i. Her 2 < n € Niin X,, = {m € N: n < m}, carpma iglemine gore monoid
olmayan bir yarigrup olur.

i (w,+) monoid?.
iii. (N,.) monoid.

iv. ((0,1],.) monoid.

. X bos olmayan bir kiime ve 0 € X olsun. X {iizerinde * ikili iglemi x * y = 0 olarak

tanimlansin. X tek elemanli degilse (X, *) cebirsel yapisinin bir yarigrup oldugunu ama
monoid olmadigini gbsterin.

Her z,y € X igin z xy = y * = esitligini saglayan X yarigrubuna degismeli denir. X
bog olmayan bir kiime olmak tizere (p(X),N) ve (p(X),U) cebirsel yapilarimin degismeli
yarigrup oldugunu gosterin.

X sonsuz bir kiime ve p(X),, X’in sonlu altkiimelerinin altkiimesi olsun. (p(X)s, N) nin
degismeli yarigrup oldugunu gosterin. Buna kargilik, her A € p(X); i¢in 1NA = A olacak
bigimde 1 € p(X) yoktur.

. X, en az iki elemanl bir kiime olmak {izere, S iizerinde

ax1b=avea*x2b=2>
formiilleriyle *1 ve *o ikili iglemleri tanmimlansin. (X, *1) ve (X, *2) cebirsel yapilarinin
birimi olmayan ve degismeli olmayan yarigrup oldugunu gosterin.
X, birimi e olan monoid olsun. a, b, ¢, d € X i¢in ab = ac ve da = e ise b = ¢ oldugunu
gosterin.
X, birimi e olan bir monoid olsun. x € X verilsin.
ra=ar =evezxb=br=e
esitligini saglayan a ve b elemanlarinin esit oldugunu gosterin.
-1 -1

Trxr =T T=€e€

[T o 1 . . 1 . . .
esitligini saglayan x ™" varsa x’e tersinir ve x7 elemanina x’in tersi denir.

. (X4, *4, €5)ic1 monoidlerin bir ailesi olsun. X =[], Xi, e = (es) € X ve X {izerinde,

(i) * (i) = (@i % ys)
ikili iglemi tanimlansin. Agagidakilerin dogrulugunu gosterin.
i. (X, *,e) bir monoid.
ii. Her j icin
P X = X, Pi(f) = f(5)

bir homomorfizma.

3w =Nu/{0}.



222 11. Temel Cebirsel Sistemler

ili. @ierXe ={f €I, Xi:{i: f(i) # ei} sonlu} olmak iizere (®;X;, *, e) bir monoid
olur. Buna, monoid ailesinin direkt toplamai denir.
1. Her 7 igin
] N T ;1=7
w@i)={ = 1
esitligiyle tanimh ¢; : X; — X fonksiyonu izomorfizma. Yani, ¢; birebir ve her
a,b € X; igin gi(a *; b) = ¢i(a) * ¢;(b) esitligi saglanir.

2. A, her ¢ € I igin ¢;(X;) kiimesini kapsayan X’in alt monoidlerinin ailesi olsun.

NA=&X,.

11.4 Grup

Her elemani tersinir olan monoide grup denir. Daha acik ve klasik olarak ya-
zalim.

Tanim 11.3 ( Von Dyck [57]). Cebirsel aksiyomlar: asagida verilen cebirsel
yap1 (G, .)’ye grup denir.

i. Her z, y, z € G igin z(yz) = (zy)z.

ii. Her z € GG i¢in xe = ex = x egitligini saglayan e € X var.

1 1 4

iii. Her € G icin 7'z = 227! = e esitligini saglayan 2~ € G var?.

Bir grupta agagidakiler gercgeklesir.
a. xy = rz ya da yxr = zx ise y = z olur.

b. zx = e olmasi icin gerek ve yeter kosul z = z 1.

c. xzx =xise x = e.

d. (z7Ht=ua.

e. (vy) =yt t

Bir yarigrup X'de her x € X ve n € N i¢in 2™ ifadesi tanimlanmigt1. Bir
grupta bu gosterim her tam say1 n igin genisletilebilir: Her n € Z, n < 0 ve
x € X igin

" = (.,Efl)n
olarak tanmimlanir. Ayrica,

.’,12‘026.

4Grup tammlama denemesi ilk olarak Cayley tarafindan 1854’te yapilmis, mevcut tanima
yakin bir tanimlama 1882’de Heinrich Weber tarafindan verilmistir.
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Iki grup arasindaki benzerlik, aralarmda tamml belirli kosullar: saglayan
fonksiyonlarla belirlenir. G ve H iki grup olsun. Her z,y € G igin,

flzy) = f(x)f(y)

esitligini saglayan f : G — H fonksiyonuna grup homomorfizma denir. Bu
homomorfizma igin, e, G’nin ve ey, H grubunun birimleriyse

i. fleq) =emn,
i f(e) = fa)
esitlikleri saglanir. Bunun yaninda sunlar da saglanir.
iii. f(G), H'dan indirgenen cebirsel igleme gore bir grup.
iv. f(G)={em} olmasi igin gerek ve yeter kogul f’nin birebir olmasidir.

Iki grup arasinda tamml birebir olan grup homomorfizmaya grup izo-
morfizma, aralarinda 6rten grup izomorfizma olan iki gruba izomorfik grup-
lar denir.

Alistirmalar

11.10. (Z,+), (Q,+), (R,+) ve (C,+) cebirsel yapilarimin grup oldugunu gosterin.

11.11. (Z, x), (Q, x), (R, x) ve (C, x) cebirsel yapilarinin hicbirinin grup olmadigimi gésterin.
11.12. (Q\ {0}, +), (R\ {0},.) ve (C\ {0},.) cebirsel yapilarinin grup oldugunu gésterin.
11.13. Bir m € N verilsin. Z,, = {n + mZ : n € Z} olarak tammlamr. Asagidakilerin
dogrulugunu gosterin.

i. Her 0 < k <m — 1 icin k = k + mZ olmak iizere
I ={k:0<k<m-—1}.

ii. card(Zm) = m.

iti. ki + ke = k1 + k2 esitligiyle tanimli ikili isleme gore (Zm,+) degismeli grup.

iv. k1 x ko = k1 X ko esitligiyle tanimli ikili igleme gore (Zm, x) degismeli monoid
olur.

v. (Z,\ {0}, x) monoidinin grup olmasi i¢in gerek ve yeter kogul p’nin asal olmasidir.
11.14. G, birimi e olan bir grup olsun. Her a € GG verilsin. Her n,m € w i¢in
f(n+m) = f(n)f(m)

esitligini saglayan f :w — G fonksiyonunun oldugunu gdsterin. Ayrica,

| f(n) in>0
u(n)—{ f(n)™! in <0

esitligiyle tanimli fonksiyonun her n,m € Z ve 0 < k € w i¢in
u(n +m) = u(n)u(m) ve u(—k) = fo-1(k)

esitliklerinin saglandigin gosterin. Genelde u(n) = a™ yazilir. Boylece,
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11.15.

11.16.

11.17.

11.18.

iii.

11.19.

11.20.

11.21.
11.22.
11.23.

11.24.

11.25.
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ZxG—= G, (n,a) —a"

fonksiyonu tanimlanmig olur.
Bir G grubu, bir a € G igin G = {a" : n € Z} oluyorsa G’ye devirli grup denir.
Asagidakilerin dogrulugunu gosterin.

i. Devirli grup sayilabilir.

ii. Her sayilabilir sonsuz devirli grup (Z,+) grubuna izomorfik.

iii. Her m € N igin (Zm, +) sonlu devirli grup.

iv. Her m elemanl devirli grup Z,, devirli grubuna izomorfik.
(Q\ {0}, x) grubundan kendine tanimh her grup homomorfizmanmn sifir ya da birim
fonksiyon oldugunu gosterin.

f:@Z,4) —» (2Z,+), f(z) = 2z fonksiyonunun orten grup izomorfizma oldugunu
gosterin.

Q>°, Q*, carpma islemine gore, sirasiyla, pozitif rasyonel sayilar, sifirdan farkl rasyonel
sayilar grubunu gostersin. Agagidakilerin dogrulugunu gosterin.

i f:Q" = Q% f(z) = 2® grup izomorfizma ve f(Q*) # Q*.

ii. f:Q>°— Q> flz) = z® grup izomorfizma ve f((@>0) £ Q>0
(R, 4) ve (R™°, x) guruplarinin grup izomorfik olduklarim gésterin. (f(x) = e” fonksi-
yonuna bakm.)

Sifirdan farkh bir f : (Q,4+) — (Z,+) grup homomorfizma varsa, 1’i 1’e gotiiren bir
bagka grup homomorfizmanin var oldugunu gosterin. Ayrica, (Q, +) ve (Z, +) gruplarinin
grup izomorfik olamayacaklarini gosterin.

(Q\ {0,},.) grubundan (R \ {0},.) grubuna tamimh birebir ve 6rten homomorfizma
olmadigini iki farkli bicimde gosterin.

(Q,+) ve (Q*,.) gruplarinin grup izomorfik olmadiklarini gosterin.
(R\ {0},.) ve (C\ {0},.) gruplarmmn izomorfik olmadiklarini gosterin.

Bir G monoidininin grup olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun her a € G i¢in G’den G’ye
tanimhi x — ax ve z — xa olarak tamimlanan fonksiyonlarin birebir ve orten olmasi
oldugunu gosterin.

Bir G grubu i¢in agagidakilerin dogrulugunu gosterin.
i. G degismeli.
ii. f(x) = 2? esitligiyle tamml f : G — G fonksiyonu grup homomorfizma.
iti. f(z) =a"" esitligiyle tamml f : G — G fonksiyonu grup homomorfizma.
G = (—1,1) kiimesinde

Tty
14zy

esitligiyle taniml « ikili iglemine gore, G’nin bir grup oldugunu gosterin. (G, *) grubun-
dan (R, +) grubuna tanimh birebir ve 6rten grup homomorfizmanin olmadigini gosterin.

THYy =

11.4.1 Kopya (izomorﬁk) altgrup ve altgrup

Grup teoride yer alan temel kavramlardan ikisi altgrup ve kopya altgruptur:

i. G bir grup ve H, G’nin bog olmayan altkiimesi olsun. Her a,b € H igin

ab € H ve a~! € H oluyorsa, H’ya G’nin altgrupu denir. G'nin her
altgrubu, G’den gelen ikili igleme gore bir grup olur.
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ii.

Bir G grubunun bir altgrubuna grup izomorfik olan H grubuna, G’nin
kopya altgrubu (izomorfik altgrubu) denir.

Bu kavramlarla ilgili temel kavramlar: hizlica verelim.

iii.

iv.

vi.

vii.

viii.

Her altgrup bir kopya altgrup olmasina kargin, her kopya altgrubun altg-
rup olmasi gerekmez. Ama bu durum “6nemli” degil; altgrup ile kopya
altgrup, grup teoride ayni olarak goriilebilir.

Grubun biriminden olugan kiime o grubun altgrubudur. Ayrica, her grup
kendi kendisinin altgrubu olur. Kendisinden ve birimden bagka altgrubu
olmayan gruplara basit grup denir.

G ve H iki altgrup ve f : G — H bir homomorfizma ise ey, G'nin birimi
olmak iizere,

ker(f)={z € G: f(z)=en}
bir altgrup olur. Bu altgruba f’'nin ¢ekirdegi denir.

Bir grubun verilen herhangi bir altkiimesi icin, altkiimeyi kapsayan ve
altkiimeyi kapsayan her altgrup tarafindan kapsanan bir altgrup vardir.
Bu altgruba, verilen altkiime tarafindan iiretilen altgrup denir. Sembol-
lerle yazacak olursak, G bir grup ve A C G verilsin. A tarafindan tiretilen
altgrup,

A={H : H,G'nin altgrubu ve A C H}

olmak tizere [].A olur. Ayrica bu altgrup,

{a*a3?...al* 1 a; € A,n; € L}

olur.

G bir grup ve a € G olmak iizere a” = e olmak ilizere n € N varsa
k= min{n € N : a" = e} dogal sayismma a'nin derecesi denir. Bu
durumda, {a} tarafindan iretilen altgurup {a” : 1 < n < k} olur.

G bir grup ve Ay, ..., A, C G icin genelde

Ay Ap ={ay...an 1 a; € A}

gosterimi kullanilir. G degismeli ve A;’ler altgrupsa, A;...A, bir grup,
tstelik |J;-; A; tarafindan iiretilen altgrup olur.
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ix. Birbirlerinin kopya altgrubu olan gruplarin grup izomorfik olmas: gerek-
mez.

Aligtirmalar
11.26. Asagidakilerin dogrulugunu gosterin.

i. (Z,+) grubunun her altgrubu devirlidir. Dolayisiyla, bir n € N i¢in nZ bigiminde-
dir.

ii. (Q,+) grubunun altgruplarim smiflaym. (Bu sorunun yanit: kolay degildir!)
i. (R,+) grubunun her altgrubu R’de ya yogun® ya da bir a € R i¢in aZ formundadar.

11.27. Devirli bir grubun her altgrubunun devirli oldugunu gosterin.

11.28. Asagidakilerin dogrulugunu gosterin.
i. (Q,4) grubunun sonlu altkiimesi tarafindan tiretilen altgrup devirli.
ii. (Q,+)nm G = {5% : a,n € Z} altgrubu devirli degil.

11.29. G degismeli grup ve f : G — Z orten grup homomorfizma ise en az bir a € G ele-
mani tarafindan tretilen G’nin altgrubuyla (Z, +) tamsayilar grubunun grup izomorfik
oldugunu gosterin.

11.30. k, n1,ne,...,n; dogal sayilarimin en biiyiik ortak boleni olsun. (Z, +) grubunda {ni, ...,n;}
kiimesi tarafindan tiretilen altgrubun £Z oldugunu gosterin.

11.31. (Lagrange Teoremi) G sonlu bir grup ve H, G’nin bir altgrubu olsun. Asagidakilerin
dogrulugunu goésterin.

i. Her a, b € G i¢in aH = bH olmasi i¢in gerek ve yeter kosul b~ 'a € H olmasidir.
ii. aH bic¢imindeki kiimeler ayrik ya da birbirlerine egittir.
iii. Her a € G icin |aH| = |H| olur.
iv. Hera,be I, a#bigin aHNbH =) ve
{aH :a € G} ={aH :a €}

olacak bigimde I C G var.
v. G=U,eq ol =, craH.
vi. |G| = |I||H].

(Burada |H|, H’nin eleman sayisini gosteriyor. Yani, card(H) = |H|.)

11.32. Sonlu bir grubun her elemaninin derecesinin grubun eleman sayisini boldiigiinii gosterin.

11.33. Bir grubun degismeli ve basit olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun grubun eleman sayisinin
asal olmasi oldugunu gosterin.

11.4.2 Gruplarin carpimi
G = (Gy);er bir grup ailesi olsun.

i. “G bir grubun altgrup ailesi olur mu?” sorusunun yaniti, genel olarak
elbette olumsuzdur.

5Denk olarak, R’nin her eleman1 Q’da bir dizinin limitidir.
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ii. “G bir grubun kopya altgrup ailesi olur mu?” sorusunun yaniti (Se¢im
Aksiyomu altinda) evettir: G =[], Gi,

ikili iglemi altinda bir grup olup, her j € I igin,

() () — T 1=
o ={ L

€;

esitligiyle tanimh fonksiyon grup izomorfizmadir. Dolayisiyla, G, G'nin
kopya altgrubu olur. G’ye G ailesinin ¢garpim grubu denir.

iii. G ve G grup ailesi yukarida oldugu gibi tanimlansin. G’nin G;’ler ta-
rafinda tretilen altgrubu,

@G ={feG:{iel: f(i)# e} sonlu }

olur. Bu altgruba ailenin direkt toplami denir.

I kiimesinin sonlu olmasi igin gerek ve yeter kosulun [[, G; = ®;G; oldugu
kolaylikla gosterilir.
G1, ..., Gy gruplar igin, G = G1 X Gs... X G, kiimesi

(al, ceey an)(bl, ceny bn) = (albl, veey anbn)

ikili iglemine gore bir grup olup, her 1 <14 < n igin, GG;, G’'nin kopya altgrubu
olur. Ayrica, G, {G; : 1 <i < n} ailesinin ¢arpim grubuna izomorfik olur.
Alistirmalar

11.34. Z ve Q’yu toplama islemine gore grup olarak ele alarak, asagidakilerin dogrulugunu,
gosterin.

i. Zx17Z,{(0,1),(1,0)} kiimesi tarafindan tretilen altgrup.
ii. Z x 7Z devirli grup degil.
iii. Z ve Z x Z gruplar: izomorfik degil.
iv. Q ve Q x Q gruplar: izomorfik degil.

11.35. (G,+,e) degismeli grup, A ve B, AN B = {e} ve A+ B = G kosullarini saglayan
altgruplarsa G ve A X B ¢arpim grubunun grup izomorfik olduklarini gésterin. Bu genel
durumu kullanarak, sunu gosterin: f : G — Z bir grup homomorfizmaysa G ve kerf x Z
gruplar1 grup izomorfiktir.
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11.4.3 Boliim grubu
Bir G grubunun normal altgrubu H, z € G icin
xH =Hzx

esitligini saglayan altgrubudur®.
Teorem 11.1. Bir G grubunun bir altgrubu H i¢in asagidakiler denktir.

i. H normal altgrup.

ii. Her x € G icin xHx 1 CH

iii. Her z € G i¢in tHox™ 1 = H.

Degismeli grubun her altgrubu normal altgruptur. Her grubun kendisi ve
sadece birimden olusan altgruplari normal altgruptur. f : G — H bir grup
homomorfizma ise f’nin ¢ekirdegi

kerf ={rx € G: f(z)=en}

G’nin bir normal altgrubudur. Biraz sonra kavram olarak normal altgrup ile
bir grup homomorfizmanin cekirdegi arasinda bir fark olmadig: gosterilecek.
G bir grup ve H, G'nin normal altgrubu olsun.

G/H ={zH : z € G},
(zH)(yH) = (vy)H

egitligiyle tanmiml ikili igleme goére bir gruptur. Bu gruba, G’nin H’a gore
béliim grubu denir. f(z) = zH formiiliyle tamimh f : G — G/H bir grup
homomorfizma olup, ker f = H olur. Boylece su teoremi verebiliriz.

Teorem 11.2. G bir grup ve H C G olsun. Asagidakiler denk olur.
i. H = kerf olacak bi¢imde bir grup homomorfizma f : G — G var.
ii. H, G’nin normal altgrubudur.

Yukarida verilen teoremin sonucu olarak, bir grubun normal altgrubunu o
grup iizerinde tanimlanan bir homomorfizmanin ¢ekirdegi olarak gorebiliriz.
Diger taraftan, G bir grup ve f : G — H bir grup homomorfizma ise

r=y < zy ' € kerf

olarak tamimlanan =, G tizerinde bir denklik iligkisi tamimlar. Bu denklik
iligkisine gore, € G’nin denklik sinifi

S¢H ={zh:h € H} ve Hx = {hx : h € H}.
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[z] = zkerf
olur. Ayrica,
G/==G/kerf
olur. Dolayisiyla, G/=,
[z][y] = [zy]

esitligiyle tanimh ikili iglemine gore bir grup olur ve

f(@) = [z]

esitligiyle tanimli fonksiyon grup homomorfizmadir. Bu goézlemden s6yle bir
arayisa girilebilir: =, G grubu {izerinde bir denklik iligkisi olsun. G /= bir grup
ve

f:G—=G/=, f(r) = 2]

fonksiyonunun homomorfizma olacak bicimde ikili iglemi var midir? Bu soru-
nun yanit1 genel olarak evet olmayip, evet olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her
x, Yy, 2 € G icin x = y oldugunda xz = yz ve zx = zy olmasidir. Bunun
kanitini okura birakiyoruz.

Alistirmalar

11.36. f: G — H grup homomorfizmaysa G/kerf ve H gruplarinin grup izomorfik oldugunu
gosterin.

11.5 Halka
Tanim 11.4 (Noether [39]). Cebirsel aksiyomlar:
i. (R,+,0) degismeli grup.
ii. (R,.) yargrup.
iii. Her z, y, z € R icin
x(y+z2)=axy+zzve (r+y)z =2+ 22

olan (R, +,.,0) cebirsel yapiya halka denir’.

"Bu kavramin kurucularmndan biri Richard Dedekind’dir. “Halka” kelimesinin kullanimi
Hilbert’in 1897’de yayinlanan makalesinden gelmektedir. Halka kavrami aksiyomlarla ilk ola-
rak Adolf Fraenkel tarafindan tanimlanmaistir.
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“R bir halka olsun” denilince kastedilen (R, +, ., 0) bigiminde bir dortliidiir.
Bu dortliidde + ve . ikili iglemlerine halkanin sirasiyla toplama ve garpmasi
denir. 0 € R’ye halkanin sifir1 denir. Birden fazla halkanin aynm anda galigili-
yor olmasi durumunda halkanin cebirsel iglemleri ve sifir1 farkli sembollerle
gosterilebilir; (R, +g, Xgr,0r) ya da (R, ®,.,0r) gibi.

(R, +,.,0) halkas: verilsin.

i. (R,.) bir monoid ve 1 bu monoidin birimiyse halkaya birimli denir®.
Yani, her x € X i¢in 1lx = x1 = x olacak bicimde 1 € R varsa. Bu
durumda halka (R, +,.,0, 1) ile gosterilebilir. 0 # 1 oldugu varsayilacak.

ii. Her z,y € R icin zy = yz oluyorsa halkaya degismeli denir.

iii. (R,+,0) grubunda = € R'nin tersi —z ile gosterilir. z,y € R igin,
r+(—y)=z—yve(—z)+y=—r+y

yazilir.

iv. R, birimi 1 olan halka olsun. z € R verilsin.
ar=xza=1vebr=xb=1

olacak bi¢imde a,b € R varsa a = b olur. Bu egitligi saglayan a € R’ye
a’nin tersi denir ve 27! ile gosterilir.

Agagidaki teoremin kanit1 okura birakilmigtir.

Teorem 11.3. (R, +,.,0) halkasinda her x, y, z € R i¢in asagidakiler gercek-
lesir.

iLz+y=x+z21isey==z.
ii. xy = xz ya da yr = zx ve x tersinir ise y = z.
iii. 0z =20 =0.
iv. —(—z) ==.
v. Halka birimli ise (—1)x = z(—1) = —z.
vi. (—2)y = —(zy) = 2(-y).

G bir grup olmak {izere, her n € Z ve a € G icin a € G elemani
tanimlanmaigti.

8Halka tamminda tam bir standartlasma yoktur. Bazi kaynaklarda halkamn tamminda
birimli olmas1 bir kogul degildir.
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7ZxG— G, (n,a) = a”

kuraliyla f fonksiyonu tanimlanabilir. (R, +, ., 0) bir halka olmak iizere, bunun
toplama grubuna ((R,+,0)) gore, a™ yerine na yazarak,

Zx R— R, (n,a) = na

fonksiyonu tamimlanir. Agagidaki esitliklerin saglandigr kolaylikla gosterilir:
Her n, m € Z ve x, y € R icin,

iLlr==

ii. n(z+y)=nz+ny.
ili. (n+m)r =nz+ mae.
iv. n(mzx) = (nm)z.

Halkalarin, sagladiklar: belli 6zelliklere gore temel simflandirmalar: vardir.
Bu yapilara detayli olarak yer verilmeyecek olsa da genel bir bilgi edinilmesi
acisindan, temel diizeyde verilecek. Bir R halkasi asagida verilen 6zelliklerine
gore adlandirilir.

i. Degismeli: Her =, y € R icin zy = yz.

ii. Sifir béleni olmayan: Sifirdan farkli iki elemanin ¢arpimi sifirdan fark-
lidar.

iii. Tamlik bolgesi: Degismeli ve sifir boleni olmayan halka.
iv. Boliim halkasi: Sifirdan farkli her elemanin carpmaya gore tersi var.

v. Cisim: Degigmeli boliim halkasi.

Aligtirmalar
11.37. Z, Q, R ve R say1 sistemlerinin standart toplama ve carpma iglemlerine goére halka
olduklarini goriin.
11.38. (G,+,0) degismeli grup olmak tizere, xy = 0 esitligiyle taniml isleme gore, (G, +,.,0)
dortliistiniin bir halka oldugunu gosterin.
11.39. X bos olmayan bir kiime olsun. R = p(X) i¢in asagidakilerin dogrulugunu gosterin.

A+B=(A\B)U(B\A) ve AB=ANB

egitlikleriyle tanimli cebirsel iglemelere gore degismeli halka. Bu halkanin sifinn 0 = () ve
birimi 1 = X. Bu halkada carpmaya gore tersi olan tek eleman 1 olur.

11.40. (R,+,.,1,0) bir halka ve X bosg olmayan bir kiime olmak {izere, X’den R’ye taniml
fonksiyonlar kiimesi R¥ iizerinde, f, g € R¥ icin,

(f+9)(=) = f(z) +g(x)

ve
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(f9)(z) = f(x)g(x)

egitlikleriyle taniml ikili iglemlere gére, (RX,+, .,0,1) yapisinin bir halka oldugunu
gosterin. Burada 0, 0(z) = 0 ve 1(z) = 1 olarak tamimlanir.

11.41. (G,+,0) degismeli grubundan kendisine tanimli grup homomorfizmalarin kiimesini A
ile gosterelim. f, g € A igin

(f+9)(2) = f(z) + g(z) ve (fg)(z) = f(g(x))
esitligiyle tanimh ikili iglemlere gore (A, +,.,0,1) bir halka olur. Gosterin. Burada, 0 €
A, 0(z) = 0 esitligiyle ve 1 : G — G, 1(z) = z olarak tanimlanir.
11.42. R¥ halkasi problem 10.40 de oldugu gibi tammmlansm. a ve b, X’in iki farkli eleman:
olsun. fa, f» € R fonksiyonlar:

fa(a) =1ve z # aigin fo(z) =0,

fo(b) =1ve x #0bigin fo(z) =0,
formiilleriyle tanimlansin. f, ve f, sifirdan farkli olmalarina kargin, f,f, = 0 oldugunu
gosterin.

11.43. (Althalka). (R,+,.,0) halkasinin H C R altkiimesi her a, b € R igin a — b,ab € H
kogulunu sagliyorsa H’ye R’nin althalkasi denir. Agsagidakilerin dogrulugunu gosterin.

i. Bir halkanin kendisi, kendisinin althalkasi olur. Halkanin sadece ve sadece sifirdan
olugan altkiimesi de althalkadir.

ii. A C R altklimesi verilsin.
H={37" aibi+ 37 ¢cj:n,m €N, ai,bi,c; € AU(-A)},
A’y1 kapsayan bir althalkadir. Ayrica, A kiimesini kapsayan her halka H'yi de
kapsar. Bu althalkaya A tarafindan tiretilen halka denir.

ili. 1 € A ise A tarafindan iiretilen halka
H={37" abi:n,meN,a;,b; € AU(—A)},
olur.

iv. Bir x € R i¢in {z} tarafindan {iretilen halka Zx olur.
11.44. (Halka homomorfizma ve izomorfizma). R ve S iki halka olsun. Her a,b € R i¢in
fla+b) = f(a) + f(b) ve f(ab) = f(a) f (D)

esitligini saglayan f : R — S fonksiyonuna halka homomorfizma denir. Birebir halka
homomorfizmaya halka izomorfizma denir. Aralarinda en az bir 6rten halka izomor-
fizma olan halkalara izomorfik halkalar denir. f : R — S halka homomorfizmas: icin
asagidakilerin dogrulugunu gosterin.

i. f(0)=0.

ii. f(R), S halkasin althalkasi.

iii. 1 € R, R halkasinin birimi ise f(R), birimi f(1) olan halkadir.

iv. 1 € R, R’nin birimi ve S halkasinin sifir béleni yoksa f(1), S halkasinin birimidir.

iv. f birebir oérten ise f ! halka homomorfizmadir.

11.45. (Kopya althalka) H ve R iki halka olsun. H, R’nin bir althalkasina halka izomorfik
ise H’ye R’nin kopya althalkasi denir. Althalka ile ilgili sorular1 paralel olarak kopya
althalka i¢in sorun ve yanitlayin. Althalka ile kopya althalka arasinda fark yok!
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11.46.

11.47.

11.48.

11.49.

11.50.

11.51.

Izomorfik iki halkadan birinin biriminin olmas: durumunda digerinin de biriminin ol-
masim gerektigini gosterin. Ayrica, f : R — S orten halka izomorfizma ve 1 € R’nin
birimi f(1), S halkasmin birimi olur.

(R,+,.,0,1) halkasindan (R? +,.,0,1) halkasma (noktasal tanimli cebirsel iglemlere
gore) f(r) = (r,0) esitligiyle tamml f : R — R? taniml fonksiyonun bir homomorfizma
olmasina kargin, f(1) # 1 oldugunu gosterin.

R birimli halka, S, sifir boleni olmayan bir halka olsun. f : R — S sifirdan farkl halka
homomorfizma ise f(1)’nin, S halkasinin birimi oldugunu gosterin.

(Birimli halkaya gémiilebilme) (R, +,.,0), birimi olma diginda kalan halka olma
kogulunu saglasin. S = R x Z kiimesi {izerinde,

(z,k) + (y,n) = (x +y, k+n) ve (z,k)(y,n) = (zy + nx + ky, kn)
olarak tanimlanan ikili iglemlere gore, 0 = (0,1), 1 = (0,1) olmak tizere agagidakilerin
dogrulugunu gosterin.

i. (S,+,.,0,1) bir halkadur.

ii. f(z) = (z,0) esitligiyle tanimli f : R — S fonksiyonu halka izomorfizmadir.
(Halkalarin ¢arpimi). (R;,+i,.:,0;)icr halkalar ailesi verilsin. R = HiEI R; kiime-
sinde + ve . ikili iglemleri, f,g € R igin,

(f +9)(0) = f(i) +4 (i) ve (fg)() = f(i)-19(3)
esitligiyle tanimlansin. (R, +, ., 0)’nin bir halka oldugunu gésterin. Burada, 0 € R, 0(i) =
0; olarak tanimlanir. Bu halkanin birimli olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun, her ¢ € R
icin R; halkasiin birimli olmasi oldugunu gosterin. Her ¢ € [ i¢in 1;, R;’nin birimi ise
R’nin birimi 1, 1(¢) = 1; olarak tanimlanir.
(Ideal) (R,+,.,0) bir halka ve A, R’nin bir althalkas: olsun. Her a € A ve r € R i¢in
ar,ra € R oluyorsa, A’ya R’nin bir ideali denir. Agagidakilerin dogrulugunu gercekleyin.

i. Halkanin kendisi ve sifir1 halkanin idealidir.

ii. Tam sayilar halkasi, rasyonel sayilar halkasinin bir althalkasidir ama ideali degildir.

iii. Rasyonel sayilar halkasi, reel sayilar halkasinin bir althalkasidir ama ideali degildir.

iv. A’nin Z halkasinda ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir n dogal sayisi igin
A = nZ olmasidir.

v. f: R — S halka homomorfizma ise ker f,R’nin bir idealidir.

vi. f: R — S halka homomorfizma ise f(R) althalkasinin, S’nin bir ideali olmasi
gerekmez.

vii. Ai,... An, A, B, C, R halkasinda ideal olsunlar.

a. A1 +...+ A, ve A;...A,, ideal.

b. (A+B)+C=A+(B+C) ve (AB)C = A(BC).

c. B(Ai+..+A,)=BA+..+BA, ve (A1 +...+A,)B=AB+..+ A,B.
viii. Bazi halkalarin idealleri ¢ok azdir: Asagidakilerin denkligini degismeli ve birimli

R halkasi igin gosterin.

a. R cisim.

b. R’nin idealleri sadece kendisi ve sifirdir.

c. R’den birimli bir halkaya tanimli ve birimi birime gotiiren her halka homo-

morfizma birebir olur.

viii. R degigmeli halka i¢in agagidakiler denk olur.
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a. R’nin sifirdan ve kendisinden farkl ideali yok.
b. R bir cisim ya da bir asal p sayisi i¢in pZ (garpmast sifir) olan halka izomorfik
olur.

11.52. (Boliim halkasi). (R, +,.,0) bir halka ve A, R’nin bir ideali, yani AR,RA C A
ozelligini saglayan R’nin althalkasi olsun.

R/A={z+A:z € R}
olmak tizere agagidakilerin dogrulugunu gosterin.

L (z+A)+y+A) =z+y+Ave(xz+ A)(y+ A) = 2y + A esitlikleriyle R/A’da
ikili islemler tanimlanir. Ayrica, 0 = A olmak tizere (R/A,+,.,0) bir grup olur.
Bu gruba R’'nin A’ya gore boliim halkasi denir.

ii. R degismeli ise R/A degismelidir.

iii. R birimli ise R/A degismelidir.

iv. f: R — R/A halka homomorfizmadir.

v. f: R — S halka homomorfizma ise R/kerf ve f(R) halka izomorfiktir.

11.6 Sirali halka ve cisim

Sirali halka ve cisim kavrami reel sayilar yapisinin aksiyomlagtirilmasi iizerin-
den adim adim, aralarinda David Hilbert, Otto Hoélder ve Hans Hahn olan
matematikg¢iler tarafindan tanimlanmigtir.

Tamim 11.5. (F,+,.,0,1) bir halka ve <, F’de bir tam siralama olsun.
i. z,y € Ficin <y ise her z € F igin x 4+ z<y + z
ii. z,y € F igin <y ise her 0<z € F i¢in xz<y X z

kogullar1 saglaniyorsa (F,+,.,0,1, <) altilisina sirali halka denir. Bu, siral
halka ve (F'\ {0}, x, 1) grup ise F’ye siral1 cisim denir.

Bir Sirali halkanin x > 0 esitsizligini saglayan her elemanina pozitif ele-
man denir. Bir sirali halka F’nin pozitif elemanlarin kiimesi F'* ile gosterilir.
Sifirdan kesin biiyiik elemanlar1 kiimesi P (gerekirse F>0 ile gosterilir.) Yani,
F'={zeF:x>0}

Bir F' sirali cismi i¢in agagidakilerin gerceklestigi kolaylikla gosterilir.

i. & < y olmasi i¢in gerek ve yeter kosul —y < —x.
ii. Her x # 0 icin 0 < 22.
iii. 0 < 1.

iii. 0 < z olmasi icin gerek ve yeter kosul 0 < z 1.
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iv. |.| : R — R fonksiyonu, |.|(z) = |z| yazilmak iizere,
| = T ;x>0
Tl -z cx <0

olarak tammmlanir. |z|’e 2’in mutlak degeri denir®. Her z, y € R igin
|yl = |z[ly| ve [z +y| <[] +y|
olur.

v. 0 < a € F verilsin.

fa(0) =0, fo(1) =a

ve her n,m € w igin

fa(n+m) = fo(n) + fa(m)

esitligini saglayan f, : w — F fonksiyonu vardir ve bu fonksiyon f,(n) =
na ile gosterilir. Her 0 < n i¢in 0 < na olur.

Bu tamimlama altinda,
fo(l)=la=a
fa(2)=2a=a+a
fa(3)=3a=a+a+a

Sirali cismin dogal sayilari, tamsayilar1 ve rasyonel sayilari agagidaki gibi
tanimlanir.

vi. fi(w) kiimesine F’'nin dogal sayilar1 denir ve F,, ile gosterilir.
vii. 0 < a igin
(n) | na in>0
9ol = (=n)a in<0
esitligiyle g, : Z — F fonksiyonu tanimlansin. Her n,m € Z igin

ga(n +m) = ga(n) + ga(m)

olur.

9Mutlak deger sembolii “|.]”, 1841’de Weierstrass tarafindan kullanilmaya baslanmigtir.
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viii. ¢1(Z) kiimesine F’nin tam sayilar kiimesi denir ve F7 ile gosterilir.

ix. g1 : Z — F halka izomorfizmadir. Kolaylik agisindan, n € Z igin, nl €
F elemani sadece n ile gosterilebilir. Bu durumda n=! € F, (nl1)~!
anlaminda kullanilacak.

x. F'nin Fg = {fi(m)fi(n)~' : m € Z,n € N} alt kiimesine F’nin rasyo-
nel sayilar kiimesi denir.

Agagidaki iki teoremin kaniti okura birakilmigtar.

Teorem 11.4. F' bir suraly cisim ise Fy, F'nin althalkast ve Fg, F'nin alt-
halkast olur.

Teorem 11.5. F ve H ki sirale cisim olsun.

i. Fy ve Hy izomorfik halkadur.

ii. Fg ve Hg izomorfik halkadwr

Yukarida yapilanlara ragmen, en az bir sirali halkanin ya da cismin oldugu-
nu bilmiyoruz. Biliyor olsaydik, sirali cisimlerin tam sayilar halkalar: halka
izomorfik olduklarindan onlara, bu cismin tamasayilari demek yerine, Tam
Sayilar Halkasi denilebilirdi. Benzer durum Rasyonel Sayilar Cismi igin de
yapilabilir. O halde ¢ncelikle, sirali bir cismin var oldugu gosterilmeli. Boyle
bir cisim dogal sayilar sistemi tizerinden insa edilecek. Bu sistem hepimizin
de yakindan tanidig rasyonel sayilar sistemi olacak. Bu sistemin de belirli an-
lamlarda yetersizligi olacak. Bu yetersizligin giderilmesiyle reel sayilar sistemi
elde edilecek.

11.7 Arsimedyan Ozelligi

F girali cisim ve A C F olsun. x < y esitsizligini saglayan her x, y € F i¢in
x < a < y olacak bicimde a € A varsa, A’ya F’de yogun denir. F'nin ken-
disi kendisinde yogun olur. Daha genel bir durum i¢in bir tanimlama yapmak
gerekiyor.

Tanim 11.6 ( Otto Stolz-1880). F bir sirali cisim olmak iizere her x € F igin

x < n(=nl) olacak bicimde n € w varsa, F’ye Argimedyan denir'’.

Argimedyan 6zelligi denk ifadelerle, farkli bigimlerde de tanimlanabilir. Bir
sirali cisim F’nin Argimedyan olmasi i¢in her x,y € F, y > 0 i¢in x < ny olacak
bigimde n € N olmas1 gerektigi kolaylikla gosterilebilir.

Elbette Arsimedyan olmayan sirali cisimler inga edilebilir ama simdilik
amacimiz o degil.

10 Argimedyan 6zelligi Euclid’s Elements V, tamim 4’te “Magnitudes are said to have a ratio
to one another which can, when multiplied, exceed one another” olarak ifade edilmigtir.
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Teorem 11.6. Bir sirali cismin Arsimedyan olmasi icin gerek ve yeter kosul
cismin rasyonel saylar cisminde yojun olmasidur'!.

Kanit: F sirali cisim ve z < y olacak bi¢imde z,y € F verilsin. Once, 0 < z
oldugunu varsayalim. 0 < (y — z) olmasindan dolay1 0 < (y — z)~! ve F
Argimedyan oldugundan,
0<(y—z)t<m
olacak bigimde m € N var. Buradan
1<m(y —z) =my —mz
elde edilir. F’nin Argimedyan 6zelligi tekrar kullanilarak
(n—1)<mz<n
olacak bigimde n € N bulunur. Buradan
mr<n=(n-1)+1<(n—-1)+ (my —mz) <mz+my —me=my
elde edilir. Esitsizligin m’nin tersi ile carpilmasiyla
r<nm!< Y
elde edilir.
x < 0ise 0 < —x < k olacak bicimde k € N secelim. Buradan 0 < k + 2 <
k + y elde edilir. Yukaridaki durum uygulanarak, 0 < k+2x < d < k+y
olacak bi¢imde d € Fp segilebilir. Buradan da x <d —k <y olur. d -k € Fy
oldugundan istenilen elde edilir.
x = 0ise 0 < y ve dolayisiyla, 0 < y~" olur. Archimedyan 6zelliginden
y~! < m olacak bicimde m € N secelim. Buradan da z = 0 < m~! < y olur.

Elbette m™! € Fy.
Kanitin kalan kismi okura birakilmigtir. Kanit tamamlanir. O

1

Arsimedeyan 6zelligi sirali gruplara genellenebilir. Bu konuya Boliim 17°de
tekrar deginilerek, bir sirali halkanin Argimedyan olmasi icin gerek ve yeter
kosulun, reel sayilar cisminin bir kopya alt halkas: olmas: gerektigi kanitlana-
cak.

Aligtirmalar

11.53. ([29]) Asagidaki kavramlar: agiklamadan okurun bildigini varsayalim. F' bir sirali cisim
olmak iizere agagidakilerin denk oldugunu gosterin.

i. F, Argimedyan.
ii. Her r € F, |r| < 1igin (r™) dizisi sifira yakinsar.

iii. Her k € N igin (k%rl)" dizisi sifira yakinsar.
1

iv. En az bir k € N igin (;37)" dizisi sifira yakinsar.

v. Herr € F, |r| <1igin ) r" serisi yakinsak.

UBir sirall cismin Arsimedyan olmasina denk olan 42 6zelligin listesi [19]’de verilmigtir.
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11.8 Tam Sirali Cisim

Tanim 11.7. Ustten sinirh her alt kiimesinin en kiiciik {ist sinir1 olan sirali
cisme tam sirali cisim denir.

Sirali cisim 6rnegi vermeden onun bazi 6zellikleri verilmisti. Benzer bigim-
de, her ne kadar heniiz tam sirali cisim 6rnegi biliyor olmasak da (ashnda
var, reel sayilar sistemi R ama heniiz inga edilmedi!), biitiin tam sirali cisimle-
rin halka izomorfik oldugu soyleyenebilir. Dolayisiyla, reel sayilar sistemi inga
edildikten sonra onun tam sirali cisim ve tek oldugu soylenecek!?.

F ve H iki sirali cisim, 1z, F’nin ve 1, H’nin birim elemani olmak iizere,
m,n € Z ve n # 0 icin, (mlp)(nlp)~t € Fy ve (mly)(nly)~! € Hp eleman-
larininin ikisi de bir karmasa olmadig: siirece ayni1 sembolle gosterilecek.

Okur, tam sirali cismin Argimedyan oldugunu kolaylikla gosterebilir. Asa-
gidaki teorem esas olarak [28]’de verilmistir.

Teorem 11.7 (Holder-1901). Biitin tam swral cisimler sira halka izomorfik
olur.

Kamnit: (Farkli ve belki de daha kolay kanitlar, aligtirmalar kisminda verilen
agamalar takip edilerek verilebilir.)
F ve H iki sirali cisim olsun. Birimlerini de sirasiyla 1z ve 1 ile gosterelim.

r((mlp)(nlp)~t) = (mlg)(nlg)™

esitligiyle tanimli 7 : Fiy — Hg sira halka izomorfizmasini p — P ile gosterelim.
7w : F — H fonksiyonu

m(x) = sup{g : ¢ < x}

esitligiyle tanimlansin. Bu fonksiyonun sira halka izomorfik oldugunu goster-
mek kaniti tamamlar. Bunun igin asagidaki adimlar: takip edebiliriz:

i. Her ¢ € Fy i¢in 7(q) = q: ¢ € Fy verilsin. 7(¢) < ¢ oldugu, p — p
déniigiimiiniin sira izomorfizma ve gmin {p : p < ¢} kiimesinin iist sinir1
olmasindan dolay1 agik. 7(¢) # ¢ oldugunu varsayalim. Bu durumda,
m(q) < q olur. Fg, F’de yogun oldugundan m(q) < p < g olacak bicimde
p € Fy secelim. Buradan ¢ < p ve buradan da ¢ < 7(p) elde edilir. Bu
celigki.

ii. 7 sira izomorfik: x < y olsun. x < p < ¢ < y olacak bicimde p,q € Fy
secelim. 7'nin artan olmasi ve (i) kullamlarak,

m(z) <p<q<m(y)

2Tam siral cismin standart inga yontemlerinin diginda, farkh bir yontemle yapilan inga
[4]’de bulunabilir.
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elde edilir. Dolayisiyla, 7(x) < 7(y). Simdi 7(x) < 7(y) oldugunu var-
sayalim. Diyelim ki x < y degil. Bu durumda y < z olur. Buradan da
7m(y) < w(x) elde edilir. Bu bir geligki olup, istenilen elde edilir.

iii. € F ve p € Fy verilsin. 7(z + p) = 7(x) + n(p) olur:
sup{p+q:q <z} <7(z)+p=mn(x)+n(p)

oldugu acik. Bu esitsizligin kesin esitsizlik oldugunu varsayalim. Hg'nin
H’da yogun olmasindan dolay1

sup{p+q: ¢ <a} <7 <m(x)+p
olacak bigimde r € Fg secelim. Buradan
F—p<sup{qg:q <z}

olur. Dolayisiyla, » — p < x elde edilir. Buradan da

F=r—p+p<sup{qg+p:g<z}<T
elde edilir. Bu geligki 7(z + p) = m(z) + 7(p) esitligini verir.
iv. z,y € F verilsin. m(x +y) = n(x) + 7(y): p € Fg ve p < y verilsin.
m(x) +p=n(x) + 7(p) = m(x +p) <7z +y)

esitsizligi tizerinden p’lere gore supremum alinirsa,

(@) +7(y) < 7(z +y)
olur.

m(x) +7(y) < m(xz +y)
oldugunu varsayalim. Yine Hg'nin H’da yogunlugunu kullanarak,

(y) <7 < 7w(z+y) —n(zx)

olacak bicimde r € Fg secebiliriz. Esitsizligin birinci kismindan y < r
olur. Buradan da

r<m(z+y)—n(x)<nm(z+r)—7n(x)=n(x)+n(r)—n(x) =7
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celigkisi elde edilir. Kanit biter.
0<xzeFve0<pe Fy verilsin. 7(z)n(p) = sup{pg : ¢ < z}:
sup{pq : ¢ < z} < m(x)7(p).

oldugu acik. Esitsizligin esitlik olmayacagim varsayalim. Yine Hg'nin
H’da yogun olmasindan

sup{pq: ¢ < x} <7 < w(x)m(p)
olacak bicimde r € Fg secebiliriz. Buradan
! < 7(2)
olur. Bu rp~! < z oldugunu soyler. Buradan da
F=rplp<sup{pg:q <z} <T

geligkisi olugur. O halde w(zp) = 7(z)7(p).
0 <x,y € F verilsin. g € F ve ¢ < y olsun.
m(2)g = m(x)7(q) = m(rq) < m(zy)
esitsizliginden
-1

g < m(zy)(m(x))

elde edilir. ¢ tizerinden supremum alarak

m(y) < m(xy)(m(z)~

olur. Bu egitsizligin esitlik olmadigimi varsayalim. Yine yogunlugu kulla-
narak,

m(y) <7 < m(ay)(n(z))"

olacak bicimde r € Fgp var. Dolayisiyla, y < r olur. Buradan da

1 1

7 < m(zy)n(x)" < w(xr)w(z)™t = w(z)Fn(x) "t =7

geligkisi olugur. O halde m(zy) = 7(z)m(y) olur. Genel durum ise
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m(—z) = —7(x)
oldugu kullanilarak, istenilen elde edilir.

vi. 7'nin 6rten oldugunun kaniti1 okura birakilmigtir.

Asagida aligtirmalarda gecen (p,) ve (gy) dizilerinin verilen tam sirali cis-
min rasyonel sayilar cisminde oldugu varsayilacak. p, 1 2’in anlami (p,,) dizi-
sinin artiyor ve supremumunun x olmasi anlaminda olacak.

Aligtirmalar
11.54. F tam sirali cisim olsun. agagidakileri kanitlayin.
i. Her z € F igin p, T z olacak bi¢imde (py) dizisi var.
ii. z,y € F ve (pn) ve pn T x ve qn 1y dizileri verilsin. p, + ¢, T z + y olur.
ili. « € F™ ve 0 < p, 1« olacak bicimde diziyse p2 1 z?.
11.55. F ve H iki tam sirali cisim olsun. 7 : F* — H™T fonksiyonu
7(z) = sup{p : p < w}
esitligiyle tanimlansin. Agagidakilerin dogrulugunu gosterin.
i. Herp € F& i¢in 7(p) = p.
ii. x€ Ft, p, 1 xise m(pn) T 7(z).
iii. w(Fy)=H.
iv. Her z,y € FT icin
m(x +y) =n(z) + n(y) ve m(zy) = 7(x)7(y)
v. m fonksiyonu F’ye m(—z) = —m(x) olarak geniglesin. 7 drten sira cisim izomorfik.
11.56. F sirali cisim olsun. Asgagidakilerin dogrulugunu gosterin.
i. z,ye FvepeFgvep<ax+yise
p1 <z, p2 <y vep=p1+p2
olacak bigimde p1,p2 € Fg var.
ii. z,ye F,pé€ Fo, 0 < z,y,p ve p < zy ise
p1 <z, p2 <yvep=pip2
olacak bigimde 0 < p1,p2 € Fy var.
iii. z,y € Fverilsin. {pe Fo:p<z} C{peFy:p<y}lisex<y.
iv. p,q € Fo, m,y € F, [z[ < pve [y| < qise [zy| < pg.

11.57. F, H iki sirah cisim olsun. 7 : F — H bir fonksiyon ve her n € Z igin w(nlr) = nly
olsun. Agagidakiler denk olur.

Loz <yise n(z) < 7(y).
ii. w(z) < w(y) ise z < y.

Ayrica, bu kogullardan biri saglaniyorsa 7 halka izomorfizma olur. Bunun uygulan-
masiyla, iki tam sirali cismin sira halka izomorfik oldugunu gostermek icin, sira izomorfik
olduklarini géstermek yeterlidir.






12. Tam Sayilar Sistemi

Bu boliimde tam sayilar ve tam sayilar halkas: farkli bicimlerde inga edilecek.
Bunlardan bazilar1 tam sayilar sistemini kolaylikla inga etmesine kargin, kul-
lanilan yontem diger cebirsel yapilarin insasinda pek kullanigh olmayabilir; tek
kullanimlik yontem gibi. Buna kargin, tam sayilar sistemini inga eden yontem-
lerden bazilar1 goreceli olarak daha karmagik olsa da kullanilan yéntem farklh
cebirsel yapilarin ingalarinda kullanilabilir. Bu inga yontemlerden biri, Grot-
hendick ingasi olarak adlandirilmakla birlikte, matematik halk: arasinda “stan-
dart inga” olarak da bilinir.

Tam sayilar sistemini tanimlayan anahtar sozciiklerinden biri negatif say:-
lardir. Negatif sayilar1 anlama siireciyle ilgili olarak bazi bilgilere bir sonraki
altboliimde yer verilecek.

F degismeli ve birimli sirali halka ise,

0l1p =0
ve her n,m € w icin
(n+m)lp =nlp+mlp
esitligini saglayan birebir
n—nlp
fonksiyonu, recursion teoremi kullanilarak tanimlanabilir. Ayrica,
(nm)lp = (nlp)(mlp)

esitliginin saglandig: tiimevarimla kolaylikla gosterilebilir. Bu fonksiyonun go-
rinti kiimesi

wrp ={nlp:n € w})
ile gosterilmek tizere
—wp ={—(nl) : n € w}

olarak tanimlanan kiime wg kiimesinden ayrik olup,
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Zp =wpU (—wp),

F’nin bir althalkas: olur. G bir bagka sirali ve birimli halka ise Z ve Z¢ halka-
lar1 izomorfiktir. Dolayisiyla, birimli ve sirali bir F' halkasi i¢in nl g elemaninin
n ile gosterilmesi sikint1 yaratmaz. Biitiin bunlarin, birimli ve sirali halkanin
var oldugu varsayimiyla yapildigi unutulmamali.

12.1 Negatif Sayilarin Kisa Tarihi

Evladvm, bir zamanlar negatif sayilarin bes
kurus degeri yoktu, sonradan degerlendi!

Giintimiizde bilinmeyeni x olan
dr +20=14

denklemine hig¢ kimse “sagma’” demez. Ama yaklagik 1800 yil 6nce, Diophantus,
Aritmetik kitabinda, bu esitligi saglayan pozitif say1 x olamayacagindan, bu
denkleme sa¢cma diyerek, bu tiir denklemleri yok sayiyordu. Bu yok sayma o
denklemi yok etmedigi gibi, negatif say1 kavraminin igaretini veriyordu.

Negatif sayilar Cin’in klasik temel kitaplarmdan olan, Oklid’in Eleman-
lar1 olarak adlandirilan, Dokuz Béliimde Matematik Sanati' adl eserde
bazi denklem sistemlerinin ¢oziimii i¢in kullanilmigtir. Bu agidan, negatif sayi-
larin Cin’de dogdugu kuvvetli bir ihtimal olarak iddia edilir. Kim bilir, negatif
sayilar belki de Mars’ta dogmustur.

Matematik tarihgileri 16. yiizyila kadar negatif sayilarla Cin, Arap ve Hint-
lilerin ilgilendigi yazar. Yedinci yiizyilda, alacak pozitif sayilarla ve borglar
negatif sayilarla gosteriliyordu. Boyle bir kullanim son derece dogal ihtiyag
oldugundan, bu tiir kullanimlar muhtemelen bu tarihten 6nce de vardi. Ayni
yiizyilda, Hintli matematikci Brahmagupta, a, b, ¢ pozitif sayilar: igin,

ax’ +br =c,ax’ =br+c, ar’ +c=bx

bigiminde verilen denklemleri quadrik denklem (az? + bz + ¢ = 0 formundaki
denklemler) olarak ifade etmek icin negatif sayilar1 kullandi. Bunu yaparken,

'Bu eser, Cince’de “Chiu-chang Suan-shu”, Ingilizce’de “The Nine Chapters on the Mat-
hematical Art” olarak adlandirilir. Bu eser MS. 2. Yiizyilda, Cin aritmetigi iizerine yazilmig
olup, yazar1 ve yazim tarihi tam olarak bilinmemektedir. MO. 213’de Ch Hanedanrni im-
paratoru Shih Hoang-ti'nin emriyle biitiin kitaplarin yakilmig olmasini nedeniyle bu eser de
biiyiik olasilikla yakilmigtir. Imparatorun éliimiinden sonra, Chang T’sang(?77-152), buldugu
baz bilgilerle igerigi Chiu-chang Suan-shu olan Chiu-chang adli eseri yazmastir. Yaklagik bir
yiizy1l sonra, bu eser Ching Ch’ou-ch’ang tarafindan tekrar diizenlenmigtir. Dokuz Boliimde
Matematik Sanati eserinde, 7 sayisi1 3 olarak alinmis olup, bir iiggenin, ikizkenar yamugun
ve dairenin alan formiillerini icermektedir.
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Brahmagupta, pozitif sayilar arasindaki iglem kurallarini negatif sayilara ge-
nelledi.

Dokuzuncu Yiizyilin Ortadogusunda Araplar, Hintli matematikgilerden
dolay1 negatif sayilar1 biliyor olmalarina kargin, bu sayilar1 kullanmadilar.
Ornegin, El Harizmi, Cebir kitabinda (Al-jabr wa’l-muqabala) adli kitabinda
negatif sayilara yer vermedi. Iranlh matematikci Abu-Wafa(940-998), nega-
tif sayilar1 “borg¢” olarak anlamlandirarark, “ii¢ alacak, beg bor¢ olma duru-
munda iki bor¢” kalmasini, “licin besten cikartilmasi” olarak degerlendirerek,
bunu daha da genelledi. Abu-Wafa'nin aritmetigi ilgili bir makale [47]. Al-
Samawal(1130-1180), negatif sayilar1 dikkate alarak cebir yapiyor ve sunlar
sOyliiyordu: 1. Bogluktan pozitif say1 ¢ikartilirsa, kalan o miktarda negatif say1
olur. 2. Bosgluktan negatif say1 ¢ikartilirsa kalan o miktarda pozitif say1 olur. 3.
Negatif saymin pozitif sayiyla carpimi negatif, negatif sayiyla carpimi pozitif
say1 olur. Aslinda bunun benzerleri Brahmagupta’nin ¢aligmalarinda da yer
aliyordu. Ornegin, borg ve alacagin “carpim1” borg olarak degerlendiriliyordu.
Brahmagupta'nin ¢alismalarina kadar negatif say1 Hindistan’da giindemde-
yoktu.

12. Yizyilda, Hindistan’da Bhaskara quadrik denklemlerin negatif kokle-
rini uygunsuz, yetersiz olarak goriip, dikkate almiyordu. Italya’da 13. yiizyilin
temel eserlerinden olan Fibonacci'nin Liber Abaci’si bazi matematik tarihgi-
lerine gore negatif sayilar1 icermekte, bazilarina gore icermemekte. Fransiz ma-
tematik¢i Nicolas Chuquet (1445-1488), —i—% ifadesini —122~2 ile gostermistir.
Buna kargin, negatif sayilar1 Chuquet, “sagma” olarak degerlendirmigtir.

16. ylzyila kadar, genel olarak Araplarin, Cinlilerin, Hintlilerin giinde-
minde yer alan negatif sayilar, bu yilizyildan sonra Avrupa’nin giindeminde
de yer almaya baghyor. ingiliz matematik¢gi Thomas Harriot (1560-1621), bir
denklemin negatif kokiinii kabul etmese de denklemin bir tarafinda negatif
saymn yer almasii kabul etmistir. Italyan matematik¢i Gerolamo Cardano
(1501-1576), 1545’de yayinlanan Ars Magna adli, Latince yazilmig cebir ki-
tabinda, denklemlerin ¢éziimiinde negatif sayilara yer vermistir. S6z konusu
kitapta pozitif sayilar numeri ueri ve negatif sayilar numeri ficti olarak ad-
landirihiyordu. Kitapta negatif say1 isareti olarak m kullaniliyordu. Ornegin,
—2 sayist m : 2 olarak gosteriliyordu. Buna kargin, quadratik denklemlerin ifa-
desinde negatif katsayilar kullanilmiyordu. Baz1 matematik tarihcilerine gore,
Cardano, negatif sayilara anlam katmak i¢in epey miicadele verdi. Hollandali
matematik¢i Simon Stevin(1548-1620), Cardano’nun bir ilerisi olarak, denk-
lemlerin katsayilarinin negatif olmasina izin verdigi gibi denklemlerin negatif
koklerini kabul edip, onlarla islem yapiyordu. Alman matematik¢i Michael
Stifel(1487-1567), denklemlerin katsayilarinin negatif olmasima izin verirken,
negatif kokleri yok sayiyordu. Stifel ayrica, tistel sayilarda negatif sayilar1 kul-
lanmigtir. Tycho Brahe, negatif sayilara olumsuz bakmig ve negatif sayilari
gostermek icin eksi isareti — kullanmigtir. Fransiz matematikci Francois Viete
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(1540-1603) negatif sayilarla ilgili hicbir bilgi vermedi. Buradan ¢ikarilacak
sonug 16. yiizyilda, negatif sayilarin ne anlama geldiginin tam anlagilamamig
oldugudur.

17. ve 18. ylizyilda negatif sayilarin hali vakti nasild1? Fransiz matematikgi
Rene Descartes(1596-1650) negatif sayilar: kismen kabul ediyor ama denklemin
negatif olan koklerini kabul etmiyordu. Buna kargin negatif kokli bir denklemi
pozitif kokii olan denkleme doniigtiirerek, dolayli yollardan negatif koki kabul
etmis oluyordu. Fransiz matematik¢i Blaise Pascal(1623-1662), “sifirdan dort
¢ikmaz” diyordu. Sonsuz igaretini “oo” semboliiyle ilk olarak gosteren Ingi-
liz matematikgi John Wallis(1616-1703), negatif sayilar igin, “sifirdan kiigiik
olmayan, sonsuzdan biiylik sayilar” diyordu. Fransiz teolog ve matematikci
Antoine Arnauld(1612-1694), negatif sayilarin kabul edilmesi durumunda

1
-1

olmasi tizerinden degerlendirme yaparak, kicik olan nasil biiyik ve biyik olan
nasil kii¢ik olabilir? diyordu. Alman matematik¢i Leibniz(1646-1716), Arna-
uld’un ortaya koydugu degerlendirmenin yerinde oldugunu ifade etmekle bir-
likte, oranlarm esit olmas: nedeniyle, islem yapilabilecegini diisiiniiyordu. Iskog
matematikgi Colin Maclaurin(1698-1746), 1748 yilinda yayinlanan Cebirin bir
incelemesi(A Treatise of Algebra) adli eserinde, pozitif ve negatif sayilarla aym
diizeyde islem yapti. Siklikla kullanilan soldan saga ve sagdan sola cizilen
say1 dogru gosterimi Maclaurin tarafindan verilmistir. Isve¢ matematikci Le-
onhard Euler(1707-1783), 1771 yilinda yaynlanan Vollstandige Anleitung zur
Algebra (Complete Introduction to Algebra) adli eserinde pozitif ve negatif
miktarlar {izerinde islemleri tartigti. Bir bor¢ Ornegi tlizerinden hareket ede-
rek, giiniimiizde gegerli olan, bir pozitif sayinin negatif katinin negatif oldugu
sonucuna ulagti; bu sonuca 10. yiizyila Al-Samawal tarafindan da ulagilmigti.

Ingiliz matematikci George Peacock(1791-1858), 1830’da yaymlanan Tre-
atise on Algebra adli eserinde, negatif sayilar lizerindeki tartismali durumu
aritmetiksel cebir ve sembolik cebir ayrimi iizerinden anlamay1 denedi. Orne-
gin, aritmetiksel cebirde a — b’nin ifadesi ¢ < b oldugunda kullanilabilirken,
sembolik cebirde, kullanilan sembollerin yorumlanmas: gerekmeyecegi tizerin-
den hareketle, a — b ifadesinin sembolik cebirde yorumlanmasi gerekmedigi
avantajini kullanarak, —bifadesinin sembolik cebirde yer almasini sagliyordu.
Bu anlamda Peacock, sembolik cebirde bir a (pozitif) sayisimin negatifini —a
olarak tanimlamigtir.

12.2 Birimli Tam Sirali Halkanin Varhgi

Elemanlar1 sadece ve sadece n € w i¢in {n} kiimelerinden olusan bir kiime
vardir. Bu kiimeyi —w ile gosterelim. Yani
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—w={{n}:new)\{0}}

olsun. w ve —w kiimelerinin ayrik oldugu acik. Bu iki kiimenin bilegimi F' ile
gosterilsin. Her n,m € w icin

n+k=myadam=n-+k

olacak bigimde tek bir tane k € w oldugundan, {(m,n) :
kiimesinde w’ya tanimh ve m < n igin

m,n € w,m < n}

n=m+k(m,n)

esitligini saglayan k fonksiyonu vardir. F' iizerinde, n,m € w olmak tizere

n+m ja=n,b=m
a®b=< {k(m,n)} ca=necwb={m},m>n
k(n,m) ja=n€w,b={m}n>m
ve
nm ;a=n,b=m
_ nm} ja=n€w,b={m}
a®b= {nm} ;a={n}ewb=m
nm ja={n} €w,b={m}

cebirsel iglemleri altinda (F, @, ®, 1) birimli degismeli halka olur. Ayrica, n ve

m dogal sayilar1 géstermek iizere,

R={(n,m):n<m}uU{({n},m):n#0}U{{m} {n}):n <m}

kiimesi,

a<b<= (a,b) € R

olarak tanimlanan siralamaya gore (F, ®,®, 1, <) birimli sirali halka olur.

Asagidaki alistirmalarda yer alan F’yi, yukarida tanimlanan F' halkasi ola-

rak alin.

Alistirmalar

12.1. | F = w oldugunu gosterin.

12.2. F kiimesinin bir se¢im fonksiyonunun oldugunu gosterin.

12.3. F’nin sayilabilir sonsuz oldugunu gdsterin.

12.4. x € F verilsin. < 0 ise card(z) = 1 ve & > 0 ise card(z) = z oldugunu gosterin.
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12.3 Tam Sayilar Sisteminin Standart Insas1

Okurun diizlemi ve diizlemde iki noktadan gegen dogrunun ne demek oldugunu
bildigini varsayalim. Her 0 < n € w i¢in (n,0) ve (2n,n) noktalarindan gegen
dogruyu I ve (0,n) ve (n,2n) noktalarindan gegen dogru denklemini I, ile
gosterelim. Ayrica, (0,0) noktasindan gegen ve egimi 1 olan dogru denklemi [
ile gosterilsin. Bu dogrularin ikiger ikiger ayrik olduklar1 kolaylikla gosterilir.
Her n € w icin

nt=1,N(wxw)
ve
n” =10, N(wxw)

ile gosterilsin. Her n, m € w icin n* ve n~ kiimelerinin ayrik olmasinin yaninda
n # m icin

ntNmt =1
ve
ntNm™ =0
olur.
w0 = (Uyn) U Uy )

olmasindan dolayr w X w kiimesi tizerinde iki noktanin denk olmasi bir k& €
w icin kT ya da k~ kiimelerinin elemanlar1 olarak tamimlanirsa, bir denk-
lik bagintisi tanimlanmig olur. Bu denklik bagintisina gore, noktanin denklik
siiflarinin kiimesi tizerinde belirli kogullar: saglayan halka aranan tam sayilar
sistemi olacaktir.

Burada bahsi gecen denklik bagintisiyla agagida verilen denklik bagintisi
cakisir. Kamit okura birakilmigtir.

Teorem 12.1. w X w kumesinde
(a,b) = (z,y) <= a+y=b+x
olarak tanimlanan = bir denklik bagintidar.

Her n,m € w icin (m,n) noktasinin denklik sinifin1 [(m, n)] ile gosterelim.
Yani,

[(m,n)] ={(a,b) ewxw:m+b=n+a}

olur. Ayrica, yukarida giristeki notasyonlarla ifade edilecek olunursa,
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[(m,n)] = kT ya da [(m,n)] =k~
olacak bigimde k£ € w var. Yani,
[(m,n)] = [(K, 0)] ya da [(m, n)] = [(0, k)]

olacak bicimde tek bir tane k € w var. Bu k € w, k(m,n) ile gosterecek olursak,
w X w’dan w’ya (m,n) — k(m,n) fonksiyonu tanimlanmis olur. Elbette

m = k(m,n) +n ya dan=k(m,n)+m
esitligi saglanir. Genelde
Z = {[(m,n)] : m,n € w}

gosterimi kullamilir. Z? bir kiime olup bu kiime iizerinde toplama ve carpma
islemleri g6yle tanimlansin:

[(a,0)] ® [(c,d)] = [(a + ¢, b+ d)]
[(a,b)] % [(c, d)] = [(ac + bd, ad + bc)).
Ayrica, w x w'da
[(m,n)] < [(z,y)l <= y+m<z+n

olarak tanimlanan <, Z’de bir tam siralama olur.
Asgagidaki iki teorem kolaylikla kanmitlanabilir.

Teorem 12.2. 1 = [(1,0)] ve 0 = [(0,0)] olmak tzere, (Z,®,®,0,1,<) siral
halkadar.

Teorem 12.3. F bir onceki alt bélumde tamimily siraly halka olsun. ' — Z’ye
hern € w i¢in

m(n) = [(n,0)] ve w({n}) = [(0,n)]

esitligiyle tanamily fonksiyon orten ve sira halka izomorfiktir. Dolaysiyla, Zp
ve Z swraly halkalar sira halka izomorfik olur.

[(0,0)] < [(m,n)] bigimindeki [(m, n)] € Z elemana Z’nin pozitif elemanlar
denir. Elemanlar1 pozitif olan kiime ZT ile gosterilir. Benzer bicimde

7= ={[(m,n)] € Z: [(m,n)] <[(0,0)]}

ile gosterilsin.

2Bu notasyon Almanca say1 anlamima gelen Zahlen kelimesinin ilk harfinden kaynakl
olup, ilk olarak Nicolas tarafindan kullanilmaya baglanmigtir.



250 12. Tam Sayilar Sistemi
Zt ={[(n,0)] : n € w}
ve
Z=={[(0,n)] : n € w}
oldugu kolaylikla gosterilebilir. Yaygin olarak, her n € w igin
n = [(n,0)]
ve
—n = [(0,n)]

gosterimleri kullanilir. (Elbette bu gosterimde kullanilan esitlik sembolii, kiime
teorik anlamda degil, sadece bir gosterim.) n > 0 i¢in —n’ye negatif say1
denir.

Yukarida tam sayilar halkasini tanimlayan insa, Grothendick insasinin
ozel bir halidir. Z, Grothendick grup kavraminin en basit 6rnegidir. Grothen-
dick insa ve Grothendick grup kavramlar: bu kitabin konusu olmadigindan bu
bilgi verilmeyecek.

Aligtirmalar

12.5. card(Z) = card(w) oldugunu farkli bicimlerde gosterin.
12.6. Her z € Z i¢in card(xz) = card(w) oldugunu gosterin.

12.7. A C Z alttan sinirh ise A’'nin minumumun oldugunu gosterin. Benzer bigimde {istten
sinirli ise maksimumun oldugunu gosterin.

12.8. f : p(Z) \ {0} — Z fonksiyonu, A alttan smirhysa f(A) = min A, Ustten smirhysa
f(A) = max A, her ikisi de degilse f(A) = min AN Z" olarak tanimlansin. f’nin se¢im
fonksiyonu oldugunu gosterin.

12.9. 0 € w, Z’'de 0z = [(0,0)] ile temsil ediliyor. Bogkiime olan 0’in Z’de card(0z) = card(w)
olacak gekilde 0z ile temsil edilmesi sagirtict mi1? Neden?

12.10. JZ = w X w oldugunu gosterin.

12.11. f : Z — UZ, f([(n,0)]) = (n,0), f([(0,n)]) = (0,n) esitligiyle tanimh fonksiyonun
se¢im fonksiyonu oldugunu gosterin.

12.12. Z halkasinda xy = 0 olmas1 i¢in gerek ve yeter kogulun z = 0 ya da y = 0 olmasi
oldugunu gosterin.

12.13. Z halkasinda zy = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun
r=1ly=1lyadaz=—-1,y=-1

olmas1 gerektigini gosterin.

12.14. Z halkasinda birimin iki egit parcaya ayrilayamacagini, yani
z4+z(=2xz)=1

olacak big¢imde z € Z olamayacagini gosterin.
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12.4 Tamlik Bolgesi Sirali Halka ve Tam Sayilar Sis-
temi

Birimli, degismeli ve sifir boleni olmayan (yani ab = 0ise a =0 yada b =0
ozelliginin saglanmasi) halkaya tamlik bolgesi denir. Tam Sayilar Halkasinin
sirali tamlik bolgesi olmasinin yaninda, elemanlar: sifirdan kesin biiyiik olan
altkiimesi iyi siralidir. Aslinda bu ozellikleri saglayan halka, tam sayilar hal-
kasina sira halka izomorfiktir. Bu altbdliimde bu kanitlanacak.

Teorem 12.4. A swrali bir halka ve P = {z € A : x> 0} olsun. Asaqidakiler
denktir.

i. A, siraly tamik bélgesi ve P iyi swrals.
ii. A ve Z halkalar: swra halka izomorfik.

Kanit: it = i: Kolaylikla gosterilir.
i = 41: Bunun i¢in agagidaki gézlemleri takip edelim.

i. Her z # 0 icin 22 € P: Bu varsayimmla € P ya da —x € P olur. ¢ € P
olma durumunda P carpma iglemi altinda kapali oldugundan, x> € P
olur. Diger durum icin de ayni nedenlerden 22 = (—z)2 € P olur.

ii. e, A'nin birimi olmak iizere ¢ # 0 ve e € P:e # 0 vee = 2 € P
olmasindan dolay: istenilen acik.

iv. ¢ = min A: e, P’nin minumumu olmasin. 0 < m < e olacak bigimde
m € P segilebilir. Ayrica,

0=0m < m?2<me

elde edilir. Bu, m’nin P’nin minumumu olmasiyla celisir.

v. P={ne:0<n € w} (n €w, z € A igin na’in ne anlama geldigini
biliyoruz.)

{ne:0<new}CP
oldugu acik.
L=P\{ne:0<necw}

diyelim. L’nin bogkiimeden farkli oldugunu varsayalim. P iyi sirali oldu -
gundan, [ = min L var. | # e = le olmasindan e < [ olur. Buradan
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O0<l—-exl
olur. I’nin ozelliginden dolay1
l—ee{ne:0<new}
olur. [ — e = ne olacak bicimde 0 < n € w secilebilir. Béylece,
l=e+mne=(n+1)e

olur. Bu bir celigkidir. O halde L = () olmak zorunda. Istenilen elde edilir.

v. A={ne:n € Z}: Agk.

A tamlik bolgesi oldugundan, m, n € Z igin me = ne ise m = n oldugu agiktir.
Buradan, f(ne) = n esitligiyle birebir ve orten f : A — Z fonksiyonunu
tanmimlayabiliriz. f’nin sira halka izomorfizma oldugu da agik.

Alistirmalar

12.15.
12.16.

12.17.

12.18.

12.19.

Tam sayilar grubu’nun altgruplarinin bir n € w igin nZ formunda oldugunu gosterin.

Tam sayilar grubu’nun sifirdan farkli altgruplarimin ikiger ikiger sira grup izomorfik
olduklarimi gosterin. Ayni durum Tam Sayilar Halkas: i¢in de dogrudur.

0 # n € Z verilsin. Z tam sayilar grubu’nun nZ altgrubuna gore boliim grubu Z/nZ’ nin
n elemanli oldugunu gdsterin:

0 < n € w verilsin. Agagidakilerin dogrulugunu gosterin.

i. 0 <r < n dogal sayisi igin —r + nZ = k + nZ esitligini saglayan 0 < k < n dogal
sayis1 k var.

ii. Her m € Z icin m + nZ = k + nZ olacak bi¢cimde 0 < k < n olacak bicimde k € Z
var.

ili. Z/nZ ={k+nZ:keZ0<k<n}.
n € w verilsin. Her 0 < k < n i¢in [k] = k + nZ olmak iizere
Zn ={[k]:0<Ek <n}

gosterimi kullamilir. n > 1 i¢in (Z,, +, X, [0], [1]) bir halkadir. Z, igin agagidakilerin
denkligini gosterin.

i. Tamlik bolgesi.
ii. Cisim.
iii. n asal.

iv. (Zp,+) grubunun altgruplar1 sadece ve sadece kendisi ve sifir altgrubudur.
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12.5 Tam Sayilar Sisteminin Aksiyomatik Insasi

Dogal sayilar sistemi’ni tanimlayan ve Peano Aksiyomlar: olarak adlandirilan
aksiyomlara benzer aksiyomlar toplulugu tam sayilar sistemini de inga edebi-
lir. Bu altboliimde bu aksiyomlar tanimlanacak ve bunlar iizerine yapilacak
ingadan bahsedilecek. Bu yonlii insa [35]’dan alinmugtir.

Babhsi gegen aksiyomatik yapiyla inga edilecek “(farkl) tam sayilar kiimesi”
dogal sayilar sistemi’'nin varhigi altinda Tam Sayilar Halkasi’na sira halka izo-
morfik olmasina kargin, dogal sayilar sistemi’ni kullanmadan olusacak karsiligi,
toplamaya gore devirli sonsuz sirali halka olacak. Bu durumda, bu halkanin
sonlu olmamasina karsin, sayilabilir sonsuz oldugu séylenemeyecek. Ciinkii,
sayilabilir sonsuzluk kavrami dogal sayilar kiimesi iizerinden tanimlanan bir
kavramdir. Diger taraftan bu inga iizerinden dogal sayilar sistemine denk ola-
cak yap1 tanimlanabilecek.

Uzerine ingas1 yapilacak kiime elbette bogkiime olmamali. Bu, aksiyom-
lardan biri olacak. Tam sayilardan alinan her saymin “bir 6nceki” ve “bir
sonraki” tam sayis1 vardir. z € Z sayisiin bir sonrakini s*(x) ve bir dncekini
s~ (z) ile gosterecek olursak, s* ve s~, Z’den kendisine taniml birebir ve 6rten
fonksiyonlar olacaktir. Aslinda s~, st fonksiyonunun ters fonksiyonudur. Bu,
aksiyomlardan bir digeridir. Bir bagka aksiyom, Peano aksiyomlarinda tiime-
varima kargilik gelen aksiyom olacak. Gortildiigii gibi son derece dogal olan bu
aksiyomlari, daha formel bir bicimde, tanimla verelim.

Tanim 12.1. Asgagida verilen aksiyom topluluguna Z kiimesi icin Tam Sayi-
lar Aksiyomu denir.

i. Z bog olmayan bir kiime.
ii. t:Z — Z birebir ve orten bir fonksiyon.

iii. Bog olmayan M C Z kiimesi
reEM<—=tx)eM

kosulunu sagliyorsa M = Z.
iv. Bog kiimeden farkli, @ C Z ve t(Q) C @ olacak bicimde @ kiimesi var.
Yukarida belirtilen aksiyomlarin saglandigi yapida birkac¢ gozlem yapalim.

a. t fonksiyonunun ters fonksiyonu ¢t~ ile gosterilsin. Her x € Z igin t~1(x)
elemanma z’in énciilii denir. ¢(¢t~1(z)) = t~1(¢(x)) =  olur.

b. Aksiyom (#i7) suna denktir: Bog olmayan bir M C Z i¢in (M) C M ve
t=1(M) C M ise M = Z olur.
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c. Z tek elemanli olamaz: Oldugunu varsayalim. Yani, Z tek elemanli bir
kiime olsun. Bu durumda, Z’nin kendisine esit olmayan her altkiimesi
boskiime olur. Bu, Aksiyom (iv) ile celigir.

d. Her x € Z i¢in t(z) # z: © € Z ve t(x) = =z oldugunu varsayalim.
M = {z} diyelim. Bu durumda, x € M olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
t(z) € M olur. Aksiyom (iii) geregi M = Z olur. Bu, Z’nin bir elemanh
olmamasi nedeniyle, celigki olusturur.

e. ¥ € Q, t71(z) € Q olacak bigimde en az bir x € Z var: Aksiyom (iii)
geregi Q # Z oldugundan “ her z € Z igin x € Q < t(x) € Q" Oner-
mesi dogru degildir. Ayrica, Aksiyom (iv) geregi ¢(Q) C @ olacagindan,
istenilen elde edilir. Burada z = 1 ve 0 = ¢~1(1) olarak sabitlensin.
Buradan t(0) = 1 elde edilir.

Teorem 12.5. Asagidaki kosullart saglayan &, Q : Z X Z — Z fonksiyonlar:
vardar.

i. ®(z,0) =z ve her x,y € Z i¢in &(x,t(y)) = t(B(x,y)).
ii. ®(x,0) =0 ve her x,y € Z i¢in @(x,t(y)) = t(R(x,y),x).

Kanit: Verilecek kanit, Teorem 5.5'nin kanitiyla hemen hemen ortiigiir. Asagi-
daki kanitin detaylar1 okura birakildi.

i. A C p((ZxZ)xZ), elemanlar1 agagidaki kogullar1 saglayan A C ((ZxZ)x Z)
kiimelerinden olugsun.

a. ((z,0),z) € A.
b. ((z,y),2) € Aise ((x,t(y)),t(z)) € A.

(Z x Z) x Z € A oldugundan, A bos olmayan bir kiime olur. Ayrica, G =
NA € A oldugu agik. G, Z x Z’den Z’ye tanimh bir fonksiyonun grafigidir.
Grafigi G olan fonksiyon 6, istenilen kosullar1 saglar.

it. M C p((Z x Z) x Z), elemanlar agagidaki kogullar1 saglayan M C ((Z x
Z) x Z) kimelerinden olugsun.

a. ((x,0),0) € M.
b. ((z,y),2) € M ise ((z,k(y)), B(z,2)) € M.

(Z x Z) x Z € M oldugundan A bosg olmayan bir kiime olur. Ayrica, H =
(M € A oldugu agik. G, Z x Z’den Z’ye taniml bir fonksiyondur. Grafigi G
olan fonksiyon ®, istenilen kosullar1 saglar.

Kanit tamamlanir. O

Her z, y € Z igin
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S(z,y) =z +y
ve
®(z,y) =z Xy
yvazalim. Asagidaki teoremin kaniti okura birakilmigtar.
Teorem 12.6. Her x,y,z € Z i¢in asagidakiler gerceklesir.
a. r+y=y+ux.
b.zxy=yxzvexXx(y+z)=xxy+zxz.

Teorem 12.7. Her x € Z i¢cin y + x = 0 olacak bicimde tek bir tane y € Z
var.

Kamt: z € Z verilsin. y1 + * = y2 + 2« = 0 ise y; = y2 oldugu kolaylkla
gosterilir.
x =0 igin x + x = 0 oldugundan y = «x segebiliriz. Dolayisiyla,

M ={x € Z:y+ x =0 olacak bigimde y € Z var }

kiimesi bog olmayan bir kiimedir. x € M wverilsin. y + = 0 olacak bigimde

y € Z secelim.

“y) i) = (T (y) + )
tx -+ 17 (y)
2+ 1 (y))
= z+y
=0

oldugundan ¢(z) € M olur. Benzer bi¢imde

ty) +t 1) = 1(»”6) +t(y)
= 17 x) +9)
= ty+t(2))
= y+t(t ' (2))
= y+tz
= 0
olacagindan t~!(z) € M olur. Aksiyom (iii) geregi M = Z elde edilir. O

x € Zigin y+x =0olan y € Z, —z ile gosterilir. Yapilan tanimlamalar
altinda her z € X igin

tx)=x+1vet tz)=a—1(=2+ (-1))
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olur.
Teorem 12.8. (Z,+,0), {1} tarafindan dretilen gruptur.

Kanit: M, bu grubun {1} tarafindan tiretilen altgrubu olsun. m € M verilsin.
t(m) =m+1 € M olur. Yani, t(M) C M. Ayni zamanda, —1 € M oldugundan
t=Y(m) =m —1 € M, yani t1(M) C M olur. Aksiyom (iii) geregi M = Z
olur. O

Teorem 12.9. (Z,+, x,0,1) degismeli halkadar.

Kanit: Okura birakild:.

Dikkat edilirse, yukarida verilen teoremlerde dogal sayilar sistemi kulla-
nilmadi. Kullanilmig olsaydi, Z devirli grup oldugundan ve sonlu olmadigindan
(neden?), sayilabilir sonsuz oldugu sdylenebilirdi. Ayrica, her n € Niginnl > 0
ve n(—1) < 0 yazarak, (Z,+, x,0,1, <) sirali tamlik boélgesi oldugundan ve
P = {nl : n > 0} iyi siral olacagindan, Teorem 11.4 geregi Z, Tam Sayilar
Halkasi’na sira halka izomorfik olurdu.

P, elemanlar1 agagidaki kogullar: saglayan M C X kiimelerden olussun.

i.leM.
ii. t(M) C M.
iii. 0 € M.
Aksiyom (iv) geregi M bogkiimeden farklhidir. Ayrica, P = (P € P olur.

Teorem 12.10. —p = {z € Z : —x € P olmak tizere, p, —P, {0} kimeleri
ayrik ve bilesimleri Z olur.

Kanit: M = PU (—P) U {0} diyelim. 0 € M oldugundan, M bos kiimeden
farklidir. Ayrica, t(M) C M ve t=1(M) C M oldugu kolaylikla gosterilir. Bu,

re€P<t(x)eP

onermesine denktir. Aksiyom (iii) geregi M = P olur.
Her z,y € P igin x + y,xy € P oldugu kolaylikla gosterilir. Ayrica, P
tizerinde

r<y<=y—x <P,
olarak tanimlanan siralama bir tam siralama olup, her x,¥y, z € Z icin

LLz<yisez+z<y+z,
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ii. z<yvez>01ise zz < yz
saglanir. Sonug olarak:

Teorem 12.11. (Z,+, x,0,1, <) swrals tamlik béolgesi ve P ={x € Z : x > 0}
i suralidar.

Aligtirmalar

12.20. P C Z yukarida oldugu gibi tanmimlansin. (P, s|p, 1) iglisiiniin Peano aksiyomlarini
sagladigini gosterin.

12.6 7Z x 7Z Kiimesi Sayilabilir

Iki sayilabilir kiimenin kartezyen ¢arpiminin sayilabilir oldugu Boliim 9.3.2’de
gosterildi. Z sayilabilir bir kiime oldugundan Z x Z sayilabilir bir kiime olur.
[34]’de Z x Z kiimesinin sayilabilir oldugu higbir agiklama yapilmadan sadece
resimsel olarak gosterildi. [34]’de verilen sekil takip edilerek, w’dan Z x Z’ye
tanimli birebir ve 6rten fonksiyon bu altbdliimde verilecek.

Her n € w icin

{(i,n): —n < i< n}
{
{
{

(i,—n): —n <i<n+1}
(—n,i) : —n <i < n}
(n, ) —(n—1)<i<n}
={(n,n) :ncwtU{(n,—n) :ncwtU{(—n,—n) :n cwlU{(n

1, _n)}

olarak tanimlansin. Bu kiimeler ikiger ikiger ayrik kiimeler olup, bilesimleri
tam sayilar kiimesine esittir. f : Z x Z — Z x Z \ {(0,0)} fonksiyonu, n € N
olmak iizere,

n
+
TL
n
+
TL

fisn) = (i =1,n) ((i,n) € 1))
fli,—n) = (i —1,-n) ((i,—n) € J;)
fG,—n) = (i+1,-n) ((i,—n) € I})
fn,1) = (nyi+1) ((n,0) € J7)
f(n,n) = (n—1,n) (n€N)

f(=n,n) = (-n,n—1) (n € N)
f(=n,—n) = (-n+1,-n) (n €N)
fin+1,-n)=(n+1,-n+1) (n€N)
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esitligiyle tanimlansin. f’nin birebir ve 6rten oldugu kolaylikla gosterilir. Re-
cursion teoremi kullamlarak ¢g(0) = (0,0) esitligini saglayan birebir ve 6rten
g :w — Z x Z fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonun her n € w i¢in

g9(n) = f"((0,0))

esitligini saglar. Bunun saglanmasi, g fonksiyonunu kendimize ¢cok daha yakin
hissettirir.



13. Rasyonel Say1 Sistemi

Rasyonel sayplarin atesi bir zamanlar o kadar
cok yikseltilmisti ki, rasyonel sayilar tanr
ilan edilmisti; megerse tanr degil, sadece
kendisiymig!

Tanriin yarattigir dogal sayilar ve onun kiimesinin neyi eksik? Daha dogru-
su ne araniyor ve aranan orada bulunamiyor mu? Dogal sayilar hog bes, biri
digerine eklenebiliyor, sayilabiliyor, carpilabiliyor ama gel gor ki biri digerinden
gikartilamiyor. (")rnegin,

r+1=0

denklemi ¢Oziilemiyor. Diger taraftan, bu sayilarin 6yle bir durusu var ki res-
men “birimizi digerimizden c¢ikartamiyorsan da ¢ikartabildigini hayal et” diye-
rek, kendilerine “Gkiiziin trene baktigi gibi” bakilmamasini 6giitliiyor. Sonugta
o hayaller 6yle bir gerceklesti ki aranan bulundu. Yapilagip saygideger, yetigkin
biri haline geldi. O yapinin bir hayal {iriinii oldugunu 6zellikle yeni nesil tah-
min bile edemez; sen ve ben kadar gercekse o da o kadar gercek iste: O yapu,
tam sayilar sistemidir. Resmi de Z dir.

Yukar:1 paragrafta iki dogal sayimin, dogal sayilar sistemi w’da ¢ikartilami-
yor olmasinin verdigi huzursuzluk, bir {ist sistem olan Z’de giderilmisti. w,
bir eksikligi daha igeriyor, iki dogal say1 birbirlerine her zaman boliinemiyor.
Ornegin, bu sistemde 1, 2'ye boliinemiyor. Bir elmanin iki elma parcasma
ayrilabildigini goriip de 1’in 2’ye boliinememesini, iki say1 pargasina ayrilama-
masini bir eksiklik olarak gérmemek miimkiin m? Bu eksiklik Z sisteminde de
devam ediyor. Ornegin, —1, 2’ye boliinemiyor. Bahsedilen bu eksiklikler yine
hayal giiciiyle, rasyonel sayilar sistemi olarak adlandirilan sistemde giderilecek.
Bu sistemin resmi Q!. Bu béliimde rasyonel sayilar sistemi farkli bicimlerde
inga edilecek.

'Bu sembol Ttalyanca’da bolim anlamina gelen “quoziente” kelimesinin ilk harfinden
gelmektedir.
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13.1 %, %, %+ % = % ve % X % = %’YI Anlamak

Z'de 2 x a = 1 olacak bi¢cimde bir denklem yoktur. Yani, 2 x a = 1 olacak
bigimde bir a tamsayisi yok. Ama bu, Z’nin althalka izomorfik oldugu bir halka
F’de 2 x a = 1 ifadesinin bir denklem olmayacag1 anlamina gelmez; belki de
boyle bir F' halkasi var. Benzer durum 3 x b = 1 ifadesi i¢in de gecerlidir. Diger
taraftan, Z’nin althalka izomorfik olduklar1 ' ve G halkalar: igin, 2 x z = 1,
F’de ve 3 x y = 1, G’de iki denklem ise,

2xzrx=1ved xy=1,

F' ve G’nin althalka izomorfik olduklar: bir H halkasinda birer denklem olur-
lar. Bu 6zellikte bir H halkasinin oldugu kolaylikla gosterilebilir. O halde, H
halkasinda x + y’nin bir anlami olmali. Biraz calisarak,

6x(x+y)=6xzc+6xy=3x2xx+2x3xy=3x1+2x1=3+2=5

elde edilir. O halde H halkasinda 2 x z = 1 esitligini saglayan x, % vedxy=1
esitligini saglayan vy, % ile gosterilirse

1,1_5
21375
yazilmasina kimse itiraz edemez. Yukaridaki yaklagim sonucu olarak,

1
X 6

N[ =
W=

esitligine de kimse itiraz edemez.

Aligtirmalar
13.1. % % % olabilecegine iligkin birgeyler sSyleyin.
13.2. % + % = % olamayacagina iligkin birgeyler sdyleyin.
13.3. g X % = }—g oldugunu soyleten nedir?
13.4. “Fizik bir elmay1 iki elma parcasina bolebilir ama 1’i 2’ye bolemez. Matematik ise bir

elmay1 iki elma pargasina bolemez iken 1’i 2’ye bolebilir” ifadesinde anlatilmak istenen
ne olabilir?

13.2 Rasyonel Sayilar Cismi

Verilen bir halkanin, baz1 6zellikleri saglayan bir altkiimesinin her elemaninin
tersinir oldugu, “en kiigiik” {ist halka tamimlancak. Bunun bir 6zel sonucu
olarak Rasyonel sayilar Cismi tanimlanabilir. Bu cisim tam sayilar halkasinini
alt halka izomorfik goren “en kiigiik cisim” olacak.

Bir halkanin bir altkiimesinin her elemaninin tersinir oldugu bir iist halka
araniyorsa altkiimenin agagidaki ozellikleri sagladig1 varsayilabilir:

i. Sifir1 icermez ve birimi igerir.
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ii. Higbir eleman sifir bolen degil.
ii. Carpimsal kapali.

R degismeli ve birimli halka ve A C R, ¢arpimsal kapali, 0 € A, 1 € A ve her
elemani tersinir olsun. Yani, a € A, b € R i¢in ab = 0 ise b = 0 olsun. Aranan
sey, her a € A i¢in

ar =1

denkleminin ¢6ztimii oldugu R’nin bir en kiiciik tisthalkasi. Burada 7, r € R'nin
iist halkadaki goriintiisii. Her a € A elemanin iist halkada @z = 1 denklemiyle
de temsil edilebilir. 1’i dikkate alarak, bu denklem (a, 1) ikilisini temsil edebilir.
Bu denklemde 1 yerine, keyfi r € R alarak,

ar =T
denklemi (a,r) ikilisiyle temsil edilsin. Bu denklemin ¢6ztim kiimesi
Cira)y =1{r € Ry :ax =T}
boskiimeden farklidir. Gergekten
a7 € Cr 0.
Bu ¢6ziim kiimesi kullanilarak, R x A kiimesi iizerinde
(r,a) = (r,a') <= Cora) = C oty

ifadesiyle = denklik iligkisi tanimlanabilir. Yazilanlar1 daha tanidik hale getir-

mek igin, (r,a) ikilisinin denklik siifin1 Z ile gosterelim. Yani,

£ = [(r,0)
Bu durumda,

r o _
a

7 <= 1b=sa

olur. Yukaridaki yaklagim kullanarak aranan en kiigiik iisthalka, agagidaki te-
oremde ifade edilebilir.

Teorem 13.1. R degismeli ve birimli halka ve A C R, carpma islemi altinda
kapali, 01 icermeyen 1’ iceren ve hi¢bir elemanty sifer bélen olmayan altkime
olsun. Asagidaki kosullary saglayan birimli ve degismeli halka R4 var.

i. R, Ra’ya althalka izomorfik.

ii. A’nan her elemant R4 da tersinir.
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iii. R, F’ye althalka izomorfik ve A’min her elemami F’de tersinirse Ry,
Fye althalka izomorfik olur.

Kanit: Her r € R ve a € A i¢in
L={(s,b):s € R,bE Aas=br}
olmak tzere,

Ry={L:r€R,ac A}

kiimesini tanimlayalim. R4,

r s _ rbtsa
a+b_ ab
ve
r s _rIs
a X b= ab

ikili iglemlere ve 0 = %, 1= % olmak tizere, (R4, +, x,0,1) degismeli ve birimli
halka olur. Ayrica,

J:R— Ry, f(r)=1

halka izomorfizma oldugu kolaylikla gosterilir. ¢ : R — F' bir halka izomor-
fizma ve her a € A i¢in g(a), F’de tersinir olsun.

h:Ra— H, h(L) = g(r)g(a)™"

fonksiyonunun bir halka izomorfizma oldugu kolaylikla gosterilir. Boylece R4
aranan Ozellikte bir halkadir. [l

R, sifir boleni olmayan birimli ve degismeli halka ise yukaridaki goste-
rimler altinda, Rpg\ (o) bir cisim olur. Ozel olarak Z halkasinin sifir béleni
olmadigindan, Zz, (o} bir cisim olur.

Tanim 13.1. Yukariki teoremde yer alan Zgz, (o) cismine rasyonel sayilar
cismi ya da rasyonel sayilar sistemi denir ve Q ile gosterilir.

Qmn sifir1 genel olarak 0 ya da Og ve birimi 1 ya da 1lg ile gosterilir.
Ayrica,

L <3 <=0<(as—rb)ab

siralamasima gore (Q, +, x, 0,1, <) bir sirah cisim olur. Z, Q’ya sira althalka
izomorfiktir.

Aligtirmalar
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13.5.

13.6.
13.7.

13.8.
13.9.
13.10.

13.11.
13.12.

Diizlemde y = 2z dogrusunun grafiginin w x (w\ {0}) kiimesiyle arakesitinin % oldugunu
gosterin.

Her z € Q igin card(z) = card(w) oldugunu gosterin.

Dogal sayilar kiimesiyle rasyonel sayilar kiimesinin arakesitinin bogkiime oldugunu goste-
rin! (Ne! Bizi bu zamana kandirdilar mi1?)

Q’de karesinin ikiye esit olan rasyonel say1 olmadigini gosterin.

Q’nin her elemaninin sayilabilir sonsuz oldugunu gosterin.

Sadece ve sadece 2" ve 217 elemanlar1 tersinir olan Z’nin bir tisthalkasinin oldugunu

gosterin.
Her rasyonel sayidan biiyiik bir tamsay1 oldugunu gosterin.

iki rasyonel say1 arasinda kalan bir bagka rasyonel say1 oldugunu gosterin.

13.3 Dogal Sayilardan Rasyonel Sayilara

Sayilar sisteminin klasik ingalarinda, sirasiyla once dogal say1 sistemi, sonra
tam say1 sistemi ve oradan da rasyonel say1 sistemi inga edilir. Rasyonel say1
sistemi, tam say1 sistemi atlanarak da inga edilebilir.

R = (w\ {0}) X w x w kiimesinde

(m,n, k) = (a,b,c) <= ak + mb=mc+ an

olarak tanimlanan =, bir denklik iligkidir. Bu denklik iligkisine gore (m, n, k) €
R noktasinin denklik sinifin1 [m, n, n| ile gostermek tizere

Q = {[m,n, k] : (m,n, k) € R}

olarak tammlansm. Q" da toplama ve carpma ikili iglemleri

[m,n, k] + [a, b, c] = [ma,na + mb, ak + mc]

[m,n, k| X [a,b,c] = [ma, ke + nb,nc + kb

olarak tanimlansin. Ayrica

[m,n, k] < [a,b,c] <= mb+ an < mc+ ak

siralama tanimlansin. Yukaridaki tamimlamalar altinda, agagidaki teorem ve-
rilebilir. Kanit okura birakildi.

Teorem 13.2. Asagidakiler gecerlidir.

i.

ii.

(Ql, +, %,0,1,<), Q’ya sira halka izomorfik olan svraly cisim.

/

7' = {[m,n,k] € R : m = 1}, Q "nin althalkas: ve Z’ye sura halka
izomorfik.
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/

iii. w = {[m,n,k] € R: m = 1,n = 0}, Q' 'min altyarigrubu ve w ile
yarigrup sira yarigrup izomorfik olur.

Yukaridaki teoremde Q 'nin birimi ve sifirmm
1=11,0,1]
0=11,0,0]

oldugu agik. Toplamaya gore bir elemanin tersinin
—[m,n, k] = [m, k,n|

oldugu da kolaylikla gosterilir. Bir elemanin garpmaya gore tersi, 0 < [m,n, k]
ise k > n ve dolayisiyla, k = n + p olacak bicimde tek bir tane p € w var. Bu
durumda,

]—1

[m,n, k]~ = [p,0,m]

olur. [m,n,k] < 0 ise k < n ve dolayisiyla, n = k + p olacak bi¢imde p € w
var. [m,n, k] < 0 ise

[m,n, k]~ = —[m, k,n]~*

olur.
Yukarida yapilan ayarlamalarin arka planindaki fikir, [m,n, k]’ya karsiik
gelen

me—+n==%k

denklemi ve bu denklemin ¢oziimii olan

k—n

r="n

ifadesidir.



14. Karekok 2 Krizi: Hem Var
Hem de Olmayan Sayi

Tanrupn kim rahmetli etti?

“Yunanistan agiklarinda firtinal bir giin. Tarih MO. 520 civar1. Geminin arka
tarafindan bir adam acik denize atiliyor ve gemi uzaklagiyor. Bu adamin ad:
Hippasus. Su¢gu mu? Diinyanin en tehlikeli matematiksel oraninmi kegfetmesi...”
Bu, matematik tarihinde yagsanan ilk biiyiik krizdi.

Milattan once “sayilarin babasi” olarak bilinen Pisagor ve ona inanan Pi-
sagorcular evrenin, evrende hicbir bicimde goziikkmeyen tam sayilar ve on-
larin oranlar: tarafindan yaratildigina ve bunlar diginda bir sayinin olmadigina
inaniyordu. Yani tanrisi sayilar olan bir dindi inanilan. Bu inanca gore, ol-
mayan ama geometrik bir bigimde olan bir sayimin var oldugunu Hippasus
kesfetmisti. Bu kesfin bedeli 6dul degil Hippasus’un caninin alinmasi olu-
yordu. Hippasus’un kesfettigi say1 karekok iki olarak bilinen ve v/2 ile gosterilen
sayidir'. Bu say1 bir rasyonel say1 olmasa da bir rasyonel sayinin karesidir.

Geometrik olarak bakildiginda, karesi 2 olan bir sayimin varhigi dik kenar
uzunluklar: bir birim olan dik {icgenin varligi kadar dogal. Bu say1, o iiggenin
dik olmayan kenarimin uzunlugu. Pisagorculara gére bitiin sayilar rasyonel
oldugundan karesi iki olan say1 da rasyoneldir!

Her ne kadar kaynaklarda karekok iki sayisinin rasyonel olamayacaginin
kanitinin ilk olarak Yunan matematikcileri tarafindan verildigi yer aliyor olsa
da [7], karekok ikinin rasyonel olmadigina iliskin kanitin iki Babil geometri
tabletinde yer aldigini soylenmektedir.

Karekok iki bir rasyonel say1 olmasa da o sayiya giden rasyonel sayilarla

inga edilen bir yol var. Bu yolun adidir karekok iki. Bu yol matematik tarihinin
en 6nemli birkag krizlerinden olan karekok iki krizinin ¢oziimudiir.

! i sembolii ilk kez 1525’de Christoff Rudolff’in kitabinda karekok anlaminda kullanmigtir.
Descartes 1637°de bu sembole yatay cizgi eklemistir.
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14.1 Karekok 2 Yok

“Bir matematikci karanhk bir odada, orada
bulunmayan bir kara kediyi arayan kor bir
isandir” diyen Charles Darwin’e karsy yanit
bir sonraki kisimda.

Daha dogrusu karekok iki rasyonel say1 olamaz. Yani,
¢ =2

olacak bicimde rasyonel say1 yok. Oldugunu varsayalim.

m
n

q:

olacak bicimde aralarinda asal m ve n dogal sayilar1 vardir. Yani, m ve n’yi
bolen 1’den biiyiik dogal say1 olmasin. Bu esitlikten

2
_—m
2="Tr

ve dolayisiyla,
m? = 2n?
olur. m? bir cift say1 ve karesi ¢ift olan sayinin kendisi ¢ift olacagindan m bir
¢ift say1 ve dolayisiyla,
m = 2k
olacak bicimde k dogal sayis1 vardir. m? = 2n? esitliginde m = 2k yazarak
4k? = 2n?
ve buradan da
2k% =n?
elde edilir. Benzer nedenlerden n de bir ¢ift say1 olup
m = 2p

olacak bicimde p dogal sayisi1 vardir. Elde edilenler 2’nin m ve n’nin ortak
boleni oldugunu soéyler. Bu celigki olup, istenileni kanitlar.

Karesi 2 olan bir rasyonel saymin olamayacagina iligkin onlarca farkh
kanit oldugu gibi gliniimiizde de yeni kanitlar verilmeye devam edilmekte. Son
kamtlardan biri [55]. Diger farkhh kamtlar [8]’de bulunabilir. Genel olarak bir
asal saymin karesi rasyonel say1 olamaz: p, karesi rasyonel olan bir asal say1
olsun. p? = 7 olacak bigimde m, n dogal sayilar segilsin. Euclid algoritmas:
kullanilarak,
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1 =max+ny
olacak bicimde, aralarinda asal m,n dogal sayilar1 bulunabilir. Buradan
vpnr =mz =1—ny
esitligi ve buradan da
pnlz? =1 — 2ny + n’y?
esitligi elde edilir. Basit bir dizenlemeyle
n(pna? 4+ 2y —ny) =1

esitliginden n = 1 ve dolayisiyla p = m? olur. Bu, p’nin asal say1 olmasiyla
geligir.

Alistirmalar
14.1. Yukarida verilen yaklagimi kullanarak verilen m,n € N i¢in agsagidakilerin denkligini
gosterin.
i. %/n rasyonel say1. Yani, ¢ = n olacak bigimde ¢ rasyonel say1 var.

ii. n = k™ olacak bigimde k dogal say1 k var.

Bunun bir kamt: [6]’de bulunabilir.

14.2 Karekok 2 Var

Bir matematik¢i karanhk bir odada
bulunmayan bir kara kediyi bulabilen
kor bir insandar.

Yukarida karekok iki yok derken “saka” yaptik. Karekok iki var. Bunu goster-
mek icin Pisagor Teoremi’'ne ihtiyacimiz var.

Teorem 14.1. Bir dik ticgenin dik kenarlarimin karelerinin toplama diger ke-
nar uzunlugunun karesine esittir.

Bu teoremin kaniti, MO 300 yillarmda yazilmis, 13 kitaptan olusan Okli-
din Elemanlar: (Eucleides’ Stoikheia) kitaplarmn ilkinin bitiminde, 46. Oner-
menin sonunda, kugku kalmayacak gekilde verildi. 1940’da yayinlanan, Elisha
Scott Loomis’in Pisagor Onermeleri adl kitabinda, farkh kisler tarafindan
geligtirilen 371 kanita yer verilmigtir. Aslinda, bu Teorem bu kitaptan ytizlerce
yil 6ncesinden Misirlilar, Cinliler, Hintliler ve elbette Pisagorcular olmak tizere,
herkesce biliniyordu. Yaklagik 2500 yildir herkesin bildigi kanit1 burada tekrar
vermek okuyucuya saygisizlik olur.

Pisagor teoremini dik kenar uzunluklar: bir birim olan dik liggene uygula-
yarak ve diger kenar uzunlugunu a ile gostererek,
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2=12+1%=a?

elde edilir. O halde dik kenar uzunluklar: bir birim olan iiggen varsa karekok
iki de var.

Saka bir yana, goriildiigii gibi ya geometri, ya da Pisagor dini bizi kandiri-
yor ya da yanilitiyor. Her ne olursa olsun, bu var yok problemi yine rasyonel
say1 sisteminde ¢oziilecek.

14.2.1 Pisagor ve Okulu

Iyonya, Antik Cagda Izmir ve Aydm illerinin sahil seridine verilen addir. Bu
bolgede MO 1200-745 yilinda yagamis olan uygarligim da adidr. MO 1200-
MO100 déneminde bu bolgede yasayan halka Iyonlar denir. Matematikci Tales
(MO 624-546) ve Pisagor (MO 570-495), tarihci Herodot (MO 484-425), tipci
Hipokrat (MO 460-370) Iyonya topraklarinda dogdular.

Pisagor, antik Efes aciklarinda bir Ege adasi olan Sisam’da (Kusadasi’nin
Dilek Yarimadasina oldukg¢a yakin bir yer) dogan ve MO 570-495 yillar1 arasin-
da yasamug Iyonyali filozof ve matematik¢idir. Pisagor'un ilk yillar: oldukea gi-
zemli olup, geleneksel rivayetlere gore Milet’e gitmek tizere Sisam’dan ayrilmis,
orada Thales’in Ggrencisi olmustur. Daha sonra Finike'ye giderek MO 525
yilina kadar bu iilkede 6grencilik yapmigtir. Cambyses’in ordusunu Babil’e ka-
dar takip etmis, burada aritmetik, miizik ve diger zihinsel konularda aragtir-
malarda bulunmustur. Takiben, Akdeniz’de bir siire daha seyahat ettikten
sonra, Sisam’in despot biri olan Polykrates tarafindan yonetiliyor olmasi ne-
deniyle, Sisam’da yasamak yerine, o siralar bir Yunan kolonisi olan giintimiiz
Italya’simn giiney sahilinde bulunan Croton’da kentin en zengin adami ve
yoOneticisi olan Milo’'nun himayesine girdi.

Pisagor’'un Croton’da yasadigi déonemde, Croton, tabiri caizse, “tarikat-
larin cirit attig1”, rezille vezirin birbirine karigtigi, farkhiliklarin1 giyimlerine,
kusamlarina, yemeklerine yansitan topluluklardan olugsuyordu. Pisagor bu du-
rumun etkisinde kalarak bir okul kurmak istedi. Milo Pisagor’un bir okul kur-
masi i¢in yer sagladi ve Pisagor burada “Pisagor Kardesligi” adinda 600 kisilik
bir matematik okulu kurdu. Bu okulun iiyelerine Pisagorcular deniliyordu.
Bu okula katilan herkes varhigini ortak bir fona devretmek zorundaydi. Okul-
dan ayrilacak birine ise verdiginin iki kati verilir ve adina da bir mezar tas
dikilirdi. Okula bagvuru yapan, parlak ogrenciler kabul edilirdi. Okula iiye
olan her Pisagorcu 6genilen bilgilerin okul disina cikartilmamasi konusunda
ant igmek zorundaydi. Bu kurala uymamanin cezasiysa olimdii.

Pisagor Kardesligi evrenin sadece ve sadece sayilarla (tam sayilar ve ras-
yonel sayilarla) agiklanabilecegine inaniyordu. Bu topluluk kisa siirede, kenar
uzunlugu bir birim olan karenin kosegen uzunlugunun, ellerindeki sayilarla
Olciilemeyecegini anladilar. Bu, topluluk igin bir soktu. Bunun tarikat icerisin-
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de bir sir olarak kalmasi gerekirken, bu sirr1 agiklayan Hippasus (bazi rivayet-
lere gore, bu sonucu bulan Pisagorcu) oldiiriildii. Bu, geometri ile aritmetik
arasinda yasanan ilk 6liimcil kavga olarak da degerlendirilebilir.

Okula bagvurusu kabul edilmeyen Kyton adli bir aday Pisagor’dan inti-
kamini 20 yil sonra alacakti: Croton halki, bulusglar: hep kendilerine saklayan
bu gruptan rahatsiz olmasinin yaninda topraklarin seckin Pisagorculara ve-
rileceginden endise duyarak ayaklandi. Kyton kitlelerin bagina gegti ve okul
kusatildi. Milo, bu kusatmadan ka¢gmasina karsin Pisagor ve bircok ogrencisi
oldiriildii. Kimi tarihgilere gore Pisagor da bu kusatmadan kagmay:1 bagardi
ve Metapontium kentinde 100 yagina kadar yasadi.

Okulun dagilmasi sonrasi sag kalan okul 6grencileri okulun buluglarini yay-
maya bagladilar. Bu buluglardan biri, bugiin matematik diinyasinin en tinlii te-
oremi olarak bilinen Pisagor Teoremidir.

Pisagor, okulunda uyguladigi yonetim modelini Croton kenti i¢in de 6ner-
migti. Temel yOnetim anlayiglarindan biri, Yoneticiler yurttaslarin oylariyla
degil, atama yoluyla secilmelidir. Pisagor’un yonetim anlayisi, Platon’a esin
kaynagi olmus ve bu, “Devlet” adli eserinde bahsedilmistir.

Pisagor’un, okulun 6grencilerinden olan Mila’nin kizi1 Theano ile evlendigi-
ni de soyleyelim.

14.3  “\/2 Krizi” ve Krizi Asma Girisimi

Karesi 2 olan bir rasyonel say1 hayal ediyoruz ama yok. Bu hayali say1 rasyonel
sayilar sistemi igerisine uygun bir operasyonla yerlegtirilerek, sistemin yapisina
ve iglevine herhangi bir zarar vermeden yeni bir sisteme genigletilebilecek.

Bu hayali say1 v/2 ile gosterilsin. Bu sayimin karesinin 2 olmasi nedeniyle
Q’daki siralama diizenindeki yeri,

12<2=y2" <4

bi¢ciminde olmali. Bunu yapmakla, hayali saymin karesinin 2 olmasinin Gte-
sinde, yerinin 1 ve 2 arasinda olmasi gerektigi, en azindan sezgisel olarak,
anlagiliyor. Bu gozlem hayali sayinin konumunun daha hassas anlagilmasinin
yolunu acar: 1 ve 2 sayilarinin orta noktasina z; diyelim. z; bir rasyonel say1
oldugundan, v/2’ye esit olamaz ama v/2, (1,21) ve (21, 2) araliklarindan birinin
arasmnda olur. Sonug olarak, araligim ne oldugundan bagimsiz olarak |z — v/2|
de bir hayalet olsa da bu hayalet, % sayisindan kiigiik olacaktir, yani

’l’l—ﬂ|<%

olur. Benzer yaklagimi (1, 2) araligi yerine v/2’yi igeren araliga (bu aralik (1, 21)
ya da (x1,2)) uygulayarak,
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1 1
|x2—\@]<2—zve |x1—\@|<2—2

olacak bicimde xo rasyonel sayisi elde edilir. Bu yaklagim devam ettirilerek,
her n € N igin,

|z — V2| < 2%7 |[Zpt1 — 2| < Qn%
esitsizliklerini saglayan bir z, rasyonel sayisi elde edilir ve dolayisiyla, sezgisel
olarak, bir rasyonel sayilar (z,,) dizisi var. Elde edilen bu dizinin hayali sayiyla
olan iciceligi rahatsizlik vermis olabilir. Bu rahatsizlik bir nebze de olsa

|x%+1 -2/ < 271%4

esitsizligiyle giderilebilir. Boylece elde edilen (z,,) dizisi su ozellikleriyle ele
alinabilir:

i. Karesi 2’ye yakinsiyor.
ii. Herhangi bir noktaya yakinsamiyor.

ii. Her € > 0 rasyonel sayis1 i¢in
n,m >nyg = [T, — Tm| <€

olacak bicimde ny dogal sayis1 var.

Bu 6zellikteki dizi, krizi ¢cozecek. Bu diziye v/2-Cauchy diyelim. Boylece, asagi-
daki teorem kamtlanir.

Teorem 14.2. En az bir v/2-Cauchy dizisi var.
Bir yoniiyle korku salan o hayali sayiy1 tanimlayabiliriz.
Tanim 14.1. {f € QY : f,/2 — dizisi} kiimesine karekok 2 denir.
Karekok iki v/2 ile gosterilir. Ahstirmalar

14.2. Her n € Nigin 0 < f(n) < f(n+1) ve f(n)? < 2 kosullarim saglayan f € v/2 oldugunu
gosterin.

14.3. Her n € Nigin 0 < f(n+1) < f(n) ve f(n)? > 2 kosullarim saglayan f € v/2 oldugunu
gosterin.
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14.4 Q[v/2] Cismi

Amacin rasyonel sayilar cismini, karesi 2 olan bir elemani igeren bir {ist cisme
genigletmek oldugu siklikla vurgulandi. ¢ € Q ve f € QY verilsin. Her € > 0
icin,

n>ng = |f(n) —q| <e

olacak bigimde ng € N varsa, f dizisi ¢’ya yakinsar denir. f dizisinin p’ye
yakinsamasi f — p ile gosterilir. ¢'ya yakinsayan dizilerin toplulugu bir kiime-
dir. Bu kiime [g] ile gosterilsin. Yani,

la ={f € Q": f = p}.

Her p,q € Q icin [p] = [q] ya da [p]N[q] = @ olur. Her f,g € QY icin,
f+g,fgeQy,

(f+9)(n) = f(n) +g(n) ve (fg)(n) = f(n)g(n)

esitligiyle tanimlansin.

f=pg—a=f+g—=>p+aqve fg—pq
oldugu kolaylikla gosterilir.

Qv2] = {([p],la]) : p,q € Q}
olmak tizere, bu kiime iizerinde + ve x ikili iglemleri
(la], [o]) + (], [y]) = ([a + 2], b+ z])
(la], [6]) > ([z], [y]) = ([az + 2by], [ay + bx])

esitligiyle tammlansin. Ayrica, 0 = ([0], [0]) olmak tizere, 0 < ([a], [b]) olmas:
asagidaki kogullardan birinin gergeklesmesi olarak tanimlansin.

i. 0<a,b,
ii. @ <0<b,a® <202,
iii. b <0< a,20® < d?
Bu tanimlamanin iyi tamml oldugu kolaylikla gosterilir. Q[v/2],

([a], b]) < ([], [y]) == ([x —al, [y — b])
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siralamasina gore tam sirali kiime olur.
Yukarida tanimlanan ikili iglemlere ve siralamaya gore agagidaki teoremin
kanit1 kolaylikla verilir.

Teorem 14.3. (Q(v/2),+, x,0,1, <) tam swral bir cisimdir. Ayrica,
f:Q—=Q(v2), f(r) = ([r],[0])
bir halka izomorfizma olur.
Genel olarak,
(la], [0]) € Q(v2)

elamanim

a+bv2

ile olarak gostermek karigiklik yaratmaz. b # 0 olmak iizere a + bv/2 elemanin

Q(v/2)’deki tersi

—1 _
a+ b\/§ = a2_aQb2 + a2_gb2’\/§
olur.

Alistirmalar

14.4. Q(+/2) cismine benzer bigimde, p asal sayisi icin Q(y/p) cismini tanimlayin.

14.5. p ve q iki asal say1 olmak iizere Q(,/p) ve Q(,/q) cisimlerinin izomorfik olmalar1 igin
gerek ve yeter kogulun p = ¢ olmasi oldugunu gosterin.



15. Cantor Reel Sayilar
Sistemi

Rasyonel sayilar sistemi ¢cok “glizel sistem” olmasina kargin eksik olan yani tam
olmamasidir. Yani, tistten sinirli her altkiimenin supremumu olmasi gerekmez.
Ornegin,

{reQ:r*<2}

kiimesinin supremumu yok. “Bu kiimenin supremumunun olmamasi neden bir
eksiklik olsun, 6nemi nedir?” diye sorulabilir. Bu sorunun énemi ve yanit1 ’da

22 =2

denkleminin ¢6ziimiiniin olmamasina indirgenerek gozlemlenebilir. Yani, bu
denklemin ¢oziimi ne kadar 6nemliyse o supremumunun olmasi da o kadar
onemli. Bu “6nemlilik” tizerinden, eksikligin anlami kendini daha iyi belli eder.
Bu boliimde bahis konusu olan eksiklik kontrollii bir bicimde, yani gereksiz bir
biiyiimeye izin vermeden, “bir iist cisme” ¢ikilarak giderilecek. Olugturulacak
sistemde, her 0 <r € Q ve 0 < n € w i¢in

=a

denklemi ¢oziilebilecek. Elbette, inga edilecek sistemin de eksiklikleri olacak,
ama o eksiklikler bu kitabin fazlaca konusu olmayacak.

Tam sirali cismin en fazla bir tane olabilecegi Teorem 10.17’de kanitlanmis-
t1. Yani, verilen iki tam siral cisim, sira halka izomorfiktir. Bu béliimde, tam
sirali cismin varligi kamitlanacak. Bu varlik birgok farkli yontemle inga edile-
bilir. Bu konuda detayli bir ¢alisma [58]’de bulunabilir. Bu kitapta daha ¢ok
agagida isimleri verilen ti¢ farkh ingsa yonteminden bahsedilecek.

i. Cauchy dizileriyle.
ii. Dedekind kesitleriyle.

iii. Egim fonksiyonlariyla.
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Bu yontemlerden ilk ikisi oldukca yaygin olarak bilinmekle birlikte sonuncu
daha az bilinmektedir. Bu béliimde, Cauchy dizileri yontemiyle olan inga ve-
rilecek. Diger bir boliimde, diger inga yontemlerinin bazilari detaylariyla veri-
lecekken, bazilarindan da kisaca bahsedilecektir.

Tam sirali cismin insasindan hemen sonra, uygulanmasiyla bircok proble-
min ¢oziilmesinde kolaylik saglayacak olan Bolzone-Weirstrass Teoremi veri-
lecektir. Bu teoremin uygulanmasiyla birlikte, yakinsama kavraminin énemi
daha net olarak anlasilacak ve dolayisiyla siireklilik kavraminin yolu acilacak-
tir. Ancak, bu konu, bu kitabin kapsaminda olmayacak.

15.1 Rasyonel Say1 Dizisi

Daha onceki boliimlerde dizi kavramindan zaman zaman bahsedilmigti. Tanim
kiimesi w olan her fonksiyona dizi denir. Bu bélimde daha c¢ok, rasyonel
say1 degerli ya da iligkili dizilerlen bahsedilerek, onlar {izerinden bazi cebir-
sel yapilar tanimlanacak.

w’dan Q’ya tanimli her fonksiyona rasyonel say1 degerli dizi (ya da
kisaca dizi) denir. Iki dizinin toplami ve carpimi noktasal olarak tanimlanir.
Yani, f ve g rasyonel degerli iki diziyse, f 4+ g ve fg dizileri

(f +9)(n) = f(n) + g(n) ve (fg)(n) = f(n)g(n)

kuraliyla tanimlanir. Dizilerin kiimesi D, tanimlanan bu ikili iglemlere gore bir
halka olur. Bu halkanin sifiri,

f(n) =0

kuraliyla tanimh dizidir. Ayrica, f dizisinin toplama fonksiyonuna gore tersi

(=) = —f(n)

kuraliyla tamimlanan — f dizisidir. Bir p € Q i¢in,

f(n)=p

kuraliyla tanimlh diziye sabit dizi denir ve genel olarak (p) ile gosterilir. Ras-
yonel sayilar halkasi,

r— (1)

olarak tamimlanan izomorfizmanin varligi nedeniyle, D’ye althalka izomorfik
olur.

Saglayacag1 bazi yarar ve kolayliklar agisindan ¢ogu zaman dizinin tanim
kiimesi olarak N alinir ama bu standart bir durum degildir. Hatta bir n € w
icin w\ {i € w:0<i<n}) alnabilir. f bir dizi ve her n i¢in f(n) =z, ise f
dizisi (z,,) ile gosterilebilir. Bir f dizisi i¢in agagidaki standart tanimlamalar:
yapalim:
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i. Artan dizi: Her n i¢in f(n) < f(n + 1). Bu durumda, f 1 yazlabilir.
Her n icin f(n) < f(n+ 1) olma durumunda, kesin artan denir.

ii. Azalan dizi: Her n i¢in f(n + 1) < f(n). Bu durumda f | yazlabilir.
Her n igin f(n+ 1) < f(n) olma durumunda kesin azalan denir.

iii. monoton dizi: Azalan ya da artan diziye monoton dizi denir.
iv. Altdizi: g : w — w kesin artan dizi ise fog dizisine f’'nin altdizisi denir.

v. Ustten smurli: f(w) iistten siirh. Yani her n € w icin f(n) < k olacak
bigimde k € Q var.

vi. Alttan simirl: f(w) alttan smirh. Yani her n € w igin f(n) > k olacak
bigimde k € Q var.

vii. Cauchy dizisi: Her € > 0 rasyonel sayisi igin {(n,m) : |z, — Tm| > €}
kiimesi sonlu.

viii. Yakinsak dizi: Her € > 0 rasyonel sayisi i¢in {n : |z, — p| > €} kiimesi
sonlu olacak bicimde p € QQ varsa f’ye p noktasina yakinsar denir. Bu
durumda f — p yazilabilir.

Teorem 15.1. Her dizinin monoton alt dizisi var.

Kanit: f, rasyonel degerli dizi olsun. Asagidakilerden biri gerceklesir:
i. Hern € wigin A, = {k € w: f(n)<f(k)} sonsuz.
ii. Her n € wicin A, ={k € w: f(n)>f(k)} sonsuz.

iii. En az bir n,m € wicin {k € w: f(n)<f(k)} ve {k € w: f(m)>f(k)}

kiimeleri sonlu.

(7)’'nin gerceklesmesi durumunda, f’nin kesin artan altdizisi, (i¢) 'nin gergekles-
mesi durumunda f’nin kesin azalan dizisi ve (7i7) nin gergeklesmesi durumunda
f’nin sabit altdizisinin varlig1 kolayca gosterilebilir. U

Rasyonel Sayilar Cismi Argsimedyan oldugundan, bir z € Q elemam her
e > 0 rasyonel sayis1 i¢in |z| < € esitsizligi saglaniyorsa, x = 0 olur. Bu 6zellik
kullanilarak f — p ve f — ¢ ise p = ¢ oldugu kolaylikla gosterilir. Ayrica,

f—=pvef—oqgise frg—p+qve fg— pq

oldugu da kolaylikla gosterilebilir.
Her yakinsak dizi Cauchy dizisidir ve her Cauchy dizisi simirhdir. Ayrica;
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i. Smurh diziler halkas1 D’nin althalkasi,
ii. Cauchy diziler halkas1 sinirli diziler halkasinin althalkasi,
iii. Yakinsak diziler halkasi Cauchy diziler halkasinin althalkasi

olur.

f(n) — g(n) — 0 kosulunu saglayan f ve g dizilerine denk diziler denir
ve f = g ile gosterilir. = iligkisi diziler halkasinda bir denklik iligkisidir. Yani,
her f, g ve h dizileri i¢in asagidakiler saglanir.

i. f=g.

ii. f=giseg=f.
i. f=gveg=hise f=h.

f dizisine denk olan dizilerin kiimesine, bu dizinin denklik sinifi denir ve
[f] ile gosterilir. Yani,

(fl={9€D: f=g}

Dizilerin denklik simflarinin toplulugu bir kiimedir. Bu kiimeyi [D] ile goste-
relim. [D], toplama ve ¢arpma iglemleri

[f + 9l = [f]+ lg] ve [fg] = [f]lg]
olan bir halkadir. Ayrica,
D — D], f = /]

bir halka homomorfizma olur.
Yakinsak dizilerin kiimesi C ile gosterilsin. C, D’nin bir althalkas1 oldugu
ifade edilidi.

Cl=A{lf1:fec}
olarak gosterilsin. [C] hem de ¢ok tamidik bir cisimdir.

Teorem 15.2. Q ve [C] halkalary halka izomorfik.

Kamt: f(p+q) = [(p) + f(a) ve f(pa) = f(p)f(g) olarak tammlanan
[ : Q — [C] fonksiyonu halka izomorfizmadir. O

Hani, Q cismini igimizi gérecek kadar bir iistcisme gonderecegimizi sdyle-
mistik ya, onun yerine, yukaridaki teorem geregi [C]’yi listcisme genisletmek
yeterli olacak.

Aligtirmalar
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15.1. Cauchy dizisi olup yakinsamayan dizi 6rnegi verin.

15.2. Siirli olup Cauchy dizisi olmayan dizi 6rnegi verin.

15.3. Her dizi f: w — Q i¢in Uge[f] g(w) = Q oldugunu gosterin.

15.4. (Sonsuzun ayak sesleri) Alttan sinirh ve istten sinirsiz bir f : w — Q igin [f] kiimesine
sonsuz reel say1 denilmesine hangi gerekgeyle kars1 gikilabilir?

15.2 Reel Sayilar Sistemi

Q ve [C] swrali cisimlerinin, sira cisim izomorfik olmasimindan elde edilen avan-
tajla, Q sirali cismi gerekli biiytikliikte bir iist cisme genisleterek, aranan tam
sirali cisim inga edilmis olunacak.

Bir Cauchy dizisine denk her dizi bir Cauchy dizisi olur. Yani f ve g,
f(n) — g(n) — 0 ozelliginde iki dizi ve bu dizilerden biri Cauchy ise digeri de
Cauchy olur. Cauchy dizilerinin kiimesini R ve elemanlar1 Cauchy dizilerinin
denklik siiflar1 olan kiime R ile gosterilsin. Yani,

R={[f]: feR}.

Tanim 15.1. R’nin her elemanina reel say1 denir. R’ye reel sayilar kiimesi
denir.

f € D artan ve tstten smurh ise [f] € R olur. Benzer bi¢imde, f alttan simirh
ve azalan ise [f] € R olur.
R icin asagidaki gozlemleri yapalim.

i. f€ R veg, f'nin bir altdizisi ise [g] = [f] olur.

ii. f € R vel[f] #]0]ise f, 0'ya yakinsamaz. Dolayisiyla, en az bir € > 0
icin,

{n:f(n)>e}ve{n: f(n) <—e}
kiimelerinden biri sonsuz, digeri sonludur. Boylece,
(her n icin g(n) > ¢€) ya da (her n igin g(n) < —e¢)

olacak bigimde f’nin alt dizisi var. Dolaysiyla, [f] = [g] olacagindan,
[f] > [0] olmasim

“[fl <[—€lyada[f] > [e]”

tizerinden tanimlayan bir siralamanin ayak izleri olusur.

iii. [f] =[g] € R ise her n € w igin
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f(n) <p<qg<g(n)
olacak bigimde rasyonel say1 p, ¢ € Q yoktur.

iv. 0 # [f] € R elemanmin ¢arpma islemine gore tersi var: [0] < [f] ((i%)
anlaminda) oldugunu varsayalim. Ayrica, her n € w i¢in 0 < p < f(n)
olacak bicimde p € Q oldugunu varsayalbiliriz.

g:w—Q,g(n) =

esitligiyle tanimli fonksiyonun Cauchy dizisi oldugu kolaylikla gosterile-
bilir. Yani, [g] € R olur. Ayrica, [f][g] = [1] oldugu agik.

v. (R4, %x,0,1, <) sirali cisim. Buradaki siralama,
her n € w icin f'(n) + € < g (n)

olacak bigimde f" € [f], ¢ € [g] varsa, [f] < [g] yazarak tammlamnr,

Bundan béyle, R'nin elemanlar: [f] bigimde degil, geleneklere uygun bigimde
x,y,z gibi sembollerle gosterilecek. Benzer bicimde, p € Q igin bir yanlhs
anlagilma olmadig siirece [(p)] € R, p ile gosterilebilecek. @, R'nin althalkas
olmasa da althalka izomorfik oldugundan @Q C R olarak gérmemiz bir sorun
yaratmayacak. Sorun olabilecek durumlarda konuya tam da olmas1 gerektigi
gibi yaklagilacaktir.

Asagidaki teoremin kanmiti R’nin siralamasindan hemen kanitlanabilir.

Teorem 15.3. Her 0 < x € R i¢in % < x < n olacak bicimde m,n € w var.

Teorem 15.4. Q, R’de yogun. Yani x,y € R ise x < p < y olacak bicimde
p € Q var.

Kamt: Once 0 < z oldugunu varsayalim. y — z > 0 oldugunda, bir onceki
teorem geregi,

% <y—=x
olacak bicimde n dogal sayisi1 bulunur. Ayrica,
{meN: T <a}

kiimesi iistten smirli oldugundan m, bu kiimenin en biiyiik eleman1 olmak
lzere,

m m—+1
n ST <

esitsizligi saglanir. Buradan
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m+1

r< M <y

elde edilir. x ve y’nin diger olasi durumlar: icin de istenen esitsizlik benzer
bicimde gosterilebilir. O

Tam sirali cismin varlig1 simdi verilebilir.
Teorem 15.5. (R, +, x,0,1, <) tam swraly cisim olur.

Kanit: (R, +, x,0,1, <) yapisinin siral cisim oldugu zaten soylendi. Ustten
sinirli her A C R alkiimesinin en kiigiik {ist sinirinin varhigini géstermek kaniti
tamamlar. A C R bog olmayan iistten sinirli olsun. A’nin bir {istsinir1 dogal
say1 k secilebilir.

S={q€Q:q<kveq<aolacak bigimde a € A var }

kiimesi tanimlansin. A sayilabilir sonsuz oldugundan, birebir ve érten bir f :
w — S fonksiyonu var.

g:w— S, g(n)=sup{f(i):0<i<n}

olarak tanmimlansim. f fonksiyonu kesin artan. Ayrica, A, f(w) ve g(w) kiimele-
rinin st siir kiimeleri egittir. g artan ve tistten sinirh oldugundan bir Cauchy
dizisi ve dolayisiyla, x = [g] € R olur. 2’in A kiimesinin supremumu oldugu
kolaylikla gosterilir. O

Yukarida verilen teoremin kanit1 kaynaklarda daha standart bicimde veri-
lir': A C R bos olmayan iistten smirh altkiime olsun. f(0) € A ve g(0) € R,
A’nin tstsinir olsun. g(0) € A kanit biter. Degilse

f(0)+9(0)
2

sayisini ele alalim. Bu say1 A’nin bir iistsinir1 degilse,
f(1) = HOZEE ve g(1) = g(0)
ve ustsinirsa,
9(1) = T30 ve £(1) = £(0)
olarak tanimlansin. Bu yaklagimla, her m,n € w igin
i g(m+1) = f(m+ 1) = Lmgetn)

ii. A’da f(m)’den biiyiikesit bir eleman var,

1('jrnegin, Matematik Diinyasi Dergisi, 2007, 11
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iii. g(m), A'min bir Gst siridir,
iv. Her m, n i¢in f(m) < g(n)

kogullarini saglayan artan f dizisi ve azalan ¢ dizisi var. Bu iki dizinin limiti
ayni olup, bu limit A’nin en kiigiik tist sinir1 olur.

Boylece tam sirali cismin varligir gosterilmis olundu. Ustelik tek bir tane.
O halde bir 6zel isim almay1 haketti.

Tanim 15.2. (R, +, x,0, 1, <) tam sirali cismine Reel sayilar sistemi denir.
Tam sirali cismin 6nemli 6zelliklerinden biri Argimedyan olmasidir:

Teorem 15.6. R Arsimedyan. Yani, 0 < x ve her 0 <y € R i¢in x < y ise
x =0 olur.

Kanit: Olmadigim varsayalim. 0 < 2 oldugundan 0 < z~! ve dolayisiyla,

2~ < m olacak bicimde 0 < m € w elde edilir. Ayrica, % < z olur. Varsayim
geregi, her 0 < n € w igin z < % olur. Buradan % <z < % celigkisi olur. [J

Bunun bir sonucu olarak, x,y > 0 ve her n igin nx <y ise x = 0 olur.
@’nin R’de yogun oldugu Teorem 14.4’de kanitlandi. Daha fazlasi da var.

Teorem 15.7. Her reel sayr kesin artan bir dizinin goriunti kimesinin sup-
remumudur. Benzer bicimde, kesin azalan bir dizinin gorinti kimesinin infi-
mumaudur.

Kanit: = € R verilsin. y < « olacak bigimde y € R secelim. Elemanlar1 x ve
y arasinda kalan rasyonel sayilarin kiimesini @) ile gosterelim. Yani

Q= (r,y)NQ

olsun. @) sayilabilir kiimenin sonlu olmayan bir altkiimesi oldugundan, Teorem
9.17 geregi @ sayilabilir sonsuz kiime olur. f : w — @ birebir ve 6rten fonksiyon
olsun.

g:w—Q, g(n) =sup{f(i) : 0 <i<n}

esitligiyle tanimlansim. g fonksiyonu kesin artan ve z = sup g(w) olur. Benzer
bicimde, teoremin ikinci kismi kanitlanir. O

Aligtirmalar

15.5. Reel Sayilar Cismi bolim halkas: olarak da verilebilir. Asagidakilerin dogrululegunu
gosterin.

i. ¢(Q), sifira yakinsak diziler, R sirall halkasinin idealidir.

ii. R/c(Q) boliim halkas: bir cisimdir. Bu cisim R cismine egttir.
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15.3 2R ver cQ icin 2"

Sirasiyla agagidaki iistel tanimlamalar daha onceki boéliimlerde bir gekilde
yapildi:
Louy tw X w— w, uy(n,m) =n".
. uz : Z X w— Z, ug(n,m) =n".
ili. ug: QxZ— Q, ug(r,n) =r".
Burada ug, uz'nin ve uz, u,, nin bir genislemesidir. Bu altboliimde, ugnin bir
geniglemesi olan

iv. ug>o : R>0x Q — Q, ug>o(z,r) = 2"

iistel fonksiyonu tanimlanacak. Bu tanimlama sonrasi bir sonraki altboliimde,
a > 0 reel sayis1 ve n € w icin

=a

denkleminin R™’da ¢oziimiiniin varhig: ve tek oldugu gosterilecek.
r € R>0 ve n € N verilsin.

S={a:0<aeR:a" <z}

olarak tanimlanan kiime bogkiimeden farkl ve iistten sinirlir. Reel sayilar sis-
teminin tam olmasi nedeniyle, S’nin en kiigiik {ist sinir1 var. Bunun 6zel bir
adi da var.

Tanim 15.3. a € R>% ve 0 < n € N verilsin. a’nin %’inci kuvveti, n > 1 ise

an =sup{z € R:0<z,2" < a}
ve
a=n =sup{z €R:0<z,2" <1}
olarak tanimlanir ve gosterilir.
Bu tanimlama geregi, her 0 < a ve n € N igin

a

3=

o
3

olur.
0 < a < b iki reel say1 ve n € N ise

{reR:0<z, 2" <a} C{xeR:0<z,2" <b}
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olacagidan,
an < b=
olur. Ayrica, 1 < a ise her n € N i¢in 1" < a olacagindan,
le{zeR:0< z,2" < a}
ve dolayisiyla,
1<an
olur. Benzer bigimde, a < 1 igin,
an <1
oldugu kolaylikla gosterilir. Son iki egitsizligin kullanilmasiyla,
1 =1

elde edilir.
0 < a reel say1 ve 0 < p € Q verilsin. m,m’,n, n e w,

p = % = —F
biciminde olsun. Her s,t €€ N icin
Sst={2:0<z€R, 2 <al}

olmak tizere,

olmasindan,
1 1
(@™)n = (a™ )
olur. Bu, bir 0 < p € Q ve 0 < a reel say1 i¢gin “aP” sayisinin nasil olmasi
gerektiginin sinyalini verir.

Tamim 15.4. a > 0 reel sayis1 ve m,n € N igin p = “ olmak {izere, a'nin

p’ninci kuvveti

S =

a?l = (a)
olarak tanimlanir.

Yukarida verilen tanimlama rasyonel sayilar icin, n € N icin

B =

1
a"=(a")"tvea r=1
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olmas1 dikkate alinarak, m € w, n € N igin,
i. u(m,—n,a) = u(m,n, %)
ii. u(—m,n,a) =u(m,n, é)
iii. u(—m,—n,a) =u(m,n,a)

!

olarak tanimlansin. % =T ise
n

u(m,n,a) =u(m',n',a)
olur. Bu gozlem sonucu olarak, su tanimlama yapilabilir.

s m L, e
Tanim 15.5. 0 < a € R verilsin. p = 7* rasyonel sayis1 i¢in a’nin p’ninci
kuvveti

al = u(m,n,a)
olarak tamimlanir.

Bu tanimlama tizerinden, asagidaki fonksiyon tanimlanabilir. Teoremin
kanit1 okura birakildi.

Teorem 15.8. R>"xQ — R>%, (r,p) — 7P kuralwyla tansml fonksiyon birebir
ve orten olur. Ayrica, asagidakiler saglanar.

i. Bu fonksiyon
R>0 x Z — R>?, (r,n) — r"

kuralwyla tanamly fonksiyonun genisletilmisidir.
Her 0 < z,y € R ve p,q € Q igin,

i. 1P =1,2=1vez! =1.

iii. 2Pt = aPxd.

iv. (zy)P = xPyP.

v. (2P)? = aPe.

vi. 0 <povex <y isexP < yP.
vil. p <0 vex <y isey? < aP.

viii. p< qvel <z isexl < xi.



284 15. Cantor Reel Sayilar Sistemi

Alistirmalar

15.6. R’nin bog olmayan ve alttan sinirli her altkiimesinin infimumunun oldugunu gosterin.
15.7. Her 0 < e <1 ven € Nicin

1-e"<1<(1+¢"
oldugunu gozlemleyerek,

(l-er<1<(1+en
oldugunu gosterin.

15.8. 1<a€Rise (a%) dizisinin azalan ve infimumunun 1 oldugunu gosterin. Ayrica,
infan =1
oldugunu gosterin. Benzer bigimde, 0 < a < 1 ise (a%) dizisinin artan ve
sup aw =1
oldugunu gosterin.
15.9. 0 < n < m dogalsayilari i¢in

oldugunu gosterin.

15.4 2" = a Denkleminin Cozimi

n €N olma%i iizere 2" = a denkleminin R ¢oziimii olup, bu ¢oziim tektir.
Bu ¢6ziim a» olarak gosterilir. Bunu gostermek igin agagidaki teoreme ihtiyag
var.

Teorem 15.9. a € R ve n > 2 dogal sayisi verilsin. Asaqidakiler gerceklesir.
0 <a,beRven € w verilsin. a” < b ise (a+ €)" < b olacak bigimde € > 0
vardur.

Kanit: o + K < b esitsizligini saglayan K > 0 reel sayis1 secilebilir.
— gl K
€ = mln{g, W}
olsun. z,y € R olmak fizere,
2=y = (2 —y) Yy 2y

esitliginin saglandigi kolaylikla gosterilebilir. Bu esitlikte x = a+ € ve y = a
alimarak

(a4 €)™ —a" <e(n(a+1)")
ve buradan da

(a+e)" <a"+en(a+1)"<a"+ K <b
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elde edilir. 0

Teorem 15.10. a € R ve n > 2 dogal sayist verilsin. Asagidakiler gerceklesir.

i. a >0 ven ¢iftse ™ = a olacak bicimde tek bir tane x > 0 reel say var.

ii. a € R ven tekse ™ = a olacak bigimde tek bir tane b € Rvar.

Kanit: a = 0 ise x = 0 alinabilir. Dolayisiyla, a # 0 oldugunu varsayalim.
Ayrica, z,y € R olmak iizere 2™ = y™ esitligi saglansin. Bunlardan birinin
sifir olmasi durumunda digerinin sifir olacagi acik. Diger durumda,

0=za"—y" = (l‘ _ y)($n—1 + xn—2y 4+ xn—(n—l)yn—Z + yn—l)

esitliginde yer alan ikinci ¢arpan sifirdan farkli olacagindan, birinci carpan
sifir, yani x — y = 0 olur. Dolayisiyla, x = y elde edilir. Yani denklemin
¢Ozumii varsa tek olmak zorunda.

Simdi () i¢in ¢oztimiin varhgimi gosterelim.

S={reR":r"<a}
kiimesi tamimlansin. S, bog olmayan ve istten siirh. (Neden?)
s=supsS
diyelim. Yani s = an.
=a

oldugunu gostermek kanit1 tamamlayacak. s” # a oldugunu varsayalim. s < a
ise yukaridaki teorem kullanilarak

(s+e)"<a

olacak bigimde € > 0 var. Dolayisiyla, s + € € S olur. Bu, s = sup S olmasiyla
celigir. Bu durumda, yine varsayim geregi

a < s"

olur. Buradan

(" <3

S

elde edilir. Bu esitsizlige yukaridaki teorem uygulanarak,
(= =+ o <}
olacak bicimde € > 0 elde edilir.

_Ss

Tose <s=supA
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oldugundan,
S —
Tisc <z <s=supA

esitsizligini saglayan « € S vardir. Buradan da

a<(5)"<2"<a

geligkisi olugur.
(74)’'nin kamt1 benzer bigimde verilir. Kanit tamamlanir. g

15.5 Reel Degerli diziler ve Yakinsaklhik

Tamim 15.6. |.| : R — R* fonksiyonu, |.|(z) yerine |z| yazlarak,
] = T ;x>0
R S 2 <0

esitligiyle tanimlanir. Bu fonksiyona mutlak deger fonksiyonu denir.

Mutlak deger fonksiyonu her z, y, z € R igin agagidaki 6zelliklerin saglandi-
g1 kolaylikla gosterilir.

i. |z| = 0 ancak ve ancak z =0
i. |z] =|—z|
Lo+ yl <zl + ]yl

Rasyonel say1 degerli diziler i¢in tanmimlanan Cauchy dizi ve yakinsaklik kav-
rami reel degerli fonksiyonlar i¢in genellenebilir. f, reel degerli dizi olsun. Yani
f :w — R fonksiyon olsun. Ayrica, x € R olsun. Her € > 0 igin

i. “n,m > ng = |f(n) — f(m)| < €” olacak bigimde, ny € w varsa f’ye
Cauchy dizisi denir.

ii. “n>ng=|f(n)—z| < € olacak bigimde ng € w varsa f’ x noktasina
yakinsiyor denir. Bu durumda, f — x yazilir. Burada z’e f’nin limiti
denir.

f— x ve f — yise x = y oldugu kolaylikla gosterilir.

Teorem 15.11. a € R>?, rasyonel sayr degerli f dizisi ve r € Q wverilsin.
f—rise af™ — a" olur.

Kanit: r» = 0 i¢in kanitlanacak. Genel durumuysa f(n) —r — 0 olmasindan
elde edilir. /(™ 4 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda, f’nin her n i¢in
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€ < |a9™ —1]
olacak bicimde g altdizisi ve € > 0 var.
(Her n i¢in € < a9 — 1) ya da (Her n icin < a9 — 1 < —¢)
oldugunu varsayabiliriz. Birinci durumun gerceklesmesi halinde her n igin
e+1<a?™
olur. Buradan
(e+ 1)ﬁ <a
olur. Gerekirse g'nin altdizisine gegerek her n igin g(n) < % oldugu var-
sayilabilir. Dolayisiyla, her n icin
ne<(e+1)"<a
olur. Bu geligkidir. Benzer celigki her n igin
ad™ —1 < —e

olma durumunda da elde edilebilir. Demek ki a"™ — 1 olmak zorunda. Kanit
tamamlanir. O

Bu teorem daha teknik olarak goyle ifade edilebilir. a > 0 reel sayisi verilsin.

f:Q=R, f(r)=a

kuraliyla tanimli fonksiyon siireklidir.
Reel degerli Cauchy dizilerinin kiimesi cauchy(R) ve reel degerli yakinsak
dizilerin kiimesin c ile gosterilsin.

¢ C cauchy(R)
oldugu kolaylikla gosterilir. Ayrica, Teorem 14.14’de
¢ = cauchy(R)

oldugu gosterilecek. ¢ ve cauchy(R), noktasal olarak tanimlanan cebirsel iglem-
lere gore halka olur.

Aligtirmalar
15.10. f, reel degerli bir dizi ve f /4 x ise her n € w icin € < |f(n) — z| olacak bigimde f’nin
altdizisi ve € > 0 oldugunu gosterin.

15.11. Yakmsak bir altdizisi bulunan her Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu gosterin. (Gergi
her Cauchy dizisi yakinsaktir ya!)

15.12. Azalan ve alttan siirli her reel dizinin yakinsak oldugunu gosterin. Benzer bicimde,
artan ve tistten sinirli her reel dizinin yakinsak oldugunu gosterin.

15.13. Her z € R”? igin zn 1 oldugunu gosterin



288 15. Cantor Reel Sayilar Sistemi

15.6 Bolzano-Weierstrass Teoremi

Klasik analizin en 6énemli teoremlerinden biri 1817’de Bolzano tarafindan ve
bundan 50 y1l sonra Weierstrass tarafindan ikinci kez kanitlanan ve glintimiizde
Bolzano-Weierstrass Teoremi olarak bilinen teoremdir. Bolzano’nun bu te-
oremi Ara Deger Teoremi olarak bilinen teoremi kamitlamak icin bir Lemma
olarak vermesine kargin, Weierstrass bu teoremin farkli énemli noktalarina
isaret ederek, tekrar ve farkli bicimde kanitlamisgtir.

Bolzano-Weierstrass Teoremi kullanilarak her Cauchy dizisinin yakinsak
oldugu gosterilebilecek.

Bolzano-Weirstrass Teoremi degisik ama birbirlerine denk olan ifadelelerle
verilebilir. Bu altboliimde, bu teorem ifade edilip farkli kamtlar1 verilecek.
Okur kanitlar: takip ederek teoremin arkasindaki fikri kolaylikla gorebilir.

Her a,b € R ve a < bicin { € R: a <z < b} kiimesi geleneksel olarak
[a, b] ile gosterilir. [a, b] C R bigiminde yazilan altkiimeye sinirli kapali aralik
denir. I = [a, b] kiimesinin sol esit aralig

IO = [CL, b_Ta]
ve sag esit aralig
I = [b_Tav b]

olarak tamimlansin ve gosterilsin. I araliginin uzunlugu
s(I)y=b—a

olarak tamimlanir.
Asgagidaki teoremin kamt1 okura birakildi.

Teorem 15.12 (Nested Aralik Teoremi ). (I,,) kapaly sinirly araliklarin bir
dizisi ve her n igin Iny1 C I, ise (I, bos olmayan bir kimedir. Ayrica,
s(I,) — 0 ise bu aralik tek elemanl bir kime olur.

Bolzano-Weierstrass Teoremi farkli denk bicimlerde ifade edilir. Bunlardan
biri goyle:

Teorem 15.13 ( Bolzano-Weierstrass Teoremi ). Swnarls her dizinin yakinsak
bir altdizisi var.

Kanit: f, reel degerli sinirh dizi olsun. Amag agisindan, f(w) C [0, 1] oldugunu
varsayabiliriz. f dizisinin yakinsak altdizisinin, her birisi kolay olarak nitelen-
direbilecek farkl kanitlar:1 var. Bu kamtlarin bazilar: agsagida verilecek.
Birinci kanit. A kiimesi sonluysa en az bir k € w icin,

N={new: f(n)=f(k)}
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kiimesi sonsuz olur. n; € N secilsin. IV sonsuz oldugundan,
ng =min N\ {i:0<i<n;}
kuraliyla no € N segilsin. N’de
ny <..<mny
olacak bicimde nq,...,n, € N segilsin.
Npr1 =min N\ {i:0<i<n,}

yazarak npy1 segilebilir. Boylece tiimevarimla, kesin artan g : w — N C w di-
zisi tanimlanir. h = fog, f'nin bir altdizisi ve her n igin h(n) = f(k) olur. A'nin
sonsuz oldugunu varsayalim. Iki sonlu kiimenin bilesimi sonlu olacagindan,
A NIy yada AN I; kiimelerinden en az biri sonsuz olmak zorunda. A N Iy
sonsuz ise J! = I diyelim ve

ny =min{n €w: f(n) € ANJ'}
olarak secelim. A N Iy sonluysa J' = I; diyelim ve n; € w’y1
n1 =min{n €w: f(n) € ANJ'}

olarak tanimlayalim. Sonug olarak, J! C I ve ny € w segildi. s(J!) = % Benzer
bigimde, J§ N A sonsuz ise J? = J3 diyelim ve

ng=min({n €w: f(n) € ANJ?*}\{i:0<i<m})
dogal sayis1 secilsin. J& N A sonluysa J? = J{ diyelim ve
ng =min({n €w: f(n) € ANJ*}\{i:0<i<m})
dogal sayis1 secilsin.
s(J?) =5, Jo CJ1 C I, ny <ng

olur. Bu yontem devam ettirilerek, agsagidaki ozellikte (J,,) araliklar dizisi ve
f’nin altdizisi g’'nin var oldugu gosterilir.

i. J', I kilmesinin sol ya da sag esit aralig1.

ii. Her n > 1 icin J", J" ! araliginin sol ya da sag esit araligi. Dolayisiyla,
Jn C Jn—l.

i, s(J") = 2.

iv. f(k)=x,, €J"
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1. Her n i¢in J,, = [a(n), b(n)] olacak bicimde artan a ve azalan b dizileri
var ve her n,m € w i¢in a(n) < b(m) olur.

Nested Aralik Teoremi geregi I, = ) J, tek elemanl bir kiimedir. Bu nokta
z ile gosterilsin. Her a(n) < x < b(n) ve a — x ve b — x oldugu kolaylikla
gosterilir. Ayrica, her k i¢in a(k) < g(k) < b(k) olmasindan g — x olur. Kanit
tamamlanir. |
ikinci kamit. Her = € [0,1] icin A, = [0, 2] N f(w) diyelim.

B ={z €a,b]: Ay sonlu }

diyelim. @ € B oldugundan, B bog olmayan bir kiime ve tistten sinirh oldugun-
dan, B’nin supremumu var. s = sup B diyelim. a < s < b oldugundan, s € B
s < 1 olur. Her k € w igin (s, s+ £) N f(w) sonsuz olur. (s < s+ + < 1 oldugu
varsayilabilir.)

ni1 = min{n : f(n) € (s,s+ 1) N f(w)

secilebilir. f(n1) € (s, s+ 1) olur. f(ng) € (s,5+ 1) secilsin ve ny < ... <y,
oldugunu varsayalm. (s, s + % Jrl) N f(w) sonsuz oldugundan

nlzmin{n:f(n)E(s,s—i—k—_}rl)ﬂf(w)\{izogignk}

secilebilir. Boylece k& — nj kesin artan fonksiyonu tanimlanir. Ve dolayisiyla,
g(k) = f(ng) kuraliyla f'nin altdizisi g tanimlanir. ¢ — s oldugu acik. s = b
olma durumunda da her k icin (s — £,1] N f(w) kiimesi sonsuz olacagindan,
g — s olacak bicimde f’'nin g altdizisinin varligi benzer bigimde gosterilir.
Ikinci kamt tamamlanir.

Ugiincii kanit. Sirh ve monoton her dizinin limiti var. Teorem 14.1 geregi
her dizinin monoton bir altdizisi oldugundan, istenilen hemen elde edilir.
Kanit tamamlanir. O

Bolzano-Weierstrass Teoremi’nin bir denk ifadesi R’nin sinirli sonsuz her altkii-
mesinin limit noktas1 oldugunu soyler. Yani, X C R sinirli ve sonsuz ise her
€ > 0 i¢in (z — e,x + €) N X kiimesi sonsuz olacak bigimde x € R vardir: X
kiimesinin limit noktasinin olmadigini varsayalim. A C X bogkiimeden farkl
olsun. u = inf A diyelim. u € A olmak zorunda, diger tiirli u, X’in bir limit
noktas1 ve dolayisiyla, A’nin limit noktasi olur ki bu geligkidir. Benzer bigimde,
v = sup A olmak iizere v € A olmak zorunda. R’deki dogal siralamaya ve ters
siralamaya gore X iyi sirali kiimedir. Teorem 9.32 geregi X sonludur. Bu, X
kiimesinin sonsuz olmasiyla geligir. Bu kamt [21]’den alinmistar.

Reel sayilar sistemi’nin 6nemli 6zelliklerinden biri her Cauchy dizisinin
yakinsak olmasidir.
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Teorem 15.14. Reel degerli bir dizinin yakinsak olmast icin gerek ve yeter
kosul Cauchy olmasidar.

Kanit: Yakinsak dizinin Cauchy oldugunu atalarimiz bile gosterebilirdi. f,
reel degerli Cauchy dizisi olsun. Her Cauchy dizisi sinirh oldugundan, Bolzano-
Weierstrass Teoremi geregi, f’'nin yakinsak altdizisi g var. g’'nin yakinsadigi
noktaya f'nin de yakinsadigi kolaylikla gosterilir. O
15.6.1 Reel Sayilar Kiimesi’nin Se¢im Fonksiyonu
[ :w — Q bir Cauchy dizisi verilsin. x = [f] diyelim.

Ay ={g€Q¥:g, en az bir h € x dizisinin bir altdizisi }

kiimesini tanimlayalim. A = Uge 4, g(w) olmak iizere, B, A kiimesinin {istsinir-
larinin kiimesi olsun. C), ise, B, kiimesinin altsinirlarinin kiimesi olsun. B,
sayilabilir sonsuz kiime oldugundan, birebir ve érten f, : w — B, fonksiyonu
var. h, : w — Q fonksiyonu,

hy(n) =sup{f.(i) : 0 <i<n}
kuraliyla tanimlansin. h, € x oldugu kolaylikla gosterilir. Ayrica,
T:R = U,er e, m(x) = hy

kuraliyla tanimli fonksiyon R’nin se¢im fonksiyonudur.

15.7 z,y € R ve 0 < z icin 2Y

0 <z e Rver € Q igin 2" reel sayisi tanimlanmigti. Bu altboliimde, bu
kavram r € Q yerine r € R alinarak genellenebilecek.

Teorem 15.15. a € R>? verilsin. (r,,), Q Cauchy dizisi ise ("), R Cauchy
dizist ve yakinsaktir.

Kanit: (a™) dizisinin Cauchy olmadigini varsayalim. Bu durumda, her k € w
icin

€ < |a"m2k — a2k |

olacak bigimde (a"™2r) altdizi ve € > 0 olur. Gerekirse bir altdiziye tekrar
gecerek, her k icin

(Her k i¢in € < a2t — a""2k—1 ya da (Her k igin < a"2r — a'"2k-1 < —¢)

oldugu varsayilabilir. Birinci durumun gergeklesmesi durumunda
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€+ a'm2k-1 < a2k

olur. Son esitsizlik a™""2k—1 ile ¢arpilarak, m > 0, (a™) dizisinin bir altsiniri
olmak tizere,

em+1 < ea Mm2-1 £ 1 < @™ok "ok
elde edilir.
Tngr — Tnge — 0
oldugundan,
a2k " — 1
ve buradan da
em+1<1
celigkisi olugur.
(Her k icin < a™2k — a'"2k-1 < —¢)
olmasi durumunda da ayni celigki elde edilir. Kanit tamamlanir. O

Teorem 15.16. x € R>? verilsin. (a,) ve (by) Q degerli iki denk Cauchy
dizisiyse (x) ve(x®) Cauchy dizileri ayni noktaya yakinsar.

Kanit: Yukaridaki teorem geregi (x%") dizisi R’de bir Cauchy dizisi ve R
tam oldugundan, bir A noktasina yakinsar. Benzer bigimde, (x%) dizisi bir B
noktasina yakinsar.a, — b, — 0 oldugundan,

1 ¢— gn=bn — gangp=bn _, gAB-1
ve buradan AB~! =1 ve dolayisiyla, A = B elde edilir. Kanit biter. O

Boylece
ug>o : R70 x R — R>0 ugso(z, [f]) = lim /(™)
olarak tamimlanir. Ayrica, bir r € Q i¢in
2] = 47

olur.

Teorem 15.17. Teorem 14.6°da yer alan (it) — (viii) 'de p,q € Q alinarak elde
edilen sonuclar, p,q € R alinarak da elde edilebilir.

Aligtirmalar

15.14. p= \@ﬁ diyelim. p’nin rasyonel ya da irrasyonel say1 olup olmadig1 bilinmeksizin, p’yi
kullanarak a® rasyonel olacak sekilde a ve b irrasyonel sayilarin oldugunu gésterin.
15.15. Asagidakilerin dogrulugunu goésterin.

i. 2¥ =9 denkleminin ¢6éziimii var ve bu ¢oziim irrasyonel sayidir.

ii. b, 2° =9 denkleminin ¢oziimii b ve a = v/2 olmak iizere a®

oldugunu gosterin.

sayisinin rasyonel sayi
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15.8 o0 ve —c0

Arama sonsuzu uzaklarda
Hersey kendisine sonsuz
Sen sana ait olmadigindan
Sana olan sonsuz sensin.

Baglikta gecen “co” semboliiniin sonsuzu gosterdigini bilmeyen yoktur. Bir
kiimenin sonsuz olmasiyla,

: 1
hma:—>0 z

limitinin sonsuz olmasimin arasindaki farki da bilmeyen hemen hemen yoktur.
Bir kiime i¢in farkli farkli sonsuzluklar sézkonusu ve bu sonsuzluklar farkli
sembollerle gosterilmesine kargin, diger durumun gosterimi igin “co” sem-
bolii kullanilir. Bugiin sonsuzluk i¢in kullanilan co semboliinii Romalilarin,
“cok biliylik” bir say1 olmasi nedeniyle, 1000 sayisini gostermek igin kullandigt
oluyordu. Bir zamanlar, esitlik semboliinii gostermek i¢in, Robert Recorde ya-
tay cizgileri, Xylander dikey cizgileri ve Descartes ise sonsuzluk semboliint kul-
laniyordu. 1655 yilinda John Wallis, Arithmetica Infinitorum adli eserinde son-
suzlugu belirtmek i¢in oo semboliinii kullandi. Bazilarina gore, Wallis, bu sem-
bolii, Yunan alfabesinin son harfi olan w’dan tiiretti. Bir diger goriig ise, bu
semboliin Roma rakamlarinda 1000 sayisin gostern sembolden evrildigidir. Bu
kullanimin 1713 yilinda James Bernoulli'nin Ars Conjectandi adli eserinde yer
almasiyla yerini saglamlagtirdi.

Bu altboliimiin bagligi Genisletilmig Reel Sayilar Sistemi olmasi gerekirken,
dikkat cekmesi agisindan oo adi verildi. “Korkung” olarak algilanan sonsuz,
yapilacak tamimlama sonrasi daha dogal hale doniisiip, nerdeyse “sen, ben”
gibi yakin biri olacak.

Reel sayilar sistemi’ne ait olmayan ve genellikle oo ve —o0 ile gosterilen iki
kiimenin R’ye eklenmesiyle elde edilen

R* =R U {oco0, —oc0}

kiimeye, iizerinde tanimlanan baz ikili iglemler ve siralamaya gore Genisle-
tilmis Reel Sayilar Sistemi denir.
R’de tanmiml ikili iglemler R*’ye agsagidaki gibi genigletilebilir.

i.z+00 =004+ =00,
ii. 2+ (—00) = -0+ =—00
ili. 0 < z ise zoo = cox = 00 ve z(—00) = (—00)r = —00

iv. 0 > z ise xoo = cox = —o0 ve (—00) = (—o0)x = 00



294 15. Cantor Reel Sayilar Sistemi
V. 004 00 =00 ve (—o0) + (—00) = —00
vi. 0000 = (—00)(—00) = 00 ve (—o0)oo = 00(—00) = —o0
olarak tanimlanir. R’de taniml siralama her = € R igin,
vii. —o00 < 00, —00 < T, & < 00

olarak genigletilir. Agagida yapilan tanimlama sonrasinda, bu 6zelliklerin bazi-
lar1 bir aksiyom olarak degil, bir sonug olarak verilebilir.

Genel olarak klasik kitaplarda, oo ve —oo, R’ye ait olmayan eleman ola-
rak verilmesine kargin, bu elemanlar reel sayilarin tanimina uygun bir gekilde
tanimlanarak standartlagtirilabilir.

Tanim 15.7. Alttan sinirhi ve {istten sinirsiz rasyonel degerli diziler kiimesine
reel sonsuz denir. Reel sonsuz kiime oo ile gosterilir. Yani,

oo ={f €Q¥: f, alttan smirh ve listten sinirsiz}.

Alttan sinirsiz ve {istten sinirli rasyonel degerli diziler kiimesine reel eksi
sonsuz denir. Reel eksi sonsuz kiime —oo ile gosterilir. Yani,

—oo = {f € Q¥: f, alttan sinrsiz ve istten sirh}
olur.

Asagidaki tanimlamada iki dizi arasindaki cebirsel iglemlerin noktasal ola-
rak tanimlandigi ve her z € R i¢in z C Q% oldugu dikkate alinarak, her z € R
icin

i.z+o0o={g+h:g€xheo},

i. co+ax={g9g+h:g9€o00,heuz},

iii. 24 (—00) ={g+h:g9€x,hec —occ},
iv. —co+x={g+h:g9g€ —oo0,h €z}

olarak tanimlanir. Benzer bicimde, R’de tanimli ¢carpma islemi asagidaki gibi
genigletilir.

v. zoo = {gh: g € x,h € o0},
vi. cox = {gh:g € co,h € x},
vii. z(—o00) ={gh:g € x,h € —o0},

viil. —oox = {gh:g € —oc0,h € z}
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olarak tanimlanir. Ayrica,
ix. cotoo={f+g:f,g€oc}tve—oco+(-o0)={f+g:fg€—oc}
x. 00co = {fg: f,g € oo} ve (—o0)(—00) ={fg: f,g € —o0}
olarak tanimlayalim. x € R verilsin.
x+00=00+12=00vVe T+ (—00)=—00+2 = —00,

ve z > 0 igin

200 = 0ox = 00, T(—00) = (—o0)r = —00,
z < 0 igin
200 = 0ox = —00, T(—00) = (—00)r = 00
olur.
0000 = (—00)(—00) = 00, 0—00 = —0000 = —00,

oldugu kolaylikla gosterilir. Ozel olarak,
000 = 000 = 0(—o0) = (—00)0 =0

olarak tanimlanir. Genel olarak, x + (—o0) yerine x — oo gosterimi kullanilir.
Benzer gekilde, makul gosterimler herhangi bir agiklama yapilmadan da goste-
rilebilir.

Dikkat edilirse, yukarida yapilan uygun tanimlamalar tizerinden,

00 + (—00) ve —00 + 00

ifadesinin tanimlanmas: zor!

Alistirmalar
15.16. (—o0) N (00) = P oldugunu gosterin.
15.17. Her z € R igin z Noo = ) ve z N —oco = P oldugunu gosterin.

15.18. R = Q"’yi noktasal cebirsel iglemler ve noktasal olarak tanimlh siralamaya gore siral
halka alalim. co ve —oo

i. co={f€R:f>0},
i, —co={feR:f<0}

olarak tanimlansaydi, beklenenler karsilanabilir miydi?

15.19. 0 < z igin °°, 27> ve 00™, —00™, 00~ *°, —oo~ *°, ifadelerinin tanimlanmamasi nasil

bir eksiklik olugturabilir? Ornegin, 1°°, 0°° tanimlanmasa ne kaybedilir?
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15.9 R Sayilamaz Sonsuz

Bu altboliimde R’nin sayilamaz sonsuz oldugu gosterilecek.
A C N verilsin. Her n € N igin

A, =AN{L,2,...,n}
olmak tizere, verilen bir f : A — R fonksiyonu i¢in
s NS R, s(n) = Yy n, f(K)
fonksiyonu tanimlansin. s(N) tistten sinirhiysa her zaman oldugu gibi,
sup s(N) = 32,4 f(n)

yazilir. Agagida verilen teorem ve kanitinda bu ve benzeri gosterimler kul-
lanilacak. Teoremde yer alan x4, A’nin karakteristik fonksiyonunu gosterir.

Teorem 15.18. card(p(N)) < card(R).
Kamt: 7 : p(N) — R fonksiyonu 7 () = 0 olmak fizere,

m(4) = T G
esitligiyle tanmimlansin. 7’nin birebir oldugunu gostermek kaniti tamamlar. Her
ACNven € Nign 4, = An{1,2,...,n} yazalhm. Ayrica, Ay = 0 diyelim.
m(A) = w(B) olsun. A = B oldugu gosterilecek. Bunun i¢in her n € N i¢in

A, = B, oldugunu gostermek yeterli. En az bir n € N icin A,, # B,, oldugunu
varsayalim.

k =min{n € N: A, # B,}
olsun. Bu durumda Ax_1 = Bji_1 olur. Dolayisiyla,
m(Ag—1) = 7(Bg_1).
ke A\Byadake B\ Aolur. k € A\ B olmas1 durumunda,
m(A) = m(Ap—1) + 105 + T(A\ Ag)
m(B) = m(Bg-1) + 7(B \ By)
olur. Bu elde edilenlerin birlesmesiyle,
1or < qor T (AN AR) = 1A\ B) < X024 18 = gior
elde edilir. Bu, geligkidir. Benzer ¢eliski £ € A\ B olma durumunda da elde

edilir. Kamit tamamlanir. O

Bu teoremin bir sonucu olarak rasyonel olmayan reel sayilar kiimesine bir
isim vermek bir zorunluluk olusturur.
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Tanim 15.8. Rasyonel olmayan her reel sayiya irrasyonel sayi1 denir.

Irrasyonel sayilarin kiimesi Q' ile gosterilir. Yani Q' = R \ Q olur. R
sayllamaz sonsusuz ve Q sayilabilir sonsuz oldugundan Q' sayillamaz sonsuz
olur.

15.10 Reel Sayilarin p-Tabanina Gore Acgilim Dizi-
leri

Bir 6nceki altboliimde,
card(p(N)) < card(R)

esitsizligi kolaylikla gosterilmisti. Bir sonraki altboliimde, bu esitsizligin esitlik-
le degistirilebilecegi gosterilecek. Bunun olabilecegine iligkin ilk sinyal

p(N) > R, A=z =", xa(n)2™"

kuraliyla tanimli fonksiyondan gelebilir. Ancak, bu fonksiyon 6rten olmasina
kargin, birebir olmayabilir. Diger taraftan, biraz cabayla, birebirligi bozan ele-
manlarin kiimesi iizerinde dikkatli caligildiginda, bu olumsuz durumun amaca
ulagmaya engel olamayacag1 anlagilacaktir.

x € (0,1) ve p > 2 dogal sayis1 i¢in

z =3 0 fn)p™"

esitligini saglayan en az bir f : N — w dizinin varhigi gosterilecek. Bu diziye
2’in p-tabanina goére agilim dizisi denir. Ayrica, agilim dizisinin en fazla
iki tane oldugu da gosterilecek. Agilim dizilerinin terimi 0’dan biiyiik, esit ve
p’den kiiciik olur.

Acilim dizileri kendi bagina matematikte bir ¢alisma alani olusturmasina
kargin, bunun bir uygulamasi olarak

card(R) = card(p(w))

oldugu bir sonraki alt boliimde gosterilecek.
Acilim dizilerinin inga siirecinin temel fikri goyle:

1 11 p—1 p
[075)7 [575)7"'7 [T?E)

kiimeleri ayrik ve bilegimleri [0, 1) kiimesine esit oldugundan,

v e[, hist)

olacak bicimde 0 < k; < p dogal sayis1 vardir ve tektir.

k 1
< _ k1 L
0 x ) <p
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esitsizligi de saglanir. Benzer iglem [%, %) araligina uygulanarak, yani bu

aralik soldan kapali ve sagdan acik p egit ayrik araliga boliinerek,

x € [, ki)

olacak bicimde 0 < ky < p dogal sayisi elde edilir ve

0<z-(B+8)<%

esitsizligi saglanir. Bu selilde devam ederek, her n igin

k; 1
0<z—3 i<
esitsizligini saglayan (k;) dizisi elde edilir. Bu 6zellikteki dizinin tek olmasi
yaninda, diger énemli belirleyici ozelliklerin biri 0 < k; < p olmasidir. Benzer
bicimde, x’i igeren

(1, ]

bi¢imdeki araliklar tizerinden yapilan iglemlerle (m,,) dizisi de ’in p-tabanina
gore acilim dizisi olacak.
Bu yaklasimla elde edilen dizileri tanimlastiralim.

Tanim 15.9. p > 2 dogal sayist « € (0,1) verilsin.
i. (ky), her n € N igin,
kn knt1
o ST <
esitsizligini saglayan dizi olmak iizere,
(x)(1) = k1 ve l(x)(n) = kn+1 — phn (n > 2)

kuralyla tammh [(x) : N — w dizisine 2’in p-tabanina gore sol agilim
dizisi denir.

i. (my), her n € N igin,

e <o < Mt

esitsizligini saglayan dizi olmak iizere,
r(z)(1) = my ve r(z)(n) = mps1 — pmy, (n > 2)

kuraliyla tamimh r(z) : N — w dizisine z’in p-tabanina goére sag
ac¢ilim dizisi denir.
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x € (0,1) elemaninin p tabanina gore sag ve sol agilim dizileri, p tabanina
gore acilim dizileri olur. Bu diziler esit olabilir. Aslinda her acilim dizisi bu
dizilerden biridir.

Teorem 15.19. = € (0,1) ve p > 2 dogal sayist verilsin. x’in iki farkl p-
tabanina gore acgilim dizisinin olmasy i¢in gerek ve yeter kosul x = 2 wve

pn
m < p" ozelliginde m,n € N dogal saylarin olmasidar.

Kanit: f ve g, 2’in iki farkhi p tabanina gore acilim dizisi olsun. Varsayim
geregi, {k € N : f(k) # g(k)} kiimesi bogkiimeden farkl. Bu kiimenin mini-
mumuna n diyelim. f(n) # g(n) olur. f(n) < g(n) oldugunu varsayabiliriz.
Her k£ < n i¢in f(k) = g(k) olmas1 da kullanilarak,

0 = z—=x

Z;@“;l g(n)pik - ZZO:l f(n)pik

>oien (g(k) = f(k))p~*

p"(g(n) = f(n)) +p" 332 (9(n + k) — f(n+k)p~*
P Y (g(n+ k) — f(n+k))pF

p4pT" 21311)(0 —(p—1)p*
)

vl

= p"—p(p-1 3
p=p"p—1);
0

elde edilir. Bu esitsizlikten gelecek esitsizliklerin yaninda 4 ve 5. satirlar1 kul-
lanilarak

elde edilir. 5 ve 6. satirlar kullanilarak
P lgtn k) = f(n+E))p~F =p7" 32 (0= (p— 1)p"
ve buradan da
0< 32 (gn+R))p™ =352 (f(n+ k) = (p—1))p~F <0

elde edilir. 0 < g(n+k) ve f(n+ k) — (p—1) < 0 olmasi dikkate alinarak, her
k € N icin

gin+k)=0ve f(n+k)=p—1
elde edilir. Dolayisiyla,

x=>r_9(k)p™
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olup, bu reel sayr mp™" formundadir. Gerektirmenin diger tarafi kolaylikla
gosterilir. Kanit tamamlanir. O

Bir z € (0,1) sayismin p sag acihm dizisi tektir. Benzer bigimde, p sol
agihm dizisi de tektir. Bu gozlem kullanilarak, her z € (0, 1) i¢in I(x), 2’in p-
sol acihm dizisini ve r(z), 2’in p sag agilim dizisi olmak iizere,

Lr:(0,1) = {0,1,....p — 1}V

fonksiyonlar1 tamimlanir. Bu fonksiyonlara sirasiyla p sol ve p sag fonksiyonlar
denilebilir. I # r olur. Burada, I(x) ve r(z), verilen bir p > 2 dogal sayisina
bagh olduguna dikkat edilmeli.

Aligtirmalar
15.20. z € (0,1), x = Z;’;}l k274 4+ 27™ olsun. Bu durumda, p = 2 icin,

kn i1<n<m-1
l(z)(n)=¢ 1 in=m
0 m>m
ve
kn i1<n<m-1
r(z)(n) =< 0 m=m
1 n>m

oldugunu gosterin.
15.21. p > 2 dogal sayisi verilsin. D = {z € (0,1) : [(z) # r(z)} olmak tizere

i D={ze(0,1):ImeNa=>"""5%+ L k c{0,1}}

i=1 2t
n

ii. D={mp ™ :m,neN,m<p"}

oldugunu gosterin.

15.22. A C N boskiimeden ve N’den farkh kiime z = 77, xa(n)27™" diyelim. 0 < = < 1
oldugu acik. z’in iki farkli 2-agilim dizisinin olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun A’nin
sonlu olmasi1 gerektigini gosterin.

15.11  card(p(w)) = card(R)

Altboliim 14.9’da card(p(w)) < card(R) oldugu gosterilmisti. Bu altboliimde
bunlarin egit oldugu gosterilecek.

Teorem 15.20. f:(0,1) — p(N) fonksiyonu, p = 2 igin,

kuralwyla tanamlansin. Asaqidakiler gerceklesir.
i. f birebir.

ii. p(N)\ f((0,1)) kiimesi sayilabilir sonsuz.
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Kanit: i. 2,y € (0,1) olmak iizere f(x) = f(y) olsun. buradan [(x)~!(1) =
I(z)~1(1) olur. I(z)(n) = 1 olmas i¢in gerek ve yeter kosulun I(y)(n) = 1
olmasi oldugundan z = y olur. Istenilen gosterilmis olur.

ii. g : p(N)\ f((0,1)) — (0,1) fonksiyonu

9(A) =32, xa(n)27"

kuraliyla tanimlansin. g fonksiyonu birebirdir. Gergekten,

A, B € p(N)\ £((0,1))

verilsin ve g(A) = g(B) oldugunu varsayalim.

r=73,xa(n)27" =3 xp(n)2™"

olur. Yani, x4 ve xp, 2’in 2 tabanina gore agihim dizileridir. A, B ¢ f((0,1))
oldugundan x4 # [(z) ve dolayisiyla, x4 = r(x) olur. Benzer bigimde, xp #
l(y) ve dolayisiyla, xp = r(y) elde edilir. x = y olmasindan da y4 = xp elde
edilir. Buradan da A = B olur.

Simdi, D = {z € (0,1) : I(z) # r(z)} olmak tlizere g(p(N )\f(l( 1)))=D

oldugunu gosterelim. z € D verilsin. 7(z) # [(x) olur. A = r(x)™"(1) diyelim.
A€ pN)\ f((0,1)) ve g(A) = x olur.
Kanmt tamamlanir. g

Asagidaki ara teoreme ihtiyag var.

Teorem 15.21. A, sayilabilir sonsuz altkiimesi olan bir kiime ve f : A — B
birebir fonksiyon olsun. B\ f(A) en fazla saylabilir sonsuz kiime ise

card(A) = card(B)
olur.

Kanit: S, A’'nin sayilabilir sonsuz altkiimesi olsun. S = {aj, a9, ...} diyelim.
C = B\ f(A) kiimesi i¢in iki durum sézkonusu:
Birinci durum: C' = {by,...,b,} sonlu: g : A — B fonksiyonu,

flz) sz ¢S
g(z)=1< b ;x=a;(1 <i<n)
flai) sz =aim

kuraliyla tanimlansin. g fonksiyonu birebir ve orten.
Ikinci durum: C = {by, bo, ...} sayilabilir sonsuz: g : A — B fonksiyonu, her n
icin
fl@) sz és
g(x) =q flan) ;T = Q2n+1
bn ;L = a2p
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kuraliyla tanimlansin. g fonksiyonu birebir ve 6rten. Sonug olarak, istenilen
gosterilmig olur.
Simdi temel sonuglardan birini verebiliriz.

Teorem 15.22. card(R) = card(p(w)).
Kanit: Asagidakilerin birlegtirilmesiyle, istenilen elde edilir.
i. Teorem 14.20 ve 14.21 kullamilarak card((0,1)) = card(p(N)).

i. f(x) L kuraliyla tamimh f : (—1,1) — R fonksiyon birebir ve 6rten

~ I-Ja]

oldugundan, card(R) = card((—1,1)).
iii. card((0,1)) = card((—1,1)).
iv. card(w) = card(N) olmasindan card(p(w)) = card(p(N)) olur.
2 = {0,1} oldugu tizerinden,
pw) =29 A— xa
kuraliyla tanimh fonksiyonun birebir ve 6rten oldugu acik. Dolayisiyla,
card(R) = card(2%)

olur. w : 2% x 2% — 2% fonksiyonu

| f(n) ;n tek say1
m(f,g)(n) = { g(n) ;n cift say1

kuraliyla tanimlansin. 7’nin birebir ve érten oldugu kolaylikla gosterilir. Do-
layisiyla,

card(R) = card(2¥) = card(2¥ x 2¢) = card(R x R)

elde edilir. Daha genel olarak, asagidaki teorem verilebilir. Kanit ttimevarimla
kolaylikla verilebilir.

Teorem 15.23. Her n € N i¢in card(R) = card(R™) olur.



16. Dedekind Reel Sayilar
Sistemi

Reel sayilar sistemi’nin ingasi denilince akla gelen iki klasik yontemden biri, bir
onceki boliimde Cantor tarafindan, Cauchy dizisi terimiyle verilen yontem ve
bir digeri de Dedekind kesitlerle verilen yontemdir. Richard Dedekind 1858’de
yazdig1 ve 1872’de yayinlatmig oldugu continuity and irrational numbers adli
eserinde [17]!, reel sayilar sisteminin, bugiin Dedekind kesit olarak adlandirilan
terimle bir ingasimi vermistir. Esas olarak [17], reel sayilarin ingasin vermeye
yonelik degil, irrasyonel sayilarin yerini yurdunu belirlemeye yonelik bir calig-
madir. Dedekind’e ait bu yontemin verilmesinden bugiline yaklagik 150 yil
gecmesine kargin, bu yontem hem diin verilmis gibi tazeligini korumakta, hem
de yillara dayali terciibesiyle matematige gii¢ ve estetik katmaya devam etmek-
tedir. Dedekind tarafindan verilen bu insa, bu boliimde detaylariyla verilecek.

16.1 Reel sayilarin Dedekind Kesitlerle in§a81

Rasyonel sayilar kiimesine tanmimli her Cauchy dizisinin artan bir altdizisi
oldugundan, Cauchy dizileri yontemiyle elde edilen her reel sayi, artan ve
iistten sinirli rasyonel say1 degerli bir dizinin denklik sinifi oldugunu aklimizda
tutarak baglayalim. f € Q“ dizisi kesin artan ve tistten sinirli dizi olsun.

Ay ={p€Q:p< f(n) olacak bigimde n € w var }

kiimesi tanimlansin. Ayrica, g : w — Q dizisi artan, iistten simirli ve f’ye denk
ise Ay = Ay olur. Boylece

R = p(Q), z=[f] = Af

fonksiyonu tanimlanabilir. Bu gézlem, Ay kiimesi lizerinden, Q'nin asagidaki
ozellikleri saglayan altkiimelerin 6neminin sinyalini verebilir. A = Ay yazarak,

i A#0, A# w.

!Dedekind’in bu ¢alismasi [16]’te ayrintili olarak galigilmigtir.
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ii. A tstten simrl.

iii. A’nin her eleman1 Q\ A kiimesinin bir altsinir1 ve Q \ A’nin her elemam
A’nin bir iist siniri.

iv. Horpe AveqeQ\ Aiginp < q.

kogullarinin saglandigi kolaylikla gosterilir. Bu kogullar tizerinden, Dedekind
kesit kavrami tanimlanir.

Tanim 16.1. Q'nin yukarida verilen dort kogulu saglayan her altkiimesine bir
Dedekind kesit denir.

Dedekind kesitlerin kiimesi Rp ile gosterilecek. Rp’nin her elemanina De-
dekind reel say1 denir?. Her rasyonel say1 bir Dedekind reel say1 ile eslesti-
rilebilir. Gergekten, her p € Q i¢gin

pp={q€Q:q<p}

olmak iizere ’”dan Rp’ye p — pp kuraliyla tanimli fonksiyon birebir olup,
bu fonksiyon siralamay: da korur, yani, Q’da p < ¢ olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul pp C gp olmasidir.

Aligtirmalar
16.1. p € Q verilsin. Agagidakilerin dogrulugunu gosterin.
i. {p € Q:p < q} kiimesi Dedekind Kkesit.
ii. {p € Q:p<q} Dedekind kesit degil.
16.2. p € Q verilsin. Agagidakilerin dogrulugunu gosterin.
i. {pcQ:p? <2} dedekind kesit degil.
ii. {pcQ:0<p,p*><2}U{peQ:p< 0} Dedekind kesit.
16.3. f:w — Q kesin artan ve tistten smirh dizi olsun.
D=U,clp€Q:p< f(n)}

kiimesinin Dedekind kesit oldugunu gosterin.
164. f:w—Q, f(n) =", - olarak tanimlansn.
e=Uncu{p€Q:p< f(n)}
kiimesinin Dedekind kesit oldugunu gosterin. Burada kullanilan e sembolii tesadiifen
kullanilmadi, bu e, evet o meghur e!
16.5. 7 sayisini bir Dedekind kesit olarak tanimlamayin.
16.6. Her Dedekind kesitin sayilabilir sonsuz oldugunu gosterin.
16.7. X ve Y iki Dedekind kesit ve X C Y olsun. Her p € Q i¢in X # pp ise en az bir p € Q
igin
XCppCY

oldugunu gosterin.

2Dolayisiyla, Dedekind kesitle Dedekind reel say1 ayni.
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16.2 Rp Sirali Grup

Esas olarak Rp’nin tam sirali bir cisim oldugu gésterilecek. Oncelikle sirali
grup oldugunu gosterilim.
A, B C Qicin A ve B’nin noktasal toplami

A+B={a+b:aeQ,beQ}
olarak tanimlanir.
Teorem 16.1. Iki Dedekind kesitin noktasal toplama bir Dedekind kesit olur-

Kamit: A ve B iki Dedekind kesit olsun. A+ B kiimesinin bog kiimeden farkl
ve tistten sinirh oldugu agik. x € A+ B verilsin. z = a+b olacak bicimde a € A,
b € B secilebilir. A ve B’nin Dedekind kesit olmalar1 nedeniyle a < @’ € A ve
b<b € B olacak bicimde a ve b elemanlar: bulunabilir. 2’ = +b € A+ B
olur ve z < z saglamr. x € A+ B vey € Q\ (A+ B) verilsin. y < z oldugunu
varsayalim. © = a+b olacak bigcimde a € A, b € B elemanlar secelim. y—a < b
olacagindan y — a € B olur. Buradan da y = a+ (y — ) € A+ B olur ki bu
geligkidir. O halde = < y olur. A 4+ B i¢in Dedekind kesit olma kogullarinin
saglanmig oldugu gosterilmis olunur. O

Her p € Q igin {p € Q : p < 0} kiimesi pp ile gosterilmisti. Ozel olarak
0p’ye sifir Dedekind kesit denir.
Teorem 16.2. Her Dedekind kesit A i¢in
B={zx€Q:—x—reQ\ A olacak bi¢imde 0 < r € Q var }
bir Dedekind kesit olur.

Kanit: B’nin bogkiimeden ve rasyonel sayilar kiimesinden farkli oldugu agik.
x € B,y Qvey < zxolsun. —z — r € B olacak bicimde r > 0 rasyonel say1
secelim. —x — r < —y — r oldugundan —y — x € B olur. Boylece y € B elde
edilir. Yine x € B verilsin. —z — r € B olacak bicimde r > 0 rasyonel sayisi
secelim.

r<r+gve—(r+5)—§5=—-r—-1r¢B

oldugundan y = x + 5 € B ve x < y saglanir. Boylece B bir Dedekind kesittir.
O

Teorem 16.3. Her Dedekind kesitin en az bir baska Dedekind kesitle noktasal
toplamu sifir Dedekind kesitine egittir.

Kamit: A, Dedekind kesit olsun.
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B={—q€Q:q>polacak bicimde p € Q\ A var }

diyelim. Okur, B’nin bir 6nceki teoremin ifadesinde yer alan B’ye egit oldugunu
kolaylikla gosterebilir. B’nin Dedekind kesit oldugu kolaylikla gosterilir. A +
B = 0p oldugunu gosterelim. p € A, ve r € B verilsin. ¢, Q \ A kiimesinin
en az bir elemanindan biiyiik rasayonel say1 olmak tizere r = —q yazilabilir.
p—q=p+r € A+ Bveq¢& A olur. A’nin Dedekind kesit olmas1 nedeniyle
p < q olur. Dolayisiyla, p + 7 < 0, yani p + r € Op olur. Dolayisiyla,

A+ BCO0p

olur. u € Op verilsin. v = —%u > 0 olur. N'nin Q’da Argimedyan olmasi ve
A’nin en az bir elamaninindan kiigiik ya da esit olan her rasyonel sayimin A’nin
bir eleman1 oldugu dikkate alinarak

nneAve(n+1vg A

olacak bigimde 0 < n tamsayisi bulunabilir. p = —(n + 2)v olmak tizere —p >
(n + 1)v olmasindan dolay1 p = —(—p) € B olur. Buradan

u=nv—nv—22v=nv+pecA+B
esitligi elde edilir. Boylece
Op CA+B
oldugu da gosterilmis olur. Sonug olarak
B+A=A+B=0p

elde edilir. g

A Dedekind kesiti igin A + B = 0p yapan B kesiti, her seyiyle vurgula-
mak ve titiz yazim geregi —pA ile gosterilebilir. Ancak, bu tiir yazim titizligi
sikic1 ve yorucu olabilir. Bu nedenle yazim kolayligi acisindan —p A yerine —A
yazabiliriz3.

Teorem 16.4. A ve B Dedekind kesitleri icin asagidakilerden sadece ve sadece
biri gerceklegir.

ACB,BCA A=B.

3Daha genel olarak {—a : a € A} kiimesi de —A ile gosterilebilir, okur bu durumun
farkinda olmal1.
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Kamit: . A # Bolsun. A ¢ B ve B ¢ A oldugunu varsayalim. a € A\ B ve
be B\ Asegelim. a <bisea € Bveb<aisebe A elde edilir. Bu geliskidir.
Dolayisiyla, A # B ise A C B ya da B C A olur. Kanit tamamlanir. d

Rp’de
A+B=A+B
kuraliyla tanimh cebirsel iglem ve
A<pB<= A=Byada ACB

kuraliyla tanmimlh siralama bir tam siralamadir. Yine kolaylik agisindan <p
yerine < yazilabilecek.

Teorem 16.5. (Rp,+,0, <) dortlisi siraly degismeli gruptur.

p rasyonel sayisina karsilik gelen Dedekind kesit pp. sadece p ile gosterile-
bilir. Bu konuda p’nin ne zaman rasyonel sayiy1 ne zaman p’ye karsilik gelen
Dedekind kesiti temsil ettigini anlama konusunda okurun yeterli donanimda
oldugu varsayilacak. Yani, p rasyonel sayisina karsilik gelen pp Dedekind kesiti
de p ile gosterilebilir. A Dedekind kesitinin toplamaya gore tersi olan Dedekind
kesit —p A, —A ile gosterilebilir.

0 <z € Rp ise x’e Dedekind pozitif denir. Elemanlar:1 Dedekind pozitif
olan kiime RBO ile gosterilir. Ayrica,

R}, = Rp’ U{0}
gosterimi kullanilir.

Teorem 16.6. Toplama islemine gore ve dogal stralamaya gore rasyonel sayi-
lar grubu Q, R 4 ’nin bir altgrubuna sira ve grup izomorfiktir.

Kanit: f:Q — Rp fonksiyonu

f(p) ={¢€Q:q<p}

kuraliyla tanimlansin. f birebir grup homomorfizma ve sira izomorfizma oldu-

gu kolaylikla gosterilir. O
Aligtirmalar

16.8. A bir Dedekind kesit ise (—(Q \ A)) \ {min(Q \ A) kiimesinin Dedekind kesit oldugunu
gosterin.

16.9. A Dedekind kesit olsun. Q\ A kiimesinin minumunun olmas: i¢in gerek ve yeter kogulun
bir p € Q igin A = pp bigiminde olmas: gerektigini gdsterin.
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16.3 Rp Sirali Halka

Rp’nin bir tam sirali cisim oldugu gosterilecek. Carpma iglemi 6nce RE ele-
manlari iizerinde tanimlanip sonra Rp’ya genigletilecek. Gerekli aksiyomlarin
saglandig1 teorem olarak ifade edilecek. Once mutlak deger fonksiyonu tanimla-
nacak.

Tanim 16.2. Her z € Rp i¢in |.|(x) = |z| olarak gdsterilmek iizere,

| = T ;x>0
] -z ;2 <0

kuraliyla tanimlananan fonksiyona mutlak deger fonksiyonu denir.
Her x € Rp igin
7] =z U (—x)

oldugu kolaylhkla gésterilir. Her z € Rp igin |z| € R}, olur.
Asagidaki teoremin kanit1 okura birakildi.

Teorem 16.7. A ve B iki pozitif Dedekind kesit ise
{r:r < pq olacak bi¢imde 0 <p € A,0< q € B var }

kiimesi bir Dedekind kesittir. Ayica bu kiime {qg € Q : ¢ < 0}U(ANQT)(BNQ™)
kiimesine egit olur.

Teoremde gegen kiime A x B ile gosterilecek. Ancak, gerektigi zaman
Ax pB ile de gosterilebilir. Pozitif Dedekind kesitler i¢in tanimlanan Dedekind
carpim Dedekind mutlak deger fonksiyonu terimiyle agagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 16.3. A ve B iki Dedekind kesit olsun.

—(A x |B|) ;A>0,B<0
—(|A] x B) ;A<0,B>0
|A| x |B| ;A<0,B<0
0 ;A=0,yadaB =0

Ax B=

olarak tamimlanan Dedekind kesite, A ve B’nin Dedekind g¢arpmasi denir.

Teorem 16.8. Dedekind ¢carpim degismelidir. Yani A ve B Dedekind kesitleri
icin Ax B=B x A olur.

Ayrica, her A, B Dedekind kesitleri i¢in

Ax(—B)=(—A)x B=—(Ax B)
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esitligi tanimdan hemen elde edilir.

Teorem 16.9. Dedekind kesit 1p, Dedekind carpmaya gore birimdir. Yani
her sifirdan farkly her Dedekind kesit A icin Ax1=1x A= A olur.

Kanit: A Dedekind kesit olsun. Once 0 < A oldugunu varsayalm. p € Ax 1p
verilsin. p < gr olacak bicimde 0 < g € A ve 0 < r € 1p elemanlar secelim.
r < 1 olmak zorunda. Dolayisiyla, ¢r < ¢. Yani, qr € A ve buradan dap € A
olur. A x 1p C A gosterilmig olur.

Simdi p € A verilsin. p < 0 olsun. 0 < A oldugundan 0 < ¢ € A olacak
bicimde ¢ segebiliriz. % clpvep< q% olacagindan p € A x 1p olur. 0 < p
ise p < q¢ € A olacak bigimde ¢ segebiliriz. Buradan % < 1 ve dolayisiyla,
u = % €lpvep=qué€ Ax 1p elde edilir. Boylece A C A x 1p elde edilir.
Dolayisiyla, A x 1p =1p x A = A.

A < 0 durumu yukaridaki gézlem 0 < —A igin uygulanarak,

—(A X lD) = (—A) X 1D = 1D X (—A) = —(1D X A)

esitliginden istenen elde edilir. O

Dedekind garpmaya gore sifirdan farkli her Dedekind kesitin ¢arpimsal ter-
sinin oldugunu gostermek icin asagidaki ara teoreme ihtiyag var. Kanit okura
birakildi.

Teorem 16.10. A pozitif Dedekind kesit ise
B={peQ:0<p,IreQ\4,p>:+}U0puU{0}
kiimest bir Dedekind kesit olur.

Teorem 16.11. Sifirdan farkls her Dedekind kesitin, Dedekind ¢arpmaya gore
tersi var ve tektir. Yani, A sifirdan farkly Dedekind kesit ise

AxB=BxA=1p
olacak bicimde tek bir tane B € Rp var:

Kanit: A > 0 igin kanit verilirse A < 0 olma durumunda —A > 0 olacagindan
(—A) x B = B x (—A) = 1p olacak bi¢gimde B Dedekind kesiti var ve do-
layisiyla,

Ax(=B)=(-B)x A=1p

elde edilirek negatif Dedekind kesit i¢inde ¢arpimsal tersinin oldugu gosterilmis
olur. Tek oldugunun gosterilmesi okura birakildi.

Boylece 0 < A oldugunu varsayabiliriz. B Dedkind kesiti bir onceki te-
oremin ifadesindeki gibi tanimlansim. x € A x B verilsin. x < 0 ise x € 1p.
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0 < x olsun. z < ab olacak bicimde 0 < a € A ve 0 < b € B segelim. % Z A

olur. Boylece a < % ve buradan ab < 1 ve buradan da x € 1p olur. Simdi

1p € AB oldugunu gésterelim. x € 1p verilsin. < 0 ise, A ve B Dedekind
kesitlerinin her ikisi de pozitif rasyonel say1 bulundurduklarindan x € A x B
olur. 0 < z < 1 olma durumunda, her m € N, m > n icin

1 _ m
r<1-— m+1 = m+1
esitsizligini saglayan n € N secelim.

O<reAvel<g<

olacak bigimde rasyonel say1 r ve g segebiliriz. Ayrica, Q'nin Arsimedyan ol-
masi nedeniyle

mgeAve(m+1)gg A

olacak bicimde m € N secilebilir. m < n olur.

T o m_ 1 1
mq m+1mq — (m+1)g
esitsizliginden
X

oldugu goriiliir. Boylece
z = (mgq);; €EAXB
elde edilir. Sonug olarak A x B = 1p oldugu gosterilmis olur. Tekligin goste-
rilmesi okura birakildi. O
Her zaman oldugu gibi sifirdan farkli bir A Dedekind kesitin, Dedekind
carpmaya gore tersi A~! ile gosterilir.

Teorem 16.12. Dedekind toplama ve ¢carpmaya gore ¢carpmanin toplama tze-
rine dagilvma gerceklesir. Yani, A, B ve C Dedekind kesitleri i¢in

Ax(B+C)=AxB+AxC
olur.

Kanit: Kanit A > 0 igin verilirse A < 0 olma durumunda 0 < —A olma
durumu ve her D € Rp igin

—AxD=—-(AxD)=Ax(-D)
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estligi dikkate alinarak yeterli kanit verilebilir. Dolayisiyla, A > 0 alabiliriz.
Ayrica, A,B ve C kiimelerinin en az birinin 0p olmasi durumunda da istenen
acik. B + C = 0p oldugunda da istenen agik. Dolayisiyla, A > 0, B,C # Op
ve B + C' # 0 oldugu varsayabilir. Diger durumlar igin:

1. durum: Once 0 < B, C oldugunu varsayalm. a € B x (B + C) verilsin.
a < pq olacak bicimde 0 < p € B ve 0 < ¢ € B + C segebiliriz. Ayrica,
0 <reBvel<seC olcak bicimde ¢ = r + s yazilabilir.

a<pg=pr+s)=pr+pse (AxB)+(AxC(C)
olacagindan a € (A x B) + (A x C) olur. Boylece
AxXx(B+C)C(AxB)+(Ax(C)

oldugu gosterilmig olur.
Simdi a € A x B+ A x C verilsin. a > 0 i¢in a € A x (B + C) oldug acik.
Diger durumda

a=pr-+gs

esitligini saglayan 0 < p,q € =, 0 < r € y ve 0 < s € z rasyonel sayilari
bulabiliriz. p ve ¢ karsilagtirilabilir oldugundan p < ¢ oldugunu varsayabiliriz.
Bu durumda

a=pr+qgs<qr+qgs=q(r+s)e€Ax(B+C)
esitsizliginden a € A x (B + C) elde edilir. Boylece
AxB+AxCCAx(B+0QO).

gosterilmis ve sonug olarak sifirdan biiyiik elemanlar igin esitlik gosterilmis
olur.
2. Durum: B <0 < C ve 0 < B+ C: Bu durumda

C=(B+C)®(-B)>0p
ve buradan
AxC=Ax(B+C)+(-(AxB))

ve buradan da istenen esitlik elde edilir.
3. Durum: B<0< C ve B+ C < 0p: Bu durumda

—B=C+(—(B+0C))

esitligi kullanilarak istenilen egitlik elde edilir. O

Asgagidaki iki teoremin kaniti okura birakild.
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Teorem 16.13. Dedekind kesit A, B ve C i¢in Ax (Bx C)=(Ax B) xC
olur.

Teorem 16.14. A ve B iki Dedekind kesit olsun. Her Dedekind kesit C > 0
icin A x C < B x C olur.

Yukaridaki teoremler kullanilarak boliimiin amaci olan agagidaki teorem
verilebilir.

Teorem 16.15 ( Dedekind-1872). (Rp, +, x,0, 1, <) bir sirals cisimdir.

Kanit: Sirali cisim oldugu yukarida parca parca verilen teoremlerle zaten
kanitlandi.

A C Rp altkiimesi tistten sinirli olsun. r = UA diyelim. r» C Q bir Dedekind
kesit olur. A ve her elemam bogkiimeden farkli oldugundan r # () olur. Her
a € A icin a < x olacak bigimde x € Rp segelim. Yani, a C z ve dolayisiyla,
r C x olur. Ayrica,

rCax+l,gcx+1veqédr

olacak bigimde ¢ oldugundan r # w olur. p < ¢ iki rasyonel say1 ve q € r ise
en az bir a € r i¢in ¢ € a olur. a’nin bir Dedekind kesit olmasi nedeniyle p € a
ve dolayisiyla, ¢ € 7 elde edilir. p € 7 ve ¢ € Rp \ r olsun. p £ ¢ oldugunu
varsayalim. Bu durumda ¢ < p olur. p € a € r olacak bigimde a secelim. a
Dedekind kesit olacagindan ¢ € a ve dolayisiyla, ¢ € r olur ki, bu geligkidir.
p € r verilsin. p € a € r olacak bicimde a € A secelim. a Dedekind kesit
oldugundan p < g € a olacak bigimde ¢ var, Dolayisiyla, g € r olur. Boylece r,
Dedekind kesit olma kogullarini saglamig olur. Simdi, A’nin supremununun r
oldugunu gosterelim. x, A’nmin bir tist sinir1 olsun. Bu durumda her a € A igin
a < z olacagindan r C x ve dolayisiyla, r < z olur. Kanit tamamlanir. U

Aligtirmalar
16.10. Her z,y, z € Rp i¢in agagidakilerin dogrulugunu gosterin.
i. |z| = 0 olmas: i¢in gerek ve yeter kogul z = Op.
i. |z|=]-=|
ii. |z +y| <|z|+ |y
16.11. 0 <z € Rp verilsin.

m_lz{%:ﬂre(@\x,r<p}

oldugunu gosterin.
16.12. f : w — Q kesin artan, Cauchy ve f?2 — 2 olsun. r = U, f(n)p diyelim. rxpr = 2
oldugunu gosterin.

16.13. ([53]) Rp’yi sirali cisim olarak ele alarak agagidaki kosullarin denk olduklarini gosterin.
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i. (kesit aksiyomu) Bogskiimeden farkl ve bilegimleri Rp olan A ve B kiimeleri her
a € Aveb € Bigin a < b kogulunu sagliyorsa her a € Aveb € Bigina <c<b
kogulunu saglayan c € Rp var.

ii. (Tarski aksiyomu) Boskiimeden farkli Rp’nin A ve B kiimeleri her a € A ve
b € B igin a < b kogulunu sagliyorsa her a € A ve b € B i¢in a < ¢ < b kogulunu
saglayan ¢ € Rp var.

iii. Rp’nin bogkiimeden farkli ve iistten sinirli her altkiimesinin supremumum var.

16.14. A Dedekind kesit olsun. Her € > 0 rasyonel say1 i¢in b — a < e esitsizligini saglayan
a € A, beQ\ A olacak bigimde a ve b rasyonel sayilarinin oldugunu gosterin.






17. A’campo Reel sayilar
Sistemi

Reel sayilar sistemi Cauchy dizileriyle ve Dedekind kesit kavramiyla, rasyo-
nel say1 sistemi iizerinden verildi. Bu ingalar yaklagik yiizelli yildir bilini-
yor. Bu altboliimde oldukca taze bir bagka ingadan bahsedilecek; bu insanin
digerlerinden temel farki, rasyonel sayi sistemini atlayarak dogrudan tam sayi-
larin toplama grubu iizerinden insa edilmesidir. Bu yaklagimin arkasindaki te-
mel fikrin neler olabilecegine iligkin iki temel makale, Street [50] ve A’Cambo
[1] olup, bu makaleler incelenerek yaklagimin izleri ve gelismeleri takipedilebi-
lir. [50]’e gore bu yaklagim, esas olarak Steve Schanuel’in yaymlanmamig ama
paylagilmig fikirlerinden temellenmektedir. Yine, [50]’de Peter Johnstone'nin
bu yaklagiminin Richard Lewiss tarafindan da 6nerildigi ifade edilmekte. [1]’de
[50]’ye referans verilmemis olmasi, bu makalelerin aym yaklagimlar: bagimsiz
olarak verdiginin belirtisi olmali. [1)’de verilen yaklagimin temel kaynaginin
Henri Poincare’nin [44] makalesinden geldigi ifade edilmekte. Bu altbéliimde
[18] ve [2]’dan detaylica yararlanilmigtir.

17.1 Egim ve Ry

Tam sayilar halkasindan kendine tanimli fonksiyonlarin kiimesi Z%, noktasal
cebirsel ve noktasal siralamaya gore sirali halka olarak ele alimacak. Her f € ZZ
icin

A(f) ={f(n+m)—f(n) — f(m) : n,m € Z}

ve

a(f) = sup({lz] : z € A(f)} U{1})

gosterimi kullanilacak.
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Tanim 17.1. A(f) kiimesi sonlu olan f : Z — Z fonksiyona egim denir. !.

Elbette Bir f : Z — 7Z fonksiyonunun bir egim olmasi icin gerek ve yeter
kosul, her n,m € Z igin

[f(n+m) = f(n) = f(m)] < s

egitsizligini saglayan s € N olmasidir. Egimlerin kiimesi A ile gosterilecek.
Asgagidaki teoremin kanit1 acik.

Teorem 17.1. A, toplmaya gore Z* grubunun bir altgrubudur.

Egimlerin kiimesini tam sirali cisim yapisina evriltmek i¢in .4’da bir denklik
ililgkisi tanimlamak gerekecek.

Teorem 17.2. A’da
f=9<= (f—9)(Z) sonlu
olarak tanimlanan = bir denklik bagintidar.

f,g € A olmak iizere f = g ise f ve g denk egimler denir ve f = g
ile gosterilir. f € A’ya denk olan egimlerin kiimesi, yani f’'nin denklik sinifi
genelde oldugu gibi [f] ile gosterilecek. Ayrica, elemanlari sadece ve sadece
egimlerin denklik simiflarindan olugan kiime R 4 ile gosterilecek. Yani,

Ra=A{[f]: fe A}

x € Ry igin, = [f] ise, f’ye 2’in temsili denir. R4 'nin elemanlarina daha
bir 6zel isim verilmeli. (Neden?)

Tamm 17.2. R 'nin her elemanina A’campo reel say1 denir?.

Bu béliimiin amaci uygun cebirsel iglemler ve siralama altinda R 4’nin tam
sirali cisim oldugunu gostermek. Bunun ic¢in uygun bir toplama iglemi,

RaxRa = Ra, ([f,lg]) = [f]+ 9] = [f + 4]
kuraliyla tanimlanan fonksiyon olacak.

Teorem 17.3. Yukarida tanimlanan toplama islemine gore R4, degismeli bir
gruptur.

'Bu tamim ingilizce “slope” olarak [1]’de verildi. [18]’de “quasi-homomorfism” olarak isim-
lendiriliyor. Baz1 makalelerde “almost homomorfizm” ya da “near homomorfism” olarak ad-
landirilmakta. Bu kavram [1] izerinden yayginlagsmaya baslamig oldugundan [1]’de kullanilan
terminoloji takip edilmistir.

2Bu isimlendirme konusunda Street[50] makalesi dikkate alindiginda bir tedirginlik
yagiyorum. Bu isimlendirmenin Street-A’campo reel say1 olmasi daha dogru olabilir!
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Bu grup, grup teorisi terminolojisinde bir A’nin bir boliim grubudur. El-

bette bu grubun sifir1 sabit, sifir egiminin denklik siifidir.

Alistirmalar

17.1.

17.2.

17.3.

17.4.

17.5.

17.6.
17.7.

17.8.

17.9.

17.10.

17.11.

f(Z) sonlu olan her f : Z — Z fonksiyonun egim oldugunu gésterin. Bu fonksiyonun
denklik siifina gok &6zel bir isim verilecek, tahmin edin!

a,b € Z verilsin. fq,(n) = an + b kuraliyla tamimh f : Z — Z fonksiyonunun bir egim
oldugunu gosterin. fi,0 fonksiyonunun denklik smifina da 6zel bir isim verilecek, sizi
biraz meraklandiracagim.

Her egim f icin —f(0) € A(f) oldugunu gosterin.

f(n) = n? kuralyla taniml fonksiyonun egim olmadigini gosterin.

Iki egimin noktasal ¢arpiminim egim olmas: gerekmedigine iligkin 6rnek verin.
f(n) = |n| kuraliyla tanmimh f : Z — Z fonksiyonun egim olmadigini gosterin.

a ve b tam sayilar olmak tizere f(n) = n? 4+ an + b kuraliyla tamml fonksiyonun egim
olmadigini gosterin.
f bir egim olsun. Verilen her ni,no, ..., ni tamsayilar: icin

f(Zf:l ni) = Zf:l fni) + Z?:l d;
esitligini saglayan §; tamsayilarin oldugunu gosterin.
f bir egim olsun. Her n,k € Z ve k > 0 igin

If(n+ k) = f(n)] < k(If ()] + a(f))
oldugunu gosterin.
f bir egim olsun. |f(a)| > a(f) ise her n,k € Z, k > 0 i¢in

|f(n+ ka) = f(n)] = k

oldugunu gosterin. Ayrica, her k € N igin

|f(ka) = f(O)] = k
oldugunu gosterin.

f bir egim ve g : Z — Z fonksiyonu verilsin. Her n € Z igin |f(n) — g(n)| < k olacak
bicimde k£ € N varsa g’nin bir egim oldugunu gosterin.

17.2 Tek Egim

A’campo reel sayilardan olugan yapiy: anlamak igin denklik iizerinden egimleri
daha rafine ederek anlamak kolay olabilir. Bunlardan ilki:

Tanim 17.3. Her z € Z i¢in f(z) = — f(—x) estligini saglayan f egimine tek
egim denir.

Teorem 17.4. Her x € Z i¢in f(x) = —f(—=x) esitligini saglayan f : Z — Z
fonksiyonu icin asagidakiler denktir.

i

i. f bir tek egim.

i. {f(n+m)— f(n)— f(m):n,m € w} kimesi sonlu.
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Her egimin bir egime denk olmasi rahatlama saglatacak.
Teorem 17.5. Her egim bir tek egime denk olur.

Kanit: f bir egim olsun.

f(n) in >0
gn)=< 0 ;=0
—f(-n) n<0

kuraliyla tanimh fonksiyon tek egim olup, f’ye denk oldugu kolaylikla goste-
rilir. O

Boylece R4 = {[f] : f tek ve egim} olur.

Teorem 17.6. Bir egimin gorunti kimesinin sonsuz olmasi icin gerek wve
yeter kosul dogal sayilar kimesinin gorunti kumesinin sonlu olmasidar.

Kanit: f egim olsun. f tek ise istenen acik. Degilse f = ¢ olacak bigimde
tek egim g secelim. f(w) kiimesi sonlu olsun. Bu durumda g(w) sonlu ve do-
laywsiyla, g(Z) kiimesi sonludur. f(Z) C g(Z) + A olacak bigimde sonlu A C Z
kiimesi bulunabileceginden f(Z) sonlu olur. O

Aligtirmalar

17.12. Elemanlar: tek egim olan kiimenin, .A’nin bir altgrubu oldugunu gosterin.

17.13. (R grubunun sifir1) Tamsayilar kiimesinden kendisine tanimli goriintii kiimesi sonlu
olan her fonksiyon bir egim, yani, f(Z) sonlu olan her f : Z — Z fonksiyonun bir egim
ve bu tiir fonksiyonlarin birbirlerine denk olduklarini gésterin. Ayrica, 0 : Z — Z sifir
sabit fonksiyonunu gostermek iizere,

Or, =[0)={f€R: f(Z) sonlu }

oldugunu gosterin.

17.3 1ki Egimin Bileskesi

Iki egimin noktasal carpimimin bir egim olmasi gerekmeyeceginden R, noktasal
carpma iglemine gore bir halka olamaz. Ama sorun, carpma iglemi, egimlerin
bilegkesi olarak tamimlanarak giderilebilicek.

Teorem 17.7. Iki egiman bileskesi bir egim olur. Ayrica, iki tek egimin biles-
kesi tek egim olur.

Kanit: f ve g egimleri verilsin. Verilen n,m € Z igin

fogn)+ fog(m)=flgn)+ flg(m)) +u,



17.3. Iki Egimin Bileskesi 319
g(n+m) = f(n)+ f(m) —v
olacak bi¢imde u € A(f) ve v € A(g) segilebilir. Ayrica,
flg(n) + g(m) —v) = f(g(n) + g(m)) + f(—v) = o,
olacak bicimde u' € A(f) var. Bu gozlemlerin birlegtirilmesiyle
{fogn+m)—fog(n)—fog(m):n,meZ}C A(f)— f(=Alg)) — A(f)

kapsamasi elde edilir. Sag tarafin sonlu olmasindan f o ¢g’nin bir egim oldugu
gosterilmis olur. Teoremin ikinci kisminin kanit1 agik. O

f ve g iki egim ise f o g ve g o f fonksiyonlar: egim olmalarina kargin bir-
birlerine egit olmayabilir. Ama bunlar birbirlerine denk ve dolayisiyla, denklik
simflar1 esit. Bunu gostermek icin asagidaki iki teoreme ihtiyac var. Ilkinin
kanit1 okura birakildi.

Teorem 17.8. f tek egim olsun. n,x € Z i¢in
Inf(z) —zf(n)] < (|2 + |n[)a(f)
ve
[f ()] < |nl([f(1)] + a(f))
egitsizliklers saglanar.

Teorem 17.9. f, g, h egilmeri verilsin. f = g ise h+ f = h+g vehof =hog
olur.

Kanit: Birinci esitlik agik. B = (f — g)(Z) diyelim. Varsayim geregi B sonlu.
n € Z verilsin. f(n) = g(n) + a olacak bicimde a € A segelim.

ho f(n) =h(f(n)) = h(g(n) +a) = hog(n)+ f(a) +b
olacak bigimde b € A(h) elde edilir. Sonug olarak (ho f—hog)(Z) C f(B)+A(h)
elde edilir. f(B) 4+ A(h) sonlu oldugundan istenilen kanit tamamlanir. O
Yukaridaki teoremin uygulanmasiyla teorem soyle genellenebilir: f, g, h,p
egilmeri verilsin. f=hveg=p
i f+g=h+0p.
ii. fog=hop.

Teorem 17.10. Iki edimin bileskesi denktir.



320 17. A’campo Reel sayilar Sistemi

Kanit: Her egimin bir tek egime denk olmasi nedeniyle, yukarida verilen
teoremi dikkate alarak, kanit1 tek egimler icin vermek yeterlidir. f ve g iki tek
egim olsun. f o g ve g o f egimlerinin denk olduklar1 gosterilecek.

Her n,x,y € Z i¢in bir 6nceki teorem kullanilarak

Inf(z) —zf(n)] < (Jz] + [n)a(f),
Ing(y) —yg(n)| < (lyl + |nl)a(g),
esitsizlikleri elde edilir. 2 = g(n) ve y = f(n) alnarak
Inf(g(n)) —g(n)f(n)| < (lg(n)| + |nf)a(),
Ing(f(n)) — f(n)g(n)| < (If(n)| + [nl)a(g),
olur. Buradan

Inf(g(n)) —ng(f(n)l < (lg(n)| + [n))a(f) + (If(n)| + In))alg),

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige iki 6nceki teoremde yer alan |f(n)| ile il-
gili esitsizlik uygulanarak elde edilen esitsizligin |n|’ye boliinerek elde edilen
esitsizlikten istenilen elde edilmig olunur. O

17.4 R, Halka

(R, +)min degismeli grup oldugu gosterilmisti. Bu gurubun sifir eleman: Og,,
sifir sabit fonksiyonunun denklik simifidir. Bir bagka degisle

O, = {f € Z : f(Z) sonlu }.
Ustelik R 4’nin
zxy=[flxlgl=[fogd

kuraliyla tanimli carpma iglemine gore degismeli birimli halka oldugu gosteri-
lecek. Her x,y € R4 icin,

TXY=yXxXx

oldugunu not edelim.
Tammlanacak halkanin birimi, ¢(n) = n kuraliyla tanimh i : Z — Z fonks-
yonun denklik siifi olacak ve 1g, ile gosterilecek.

Ig, ={feR:{f(n)—n:neZ} sonlu }

olur. Cogu kez oldugu gibi bir karisiklik olmadikca Or, = 0 ve 1Ig, = 1
yazilacak.
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Teorem 17.11. Her f,g,h € R i¢in,
folg+h)=fog+foh
olur. Ayrica, her x,y,z € Ry icin,
X (y+z)=zxy+xxz.
Kanit: x = [f], y = [g] ve z = [h] olacak bigimde f, g, h egimlerini alalim.
folg+h)=(g+h)of=gof+hof=gog+foh
oldugundan
rx(y+z)=xxXy+axrxz
elde edilir. 0
Her f,g,h € Rigin fo(goh) = (fog)oh)olmasim da dikkate alarak su
teorem kanitlanmig olur.

Teorem 17.12. (Ry, +, x,0,1) degismeli halkadur.

17.5 iyi Ayarlanmig Egim

Her A’campo reel sayisinin ¢ok daha rafine edilmig bir egimle temsil edilebilir
oldugu gosterilecek.

Tanum 17.4. A(f) C {—1,0,1} kapsamasini saglayan tek egim f’ye iyi ayar-
lanmig egim denir.

Her egim bir iyi ayarlanmig egime denk olur. Bunu gostermek i¢in birkag
ara tamim ve ara teoreme ihtiyag var. p,q € Z ve ¢ # 0 olamak tizere Oklid
boliim algoritmasi

p=aq+r,0<7r<]|q

olacak bi¢imde a, r € Z oldugunu biliyoruz. a’ya p'nin ¢’ya Oklid boliimii denir.
Benzer bicimde optimal Oklid boltimii tanimlanir.

Teorem 17.13. p ve q, q # 0 olmak tzere iki tam sayr olsun.
2p — lq| < 2qr > 2p +|q]

olacak bicimde tek bir tane tamsayr r var.
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Teoremde yer alan ’ye p’nin ¢’ya boliinmesiyle elde edilen optimal Oklid
boliimii denir ve d(p, q) ile gosterilecektirs.

Teorem 17.14. a,b,c,q € Z, ¢ < 0 olsun. |a — b — c| < q ise
|d(a,3q) — d(b,3q) — d(c,3q)| < 1
olur.
Kanit: Tanim ve tiggen esitsizliginden hemen elde edilir. O
Teorem 17.15. f tek egim ise s = a(f) olmak dzere,
f(n) = d(f(3sn),3s)
kuralwla tanamly f : 7 — 7 iyi ayarlanmas egimdir.
Kanit: Her n € Z i¢in f(—n) = —f(n) oldugu acik. Ayrica, s = a(f) olmak
iizere her n,m € Z igin
|f(3sn +3sm) — f(3sn) — f(3sm)| < s

esitsizligine bir onceki teorem uygulanarak

[F(n+m) — F(n) — F(m)| < s
esitsizligi elde edilir. Béylece f'nin iyi ayarh egim oldugu gosterilmis olur.
Teorem 17.16. Her egim iyi ayarlanmas bir egime denk olur.

Kanit: Her egim tek egime denk oldugundan, kamt tek egim igin verilebilir.
f bir egim olsun. Her n,m € Z igin

—s< f(n+m) — f(n) — f(m) <
olacak bicimde 0 < s € N secelim. n € Z verilsin. Tlimevarimla her ¢ € N i¢in,
—s(t—1) < f(tn) —tf(n) <s(t - 1)
esisizligi elde edilir. Bu egisizlikte ¢ = 3s alinarak
—53s < —s(3s —1) < f(3sn) —3sf(n) < s(3s—1) < s3s
olur. Buradan
—s < f(gizn) — f(n) <s

esitsizligi elde edilir. f bir énceki teoremde oldugu gibi tanimlanan fonksiyon
olmak iizere,

3d(p,q), p : q olarak da gosteriliyor.
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oy = 1520 < 5

oldugunu biliyoruz. Son iki esitsizlik kullanilarak,

[f(n) = f()] < s+ 3

olur. Bu, f’nin bir 6nceki teoremden iyi ayarli bir egim oldugu biliniyor ol-

masindan dolay1, f ve fmin denk egimler oldugunu séyler. Kanit tamamlanir.
O

Alistirmalar
17.14. f ve g iki egim ise
A(f og) € A(S) + Alg) + F(A(S))

oldugunu gosterin. Ayrica, f ve g iyi ayarlanmig ise

A(f Og) c {_27 _1707 172} + {_f(1)7 f(l)}

oldugunu gosterin.

17.6 R, ’da Tam Siralama

R 4’nin bir sirali halka oldugu gosterilecek. Bunun icin bir siralama tanimlama-
ya ihtiyac var.

Tanmim 17.5. f € A ve sifira denk olmasin. {f(n) : n € N, f(n) < 0} kiimesi
sonluysa f’ye pozitif denir ve f > 0 yazlir.

Bir pozif egime denk her egimin pozitif oldugu kolaylikla gosterilir. Bunun
sonucu olarak f > 0 ve —f > 0 olacak bicimde bir f egimi olamaz. Bir egimin
pozitif oldugunu, bir¢ok okurun asgina oldugu limit kavrami tizerinden okumak
yerinde olabilir.

Tanim 17.6. f : Z — 7 fonksiyonu verilsin. Verilen her dogal say1 C’ya
kargilik her p > N igin f(p) > C olacak bicimde dogal say1 N varsa

liH1p—>c>o f(p) =00

yazilir. Verilen her dogal say1 C’ya kargilik her p > N igin f(p) < —C olacak
bicimde dogal say1 N varsa

limy, o f(p) = —o0.
yazilir.
Bir egimin pozitif olmasi agagidaki teoremle karakterize edilebilir.

Teorem 17.17. Bir f bir egimi icin asagidakiler denktir.
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a. {f(n):neN, f(n) >0} sonsuz.

b. Verilen her d > 0 dogal sayisina karsilik her dogal sayr m igin
f(mz) > (m+1)d
esitsizligini saglayan x > 0 dogal sayst var.
c. lim, o0 f(p) = 0.

d. f>o.

Kanit: a = b: d > 0 dogal sayisi verilsin. ¢ = a(f) + 1 diyelim. e = ¢+ d
olsun. Varsayim geregi f(x) > 2e olacak bi¢cimde = > 0 dogal say1 var. f(lx) >
(14 1)e olur. m € N igin f(mx) > (m + 1)e oldugunu varsayalim.

f(max) + f(x) + [f(mz + x) = f(mz) - f(z)]
f(mz) + f(z) —e

(m+1)e+2e—e

(m+2)e

f((m+1)x)

v v I

olur. Tiimevarimla Her m € N igin f(mx) > (m + 1)e oldugu gosterilmis olur.
b= a: Acgik.

b= c:d=a(f)+1 diyelim. Her m dogal sayis1 i¢in f(mx) > (m + 1)d olacak
bicimde x > 0 pozitif dogal say1 secelim. Verilen her p tamsayist igin

p=dr+r,0<r<z

olacak bicimde tek bir tane d ve r tamsayilar1 oldugundan

g(p) = f(dz)

kuraliyla g : Z — Z fonksiyonu tamimlanabilir.Her 0 < r < M igin |f(r)| < e
olacak bicimde e dogal sayisini secelim.

I(f —9)p) = |(f —g)(dz+7)
= |f(dz+7)—g(dx+r)|
|f(dz) + f(r) + [f(dz + 1) — f(dx) — f(r)] — f(d)]
= \f(?“():lﬂf(dwﬂ“) — f(dx) — f(r)]|
< e+

ifadesinden (f — ¢)(N)’nin sonlu oldugu gosterilebilir.

¢ > 0 verilsin. (n + 1)d > B + C olacak bicimde n > 0 dogal say1 segelim.
N =nM.p> N diyelim. p=dM +r, 0 < r < M olacak bigimde d ve r dogal
sayilar1 bulunabilir. d > n ve
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g(p)=fdM)> (d+1)D > (n+1)D>B+C

elde edilir. Buradan da f(p) > g(p) — B > C elde edilir. Istenilen kamtland.
¢ = d ve d = e oldugu okurca kolaylikla gosterilir.
Kanit tamamlanir. O

Asgagidaki iki teoremin kaniti okura birakildi.

Teorem 17.18. f bir egim olsun. Asagidaki durumlardan sadece ve sadece
birinin gerceklestigi yukaridaki gozlem sonucu hemen kanstlanar.

a. [ sufir egimine denk.
b. f>0.
c. —f>0.

Boylece verilen x € Ry igin z = [f] ve g, f’de denk egim ise f > 0 olmasi
igin gerek ve yeter kosulun g > 0 olmasi gerektigi kolaylikla gosterilir. Bu
gozlem tizerinden R’da,

r<ys=ar=yyada0<g—f(z=[fl,y=1g))
olarak tanimlanan <, bir tam siralamadir.

Alistirmalar

17.15. Bir egimin pozitif olmasi farkl bigimlerde de karakterize edilebilir. Agagidakilerin denk
oldugunu gosterin.

a. f>0
b. k€ Nigin a(f) < f(kz) < f((k+ 1)x) olacak bi¢cimde = € N var.
c. En az bir z € N icin f(z) > a(f).
d. Her k € Nigin f(ka) > k esitsizligini saglayan a € N var.
17.16. f bir egim olsun. f’nin sifira denk ya da 0 < f olmasi igin gerek ve yeter kosulun her
n € N igin a < f(n) olacak bi¢cimde a € Z olmas1 gerektigini gosterin.
17.17. 0 < f bir egim ise her n € N i¢in g(n) > 0 olacak bigimde f’ye denk g egimin oldugunu
gosterin.

17.18. f bir egim ve f(0) = 0 olsun. f(m) > a(f) olacak bicimde m € N varsa her n € N igin
f(n) > —k oldugunu gosterin.

17.7 R4 Sirali Halka

Agagidaki gozlemleri yapalim.

i. fvegikidenkegimveO < fise0 < golur: Hern € Nigin |f(n)—g(n)| <
k olacak bicimde k € N secelim. n € N verilsin.
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g(n) = (g(n) = f(n)) + f(n) < =k + f(n)

olur. limy, ,o f(p) = oo olmasindan lim, ,~ g(p) = oo olur. Boylece
g > 0 olur.

ii. f ve g ikiegim ve f < g ise her egim h i¢in f +h < g+ h olur:

ili. f,g,h egimleri verilsin. f < gve 0 < hise foh < goh olur: lim, (g —
f)(p) = oo ve lim,_,o h(p) = co oldugundan

limy, so00(g 0 h = f o h)(p) = limp00(g — h)(A(p)) = o0
olur. Dolayisiyla, foh < go g olur.

Sonug olarak, agagidaki teorem kanitlanmig olur.

Teorem 17.19. (R4, +, x,0,1, <) bir surals halka olur.

17.8 R4 Sirali Cisim

Asgagidaki gozlemleri yapalim:

i. f sifir egim degilse her u € Z igin
A={neZ: f(n)=u}

kiimesi sonludur: f > 0 oldugunu varsayalim. f tek ise lim,_, f(p) = o0
olacagindan {n € N: f(n) = u} sonlu kiime olur. Benzer bicimde

{neZ:n<0,f(n)=u}={neN: f(n)=—-u}

kiimesi de sonludur. Béylece A kiimesi sonludur. Genel olarak f’ye denk
olan tek egim g alalim. n € A verilsin.

f(n) = (f(n) = g(n)) + g(n)
esitliginden B = (g — f)(N) olmak iizere
g(n) € f(n)+B=u+B
olur. Dolayisiyla,

ACUpep{n €Z:g(n)=u+b}
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elde edilir. Kapsamanin sag tarafindaki bilesenlerin her biri, g tek oldugu
i¢in sonlu ve B sonlu oldugundan sag taraf sonlu ve dolayisiyla, A kiimesi
olur. f < 0 ise yukarida yapilan islem 0 < —f i¢in uygulanarak istenilen
elde edilir.

ii. f, sifir egim olmayan bir egim olsun. A C Z kiimesinin sonsuz olmasi
igin gerek ve yeter kogul f(A) kiimesinin sonsuz olmasidir.

Teorem 17.20. (Ry, +, x,0,1, <) swrals cisim.

Kamt: 0 # x icin 2! = 15 olacak bicimde z=! € R4 oldugu gosterilecek.
0 <z € Ry verilsin. 0 < f ve x = [f] olacak bi¢imde iyi ayarlanmig egim f
segilebilir. f > 0 olmasi nedeniyle her p € w i¢in {n € w : f(n) > p} kiimesi
boskiimeden farklidir. Dolayisiyla,

h(p) = min{n € w: f(n) > p}

kuraliyla A : w — Z fonksiyonu tanimlanabilir. Bu fonksiyon Z’ye p < 0
tamsayisi i¢in g(p) = —h(—p) olacak bigimde g : Z — Z’ye genisler. Her
m € N i¢in

fg(m)) =m

esitsizligi saglanir. Ayrica, verilen m € w i¢in, g(m) = 0 olmasi i¢in gerek ve
yeter kosulun m = 0 olmas1 gerektigi g’nin tanimindan hemen elde edilir. g'nin
bir egim oldugunu gosterip, sonra

z[g] = 1r,

oldugu gosterilerek kanit tamamlanacak. g fonksiyonu cift oldugundan g’nin
bir egim oldugunu gostermek icin

{g(m +n) = f(m) = f(n) : m,n € N}

kiimesinin sonlu oldugunu gostermek yeterlidir. m,n € N verilsin.

p=g(m), g=g(n) ve r = g(m +n)

diyelim.
flp)=2m>f(p-1)
9(q) 2m >g(qg—1)
g(r) zm+n>g(r—1)

esitsizlikleri kullanilarak
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for=1)—=f)—fl@) <(m+n)—m-n<f(r)-flp—1) - flg-1)
esitsizligi, yani
fr=1)—f(p)—fl@) <0< f(r)—flp—1)— flg—1)

olur. Buradan

flr—=p—q)—(f(r)—fp—-1)—flg=1) < flr—-p—q) <
fr—=p—q) —(f(r—1) = f(p) — f(q))

elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafi icin
fr=p=—aq) = (f(r=1)=f(p) = fl@)) =fQ) +a+b+c
olacak bicimde a,b,c € A(f) vardir. Benzer bicimde
fr=p=q)=(f(r) = fp—1) = flg—=1)) = f(=2) +a +b +¢

olacak bicimde a',b’,¢ € A(f) vardir. A(f)nin sonlu olmasi nedeniyle sonug
olarak,

fRg(m+n) = f(m) = f(n) : m,n € N})

kiimesinin sonlu oldugu gosterilmis olur. f’nin tek olmasi nedeniyle

f{lg(m +n) = f(m) = f(n)| : m,n € N})

kiimesi sonludur. Teorem 16.4 geregi {|g(m + n) — f(m) — f(n)| : m,n € Z}
kiimesi sonludur. g’'nin tek olmasi nedeniyle de

{g(m +n) = f(m) = f(n) :m,n € Z}

kiimesi sonlu olur. Boylece g bir egimdir.
R4’'nin birimi, ¢ : Z — Z, i(n) = n olmak tizere 1g, = [i] ile gosterilsin.
Her m € N i¢in

[f(g(m)) = flg(m) = D < [f(Q)| +a(f) = M
oldugundan
f((g(m)) = C < f(g(m) —1) <m < f(g(m))
elde edilir. Buradan da
|[fog(m) —i(m)| = [f(g(m)) —m| <M
olur. Sonug olarak f o g ve 1 egimleri denk ve dolayisiyla,
zlg) = [fllg] = [f o gl = li] = 1r,

elde edilir. R 4'nin degismeli olmasindan ayrica, [g] x = 1g , elde edilir. Kanit
biter O
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17.9 R4 Tam Sirali Cisim

R 4’nin bir sirali cisim oldugu gosterildi. Bu cismin {istten sinirhi her altkiime-
sinin en kiigiik tist siniriin oldugu gosterilecek, yani bu béliimiin nihahi amaci
gosterilmis olunacak. Bunun igin ara teoremlere ihtiyag var.

Teorem 17.21. m,n > 0 ve ¢ tamsaylary verilsin.

|d(c,nm) — d(c,n(n+m)) —d(c,m(n+m))| <1

olur.
Kanit:
mn ~ n(mtn)  m(mtn) 0
ve
|d(c,nm) — -S| <1
|d(c,n(n+m) — m] <i
|d(c,m(n +m) — m| <3

esitsizlikleri tizerinden uygulanacak iiggen esitsizliginden istenilen elde edilir.[]

iyi ayarlanmig iki egim arasindaki siralamayla ilgili agagidaki teoremin kaniti
okura birakildi.

Teorem 17.22. f ve g iki iyi ayarlanmas egim olsun. Asagidakiler gerceklesir.
a. f<gisehernecw igin f(n) <2+ g(n).

b. f < g olmasu igin gerek ve yeter kosul f(n) < g(n) + 2 olacak bigimde
n € w olmasidar.

Teorem 17.23. A’nin istten stmrl her altkiimesinin “supremumu” var.
Kamit: A C A kiimesi bog olmayan bir kiime ve U, her § € A igin
d<Uvyadad=U

ifadesini saglayan bir egim olsun. A’'nin elemanlarim1 ve U’yu iyi ayarlanmig
egim almak genelligi bozmaz (Neden?). Ayrica, 6 = U olacak bigimde § varsa,
U, A’'nin “supremumu” olur. Her § € A i¢in 6 < U oldugunu varsayalim.
Teorem 16.22 geregi her n € w igin

d(n) <U(n)+2
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olur. Dolayisiyla, her n € w igin U(n) + 2,

A, ={d(n): 5 € A}
kiimesinin bir iist siir1 olup,

Op(n) =max{d(n) : € A}

olacak bi¢imde §,, € A segebiliriz. (Bu se¢im, Se¢im Aksiyomunu kullanmadan
yapilabilir!) p : w — Z fonksiyonu

p(n) = 6p(n)
esitligiyle tanimlansin. o : Z — Z fonksiyonu ise
_fu) im0
oln) = { O

kuraliyla tanimlansin.

o bir egim: ¢,p, N € N verilsin ve ¢ = pN olsun.
0q(q) = Nég(p)| < N —1

esitsizligi saglanir. (Neden?) Buradan

esitsizliginden

1d(04(q), N') = 64(p)]

< |d(dg(q), N o ~
< |d(8y(q), N) — 20| | Ny
< 5+1

Buradan da

Bu gozlem sonucu olarak her u,v € N i¢gin
|0u (1) — d(dyw(uv),v)| <1
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten her n,m € w igin
|0 (n) — d(Orm(nm) (Pm(n +m), m(n+m))| <1

[0m(m) = d(Orim(4m) (R0(2 + M), (1 +m))| <1
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|0n+m (1 +m) — d(Opm(nsm) (nm(n +m),mn)| < 1
egitsizlikleri elde edilir.
c=o(nm(n+m))
alalim. Buradan
lo(n+m) —o(n) —o(m) —d(c,nm) + d(c,n(n +m)) + d(c, m(n +m))| <
lo(n+m)—d(c,nm)|+ |o(n) —d(c,m(n+m))|+ |o(m) —d(c,n(n+m))| <3
esitsizligi elde edilir. Teorem 21’in uygulanmasiyla
lo(n+m) —a(n) —o(m)| < |d(c,nm) —d(c,n(n+m)) —d(c,m(n+m))| <4
elde edilir. Boylece, o’'nin bir egim oldugu gosterilmis olur.
o, A’nmin bir iist smiridir: Her § € A ve n € N icin §(n) < o(n) oldugu

tamimdan. § € A verilsin. ¢ < ¢ oldugunu varsayalim. Bu durumda, Teorem
16.22 geregi

d(n) > o(n)+2
olacak bigimde n € N var. Buradan
d(n) >o(n)+2>d,(n) >d(n)
geligkisi elde edilir. Boylece o, A kiimesinin bir iist siir1 olur.
o, A’nin “supremumu”: ¢’y1 iyi ayarlanmig egim olarak alabiliriz. o’'nin,

A’nin supremumu olmadigim varsayalim. Bu durumda f < o olacak bicimde
A’nin iist sinir iyi ayarlanmig f bulunabilir. Dolayisiyla, 0 < ¢ — f, yani

{(c = f)(n) :ne€w,(oc— f)(n) >0}
kiimesi sonsuz olacagindan,
(0= f)(n) >2
olacak bicimde n € N bulunabilir. o(n) = d,(n) oldugundan, § = d,, alinark
d(n) > f(n)+2

elde edilir. Teorem 16.22 geregi 0 > f olur. Bu, f'nin A'nin bir st sir
olmasiyla celisir.
Kanit tamamlanir. O

Teorem 17.24. (Ry, +, x,0,1, <) tam swrale cisim.
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Kanait:

17. A’campo Reel sayilar Sistemi

R C R4 ustten simrh olsun.

A=Uscr{f € A:[f] = 2}

olarak tanimlanan kiime, A’'nin iistten sinirh altkiimesidir. Teorem 16.23 gere-
gi, bu kiimenin supremumu var, bu supremumu f, ile gosterelim. xoo = [foo]
olmak iizere,

Too =SUpP R

oldugu kolaylikla gosterilir. O

Aligtirmalar

17.19. Her n € Z igin fn(k) = kn kuraliyla tammlh f, : Z — Z fonksiyon bir egim olup, bu
egimlerin denklik simiflarinin kiimesini Z4 ile gosterelim. Asagidakilerin dogrulugunu
gosterin.

a. Za, Ra’nin alt halkasidir.

b.

Z — Za, n — [fn] bir orten halka ve sira izomorfizmadir.

P

17.20. Verilen r = ° rasyonel sayisi icin,

g(n) = min{k > 0: gk > pn}

kuraliyla tamimh g : w — Z fonksiyonu tanimlansin. g fonksiyonu Z'ye n € w igin,
f(n) = g(n) ve n < 0 tamsayis1 i¢in f(n) = —g(—n) olarak f : Z — Z fonksiyona
genigletilsin. Agagidakilerin dogrulugunu gosterin.

o

&

€.

a. Her n € Z i¢in f(—n) = —f(n).
b.

Her n € Z i¢in |qf(n) — pn| < gq.
Her n,m € Z igin |f(n +m) — f(n) — f(m)| < 3 ve dolayisiyla, f bir tek egim.

aafq ve fp bir 6nceki problemde oldugu gibi sirasiyla g ve p’yi R4’da temsil eden
egimler olmak lizere f, X f = f, olur. Bu egim f’yi f, 4 ile gosterelim.

p,p/7 q, q/, § = Z—, olacak bi¢imde tamsayilar ise fp,q = f,/ , oldugunu gosterin.

17.21. Qa ={[fr] : 7 € Q olarak tamimlansm. Asagidakilerin dogrulugunu gosterin.

a.

b.

Qa4, Ra’'min alt cismidir.

Q — Qa, r — [fq] bir 6rten halka ve sira izomorfizmadir.

17.22. ([24]) f bir egim olsun. Asagidakilerin dogrulugunu gosterin.
a. Her a € Z igin |f(na) — nf(a)| < (n — 1Da(f) < na(f).

b. Her n,m € N igin |/mf(n) —nf(m)| < (

Lene
(@) bir Cauchy dizisi.
(@) Cauchy dizisinin R’de ki denklik sinifi ¢(f) ile gosterilsin. C' : A — R
fonksiyonu C'(f) = c(f) ile gosterilsin. Her f, g € A i¢in,

C(f+9) =C(f) +Cg) ve C(fog) = C(f)C(g)-
r € R verilsin.

i. fr(n) = [rn] kuraliyla tanimh fonksiyon f, : Z — Z bir egim.
ii. C(fr)=r.

. C:Ra — R, C([f]) = C(f) fonksiyonu érten halka ve sira izomorfizma.
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17.9.1 Egim olarak /2

R ve R4 tam siral cisimleri sira ve halka izomorfik olduklarindan R, tanimlh
z? = 2 denkleminin ¢6ziimii oldugundan, bu denklemin R 4’da da ¢oziimii var.
Bu denklemin R 4’da ¢oziimiinii vererek, R’de /2 sayisinin R4’daki karsihg
belirlenebilir.

Her n € N igin,

f(n) = min{k € w : 2n% < k?}
kuraliyla tek egim f : Z — Z tamimlansin. Her n € N i¢in
n < f(n) < 2n,
2n* < f(n)?,
(f(n) —1)% < 2n”
esitsizlikleri saglanir. Bunlarin kullanimiyla
2n2 < f(n)? <2n?+2f(n) —1<2(n+1)2
esizligi elde edilir. Buradan da, n,m € N i¢in
2f(n)f(m) <2(n+1)(m+1)
olur.
= (f(n) + F(m))? = f(n+m)?
diyelim. Yukaridaki esitsizlikler kullanilarak Her n,m € N igin,
—4n —4m —2=2n+m+1)2+2n? +2m? +4nm <z
z < =2n+m)?+2(n+1)2+2(m+1)2+4(n+1)(m+1)(m+2) = 8m+8n+8
esitsizlikleri elde edilir. Buradan da
|z| < 8m+8n+8
elde edilir. Bu son esitszilikte x’in degeri yazilarak ve
ntm 1< fn+m)+ f(n) + f(m)
esitsizligi kullanilarak

[f(n+m) = f(n) = f(m)] <8
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esitsizligi elde edilir. Bu, f(—n) = — f(n) esitliginin de saglaniyor olmasindan,
fnin tek egim oldugunu sdyler. Simdi = = [f] diyelim. 22 = 2, yani fo = f,
oldugunu gosterecegiz. (f2, fo(n) = 2n kurahyla tanimh egim.) n € N verilsin.

4n? < f(n)? < f(f(n))? < 2(f(n) +1)* < 4n® +8n+2 < 4(n + 1)?
esitsizliginden
o < f(f(n)) < 2n+2
ve boylece
0<(fof—fo)(n) <2

olur. Yani, (fof— f2)(N) kiimesi sonludur. Béylece, f’nin R 4’da v/2’nin temsili
oldugu gosterilmis olur.



18. Arsimedyan Grup

Toplamsal reel sayilar grubu (R, +)’da bir 0 < a igin
her n € N igin n|z| < a

kogulunu saglayan z € R ancak sifir olabilir. Bu 6zellik her sirali grup icin
gecerli degildir. Ornegin, R = R?, noktasal olarak tanimlanan toplama iglemine
gore ve

(z,y) < (a,b) <= zr<ayadaz=avey<b

siralamasina gore bir sirali grup olmasina karsin, sifirdan farkli ve bazi 0 <
(a,b) € R i¢in,

her n € N igin n|z| < (a,b)
kogulunu saglayan x € R vardir. Gergekten de, her n € N
0 <n(0,1) < (1,0)

kogulu saglanir. Bu gbézlem sonucu olarak bir cebirsel yapida “sonsuz kii¢tik”
eleman kavraminin yolu acilir. Bu kavram genel olarak “Arsimedyan 6zelligi”
olarak adlandirilan cebirsel yap: icerisinde incelenir.

Argimedyan 6zelligi bir siralama tizerinden tanimlanan kavram olup, hal-
kalar icin kisa bir sekilde Boliim 10.6’da verilmisti. Bu kavram sirali grup-
lar icin, hatta belirli 6zellikleri bulunduran uygun bir siralamayla donatilmig
her cebirsel yapiya genellenebilir. Ancak bu kitapta, bu 6zellik 6nce gruplar
i¢in tanmimlanip, sonrasinda Argimedyan gruplarin reel sayilar grubunun kopya
altgruplariyla cakigtigi kanitlanacak.

Tam sirali cismin Argimedyan olmasina kargin tersi dogru degil, 6rnegin
rasyonel sayilar cismi Q tam sirali olmamasina karsin, Arsimedyan cisimdir.
Diger taraftan rasyonel sayilar cismi, her Argimedyan cismin kopya altcismi-
dir. Her Arsimedyan cismin ise reel sayilar cisminin kopya altcismi oldugu
kanitlanacak. Sonug olarak Argimedyan cisimlerin yeri ve yurdunun Q ile R
cisimleri arasinda oldugu gosterilecek.
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18.1 Reel Sayilar Cisminin Altgruplar:

Reel sayilar cisminin sifir olmayan her altgrubu, R’de ya yogun ya da Z gru-
buna gup izomorfiktir. z € R noktasinin A C R kiimesinin y1gilma noktasi
olmast, her € > 0 igin A ile (z—e¢, v+ €) kiimelerinin arakesitinin z noktasindan
farli en az eleman icermesidir. Bu, A’da terimleri birbirlerinden farkli en az
dizinin z noktasina yakinsamasina denktir. A kiimesinin R’de yogun olmasi,
R’nin her elemaninin, A kiimesinin bir y1gilma noktasi olmasidir. Tam sayilar
halkas: reel sayilarda higbir yigilma noktasi olmamasina karsin, her reel say1
rasyonel sayilar kiimesinin bir yigilma noktasidir.

Teorem 18.1. Reel sayilar grubunun bir altgrubu icin, sifir noktasinin bir
mgilma noktast olmas icin gerek ve yeter kosul, her reel sayinin limit noktas:
olmasidir. Bunlardan birinin gerceklesmesi durumunda, altgrup reel sayilar
grubunda yogundur.

Kanit: A, reel sayilar grubunun bir altgrubu ve 0, A'nin bir yigilma noktasi
olsun. 0 < z € R veilsin. € > 0 olmak {izere, her € R i¢in « € A olmasi i¢in
gerek ve yeter kogul —x € A oldugundan, varsayim geregi 0 < a < § olacak
bicimde a € A var. Gerekirse a < x — € olacak bicimde ayarlama yapilabilir.

k, na < x — € olan n dogal sayilarin en biiyiigii olsun.
(n+1)z,(n+2)re(x—ex+eNA

olup, bunlarin en az biri z’den farkhdir. Dolayisiyla, (z —€, z+¢€) ve A kiimesi-
nin arakesiti, ’den farkl bir eleman icerir. Bu, x noktasinin A’nin limit noktasi
oldugunu gosterir. Bu durumda, ayrica, A'nin R’de yogun oldugu agiktir. [J

Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 18.2. Reel sayilar cisminin sifirdan farkly her altgrubu ya tamsayilar
halkasina grup izomorfik ya da reel sayilar grubunda yogundur.

Kanit: A, reel sayilar grubunun yogun olmayan altgrubu olsun. Yukaridaki
teorem geregi, sifir noktast A'nin bir limit noktas1 olamaz. Dolayisiyla, A N
(0, 00) kiimesinin infimumu, sifir olamaz, yani

0 <a=inf AN(0,00)

olur. Yine yukaridaki teorem geregi, R'nin higbir eleman1 A’nin limit noktasi
olamayacagindan, a noktasi da olamaz ve dolayisiyla, a € A olmak zorundadir.
Buradan

aZ C A

olur. 0 < z € A verilsin.
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ka <z < (k+1a

olacak bi¢imde k € N segebiliriz. Buradan 0 < z —ka < a olur. z # ka olsaydi,
0 < z —ka € A olacagindan = — ka € AN (0,00) olurdu, ve buradan da
a <z —kave (k+1)a < x geskisi olurdu. O halde z = ka € A elde edilir.
x <0, x € Aigin —x € A ve dolayisiyla, x € A olur. Sonug olarak, A = aZ
elde edilir ki, bu Z grubuna grup izomorfiktir. O

Aligtirmalar
18.1. Sifirdan farkl her n € Z i¢in nZ grubunun Z grubuna grup izomorfik oldugunu gosterin.

18.2. (Kronecker)a bir irrasyonel say1 olmak iizere Z[«a] grubunun R’de yogun oldugunu goste-
rin.

18.2 Arsimedyan Grup

Tanim 18.1. G grup ve <, G’de bir zincir siralama olsun. Her z,y, 2 € G icin
r<y=xz<yzvezr <2y
kosgulu saglaniyorsa, G’ye sirali grup denir.

G, cebirsel iglemi “.” siralamasi < ve birimi e olan bir sirali grup ise, bu
grup (G, ., e, <) ile gosterilebilir. e’den biiyiik olan X’in elemanma pozitif!
denir.

Gtr={zeG:z>e}
yazilir. P = G olmak iizere,
i PPCP,
ii. PN P! ={e},
iii. PUP~'=q@,

kosullarmin saglandig1 kolaylikla gosterilir?.

Aslinda G bir grup ve P C G altkiimesi yukaridaki kogullar1 saghyorsa,
P’ye pozitif koni denir. Bir grubun her pozitif konisi bir zincir siralama
tanimlar;

r<y<=yr LzlyecP

olarak tanmimlanan iligkiye gore, (G, ., e, <)’min bir sirali grup oldugu kolaylikla
gosterilir.

Bir tam sirali cismin toplama iglemine gore her altgrubunun sirali grup
oldugu agik. Argimedyan terimiyle ashinda bunun tersi de dogru.

'Baz1 kaynaklarda e < x esitsizligini saglayan = € G’ye pozitif eleman denir.
?Burada, tahmin edilecegi gibi, PP = {zy : 2,y € P} ve P! = {27! : 2 € P}.
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Tanim 18.2. Bir sirali grup G,

“her 0 < z,y € G icin z < y" olacak bigimde n € N” var
kogulunu saghyorsa, G’ye Argimedyan grup denir.

Argimedeyan gruplar tam sirali cismin kopya altgruplarindan bagka birgey
degildir. Bu, Arsimedyan gruplarin “korkunc¢” olmadiginm gosterir. Bunu goster-
meden Once tam sayilar grubuna izomorfik olma kosgullarini belirleyelim.

Teorem 18.3. Swrali bir grupun tam sayilar grubuna sira ve grup izomorfik ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul, Arsimedyan grup ve en kii¢iik pozitif elemaninin
olmasidar.

Kanit: G Argimedayan grup, e, G'nin birimi olsun. g = min G \{e} olsun.
Her z € G icin

e<zxr<gisex=e
saglanir. G Argimedyan oldugundan, verilen 0 < a € G igin,

gn §a<gn+l

ozelligini saglayan tek bir tane n € N var. Bu esitsizlikteki terimlerin g~ ile

carpilmasiyla

e<ag " <g

n

esitsizligi, ve yukaridaki gézlemin uygulanmasiyla da ag™™ = e elde edilir.

Yani,

a=g

1 n

olur. @ < 0 ise a= = ¢" ve buradan da a = ¢g~" olacak bicimde n € N
olacaktir. Boylece, her 0 < a € G icin a = ¢/(@ esitligini saglayan,

Gt \{e} = N, a— f(a)

fonkiyonu tanimlanir.

f(a) je<a
fla)=< 0 ja=e
“f(~a) a<e

kuraliyla tanimli f : G — Z orten, sira ve grup izomorfizmadir. Kanit tamam-
lanir. O

Arsimedyan grubun bir basgka 6zelligi:
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Teorem 18.4. Arsimedyan grup degismelidir.

Kamt: G Arsimedyan olsun. Iki durum sézkonusu; G \ {e} kiimesinin en
kiiglik eleman1 var ya da yok. Var ise, yukaridaki teorem geregi, G, Z’ye sira
ve grup izomorfik ve dolayisiyla, G degismelidir. Olmadigr durumunda verilen
her e < z € G i¢in e < y < z olacak bicimde z € G elemam olacaktir. Ustelik,
x < y? ise, z = xy~ ! olarak

e<z<xve,22§x

esisizligi saglanir. Boylece her e < z icin e < z < x ve 22 < z olacak bicimde
z € G bulunabilir.
e < a,b € G verilsin. ab < ba oldugunu varsayalim.

x = aba"1b1

diyelim. e < z oldugundan yukarida yapilan gozlemle, e < z < z ve 22 < x
olacak bigimde z € G segilebilir. G Argimedyan oldugundan

2 <a< 2l ye 2t < b < 2L
olacak bicimde tek bir tane n, m € N bulunabilir. Buradan,
2N < g < 22
esitsizligi elde edilir. Bunun kullanimiyla,
r=aba b7l <abz Mz < 22

celigkisi elde edilir. Boylece, ba < ab olmak zorunda. Benzer bicimde ab < ab
ve dolayisiyla, ab = ba elde edilir. Kanit tamamlanir. O

Teorem 18.5 (Holder [28]). Bir grubun Arsimedyan olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul, reel sayilar cisminin toplama grubunun bir kopya sira altgrubu
olmasidar.

Kanmit: G Argimedyan grup ve birimi 0 ile gosterilsin. 0 < e € G verilsin.
m,n € Z ve n > 0 i¢in,

Us ={%:m € Z,necN,me<na}

olarak tamimlayalm. ™ € U, ve p,q € Z, ¢ > 0 olmak iizere, ™* = g ise g eU,
olur.
Agagidaki gozlemleri yapalim.

i. m,n,p,q € Z, n,q > 0 olmak iizere, * € U, ve g < olsun.

pn < gm ve me < na
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ii.

iii.

iii.
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esitsizlikleri kullanilarak,

(pn)e < (gm)e < (qn)a
egitsizliginden % € U, olur.

U, # Q: G, Argimedyan oldugundan a < me olacal bigimde, m € N var.
m & U,. Boylece U, \ {sup U, } bir Dedekind kesit olur.

Her a,b € G icin U, + Uy C U,y olur. Dolayisiyla,
sup U, +supUp < supU,p
olur.
Her a,b € G i¢in
(Q\Ua) +(Q\Up) € Q\ Uarts

olur, dolayisiyla,

Uaty € Q\ ((Q\ Ua) + (Q\ Uh))

elde edilir. Her iki tarafin supremumu alinarak

sup Ug4p < sup(Q\ (Q\ Ua) + (Q\ Up))) = inf((Q\ Ua) + (Q\ Uy))

elde edilir. Ayrica,
inf((Q\ Ua) + (Q\ Uh)) = inf(Q\ Ua) + inf(Q\ Up) = sup Ua + sup Us
oldugundan
sup Ugyp = sup U, + sup U,
esitligi elde edilir. Boylece,

f(a) =supU,

kuraliyla f : G — R fonksiyonu tanimlanir. Bu fonksiyon grup homo-
morfizma olup, f(a) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul a = 0 olmasidir.
Gergekten, a > 0 ise e < ma olacak bicimde m € N var ve dolayisiyla,
% e U, ve 0 < % < f(a) olacagindan f(a) # 0. Benzer bigimde a < 0
ise f(a) # 0. Dolayisiyla da f grup izomorfizmadir. Ayrica, a € G igin
f(a) > 0 olmas: igin gerek ve yeter kogul a > 0 olmasidir. f, sira ve grup
izomorfizmadir. Sonug olarak, G, R'nin toplama iglemine gore kopya sira
altgrubudur.
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Kanit tamamlanir. O

Sonug olarak Argimedyan gruplar, R grubunun kopya altgrubundan bagka
birsey degil. R’nin altgruplarinin belirgin bir 6zelligi tam sayilar grubuna grup
izomorfik ya da R’de yogun olmasidir. A C R’nin yogun olmasi, her ¢ > 0 ve
z € Rigin A ile (x — €,z + €) \ {z} kiimesinin arakesitinin bogkiimeden farkl
olmasidir.

z € R noktasmin A C R kiimesinin yi1gilma noktasi olmasi, terimleri
birbirlerinden farkli a,, — z olacak bigimde A’da (a,,) dizisinin olmasidir.

A’da terimleri birbirlerinden farkli ve a,, — 0 olacak bicimde bir (a,,) dizisi
varsa her x € R igin b, — x olacak bicimde terimleri birbirlerinden farkli bir
dizi var:

Alistirmalar
18.3. (Siwrali grubun Argimedyan olmasi gerekmez.) G = R?,
(1,91)(22,y2) = (@1 + T2, €™ Y1 + y2)
olarak tamimlanan cebirsel igleme gore bir sirali grup ama Argimedyan olmadigini goste-
rin.
18.4. G bir grup, <, G’de bir kismi siralama olsun. Her z,y, z € G igin
<y xz<yzvezx <2y
kosulu saglaniyorsa, G’ye kismi sirali grup denir. G kismi sirali grup ve her x,y € G igin
(HerneZigina" <y)=>z=e
kosulu saglaniyorsa G’ye Argimedyan 6zelligini sagliyor denir. Bir kismi sirali kiime igin
Argimedyan 6zelligi ile
(Her n € Nicin 2" <y)=>x<e
kosul arasindaki iligkiyi belirleyin. Hangi kogullar altinda bu iki kogul denk olur.
18.5. (Q,+) grubunun,

a<be=Ltecz
siralamasina gore kismi sirali grup ve Argimedyan oldugunu gosterin.

18.6. Reel sayilar cisminin toplamsal her grubunun tamsayilar grubuna grup izomorfik ya da
R’de yogun oldugunu gosterin.

18.7. Degismeli sirali bir G grubun, her z,y € H igin [z,y] N G C H kosulunu saglayan H
altgrubuna konveks denir. Bir sirali degismeli grubun Argimedyan olmasi igin gerek ve
yeter kogulun, G'nin konveks altgruplarin sadece ve sadece G'nin kendisi ve birim grubu
olmasi oldugunu gosterin.

18.3 Arsimedyan Halka ve Cisim

Toplamsal grubu Arsimedyan olan sirali halkaya Argsimedyan halka denir.
Yani, (R,+,.,0,1,<) sirali halka ve (R,+,0,<) grubu Argimedyan ise, R’ye
Argimedyan denir. Bu tanim, Béliim 10.7’de verilen tanimlamaya denktir. Yani
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bir sirali halkanin Argimedyan olmasi igin gerek ve yeter kosul, verilen her x €
F’ye karsilik |z| < n olacak bigimde n € N olmasidir. Elbette burada n € N,
nlg’yi temsil etmekte olup, bu tanimlamada carpma iglemi kullanmilmamigtir.
Buna karsin halkanin Arsimedyan olmasini belirleyen bircok 6zellik carpma
igslemi tizerinden verilebilir.

Bu altbdliimde garpma iglemi sifirdan farkh olan her Argimedyan halkanin,
R cisminin sira koruyan kopya althalkasi oldugu gosterilecek. Bunu gosterme-
den 6nce 7’den 70’e herkesin bildigi bir sonucu teamiillere uygun bir bicimde
gosterelim. Bir sirali cismin Argimedyan olmasi icin gerek ve yeter kogulun,
rasyonel sayilar cisminin sirali cisimde yogun olmasidir: F' sirali cisim verilsin.
Q (= Fop), F de yogun olsun. 0 < z € F verilsin. 0 < 7' < z olacak bigimde
0 < m,n € Z, 2 < n segelim. Boylece {n € Z : 2 < n,m < nzx} kiimesi
bogkiimeden farklidir. k£, bu kiimenin minumumu olmak iizere,

r<(k—1x<m

olacagindan, F'nin Arsimedyan oldugu gosterilmis olur. Simdi, £'nin Argimed-
yan oldugunu varsayalim. x < y olacak bigimde x,y € F verilsin. 0 < y — x
oldugundan varsayim geregi, 0 < y_% < n olacak bigimde 0 < n € Z var.
Yine F'nin Arsimedyan o6zelligi kullanilarak, m — 1 < nz < m olacak bigimde
0 < m € Z bulunabilir. Buradan x < 7% olur. Ayrica, y_% < n oldugundan

1 < ny — nx elde edilir. Buradan da,
m=m-—-1+1<nzx+1<ny
olmasi kullanilarak,
r< <y
elde edilir.

Teorem 18.6. A ve B, R cisminin iki toplamsal altgrubu olsun. f : A — B
swrayr koruyan orten grup homomorfizma ise, her a € A i¢in

fla) =ra
esitligine saglayan 0 < r € R var.

Kanit: f’nin birebir oldugu kolaylikla gésterilir; bir 0 < a € A i¢in f(a) =0
ise n € N igin f(na) = 0 olur. 0 < = € A verilsin. En az bir n € N i¢in,
x < na olacagindan 0 < f(x) < f(na) = 0 ve buradan da f(x) = 0 olur, ve
dolaysiyla, f =0 ve A = B = {0} olur. Bu durumda r = 0 alinabilir.
f # 0ise f bir izomorfizma olacaktir. 0 < z,y € A verilsin.
flx) _x
Fw) v

oldugunu gosterelim. Degilse, 6rnegin
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‘\
=
B
&
AN

~
—~
<
=¥
<8

olsaydi,

flx) o m
f(y)<n<

olacak bigimde m,n € N secilebilir. Buradan

<8

nf(z) <mf(y) ve my < nx

esitsizlikleri elde edilir. f, sira koruyan oldugundan, ikinci esitsizlikten, birinci
esitsizle gelisen mf(x) < nf(y) esitsizligi elde edilir. Benzer geligki

flx) O =z
)~y

varsayimi icin de elde edilir.

a > 0 olmak iizere r = @ diyelim. f(a) = ra ve a < 0 igin

fla) = —f(-a) = —r(-a)=ra
olur. Kamit tamamlanir. O

Teorem 18.7 (Pickert [43], Hion [27]). Carpma islemi sifirdan farkle her Ar-
simedyan halka, R cisminin bir kopya sira althalkasidr.

Kamit: (R, +,.,0,1, <) Argimedyan halka olsun. Teorem 17.5 geregi (R, +, ., 0),
R cisminin toplamsal grubunun kopya sira altgrubudur. f : R — R siralamay
koruyan grup izomorfizma olsun. Her 0 < a € R igin f(aR) ve f(R), R'nin
toplamsal altgruplari olup,

Aot f(R) = f(aR), f(z) — f(ax)

sira koruyan orten grup homomorfizmadir. Teorem 17.6 geregi

flax) = Xa(f(2)) = s(a) f(x)

olacak bigimde tek bir tane 0 < s(a) var. Boylece RT — Rt’ya a — s(a)
fonksiyonu tanimlanir. Bu fonksiyon @ € R, a < 0 igin s(z) = —s(—z) alarak
R’den R’ye genellenir. f(z) # 0 olacak bi¢cimde x € R verilsin. Her a,b € R
icin

s(a+b)f(z) = flla+b)z)
flax) + f(bx)
(a)f(x) + s(b) f ()
s(a) + 5(b)) f(z)

s
=
esitligi saglanir, yani

s(a+b) = s(a) + s(b)
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olur. Benzer bicimde,

s(ab)f(x) = f((ab)z)
f(a(bx))

esitliginden

s(ab) = s(a)s(b)

elde edilir. f’nin birebir ve sira koruyan oldugu agik. Béylece R'nin R cisminin
kopya sira althalkasi oldugu gosterilmis olur.

Alistirmalar

18.8.

18.9.

18.10.

18.11.

G bir grup, <, G’de bir kismi siralama olsun. Her z,y, z € G igin
r<y<=zz<yzvezr <2y

kogulu saglaniyorsa, G’ye kismi sirali grup denir. G kismi sirali grup ve her x,y € G igin

(Hern€Zigina" <y)=>z=e
kosulu saglaniyorsa G’ye Argimedyan 6zelligini sagliyor denir. Bir kismi sirali kiime igin
Argimedyan ozelligi ile

(HerneNiginz" <y)=z<e
kosulu arasindaki iligkiyi belirleyin. Hangi kogullar altinda bu iki kosul denk olur.
(Q,+) grubunun,

a<b<—= g cZ

siralamasina gore kismi sirali grup ve Argimedyan oldugunu gosterin.

Bir sirali cismin Arsimedyan olmasi igin gerek ve yeter kosulun (%) dizisinin yakinsak

olmas: gerektigini gosterin. !

Bir sirali cisim F’de bir dizinin Cauchy olmasi, verilen her Oe € F’ye karsilik, her
k < n,m icin |f(n) — f(m)| < € olack bigimde k € N olmasidir. Bir sirali cismin
Argimedyan olmasi igin gerek ve yeter kogsulun, artan ve istten sinirli her dizinin Cauchy
olmasi gerektigini gosterin.
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Zafer Ercan

5 Kasim 1965 yilnda Sivas'n Gemerek ilcesinin Inkigla kdyiinde dogdu.
Sirasiyla, Inkisla Ilkogretim Okulu (1976), Ankara Incirli Ortaokulu (1979),
Ankara Incirli Lisesi (1982), Hacettepe Universitesi Matematik Boliimii (1987),
Orta Dogu Teknik Universitesi (ODTU) Matematik Boliimii (Y. Lisans, 1990),
The Queen’s University of Belfast (Doktora, 1993) okullarii bitirdi.

Lise son sinifta iken din dersinin se¢meli olmasina karsin “zorunlu” olarak
verilmesini kabul etmemesinden dolay1 5 giinliik uzaklagtirma cezas1 aldi.

Matematik alanindaki ¢alisma konular fonksiyonel analiz ve biraz da genel
topolojidir. Bu alanlarda yazilmig akademik yayinlarinin yaninda Matematik
Diinyas1 dergisinde yayimlanmig bircok egitsel yayinlar1 da vardir. “Bombos
olmasina karsin bombos durmayip herseyi dolduran kiimeye boskiime denir’ ve
“Matematikte bir kimenin sonsuzu, o kiimeye ait olmayan noktadyr” tanim-
larinin mucididir.

On yili agkin bir siire ODTU matematik boliimiinde ogretim tyeligi yap-
tiktan sonra buradan “kovulmustur” ve su anda Abant Izzet Baysal Uni-
versitesinde ogretim {iyeligi yapmaktadir. ODTU’de dgretim iiyesiyken bir
yazisinda, “igletme bélimleri pazarlama bolimleridir,” ifadesinin yer almasi
nedeniyle hakkinda; donemin rektér yardimeisi igletme boliimiiniin daha sonra
rektorlik yapacak bir 6gretim iiyesinin yonlendirmesiyle sorusturma acildi.
Savunmasinda kendisine ceza verilmesi yerine bir zamanlar devletin vergi re-
kortmeni olan Matild Manukyan’a {iniversitenin igletme fahri doktora iinvani
verilmesini 6nerdi.

Tiirkiye tiniversitelerinde akademik kadro ihtiyacinin liyakata gore degil,
ilkel bir ag tizerinden yapildigini, yani akademik kadro atamalarinda “iha-
leye fesat karigtirma” yonteminin uygulanmakta oldugunu diigtinmektedir. Bu
dogrultuda, 1982 yilindan itibaren gelmis gecmis en “diiriist” akademik ilanin
01.08.2013 tarihinde Rize’de yayimlanan bir iniversite ilani oldugunu gesitli
ortamlarda giindeme getirdi.

Deger verdigi yazilarindan birisi Matematik Diinyas1 dergisinin 2003-11
sayisinda yayinlanan “Taahhiitname” baglikli yazisidir. Bu yazida, bazi mate-
matik problemlerinin ¢oziimii i¢in énerilen Bir Milyon Dolar Odiil anlayigin
elegtirdi. Bu problemlerden biri olan ve Poincaré Sansi olarak bilinen problemi
¢ozen Grigori Perelman’in bu odili, “sirklerde sergilenecek hayvan degilim”
aciklamasiyla reddetmis olmasindan dolay: insanlik adina gurur duydu.

Matematik Koyii’nii yeniden dogan Koy Enstitiisii olarak degerlendirmek-
te. Bu nedenle, bu kéyiin yagamasini bir anlamda insanlik onuru olarak gérmek-
tedir. Koy kurucusu Ali Nesin’e Nisan 2016’de yazdigi bir mektubu bu du-
yarlilik cercevesinde “Yasasin Matematik Koyid. Kahrolsun Matematik Koy
Dershanesi” sloganlariyla bitirdi.

Komiinisttir.



