Tanju Ertun¢’un Sorusu

kurlarimdan Tanju Ertung bir mektubunda su soruyu sor-

mustu: # x m boyutunda bir dikdortgen ele alalim. Bu dik-
dortgenin kosegeni, dikdortgenin toplam 77 tane olan karesi-
nin kacinin i¢inden gecer? Kosegenin yalnizca koselerine degen
kareleri degil, gercekten icinden gegen kareleri sayacagiz.

Ornegin n = 7, m = 4 olsun.

7 x 4 boyutundaki dikdortgenin koge-
A geni tam 10 karenin icinden geciyor (se-
P kilde o karelerin icini boyadim).
Herkesin anlayabilecegi bu tiir soru-

lara bayilirim. Bu glizel soruyla beni tanistirdigi icin Tanju Er-
tung arkadasa tesekkiir ederim.

Genel bir formiil bulmak ve formiilii kanitlamak, yani for-
miiliin neden dogru oldugunu herkesin anlayabilecegi bir bi¢im-
de aciklamak gerekiyor. Matematiksel kanitin 6zii de budur za-
ten: Bir akil yilirtitmeyi herkesin anlayabilecegi bir dilde yazmak.

Genellikle amator matematikgiler boyle bir soru karsisinda
su yontemi izlerler: Once birka¢ 6rnek alirlar. Yukarda, 7 x 4
boyutlu dikdortgen 6rnegini almigtik. Amator matematikgi bu-
nun gibi birkac 6rnek daha alir. Orneklere bakarak dogru for-
mili tahmin eder. Bu formiil simdilik yalnizca bir tahmindir,
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yani kanitlanmamig bir savdir. Bu savin kanitlanmasi gerek-
mektedir. Iste bu da ikinci agamadir. Kisaca sdylemek gerekir-
se, amator matematik¢i once formiilii bircok ornek alarak tah-
min eder, sonra formiliin dogru oldugunu kanitlamaya caligir.

Profesyonel bir matematik¢i boyle yapmaz. Bir tek 6rnek
alir, diyelim 7 x 4 boyutlu dikdortgeni ele alir ve bu diktortge-
nin 7 x 4 boyutlu oldugunu unutup 7z x m boyutlu oldugunu
varsayar. Arkasindan formili bulmaya ¢alisir. Eger bulabilirse
ne ala, cinkii formili buldugunda - soyut distindigiinden, ya-
ni 7 ve 4 yerine #n ve m aldigindan - formiilin dogrulugunu da
kanitlamis olur. Yani, profesyonel matematikgi bir tagla iki kus
vurur: Ayni anda hem formiilii bulur, hem de formulin dogru-
lugunu kanitlar. Kanitlayabilirse tabii...

Kimi zaman formili bulmak kolay degildir. O zaman, pro-
fesyonel matematikgi, bir siire soyut diisiinditkten sonra, ama-
tor matematikci gibi 6rneklere bagvurur. Ama profesyonel ma-
tematikgi ilk 6nce bir tagla iki kus vurmaya ¢aligir.

Profesyonel bir matematikg¢i gibi davranalim.

Once, a ve b sayilarinn birbirlerine asal

olduklarini (yani ortak bolenlerinin 1 oldugu-

nul) varsayabilecegimizi gorelim: Eger a ve b

sayilar1 bir k sayisina bolinuyorlarsa, a x b
boyutlu dikdortgeni a/k x b/k boyutlu k2 dik-
dortgene bolebiliriz, (yandaki sekilde k& = 3).
Ve a x b boyutlu bir dikdortgen icin hesap-
lamak istedigimiz say1, a/k x b/k boyutlu bir
dikdortgen icin hesaplamak istedigimiz sa-
yinin k kati olur. Demek ki hesab1 a/k x b/k boyutlu bir dik-
dortgen icin yapmak yeterlidir. k’y1 a ve b’nin en biyiik ortak
boleni olarak alirsak, a/k ve b/k sayilari birbirlerine asal olur-

1 Ornegin 4 ve 7 birbirine asal iki sayidir. Ama 4 ve 6 birbirine asal degildir; 2,
her ikisini de boler.

12



lar. Dolayisiyla a ve b’nin birbirlerine asal olduklarini varsaya-
biliriz. Bir baska deyisle, kosegenin dikdortgenin icindeki bir
tamnoktadan ge¢gmedigini varsayabiliriz.

Kosegenin sol alt koseden sag st koseye dogru gittigini dii-
stunelim. Sol alt kareyi saymazsak, kosegen, bir kareye girmek
icin, o karenin bir kenarina dokunmak zorunda. Bu kenar di-
key ya da yatay olabilir.

Kosegenin kestigi yataylari ve dikeyleri hesaplayalim. Top-
lam, a + 1 tane dikey kenar ve b + 1 tane yatay kenar var.

Kosegen soldan baglayip saga dogru gidiyor. Ilk ve son di-
keyleri saymazsak, kosegen a — 1 tane dikey kesmek zorunda.

Kosegen, ayni zamanda, en asagidan baglayip ta en yukari
kadar cikiyor. Ilk ve son yataylar1 saymazsak, kosegen b — 1 ta-
ne yatay kesmek zorunda.

Bu iki sayiy1 (a — 1’i ve b — 1°i) toplarsak, kosegenin degdi-
gi kenar sayisini buluruz, yani hemen hemen kosegenin girdigi
kare sayisini... Buna bir de ilk kareyi (sol alt kareyi) eklersek is-
tedigimiz yaniti buluruz:

(@a-1)+(b-1)+1.

Yani a + b — 1. Bu, a ve b sayilar1 birbirlerine asal oldukla-
rinda bulunan yanit. Eger a ve b’nin en biiytuk ortak boleni % ise,
yukardaki formiili a/k ve b/k’ya uygulayip k’yla ¢arpariz. Yani
kosegen tam

k(alk + blk —1)=a + b -k
kenari keser.

Ornegin, n = 6 ve m = 9 ise, 0 zaman k = 3’tiir ve formiile
gore, kosegen, n + m —k = 6 + 9 — 3 = 12 kenari keser, ki ya-
nitin dogru oldugu yukardaki sekilden de belli.
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Pastayi Ikiye Bolmek

niimiizde tuhaf bir pasta var, 6rnegin soyle: Bu pastay: bir
bigak darbesiyle, yani bir dogruy-

la, iki egit parcaya ayirabilir misiniz?

(Pastanin her yerde aymi kalinhkta ol-

dugunu varsayabilirsiniz isterseniz,

ama bu varsayimin pek énemi yok.)

Evet ayirabiliriz.

Bicagimiza dayanak noktasi ya-
pacagimiz herhangi bir nokta segelim. (Asagidaki sekildeki
dogru, bigagimizi simgeliyor.)

Bicagi asagidaki sekildeki gibi tutarsak, sol parga kiiciik, sag
parcaysa biuiyiik olur. Bizim istedigimiz bu degil elbet. Madem
oyle, biz de, P olarak adlandirdigimiz dayanak noktasini sabit
tutarak, bicagi yavas yavas saga dogru dondiirelim. O zaman,

soldaki kuguk parca buyur ve
sagdaki buyuk par¢a kiugtlir.
Bicagi cok saga dondirtirsek,
bu kez sol par¢a ¢ok biiyiik,
sag par¢a ¢ok kiiciik olur. Bi-
zim istedigimiz de bu degil.
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