Sonlu Bir Geometri

ugiin profesyonel bir matematik¢inin nasil kendi kendine
Bsoru sorabilecegine 6rnek verecegim, yani ger¢ek matema-
tik yapacagiz. Umarim hosunuza gider.

Soracagim soruyu gecen yaz Ispanya’da bir arkadasim sor-
mustu. Giizel bir Ispanyol kaldirim kahvesinde sarap icip soh-
bet ediyorduk arkadaslarla. Tiurkiye’de popiiler matematik ya-
zilar1 yazdigimi, bildikleri giizel sorular varsa bana soylemele-
rini istedim. Biri birazdan okurlara soracagim soruyu sordu.
Soruya bayildim, ama yanitin1 hemen istemedim. Yanitin1 ken-
dim arayarak bulamadigim bir soruyu okurlarima sormam.
Yaniti bulmak i¢in en az bir saat ugrastigimi itiraf etmeliyim.
Salt ben degil, soruyu soran disinda hepimiz dusiindiik. Demek
istedigim, profesyonel matematikgilerin ancak saatlerce dusu-
niip yanitlayabildigi bir soruyla karsi karsiyasiniz.

Matematikte, sik sik, ¢cok iyi bilinen bir nesnenin birkag
ozelligi ele alinir ve bu 6zellikleri olan bagka nesneler aranir.
Boylece yeni ilging matematiksel nesneler kesfedilir. Bugiin,
diizlemin iki 6zelligini ele alacagiz ve bu iki 6zelligi bulunan
baska nesneler arayacagiz.

Bildigimiz diizlemin nokta ve dogrularin asagidaki su iki
ozelligi vardir:
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1) Her iki noktadan bir dogru gecer.

2) Her dogrunun ustiinde en az ti¢ nokta vardir.

Bu iki 6zelligi herkes bilir.

Bu yazinin konusu, yukardaki iki kosulu saglayan ve diizle-
min birtakim nokta ve dogrularindan olusan nokta ve dogru
kiimeleri bulmak.

Bu iki 6zelligi olan bir 6rnek verdim, o 6rnekte diizlemin her
noktasini ve her dogrusunu almigtik. Bir bagska 6rnek daha ve-
reyim. Verecegim ornek, diizlemin bazi nokta ve dogrularindan
olusacak. Kordinatlar1 tamsay1 olan noktalar1 ve bu noktalar-
dan gegen tim dogrulari ele alalim. Bu nokta ve dogrulardan
olusan kiimeye K adinmi verelim. Iste K kiimesinin birka¢ 6gesi:

Fh bt Bir noktanin K kiimesinde olmasi
i¢in, o noktanin her iki koordinatinin

da tamsay1 olmasi gerekmektedir. Bir
SRR % A

Triies tr+++ dogrunun K kiimesinde olmasi icin de,

o dogrunun K kiimesinin en az iki
noktasindan gecmesi gerekmektedir.!
Tanimlamig oldugum K kiimesi-

At nin nokta ve dogrulari da yukardaki

R e
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iki ozelligi saglarlar, yani,

1) K’nin her iki noktasindan yine K’da olan bir dogru geger.

2) K’nin her dogrusunun ustiinde yine K’da bulunan en az
¢ nokta vardir.

Bir bagka ornek daha ele alalim. K kiimesi bir dogrudan ve
bu dogru tstiinde bulunan en az ti¢ noktadan olugsun. Elbette
K kiimesinin de yukardaki iki ozelligi vardir.

® ® o—

1 Cebirsel olarak ifade etmek istersek, A kiimesi, a, b ve ¢ tamsayilari igin denk-
lemi ax + by + ¢ = 0 olan dogrulardan olusur.
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Sorumuz su: K, bildigimiz diizlemin birtakim nokta ve dog-
rularindan olusan bir kiimeyse ve K’de en az iki dogru varsa ve
K yukaridaki iki 6zelligi saghyorsaZ, K sonlu olabilir mi? Ola-
bilirse, bir 6rnek verin; olamazsa neden olamayacagini agikla-
yin (yani olamayacagini kanitlayin.)

K’nin nokta ve dogrularinin diizlemde olmasi (diizleme ¢i-
zilebilmesi) 6nemlidir. Yoksa 7 noktali ve 7 “dogrulu” bir or-
nek uydurmak pek zor degildir. Iste o 6rnek: Noktalarimiza A,
B, C, D, E, F, G diyelim. Dogrularimiz da asagidak: nokta kii-
meleri olsunlar:
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Bu 6rnegi bir diizlemde ¢iz-
mek isterseniz, bir tek dogru ol-
masi gerektigini, yani 7 noktanin
da ayni dogru iistiinde olmak zo-
runda kaldigini goriirstiniiz. Eger
en az iki dogru istiyorsak, dogru-
larin biri (yandaki ¢ember gibi)
yamuk olmak zorundadir:

Bildigimiz dizlemde yamuk dogru olamayacagindan bu 6r-
nek gegerli degildir. Benim istedigim, duzleme ¢izebilecegimiz
ve dogrularin gercekten dogru oldugu bir 6rnektir.

Sorumun yanitint vereyim: Yukardaki iki ozelligi saglayan
sonlu bir K kiimesi yoktur. Neden?

2 Yani K’nin her iki noktasindan gegen dogru K’dadir ve K’daki her dogrunun
ustiinde gene K’dan en az ti¢ nokta vardir.
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Bir an i¢in yukardaki iki 6zelligi saglayan sonlu bir K kii-
mesinin oldugunu varsayalim. Bu varsayimdan bir ¢eligki elde
edecegiz. K kiimesi duzlemin sonlu sayida nokta ve dogrularin-
dan olusuyor, bu 6nemli, ¢elis-
ki bundan gelecek.

Yandaki sekle bakarak oku-

mayi strdiiriin. K kiimesi sonlu

oldugundan, K kiimesinde bir-
birine en yakin olan, ama arala-
rindaki uzaklik 0 olmayan bir nokta ve bir dogru vardir. O
noktaya P, dogruya da /¢ adini verelim. P noktasi ¢ dogrusunun
ustinde degil. P’den ¢’ye bir dik inelim. P’nin /’deki izdtisimii-
ne R diyelim. ¢/ dogrusunun tistinde K kiimesinde olan en az ti¢
nokta olmali, diyelim A, B ve C noktalari. Bu ti¢ noktadan iki-
si R’nin bir yaninda, biri de 6biir yaninda olmak zorundadir el-
bet (en kot olasilikla bu ti¢ noktadan biri R olabilir, ama bu-
nun O6nemi yok.) Bu ii¢ noktanin yukardaki sekildeki gibi da-
gildigini varsayalim: ikisi saginda, biri solunda. B noktasiyla
CP dogrusunun K kiimesinde olduguna dikkatinizi ¢ekerim.
Simdi, B noktasinin CP dogrusuna olan uzakhg: (yani |BD]
uzakligi), P noktasinin ¢ dogrusuna olan uzaklhgindan (yani
|IPR|’den) daha kugiiktiir, ¢uinki,
IBD| < |EB| < |PR|

esitsizlikleri gegerlidir. Ama hani P noktasimnin ¢ dogrusuna
olan uzakhgr K’deki
noktalarin yine K’deki
dogrulara olan uzak-
liklarin en kucuguy-
du? Bir celiski elde et-
tik. Demek ki 6yle bir
K kiimesi yokmus.
(Olsaydi evren tepe-
mize yikilirdi.)
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