
Sonlu Bir Geometri
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Bugün profesyonel bir matematikçinin nas›l kendi kendine

soru sorabilece¤ine örnek verece¤im, yani gerçek matema-

tik yapaca¤›z. Umar›m hoflunuza gider.

Soraca¤›m soruyu geçen yaz ‹spanya’da bir arkadafl›m sor-

mufltu. Güzel bir ‹spanyol kald›r›m kahvesinde flarap içip soh-

bet ediyorduk arkadafllarla. Türkiye’de popüler matematik ya-

z›lar› yazd›¤›m›, bildikleri güzel sorular varsa bana söylemele-

rini istedim. Biri birazdan okurlara soraca¤›m soruyu sordu.

Soruya bay›ld›m, ama yan›t›n› hemen istemedim. Yan›t›n› ken-

dim arayarak bulamad›¤›m bir soruyu okurlar›ma sormam.

Yan›t› bulmak için en az bir saat u¤raflt›¤›m› itiraf etmeliyim.

Salt ben de¤il, soruyu soran d›fl›nda hepimiz düflündük. Demek

istedi¤im, profesyonel matematikçilerin ancak saatlerce düflü-

nüp yan›tlayabildi¤i bir soruyla karfl› karfl›yas›n›z.

Matematikte, s›k s›k, çok iyi bilinen bir nesnenin birkaç

özelli¤i ele al›n›r ve bu özellikleri olan baflka nesneler aran›r.

Böylece yeni ilginç matematiksel nesneler keflfedilir. Bugün,

düzlemin iki özelli¤ini ele alaca¤›z ve bu iki özelli¤i bulunan

baflka nesneler arayaca¤›z.

Bildi¤imiz düzlemin nokta ve do¤rular›n afla¤›daki flu iki

özelli¤i vard›r:



1) Her iki noktadan bir do¤ru geçer.

2) Her do¤runun üstünde en az üç nokta vard›r.

Bu iki özelli¤i herkes bilir.

Bu yaz›n›n konusu, yukardaki iki koflulu sa¤layan ve düzle-

min birtak›m nokta ve do¤rular›ndan oluflan nokta ve do¤ru

kümeleri bulmak.

Bu iki özelli¤i olan bir örnek verdim, o örnekte düzlemin her

noktas›n› ve her do¤rusunu alm›flt›k. Bir baflka örnek daha ve-

reyim. Verece¤im örnek, düzlemin baz› nokta ve do¤rular›ndan

oluflacak. Kordinatlar› tamsay› olan noktalar› ve bu noktalar-

dan geçen tüm do¤rular› ele alal›m. Bu nokta ve do¤rulardan

oluflan kümeye K ad›n› verelim. ‹flte K kümesinin birkaç ö¤esi:

Bir noktan›n K kümesinde olmas›

için, o noktan›n her iki koordinat›n›n

da tamsay› olmas› gerekmektedir. Bir

do¤runun K kümesinde olmas› için de,

o do¤runun K kümesinin en az iki

noktas›ndan geçmesi gerekmektedir.1

Tan›mlam›fl oldu¤um K kümesi-

nin nokta ve do¤rular› da yukardaki

iki özelli¤i sa¤larlar, yani,

1) K’n›n her iki noktas›ndan yine K’da olan bir do¤ru geçer.

2) K’n›n her do¤rusunun üstünde yine K’da bulunan en az

üç nokta vard›r.

Bir baflka örnek daha ele alal›m. K kümesi bir do¤rudan ve

bu do¤ru üstünde bulunan en az üç noktadan oluflsun. Elbette

K kümesinin de yukardaki iki özelli¤i vard›r.
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1 Cebirsel olarak ifade etmek istersek, A kümesi, a, b ve c tamsay›lar› için denk-
lemi ax + by + c = 0 olan do¤rulardan oluflur.



Sorumuz flu: K, bildi¤imiz düzlemin birtak›m nokta ve do¤-

rular›ndan oluflan bir kümeyse ve K’de en az iki do¤ru varsa ve

K yukar›daki iki özelli¤i sa¤l›yorsa2, K sonlu olabilir mi? Ola-

bilirse, bir örnek verin; olamazsa neden olamayaca¤›n› aç›kla-

y›n (yani olamayaca¤›n› kan›tlay›n.)

K’n›n nokta ve do¤rular›n›n düzlemde olmas› (düzleme çi-

zilebilmesi) önemlidir. Yoksa 7 noktal› ve 7 “do¤rulu” bir ör-

nek uydurmak pek zor de¤ildir. ‹flte o örnek: Noktalar›m›za A,

B, C, D, E, F, G diyelim. Do¤rular›m›z da afla¤›dak› nokta kü-

meleri olsunlar:

{A, B, C}

{A, G, D}

{A, F, E}

{C, D, E}

{B, G, E}

{C, G, F}

{B, G, E}

Bu örne¤i bir düzlemde çiz-

mek isterseniz, bir tek do¤ru ol-

mas› gerekti¤ini, yani 7 noktan›n

da ayn› do¤ru üstünde olmak zo-

runda kald›¤›n› görürsünüz. E¤er

en az iki do¤ru istiyorsak, do¤ru-

lar›n biri (yandaki çember gibi)

yamuk olmak zorundad›r:

Bildi¤imiz düzlemde yamuk do¤ru olamayaca¤›ndan bu ör-

nek geçerli de¤ildir. Benim istedi¤im, düzleme çizebilece¤imiz

ve do¤rular›n gerçekten do¤ru oldu¤u bir örnektir.

Sorumun yan›t›n› vereyim: Yukardaki iki özelli¤i sa¤layan

sonlu bir K kümesi yoktur. Neden?
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2 Yani K’n›n her iki noktas›ndan geçen do¤ru K’dad›r ve K’daki her do¤runun
üstünde gene K’dan en az üç nokta vard›r.



Bir an için yukardaki iki özelli¤i sa¤layan sonlu bir K kü-

mesinin oldu¤unu varsayal›m. Bu varsay›mdan bir çeliflki elde

edece¤iz. K kümesi düzlemin sonlu say›da nokta ve do¤rular›n-

dan olufluyor, bu önemli, çelifl-

ki bundan gelecek.

Yandaki flekle bakarak oku-

may› sürdürün. K kümesi sonlu

oldu¤undan, K kümesinde bir-

birine en yak›n olan, ama arala-

r›ndaki uzakl›k 0 olmayan bir nokta ve bir do¤ru vard›r. O

noktaya P, do¤ruya da  ad›n› verelim. P noktas›  do¤rusunun

üstünde de¤il. P’den  ’ye bir dik inelim. P’nin  ’deki izdüflümü-

ne R diyelim.  do¤rusunun üstünde K kümesinde olan en az üç

nokta olmal›, diyelim A, B ve C noktalar›. Bu üç noktadan iki-

si R’nin bir yan›nda, biri de öbür yan›nda olmak zorundad›r el-

bet (en kötü olas›l›kla bu üç noktadan biri R olabilir, ama bu-

nun önemi yok.) Bu üç noktan›n yukardaki flekildeki gibi da-

¤›ld›¤›n› varsayal›m: ikisi sa¤›nda, biri solunda. B noktas›yla

CP do¤rusunun K kümesinde oldu¤una dikkatinizi çekerim.

fiimdi, B noktas›n›n CP do¤rusuna olan uzakl›¤› (yani  BD 

uzakl›¤›), P noktas›n›n  do¤rusuna olan uzakl›¤›ndan (yani

 PR ’den) daha küçüktür, çünkü,

 BD <  EB <  PR 

eflitsizlikleri geçerlidir. Ama hani P noktas›n›n  do¤rusuna

olan uzakl›¤› K’deki

noktalar›n yine K’deki

do¤rulara olan uzak-

l›klar›n en küçü¤üy-

dü? Bir çeliflki elde et-

tik. Demek ki öyle bir

K kümesi yokmufl.

(Olsayd› evren tepe-

mize y›k›l›rd›.)
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