Rastgele Bir Say1 Segcme
ya da Olasilik Nedir

ircok yazimda olasilik sorusu sordum. Bu yazimda soru
Bsormayacaglm, sadece olasiligin matematiksel tanimini ve-
recegim.

1,2, 3,4, 5,6, 7,8 ve 9 sayilar1 arasindan rastgele bir say1
cekecek olursaniz, her bir saymnin ¢ekilme olasiligi 1/9°dur.
Cunku ¢ekebilecegimiz 9 say1 vardir ve herbirinin ¢ekilme ola-
siligr aynidir.

Ote yandan, kiiltiirel nedenlerden bazi sayilar insanlar tara-
findan daha ¢ok tutulurlar. Isterseniz deneyin. Kalabalik bir or-
tamda, ornegin bir sinifta, herkesin tek basamakli bir say1 tut-
masini isteyin, en ¢ok 7’nin tutuldugunu goreceksiniz.

“Sayilar Biri Sever” baslikli yazimda, iilke niifuslarinin, dag
yuksekliklerinin, nehir uzunluklarinin, borsa hissesi fiyatlari-
nin rastgele sayilar olmadigindan s6zetmistim, ¢iinkii (6rnegin)
bu sayilarin ilk basamag: buyuk bir cogunlukla 1 oluyordu.

Ama biz, kiiltiirel ve fiziksel etkenleri silip sayilarimiz1 “ger-
cekten” rastgele cekelim. Ornegin, bir torbaya bu sayilar1 ko-
yalim, torbayi iyicene karistiralim, sonra elimizi torbaya daldi-
rip sayilardan birini ¢ekelim. Iste size rastgele bir sayi... Asagi
yukari rastgele...
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Eger 100 sayimiz varsa ve bu sayilardan birini gercekten
rastgele cekiyorsak, her sayinin ¢ekilme olasihigi 1/100°dir.

Ilk 100.000 say1 arasindan rastgele birini ¢ekersek, her sa-
yinin gekilme olasiligr 1/100.000°dir. Ornegin 99999 ile 42671
sayilari arasinda ¢ekilme olasiligi bakimindan bir fark yoktur,
her ikisinin de cekilme olasiligi aynidir.

Milli Piyango biletleri arasinda da bir fark yoktur, her nu-
maranin ¢ekilme olasiligi aynidir. Bu yiizden bazi numaralari,
ornegin 123456789 numaral bileti, ¢ikmaz diye satin almak is-
tememenin ne bilimsel ne de matematiksel bir gerekgesi olabilir.

Sanirim buraya kadar her sey acik seciktir.

Aslinda her sey acik secik degil... Olmamasi gerekir. Rast-
gele bir say1 secmek oldukga zor bir istir, 6rnegin bilgisayara
rastgele bir say1 sectirmek neredeyse bash basina bir bilim da-
hidir. Belki bir giin bu konudan da s6z ederim bir yazimda.
Rastgele sayinin nasil secildigi 6nemli degil bizim a¢imizdan...
Biz, rastgele bir sayinin segilebildigini varsayacagiz.

Simdi, biitiin dogal sayilar arasindan rastgele bir say1 sece-
lim. Yani 0, 1, 2, 3, ... gibi pozitif tamsayilar arasindan... Son-
suz tane dogal sayiy1 bir torbaya koyacagiz, torbayi iyice (ama
iyice) karigtiracagiz ve elimizi torbaya daldirip, sayilardan biri-
ni rastgele cekecegiz.

Herhangi bir sayinin bir bagka sayiya gore ayricaligr yok,
1’in de, 2’nin de, 4782563903’tin de ¢ekilme olasiligi ayni...

O zaman, her saymin ¢ekilme olasiligi 0°dir.

Bu son dedigimizi kanitlayalim. Belli bir sayinin ¢ekilme
olasiligina ¢ diyelim!. Bir sayinin bir baska sayiya gore ¢ekilme
acisindan herhangi bir ayricaligi olmadigini varsaydigimizdan,
her sayinin ¢ekilme olasiligi aynidir, yani ¢’dur. Ilk 1000 say1-
dan birinin ¢ekilme olasihigiysa 1000¢’dur. i1k 100.000 sayidan

1 &, Yunan alfabesinin ¢ harfi. Epsilon diye okunur. Bu yazida “say1”, dogal say1
anlamina kullanilacak.
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birinin ¢ekilme olasiligi da 100.000¢’dur. Ik 1.000.000 sayi-
dan birinin ¢ekilme olasiligi 1.000.000¢’dur. Toplam olasilik 1
oldugundan, tiim bu olasiliklar en fazla 1 olabilir. Yani 7 ne
olursa olsun, 7 en fazla 1 olabilir. Ote yandan, & > 0 olsaydi,
belli bir 7 sayisi igin 7g sayisi 1’1 asardi. Demek ki € = 0 imis...

Her sayinin ¢ekilme olasiligi ayniysa, sonsuz say1 arasindan
herhangi bir saymin ¢ekilme olasiliginin 0 olmasi gerektigini
kanitladik.

Bu sonug biraz tuhaf gelebilir. Ornegin 253’ii cekme olasi-
ig1 0, yani 253’t ¢ekemezsiniz!.. Bana, “Niye ¢ekemeyecekmi-
sim ki, istersem bal gibi de cekebilirim,” diyebilirsiniz. Evet, is-
terseniz cekebilirsiniz. Ama ben size, “Isterseniz ¢ekemezsiniz”
demedim ki, “Rastgele cekemezsiniz” dedim. Isin piif noktasi
“rastgele” sozcugunde.

Elbet, rastgele say1 cektiginizde bir say1 gelecek, ama bu sa-
yiy1 6nceden bilme olasiliginiz 0’dir. Hatta, ¢ekilis yapilmadan
once, 1 degil, 1000 tahminde bulunsaniz, bu 1000 sayidan bi-
rinin ¢ikma olasihg da 0’dir.
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Diyelim bir say1 kiitmemiz var. Bu say1 kiimesine X adin1 ve-
relim. Eger X sonlu bir kiimeyse, rastgele ¢ekilmis bir sayinin
X’te olma olasiliginin 0 oldugunu yukarda gordik. Peki ya X
sonsuz bir kiimeyse? O zaman olasilik kactir, ya da — daha da
temel bir soru — boyle olasiliktan s6z edebilir miyiz? “Rastgele
¢ekilen bir saymin X kiimesinde olma olasiligi” ne demektir?
Bunun matematiksel tanimi var midir, varsa nedir?

Ornegin X cift sayilar kiimesiyse, rastgele cekilmis bir sayi-
nin X’te olma, yani ¢ift olma olasiligi 1/2°dir, c¢iinkii herkesin
bildigi gibi, sayilarin “yaris1” ¢ift, “yaris1” tektir. Sezgisel ola-
rak dogru olan bu 6nermeyi birazdan matematiksel olarak ka-
nitlayacagiz. Ama once “X’te olma” olasihiginin matematiksel
tanimini verelim.

[0, n) = {0, 1, 2, ... n—1} olsun. Eger rastgele cekilisi bu kii-
meden yapacak olursak, rastgele cekilen sayinin X kiimesinde
olma olasiligi, X kumesindeki #’den kiigik say1 sayisi bolu

IX A [0,n)
n

n’dir, yani,
dir. Bu sayiya p,(X) diyelim. Demek ki, 7#’den kiigik sayilar
arasindan rastgele cekilen bir sayinin X kiimesinde olma olasi-
lig1 p,(X)’dir.

Rastgele ¢ekilmis bir sayinin X’te olma olasiligini p,,(X) sa-
yilarinin sonsuzda aldiklari deger, yani

lim, _, o, p,(X)

olarak tanimlayabiliriz. Bu sayiya p(X) diyelim.

Bu tanimui kabul edelim: Rastgele ¢ekilen bir dogal saymin X
kiimesinde olma olasiligi p(X) = lim,, _, ., p,,(X) olarak tanimlansin.

Once, X kiimesi sonluysa, rastgele bir saymmn X’te olma
olasiliginin 0 oldugunu, yani p(X) = 0 esitligini kanitlayalim. X
say1 kiimesi sonlu oldugundan, X’teki sayilarin hepsi belli bir
sayidan, diyelim #2’den daha kuguktir. O zaman, #’den biiytuk
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her » sayisi igin,

X c[0,n)
dir ve

p(X) =1X N[0, n)l/n = |1 XI/n <min
dir. m sabit oldugundan,
p(X) =lim, _, , p,(X) <lim, , , m/n=0

dir, yani

p(X) =0
dir.

Simdi X cift sayilar kiimesi olsun. Bu kez p(X) = 1/2 esitligi-
ni kanitlayacagiz. X N [0, #) kiimesinin eleman sayisin1 bulalim.
X [0, n) kiimesinde, eger n tek sayiysa (n+1)/2 tane, eger # cift
sayiysa 7/2 tane say1 vardir. Demek ki, p,(X), bir (7 + 1)/2n olu-
yor, bir 1/2.

p,.(X) dizisi soyle bashyor:

0,1, 1/2,2/3,1/2,3/5,1/2,4/7, 1/2, 5/9, 1/2, 6/11, 1/2, 7/13...

Bu dizinin limitinin 1/2 oldugu belli. Demek ki, rastgele ce-
kilen bir dogal sayinin ¢ift olma olasiligi gercekten 1/2°dir.

Dileyen okur, X, 3’e boliinen sayilar kiimesi oldugunda,
p(X) = 1/3 esitligini kanitlayabilir.

Yine bu olasilik 6l¢timiiyle, bir saymin 4, 9, 25, 49 gibi bir
kareye bolinmeme olasihg 6/n2’dir... Rastgele iki sayinin da
birbirine asal olma olasiligi aynidir. Bu sonuglar Hardy ve
Wright’in yazdigi “An Introduction to the Theory of Num-
bers” kitabinin 332 ve 333’uncu teoremleridir. S6z agilmigken,
birinci basimi 1938’de yapilan bu kitaptan 20 kiisur yildir bu-
yiik bir zevk aldigimi belirtmeliyim, herkese oneririm.

Yukardaki olasilik tanimi, olasi tanimlardan sadece biridir
ve bir anlamda en dogalidir. Baska olasilik ol¢iimleri de olabi-
lir. Hatta bu 6l¢iimler de oldukga dogal bulunabilir. Ornegin,
kuigtik sayilarin secilme olasiliginin daha buiyitk olmasi gerekti-
gini distinebiliriz. p(n), n sayisinin ¢ekilme olasiligiysa,

p(0) = 1/2
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p(1) = 1/4
p(2) = 1/8
p(3) = 1/16
p(4) = 1/32
p(5) = 1/64
p(6) = 1/128
p(7) = 1/256

ve genel olarak,

p(n) = 1/2n+1

1 ) 1
p(X) :erxsz =lim ;. Z,’exqo,n] i+l

olarak dustinebiliriz. O zaman,

olarak tanimlanur.

Dikkat edilirse, bu son tanimla p(N) = 1°dir. (Burada N do-
gal sayilar kiimesini simgeliyor.) Yani bir say1 se¢me olasihig 1,
yani yiizde yiiz, olmasi gerektigi gibi...

Ote yandan, bu olasilik tanimiyla, 0’1 secme olasilig1 1/2,
eskisi gibi 0 degil.

Cift say1 se¢gme olasiligi,
diir. Tek sayi se¢gme olasiligi da 1 — 2/3 = 1/3.

Bu olasilik ol¢iimiiyle, rastgele secilen bir sayinin asal olma

1l e
33 +24 +26 + 58 + ") +o= pasal 591"
olasilig::

Bu say1 en fazla, 1/3 — 1/4 + 1/8 = 5/24’duir (ciinkii gekilen
saymnin tek say1 olma olasiligi 1/3, 1 olma olasihigi 1/4, 2 olma
olasiligi 1/8), ama kesinlikle 1/23 + 1/24 + 1/26 + 1/28 + 1/212
sayisindan buytktir. Bu olasihgin ka¢ oldugunu tam olarak
bilmiyorum, sanirim kimse bilmiyor.

Baska olasilik tanimlar1 da olabilir. Ornegin, olasilik,
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> 1/x
xeXM1,n]

2 i

P(X) =lim ;e

olarak tanimlanabilir.

Bir olasilik tanimindan ne isteriz? Matematikte hep oldugu
gibi, ne istemek istersek onu isteriz. Genellikle bir olasiliktan
sunlar istenir:

1. Olasilik 0’la 1 arasinda degisen bir say1 olsun. Matema-
tikgesi: 0 < p(X) < 1.

2. Toplam olasilik 1 olsun. Yani olaylardan herhangi biri-
nin gerceklesme olasiligi 1 olsun. Bu, mutlaka bir olay gergek-
lesecek anlamina gelir. Yukardaki 6rneklerde, mutlaka bir sayi
cekilecek demektir bu. Matematikcesi: Eger A biitiin olaylar
kiimesiyse (yukarda A = N), p(A) = 1.

3. Eger n € N olmak tizere, X, ayrik kiimeleri simgeliyor-
sa, bir olayin X,, kimelerinden birinde olma olasilig, olayin X,
kiimesinde olma olasiliklarinin toplamidir. Matematiksel for-

U X =20, PXn)

miiliyle,

Yukarda verdigimiz 6rneklerin hepsi bu sonuncu kosulu sag-
lamiyor. Onlar bu anlamda olasilik degillerdir ama 6yleymis gibi
sozedilir.

Yukardaki ti¢ kosulu saglayan bir fonksiyona olasilik
fonksiyonu denir. Daha 6nce olasiligin matematiksel tanimini
bilmiyordunuz, artik biliyorsunuz. Bundan boyle size bir olayin
olasiligi soruldugunda, “Olasilik fonksiyonumuz ne?” diye so-
rabilirsiniz.
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