Matematik ve Sonsuz

erek konusma vermeye gittigim okullarda, gerek bana ge-

len okur mektuplarinda, 6grenci ve 6gretmenlerin mate-
matikteki sonsuzluk kavramini pek iyi bilmediklerini gozlemle-
dim. Ornegin, bircok kisi,

* Sonsuz eksi sonsuz,

* Sonsuz bolu sonsuz
gibi islemlerin yapilabilecegi saniyor. Kimisi de “sonsuz eksi
1”in bir say1 oldugunu saniyor, yani sonsuzdan hemen 6nce bir
say1 oldugunu saniyor.

Bu yazida, matematikte kullanilan sonsuzluk kavramina bi-
raz aciklik getirmek istiyorum.

“Sonsuz” dendiginde, genellikle, cok uzakta, taa otede, ula-
silamayacak bir yer diigtinuliir. Genel olarak, “sonsuz” sozcii-
gu bir yer adiymis gibi kullanilir. Bursa gibi, Balikesir gibi,
Fransa ya da Amerika gibi... Bursa’yla Sonsuz arasindaki tek
ayrim, Sonsuz’a hi¢ ulagilamamasidir.

Kimi zaman da, “sonsuz” dendiginde ¢ok buyuk bir miktar
akla gelir, sayilamayacak kerte buiyiikk bir miktar... Bu ikinci
anlam, “sonsuz”un matematiksel anlamina daha yakindir.

Giunlik yasamda kullanilan anlamda bir “sonsuz”un ger-
cekte (dogada, evrende, uzayda...) olup olmadigi ayri bir tartis-
ma konusudur. Belki de “sonsuz”, imgelemin bir tiriintidur ve
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dogada yoktur. Ama bizim konumuz, sonsuzun varligi ya da
yoklugu degil, tanimi. Biraz daha acayim: “Sonsuz”un ne de-
mek oldugunu tanimlamak baskadir, “sonsuz”un var olup ol-
madigim kanitlamak baska. Yani, kavramin tanimiyla varhig:
bambaska sorunsallardir.

Ben, bu yazida daha cok “sonsuz”un matematiksel tani-
muyla ilgilenecegim. Konumuz felsefe degil. Yazinin sonunda,
matematikte sonsuzun varligi konusuna soyle bir deginecegim.

Yukarda, “sonsuz” sozcugune gunliik yasamda verdigimiz
anlamdan kisaca sozettim. Matematikte “sonsuz”un bambas-
ka bir anlami vardir. Glinliik yasamda kullanilan “sonsuz”un
tam ne demek oldugunu pek iyi bilmiyorsak da, matematikte
“sonsuz” sozcuguniin kesin bir anlami vardir.

Popiiler matematik yazilarimin bircogunda, giinlitk yagam-
da kullanilan “sonsuz” kavraminin bu belirsizliginden yararla-
nip catigskilar (paradokslar) sundum okura. Bu catigkilar bugiin
artik birer ¢atiski degilse de, pek yakin bir zamana dek ¢atis-
kiydilar. Ciinkii matematigin “sonsuzluk” kavrami 19’uncu
yiizyilin sonuna dek agik secik bilinmiyordu. “Sonsuz” konu-
sunda buytik bir kargasa vardi. Kerli felli adamlar “sonsuz”
kavrami Uzerinde birbirleriyle anlasamiyorlar, bu ayriliktan
dolay: birbirlerine kiisiiyorlardi. Kiimeler kuraminin geligme-
siyle birlikte (Georg Cantor sayesinde), matematikte “son-
suz”un ne anlama gelmesi gerektigi anlasildi.

Matematikteki “sonsuz” kavramina agiklik getirilmesinin
puf noktast sudur: “Sonlu”nun ne demek oldugunu anlarsak,
“sonsuz”un da ne demek oldugunu anlariz, ciinkii “sonsuz”,
“sonlu”nun karsitidir, sonlu olmayana sonsuz deriz!.

1 Bu tanimin “sonsuz”u gercekten tanimlayabilmesi icin, “sonlu”nun ne demek ol-
dugunu bilmemiz gerekir. Matematikte “sonlu”nun birgok tanimi verilebilir. Bi-
tiin bu tanimlar birbirleriyle esdeger tanimlardir elbette. Yani bir tamim igin son-
lu olan kiime, bir bagka tanim i¢in de sonludur. Burada, matematikte “sonlu”nun
tanimini vermeyecegiz. Okurun, bu tamimu sezgisiyle bildigini varsayacagiz.
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Matematikte “sonsuz” bir sifattir, bir ad degildir. Nasil
“sonlu” bir sifatsa, matematikte kullanilan “sonsuz” da bir
sifattir. Sonsuz, sonlunun kargitidir. Matematikte sonlu olma-
yana sonsuz denir.

Adina “sonsuz” denilen matematiksel bir nesne yoktur.
Ama sonsuz matematiksel nesneler vardir.

Nasil “sar1”, “yesil”, “uzun”, “sicak” birer sifatsa, mate-
matikteki “sonsuz” sozctigi de bir sifattir.

Matematikte, adi “sonlu” olan bir nesne olmadig gibi,
“sonsuz” diye de bir nesne yoktur.

Yineliyorum: Matematikte, “sonlu” ve “sonsuz” sozciikle-
ri birer sifattir. Ornegin, “sonlu say1” terimindeki “sonlu” soz-
cigii “say1” sozctuiguinii niteler. Bunun gibi, “sonsuz say1” teri-
mindeki “sonsuz” sézcugi “say1”yi1 niteler. (Matematik boli-
miinde okumamig bir okurun sonsuz say1 kavramini, hatta son-
lu say1 kavramini da, bildigini sanmiyorum.)

Matematikte S bir nesnedir. 1 de bir nesnedir. Dolayisiyla
5’ten 1’i ¢ikarabiliriz ve 4 nesnesini buluruz.

Ama “sonsuz”, bir nesne olmadigindan, matematikte oo — 1
diye bir nesne yoktur ve oo — 1’in yazilmamasi gerekir. Bir sifat-
tan bir nesne ¢ikaramayiz.

Bu kavram karisikhginin suclusu 6grenciler degil, elbette...
Ogrenci hicbir zaman suglu olamaz ve her zaman haklidir! Lise
ogrencilerine, bugtinkii egitim sistemimizde, “sonsuz”un tam ma-
tematiksel anlami anlatilamaz. Bugiinkii egitim
sistemimizde, din bilgisi gibi, savunma bilgisi gi-
bi, trafik bilgisi gibi, ticaret gibi ¢cok daha “yarar-
I1” ve si1g dersler okutulmaktadir. Ogrenciler haf-
tada 4 saat matematik gortrlerse ne ala!

Egitim sistemimizin oldugu kadar biz mate-
matikcilerin de sucu var bu kavram karisikli-
ginda. Matematikgiler, “sonsuz”u ¢cogu kez bir

ad gibi kullanirlar. Ornegin, sanki sonsuz bir
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yer adiymug gibi, “7 sonsuza gittiginde” derler. Hatta gormiis-
suntizdur, lim,,_, ., yazarlar. Bu timcecikte, “sonsuz” sanki bir
yer adiymus gibi kullanilmis. Yanlig! Matematikte “sonsuz” di-
ye bir yer yoktur.

Asil suglu « simgesi. Ortadgretimde, matematiksel simgeler
genellikle nesneler icin kullanilir. Bogkiime bir nesnedir ve sim-
gesi @dir ornegin. Oysa oo simgesi, bir nesnenin simgesi degildir.

Bu yiizden “n sonsuza gittiginde” dememek gerekir. Onun
yerine, “n durmadan buiytidiigiinde, yani her tamsayiyi bir sti-
re sonra astifinda” demek daha dogru olur.

Matematikgiler,

Sonsuz eksi sonsuz, o — o
Sonsuz bolu sonsuz, oo/
demez ve yazmazlar. Yazdiklarinda da bunun ne demek oldu-
gunu aciklamak zorundadir. Ama kimi zaman, matematikgi,
o+l =0
-1 =
o0 + 00 = O
o [2 =ow
2 x00 =
yazabilir. Burada, matematikc¢inin soylemek istedigi,

e Sonsuz art1 1, sonsuza esittir

e Sonsuz eksi 1, sonsuza esittir

e Sonsuz art1 sonsuz, sonsuza esittir

e Sonsuz boli 2, sonsuza esittir

e ki kere sonsuz, sonsuza esittir
degildir. Matematikgi sirasiyla sunlari soylemek istiyordur:

® Durmadan biiyiiyen bir degiskenden 1 ¢ikarirsak, elde et-
tigimiz degisken de durmadan buyiir,

® Durmadan buyuyen bir degiskene 1 eklersek, elde ettigi-
miz degisken de durmadan buytr,

e ki degisken durmadan biiyiiyorsa, o degiskenlerin topla-
mi1 da durmadan buytr,
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® Durmadan biiyiiyen bir degiskeni ikiye bolersek, gene
durmadan buyiiyen bir degisken elde ederiz,

e Durmadan biytiyen bir degiskeni ikiyle ¢arparsak, gene
durmadan biiyliyen bir degisken elde ederiz.

Ta eski Yunanlilardan beri, matematikgiler ve filozoflar
“sonsuz” ve “sonsuzluk” tiizerine kafa yormuslardir. Gegen
yiizyilda, matematigin sonsuzluk kavramini Alman matematik-
¢i Georg Cantor bigimsellestirdi. Cantor’a gore sonsuz bir sifat-
tir. O giin bu giin, matematikgiler “sonsuz”u ad olarak degil,
sifat olarak kullanirlar.

Matematikte sonsuz bir nesnenin? varligi konusuna gelince...3

Matematikte sonsuz bir nesnenin varligi (boyle bir nesnenin
varligini kabul eden bir belit/aksiyom olmadan) kanitlanamaz.
Ote yandan matematikgiler “sonsuz” nesnelerden sozedebil-
mek isterler. Matematikg¢i sonlu nesnelerle baktiginda, kimi za-
man sonsuzu gorur gibi olur, yani “sonsuz,” sonlunun arasin-
dan kendini gosterir, kendini belli eder. Dolayisiyla matematik-
¢i sonsuz nesnelerin varligini kanitlayamasa da, sonsuz nesne-
lerden s6zedebilmek ister. Bir 6rnek vereyim:

0, 1, 2, 3, 4 gibi dogal sayilar sonlu matematiksel nesnelerdir.
Peki, ya bu dogal sayilardan olusan nesne? Yani

{0,1,2,3,4,5,6,...}
nesnesi? Bu nesnenin sonsuz oldugunu (yani sonsuz tane 6ge
icerdigini) biliyoruz. Biliyoruz ama, matematikte boyle bir nes-
ne var midir? Yani bu nesne, matematikte soziinti edebilecegi-
miz bir kiime midir?4

Bu nesnenin bir kiime oldugu matematigin en basit belitleriyle
(aksiyomlariyla) kanitlanamaz.

2 “Kumenin” demek istiyorum.

3 Dikkat: “Sonsuz” adi verilen bir nesneden soz etmiyorum, 6ge sayisi sonsuz
olan bir kiimeden soz ediyorum.

4 Matematikte kiime olmasini arzu ettigimiz her nesneyi kiime varsayarsak, ma-
tematikte bir geligki elde ederiz. Matematik ve Korku adli kitabimdaki Bert-
rand Russell’in Paradoksu yazisi bu konuyu islemektedir.
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Madem varhgini kanitlayamiyoruz ama 6yle bir nesnenin
bir kiime olmasini istiyoruz, biz de matematikte boyle bir kii-
menin oldugunu varsayariz, yani bu nesneyi kiime yapacak bir
beliti (aksiyomu) matematige sokariz... Boylece, matematikte
sonsuz bir kiime belirir... Daha 6nce yoktu, bir belitle var ettik!

Ve bu beliti kullanarak matematikte sonsuz bir nesnenin
varhigimi kanitlamis oluruz.

Dogada sonsuz bir nesnenin olup olmadig: tartigmasini
okurlara ve filozoflara birakiyorum. Ben, bu konudaki distin-
celerimi, Matematik ve Doga adl kitabimin ayni baslikli yazi-
sinda aciklamigtim.
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