Hi¢ Kisalmadan Kisalan Yol

ki metrelik bir yol, hi¢ uzayip kisalmadan, bir metrelik bir
Iyola dontisebilir mi? Bu yazida yanitin evet oldugunu gorece-
giz. Iki metrelik bir yol, hepimizin gozleri 6niinde, bir santimet-

re bile kisalmadan bir metrelik bir yola dontisecek.
Her kenari 1 metre olan asagidaki eskenar tiggene bir goza-

tin once.

C Bu tiggende A noktasiyla B nok-
tasi arasindaki uzaklik 1 metredir.
1 1 Eger A’dan B’ye gitmek icin en kisa
yol olan AB dogru pargasini sece-
cek olursak 1 metre gideriz. Ama

A B A’dan B’ye gitmek icin C’den gece-
1

cek olursak, yani ACB yolunu izler-
sek, 2 metre yol aliriz, ¢iinkiit AC ve CB dogru parcalari birer
metredir. ACB yolunu hig kisaltmadan AB dogru par¢asina do-

nusturecegim. Herkesin gozu .

oniinde...
A’dan B’ye gitmek i¢in yanda-
ki zigzag yolu secersek ka¢ metre

e 12
gideriz?
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Dort kez yarim metre gidecegimizden, yolumuz gene 2 met-
re olur.
Ya asagidaki zigzagzigzag yolu izlersek?

Gene iki metre gideriz, ciinkii
sekiz kez 1/4 metre yol katetmek
zorunda kaliriz.

A c

Sagdaki yola bakalim:

Bu yol da 2 metre, ciinkii 16
kez 1/8 metre gidiyoruz.

Yollar gittik¢e daha ¢cok AB
dogru parcasina yaklasiyor,
ama uzunluklari sabit (2 metre) *

kaliyor...

Goruldugu gibi bu kirik yollarin herbirinin uzunlugu 2 metre.

Yukarda yaptigimizi hi¢ durmadan (sonsuza dek) siirdiire-
biliriz, yani bu islemin limitini alabiliriz. Kirik yollar “sonsuz-
da” AB dogru pargasi olur. Matematiksel bir deyisle kirik yol-
lar AB dogru parcasina yakinsar. Ama kirik yollarin uzunlugu
hep iki metredir. Herbirinin uzunlugu iki metre olan yollar, na-
sil olur da uzunlugu 1 metre olan bir yola yakinsayabilir? Yok-
sa 1, 2’ye mi esittir? Degilse, ki degil, iki metrelik bir yol, nasil
oldu da hi¢ kisalmadan bir metrelik bir yola dontistii?

Burda neler olup bittigini aciklayabilir misiniz?

Agiklanacak bir sey yok!

Uzunlugu 2 metre olan yollar, uzunlugu 1 metre olan bir
yola bal gibi de yakinsayabilir! Hepimizin gozleri éntinde ya-
kinsamadi mi?

Yollarin limitinin uzunlugu (6rnegimizde 1), o yollarin
uzunluklarinin limitine (6rnegimizde 2) esit olmayabilir. Yu-
karda olan da bu zaten.
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Kirik yollara sirasiyla,

V1> Y25 Y35 ---
adlarimi verelim. A’dan B’ye gi-

kanit
isterim |
den duz yola da y diyelim. Her kantt,
y,/nin uzunlugu 2 (¢unkd vy, A o w
yolu, uzunlugu 1/27 olan 27+1 =21 @[”’) E

kirtk yoldan olusuyor), ote 24 ) e ‘700):0'/

yandan y’nin uzunlugu 1. Bu
y,, yollar1 sonsuzda y’ye yakin-

sar, bundan hi¢ kusku yok.
Ama y,’lerin uzunluklar1 y’nin
uzunluguna yakinsamiyor. ==

Bu, her ne denli sasilacak bir seyse de, matematikle ¢eligmi-
yor, herhangi bir “mantiksizlik” yok. Yukarda olanbiten celis-
se celigse sezgiyle ¢elisir.

Matematikte kimi zaman iste boyle sasilasi, sezgiyle pek an-
lagilamayacak seyler olur. Sezgiyle dogru oldugunu sandigimiz,
hatta dogrulugundan emin oldugumuz olgulari, iste bu yiizden
matematiksel olarak kanitlamak zorunlulugunu duyumsariz.
Sezginin yanildig1 olur. Yukarda oldugu gibi.

Kimi okur yukarda olanlarin nedenini soyle aciklamig ola-
bilir: “y, yollari, kirik, koseli yollardirl. O yollar yumusak vi-
rajli yollar olsalardi, boyle bir sorun olmazdi, vy, yollarinin
uzunlugu 1’e yakinsardi.” Bu aciklama dogru degildir. y,, yol-
larin1 biraz onarimla yumusak virajli yollara donusturebiliriz
ve bunu 6yle yapabiliriz ki, yumusak virajli yeni yollar gene AB
dogrusuna yakinsar ama yollarin higbirinin uzunlugu degis-
mez, gene 2 metredirler.

“Kusur” elbette kirik yollarda. Ama kirik yollarin kirikli-
ginda degil kusur. Biraz 6nce de dedigim gibi, kirik yollari yu-
musak yollar haline getirsek bile sezgimizle ¢elisebiliriz (ama

1 Matematikgesi: y,, yollarinin her noktada tiirevi yoktur.
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matematikle ¢elismeyiz.) Bu yollarin ne “kusuru” var?

Bu, bir popiiler matematik yazisi olduguna gore, y,, yollari-
nin “kusurunu” herkesin anlayabilecegi bir dilde agiklayabil-
mem gerekiyor. Ne yazik ki bu pek kolay olmayacak. Hatta
basaramayacagimi daha basindan biliyordum. Burda olanbite-
ni tam anlamiyla anlayabilmek i¢cin matematik boélimiiniin en
az ilk iki yilin1 bitirmek gerekir.

Tam aciklayamasam bile, sezgi giiciimiizin matematikle
yarigamayacagini gosteren giizel bir 6rnek bu bence.

Gene de aciklamaya ¢aligayim.

Evet... Yollarin “kusuruna” geleyim. Yollarin ne “kusuru”
var?

Iki cesit kirik yolumuz var. Asagidaki dogru gibi yukariya

e

ve asagidaki dogru gibi asagi inenler:

N

Birincisi gibi olanlarin egimine 1/3, ikincisi gibi olanlarin

cikanlar:

egimine —1//3 diyelim (denir!). Dileyen okur, bunlari tanim
olarak kabul edebilir. Her y, yolu, egimi 13 ve —1/\3 olan
dogru parcalarindan olusmustur. Ote yandan y yatay bir yol-
dur ve egimi 0’dir.
[lk koordinat1 1/3 olan ve y;’in iistiindeki noktaya bakalim.
Bu nokta egimi 13 olan bir dogru parcasinin ustiindedir.
B (Asagidaki sekle bakin).

[lk koordinati 1/3 olan ve
y,’nin ustiindeki noktaya ba-
kalim. Bu nokta egimi —1/V3
olan bir dogru parcasinin {is-
tindedir. (Gene yandaki sek-

¢ le bakin.)
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Ik koordinati 1/3 olan ve y;’iin tstiindeki noktaya baka-
lim. Bu nokta egimi 1/N'3 olan bir dogru parcasmin iistiindedir.

[k koordinat1 1/3 olan ve y,’iin iistiindeki noktaya bakalim.
Bu nokta egimi —1/7'3 olan bir dogru parcasinin istiindedir.

Bunu boyle siirdiirebiliriz. Bir 6nceki 1/3 Nerde? baslikli
yazimizi iyi anlayan okur, egimlerin durmadan 173 ve —1/\3
olarak degistigini gorecektir. Ote yandan y’nin egimi 0’dur.

Iste y,’lerin kusuru bu: y,’ler y’ye yakinsiyor ama v,’lerin
egimleri y’nin egimine yakinsamiyor. y,’lerin egimleri kah 173
kah —1A/3 oluyor, ama y’nin egimi 0.

Peki, ya y,’lerin egimi, y’nin egimine yakinsaydi? O zaman
ne olurdu? O zaman da boyle bir sorun ¢ikabilirdi. Boyle bir
sorun ¢itkmamasi igin, yani y,’lerin uzunluklarinin limitinin
y, lerin limitinin uzunlugu olabilmesi i¢in, y,’lerin egiminin
y’nin egimine yakinsamasindan baska, bu yakinsamanin diiz-
gun bir yakinsama?2 olmasi gerekirdi. “Diizgiin yakinsama” ko-
nusunu, burda, boyle kisa bir popiiler matematik yazisinda
aciklamaya kalkismama yeteneklerim miisaade etmiyor...

2 Ingilizcesiyle “uniformly convergent”.
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