
Hiç K›salmadan K›salan Yol
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‹ki metrelik bir yol, hiç uzay›p k›salmadan, bir metrelik bir
yola dönüflebilir mi? Bu yaz›da yan›t›n evet oldu¤unu görece-

¤iz. ‹ki metrelik bir yol, hepimizin gözleri önünde, bir santimet-
re bile k›salmadan bir metrelik bir yola dönüflecek.

Her kenar› 1 metre olan afla¤›daki eflkenar üçgene bir göza-
t›n önce.

Bu üçgende A noktas›yla B nok-
tas› aras›ndaki uzakl›k 1 metredir.
E¤er A’dan B’ye gitmek için en k›sa
yol olan AB do¤ru parças›n› seçe-
cek olursak 1 metre gideriz. Ama
A’dan B’ye gitmek için C’den geçe-
cek olursak, yani ACB yolunu izler-

sek, 2 metre yol al›r›z, çünkü AC ve CB do¤ru parçalar› birer
metredir. ACB yolunu hiç k›saltmadan AB do¤ru parças›na dö-
nüfltürece¤im. Herkesin gözü
önünde...

A’dan B’ye gitmek için yanda-
ki zigzag yolu seçersek kaç metre
gideriz?
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Dört kez yar›m metre gidece¤imizden, yolumuz gene 2 met-
re olur.

Ya afla¤›daki zigzagzigzag yolu izlersek?

Gene iki metre gideriz, çünkü
sekiz kez 1/4 metre yol katetmek
zorunda kal›r›z.

Sa¤daki yola bakal›m:
Bu yol da 2 metre, çünkü 16

kez 1/8 metre gidiyoruz.
Yollar gittikçe daha çok AB

do¤ru parças›na yaklafl›yor,
ama uzunluklar› sabit (2 metre)
kal›yor...

Görüldü¤ü gibi bu k›r›k yollar›n herbirinin uzunlu¤u 2 metre.
Yukarda yapt›¤›m›z› hiç durmadan (sonsuza dek) sürdüre-

biliriz, yani bu ifllemin limitini alabiliriz. K›r›k yollar “sonsuz-
da” AB do¤ru parças› olur. Matematiksel bir deyiflle k›r›k yol-
lar AB do¤ru parças›na yak›nsar. Ama k›r›k yollar›n uzunlu¤u
hep iki metredir. Herbirinin uzunlu¤u iki metre olan yollar, na-
s›l olur da uzunlu¤u 1 metre olan bir yola yak›nsayabilir? Yok-
sa 1, 2’ye mi eflittir? De¤ilse, ki de¤il, iki metrelik bir yol, nas›l
oldu da hiç k›salmadan bir metrelik bir yola dönüfltü?

Burda neler olup bitti¤ini aç›klayabilir misiniz?
Aç›klanacak bir fley yok!
Uzunlu¤u 2 metre olan yollar, uzunlu¤u 1 metre olan bir

yola bal gibi de yak›nsayabilir! Hepimizin gözleri önünde ya-
k›nsamad› m›?

Yollar›n limitinin uzunlu¤u (örne¤imizde 1), o yollar›n
uzunluklar›n›n limitine (örne¤imizde 2) eflit olmayabilir. Yu-
karda olan da bu zaten.
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K›r›k yollara s›ras›yla,
y1, y2, y3, ...

adlar›n› verelim. A’dan B’ye gi-
den düz yola da y diyelim. Her
yn’nin uzunlu¤u 2 (çünkü yn

yolu, uzunlu¤u 1/2n olan 2n+1

k›r›k yoldan olufluyor), öte
yandan y’n›n uzunlu¤u 1. Bu
yn yollar› sonsuzda y’ye yak›n-
sar, bundan hiç kuflku yok.
Ama yn’lerin uzunluklar› y’n›n
uzunlu¤una yak›nsam›yor.

Bu, her ne denli flafl›lacak bir fleyse de, matematikle çeliflmi-
yor, herhangi bir “mant›ks›zl›k” yok. Yukarda olanbiten çelifl-
se çeliflse sezgiyle çeliflir.

Matematikte kimi zaman iflte böyle flafl›las›, sezgiyle pek an-
lafl›lamayacak fleyler olur. Sezgiyle do¤ru oldu¤unu sand›¤›m›z,
hatta do¤rulu¤undan emin oldu¤umuz olgular›, iflte bu yüzden
matematiksel olarak kan›tlamak zorunlulu¤unu duyumsar›z.
Sezginin yan›ld›¤› olur. Yukarda oldu¤u gibi.

Kimi okur yukarda olanlar›n nedenini flöyle aç›klam›fl ola-
bilir: “yn yollar›, k›r›k, köfleli yollard›r1. O yollar yumuflak vi-
rajl› yollar olsalard›, böyle bir sorun olmazd›, yn yollar›n›n
uzunlu¤u 1’e yak›nsard›.” Bu aç›klama do¤ru de¤ildir. yn yol-
lar›n› biraz onar›mla yumuflak virajl› yollara dönüfltürebiliriz
ve bunu öyle yapabiliriz ki, yumuflak virajl› yeni yollar gene AB

do¤rusuna yak›nsar ama yollar›n hiçbirinin uzunlu¤u de¤ifl-
mez, gene 2 metredirler.

“Kusur” elbette k›r›k yollarda. Ama k›r›k yollar›n k›r›kl›-
¤›nda de¤il kusur. Biraz önce de dedi¤im gibi, k›r›k yollar› yu-
muflak yollar haline getirsek bile sezgimizle çeliflebiliriz (ama
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1 Matematikçesi: yn yollar›n›n her noktada türevi yoktur.



matematikle çeliflmeyiz.) Bu yollar›n ne “kusuru” var?
Bu, bir popüler matematik yaz›s› oldu¤una göre, yn yollar›-

n›n “kusurunu” herkesin anlayabilece¤i bir dilde aç›klayabil-
mem gerekiyor. Ne yaz›k ki bu pek kolay olmayacak. Hatta
baflaramayaca¤›m› daha bafl›ndan biliyordum. Burda olanbite-
ni tam anlam›yla anlayabilmek için matematik bölümünün en
az ilk iki y›l›n› bitirmek gerekir.

Tam aç›klayamasam bile, sezgi gücümüzün matematikle
yar›flamayaca¤›n› gösteren güzel bir örnek bu bence.

Gene de aç›klamaya çal›flay›m.
Evet... Yollar›n “kusuruna” geleyim. Yollar›n ne “kusuru”

var?
‹ki çeflit k›r›k yolumuz var. Afla¤›daki do¤ru gibi yukar›ya

ç›kanlar:

ve afla¤›daki do¤ru gibi afla¤› inenler:

Birincisi gibi olanlar›n e¤imine 1/√3, ikincisi gibi olanlar›n
e¤imine –1/√3 diyelim (denir!). Dileyen okur, bunlar› tan›m
olarak kabul edebilir. Her yn yolu, e¤imi 1/√3 ve –1/√3 olan
do¤ru parçalar›ndan oluflmufltur. Öte yandan y yatay bir yol-
dur ve e¤imi 0’d›r.

‹lk koordinat› 1/3 olan ve y1’in üstündeki noktaya bakal›m.
Bu nokta e¤imi 1/√3 olan bir do¤ru parças›n›n üstündedir.

(Afla¤›daki flekle bak›n).
‹lk koordinat› 1/3 olan ve

y2’nin üstündeki noktaya ba-
kal›m. Bu nokta e¤imi –1/√3
olan bir do¤ru parças›n›n üs-
tündedir. (Gene yandaki flek-
le bak›n.)
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‹lk koordinat› 1/3 olan ve y3’ün üstündeki noktaya baka-
l›m. Bu nokta e¤imi 1/√3 olan bir do¤ru parças›n›n üstündedir.

‹lk koordinat› 1/3 olan ve y4’ün üstündeki noktaya bakal›m.
Bu nokta e¤imi –1/√3 olan bir do¤ru parças›n›n üstündedir.

Bunu böyle sürdürebiliriz. Bir önceki 1/3 Nerde? bafll›kl›
yaz›m›z› iyi anlayan okur, e¤imlerin durmadan 1/√3 ve –1/√3
olarak de¤iflti¤ini görecektir. Öte yandan y’n›n e¤imi 0’d›r.

‹flte yn’lerin kusuru bu: yn’ler y’ye yak›ns›yor ama yn’lerin
e¤imleri y’nin e¤imine yak›nsam›yor. yn’lerin e¤imleri kâh 1/√3
kâh –1/√3 oluyor, ama y’nin e¤imi 0.

Peki, ya yn’lerin e¤imi, y’nin e¤imine yak›nsayd›? O zaman
ne olurdu? O zaman da böyle bir sorun ç›kabilirdi. Böyle bir
sorun ç›kmamas› için, yani yn’lerin uzunluklar›n›n limitinin
yn’lerin limitinin uzunlu¤u olabilmesi için, yn’lerin e¤iminin
y’nin e¤imine yak›nsamas›ndan baflka, bu yak›nsaman›n düz-
gün bir yak›nsama2 olmas› gerekirdi. “Düzgün yak›nsama” ko-
nusunu, burda, böyle k›sa bir popüler matematik yaz›s›nda
aç›klamaya kalk›flmama yeteneklerim müsaade etmiyor...

93

2 ‹ngilizcesiyle “uniformly convergent”.


