
Çemberin Çevresi, Dairenin Alan›,
 ’nin De¤eri
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Bu yaz›da, r yar›çapl› bir çemberin çevresinin neden 2 r, ala-

n›n›n neden  r2 oldu¤unu görece¤iz. ‹lkokuldan beri ezberle-

tilen bu formüllerin kan›tlar›n› merak etmemifl olabilirsiniz. Ne

yaz›k ki okullarda -salt Türkiye’de de¤il, dünyan›n hemen hemen

her yerinde ve özellikle matematik derslerinde- ö¤renciler sorgu-

lamaya teflvik edilmezler. Ö¤retmenin dedi¤i kabul edilir.

Yaz›n›n ortalar›nda 3 <  eflitsizli¤ini kan›tlayaca¤›m. He-

men, “çok kolay” deyip kaleme kâ¤›da sar›lmay›n. 3 <  eflitsiz-

li¤ini kan›tlamak için  ’nin tan›m›n› bilmek gerekir.  ’nin tan›-

m›n› biliyor musunuz? Sanm›yorum. Okullarda pek ö¤retilmez.

Bu eflitsizli¤i kan›tlamak için okullarda ö¤retilen  = 3,14 yada

 = 22/7 gibi (do¤ru olmayan) bilgiler kullan›lmamal›d›r1. Yaz›-

n›n 6’nc› bölümünde  ’nin tan›m›n› verece¤im. O tan›m okun-

duktan sonra 3 <  eflitsizli¤i kan›tlanmal›d›r, daha önce de¤il.

Çok basit matematikten bafllayaca¤›z. Önce ünlü Pisagor ve

Tales teoremlerini kan›tlayaca¤›z. Bu biraz zaman alacak. Bu

1 Okullarda, genellikle  ’nin 3,14’e eflit oldu¤u ö¤retilir. Bu do¤ru de¤ildir.  sa-
y›s› afla¤› yukar› 3,14’tür. Tam 3,14 de¤ildir. Örne¤in  say›s› 3,14159’a daha
yak›nd›r.  say›s›, 3,14159 diye bafllar ama sonsuza dek, hiç yinelenmeden sü-
rer gider. Bunu kan›tlayabilmek için önce  ’nin tan›m›n› bilmek gerekir. Tan›-
m› bilinmeyen bir say›n›n de¤eri de bilinemez elbette. Tan›mland›ktan sonra
bile  ’nin de¤eri üzerine bir fley söylemek kolay de¤ildir.



yüzden, Pisagor ve Tales teoremlerini ve kan›tlar›n› bilen okur,

dilerse, do¤rudan beflinci bölüme gidebilir.

1. Üçgenin Alan›: Yüksekli¤i h, taban› b olan bir üçgenin

alan› bh/2’dir.

Bu formülü bilmeyen lise

fen bölümü ö¤rencileri tan›-

d›m ne yaz›k ki. Öte yandan,

geçenlerde gitti¤im özel bir

ilkokulun beflinci s›n›f ö¤ren-

cileri hem formülü hem de kan›t›n› biliyorlard›. Sevindim el-

bet. Ama e¤itimdeki eflitsizli¤i bir kez daha görüp üzüldüm de.

‹lkokul ö¤rencilerinin anlayabilece¤i bu kan›t bir flekille aç›k-

lanabilir.

Üçgeni yukardaki flekillerdeki gibi “ikiyle çarpal›m.” Böy-

lece, yüksekli¤i h, taban› b olan bir dikdörtgen elde ederiz. Dik-

dörtgenin alan› bh oldu¤undan2, üçgenin alan› bh/2’dir.

2. Pisagor Teoremi. Pisagor

teoremi, Bir diküçgenin dik aç›-

s›n›n kenarlar›n›n uzunluklar›-

n›n karelerinin toplam› üçüncü

kenar›n uzunlu¤unun karesine

eflittir, der. Ayn› teoremi flekille

söylemek gerekebilir diye yukarda bir flekil çizdik.
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Bu teoremi kan›tlayaca¤›z flimdi. Uzunlu¤u c olan kenara

bir kare infla edelim. Yamuk duran karenin bir kenar›n›n uzun-

lu¤u c’dir, demek ki alan› c2’dir.

fiimdi ayn› alan› baflka türlü he-

saplayaca¤›z.

Karede dört üçgen var ve herbi-

rinin alan› ilk üçgenimizin alan›na

eflit, yani her üçgenin alan› ab/2.

Yamuk karenin içinde bu dört üç-

genden baflka, bir de küçük kare

var. Bu küçük karenin her kenar› b

– a oldu¤undan alan› (b – a)2’dir.

Demek ki yamuk karenin alan› ayn› zamanda bu alanlar›n topla-

m›na eflittir:

Dört üçgenin alan› = 4 ! ab/2= 2ab

Küçük karenin alan› = (b – a)2 = b2 – 2ab + a2

Toplam alan = a2 + b2

Dolay›s›yla c2 = a2 + b2 eflitli¤i geçerlidir. Pisagor Teoremi’

ni de kan›tlad›k.

S›ra Tales Teoremi’ni kan›tlamaya geldi. Tales’in Teoremi’ni

iki aflamada kan›tlayaca¤›z.

3. Tales’in Teoremi (1): Yandaki flekil-

de HC/H"C" = AH/AH" eflitli¤i geçerlidir.

AH"C" üçgeninin alan›n› iki türlü he-

saplayaca¤›z.

Bu alan, her fleyden önce, AH"!H"C"/2’ye

eflittir.

Ayn› zamanda AHC üçgeninin, HCTH"

dikdörtgeninin ve CTC" üçgeninin alanlar›-

n›n toplam›na eflittir, yani,

AH!HC/2 + HC!HH" + CT!TC"/2

ye eflittir. Demek ki,
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AH"!H"C"/2 = AH!HC/2 + HC!HH" + CT!C"T/2

eflitli¤i do¤ru. Bu eflitlikte,

HH" yerine AH" – AH,

CT yerine AH" – AH,

C"T yerine H"C" – HC

koyal›m, çarp›p sadelefltirelim, istedi¤imiz eflitli¤i elde ederiz.

4. Tales’in Teoremi (2): Yandaki flekil-

de AC/HC = AC"/H"C" eflitli¤i geçerlidir.

Yukardaki teoremi ve Pisagor Teore-

mi’ni kullanaca¤›z:

AC2 =(Pisagor) AH2 + HC2

=(Tales 1) (AH"2!HC2/H"C"2) + HC2

=(cebir) (HC2/H"C"2)(AH"2 + H"C"2)

=(Pisagor) (HC2/H"C"2) ! AC"2.

fiimdi iki taraf›n da karekökünü ala-

rak diledi¤imiz eflitli¤i kan›tlayabiliriz3.

5. Düzgün Çokgenler. Bir çembere düzgün çokgenlerle ya-

k›nsayabiliriz. Örne¤in, çemberin içine yerlefltirilen bir düzgün

sekizgenin çevresi, çemberin çevresine oldukça yak›nd›r.

E¤er çemberin içine bir düzgün

onalt›gen yerlefltirirsek, çembere da-

ha da yaklaflm›fl oluruz.

Çokgenin kenar say›s›n› ne kadar

çok art›r›rsak, çembere o kadar çok

yak›nsar›z. Çokgenin çevresi, çembe-

rin çevresinden her zaman daha kü-

çüktür, ama aradaki fark kenar say›-

s› artt›kça küçülür, öyle ki “sonsuz-
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hem de o genel hali bu iki özel halden kolayca ç›kar.



da” bu iki çevre birbirlerine eflit olurlar. Bir baflka deyiflle, çem-

ber, bir düzgün sonsuzgendir.

Ayn› fley çemberin içerdi¤i alan için de geçerlidir. Düzgün

çokgenin alan›, kenar say›s› artt›kça, dairenin alan›na yak›nsar

ve “sonsuzda” iki alan birbirine eflit olur.

6.  ’nin Tan›m›. Pek yak›nda r yar›çapl› bir çemberin çev-

resinin 2 r oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Bir an için bunu bildi¤i-

mizi varsayarsak, bir çemberin çevresi yar›çap›na bölündü¤ün-

de 2 elde edildi¤ini görürüz. Bu, bütün çemberler için geçerli-

dir. Yani herhangi bir çemberi yar›çap›na bölersek, hep ayn›

say›y›, bir sabiti (2 ’yi) elde ederiz. Bunu kan›tlayal›m. Kan›t-

tan hemen sonra  say›s›n› tan›mlayaca¤›z.

Ayn› merkezli iki çember ele

alal›m. Bu çemberlerin içine düz-

gün çokgenler oturtal›m.

Çokgenlerin kenar say›s›na n

diyelim. Her ne denli n flekilde 8

ise de, biz n’nin çok, ama çok bü-

yük, “sonsuza yak›n” (ne demek-

se!) bir say› oldu¤unu varsayal›m.

Küçük çemberin çevresine #,

büyük çemberin çevresine #" diyelim. Küçük çemberin çap›na r,

büyük çemberin çap›na da r" diyelim. Ve küçük çokgenin çev-

resine #n, büyük çokgenin çevresine #"n diyelim.

Üçgenlerden birini büyültelim:
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Elbette,

r = AB ve r" = AB" (2)

ile

#n = n ! BC ve #n" = n ! B"C"

eflitlikleri geçerlidir. Birazdan #/r = #"/r" eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z.

#, afla¤› yukar› #n’ye, yani n ! BC’ye eflit. n büyüdükçe BC

küçülüyor ve n ! BC say›s› #’ye yak›ns›yor. Demek ki

#$%$#n = n ! BC

ve

#"$%$#"n = n ! B"C" (3)

afla¤›yukar›l›klar› geçerlidir4.

fiimdi (1), (2) ve (3)’ü kullanarak hesaplayal›m:

#/r =(2) #/AB %(3) n ! BC/AB = n ! 2BH/AB

=(Pisagor) n ! 2B"H"/AB"

= n ! B"C"/AB" %(3) #"/AB" =(2) #"/r".

Böylece #/r = #"/r" eflitli¤i kan›tlanm›fl oldu5.

Demek ki, herhangi bir çemberin uzunlu¤unu yar›çap›na

bölersek hep ayn› say›y› buluruz. Yani #/r say›s›, çember ne

olursa olsun de¤iflmez, hep ayn›d›r, bir sabittir. Hiç de¤iflmeyen

bu #/r sabitinin yar›s› da, yani #/2r say›s› da bir sabittir. Bu sa-

bite özel bir ad verelim:  . ‹flte flimdi  ’yi tan›mlad›k:

 = #/2r. (4)

7. “3 <  ” Eflitsizli¤i.  ’yi tan›mlad›k ama de¤erini bilmiyo-

ruz. Yukardaki tan›mdan hareket ederek, 3 <  eflitsizli¤ini ka-

n›tlayal›m.
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4 Bu afla¤›yukar›l›klar matematikte
# = limn &$' #n = limn &$' n ! BC

ve

#" = limn &$' #"n = limn &$' n ! B"C"

olarak yaz›l›r. Örne¤in birinci eflitlik, “n sonsuza gitti¤inde, n ! BC say›s› #’ya
gider” diye okunabilir.

5 % imiyle gösterilen afla¤›yukar›l›klardan rahats›z olan okur, limit kavram›n›
kullanmal›d›r. O zaman yukardaki hesap flöyle olur: #/r = #/AB = limn &$' n !

BC/AB = limn &$'$n ! B"C"/AB" = #"/AB" = #"/r".



Bir dairenin içine düzgün bir alt›gen yerlefltirelim. Dairenin

yar›çap› r olsun. Demek ki dairenin çap› 2r. Tan›ma göre, da-

irenin çevresini 2r’ye bölersek  ’yi

elde ederiz. Bir baflka deyiflle, daire-

nin çevresi 2 r’ye eflittir. Öte yandan

düzgün alt›genin çevresi 6r. Düzgün

alt›genin çevresi dairenin çevresin-

den daha küçük oldu¤undan 6r <

2 r elde ederiz. Sadelefltirirsek, 3 <  

bulunur, ki bu da bizim kan›tlamak

istedi¤imiz eflitsizliktir zaten.

Bu kan›t› biraz daha az sözle flöyle gösterebiliriz:

Dairenin Çevresi = 2 r.

Alt›genin Çevresi = 6r.

Demek ki 6r < 2 r.

Yani 3 <  .

8. Çemberin Çevresi. r yar›çapl› bir çember ele alal›m. Bu

çemberin çevresine # diyelim. Üçüncü bölümdeki tan›ma göre

 = #/2r’dir. Demek ki # = 2 r’dir! Çemberin çevresinin formü-

lünü bulduk6.

9. Dairenin Alan›. fiimdi, r yar›-

çapl› bir dairenin alan›n› bulal›m.

Alan›n  r2’ye eflit oldu¤unu kan›tla-

yaca¤›z. Yukarda yapt›¤›m›z gibi da-

ireye bir çokgen yerlefltirelim, yani

daireyi üçgenlere bölelim.

Üçgen say›m›za n diyelim. Her ne

denli flekilde n, 8’e eflitse de, asl›nda
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6 Ama  ’nin tam de¤erini bilmedi¤imiz için bu formülü kullanarak bir çemberin
çevresini say›sal olarak hesaplayamay›z.



n çok büyük bir say›, sonsuza yak›n! Çokgenin çevresi #n, ala-

n› da An olsun. Çemberin çevresi #, alan› A olsun. n ne kadar

büyükse #n ve An say›lar› # ve A’ya o kadar yak›nd›r. Üçgenle-

rin yüksekli¤ine h, taban›na b diyelim. Her üçgenin alan›

bh/2’dir. n tane üçgen oldu¤undan, çokgenin alan› nbh/2’dir.

Demek ki

An = nbh/2

eflitli¤i geçerlidir.

Ama nb çokgenin çevresine, yani #n’ye eflit. Dolay›s›yla

An = #nh/2.

Öte yandan h afla¤› yukar› r’ye eflittir.7 Demek ki

An % r#n/2

fiimdi n’yi sonsuza götürelim. O zaman An say›s› A’ya, #n

say›s› da #’ye dönüflür ve yukardaki afla¤›yukar›l›k,

A = r#/2

eflitli¤ine dönüflür. Yukarda

# = 2 r

eflitli¤ini kan›tlam›flt›k. A = r#/2 formülündeki # yerine 2 r ko-

yal›m:

A = r(2 r)/2 =  r2

elde ettik. Çemberin alan›n› bulduk.

10.  ’nin De¤eri. Yaz›n›n süre¤inde  say›s›n›n nas›l hesap-

lanaca¤›na iliflkin birkaç ilginç bilgi verece¤im. Verece¤im bu

bilgileri burda kan›tlamama olanak yoktur, bunlar ancak üni-

versite düzeyinde kan›tlanabilir.

Afla¤›daki sonsuz toplama bakal›m:

1/1 –1/3 + 1/5 – 1/7 + 1/9 – 1/11 + ...

Bu sonsuz toplam sonlu bir say›d›r. Bu sonlu say›, s›k› du-

run,  /4’e eflittir. Yani,

 = 4 ! (1/1 –1/3 + 1/5 – 1/7 + 1/9 – 1/11 + ...)

eflitli¤i geçerlidir.
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Yavafl yavafl hesaplayal›m bu toplam›.

4 ! 1/1 = 4

4 ! (1/1 – 1/3) = 8/3 = 2,6666...

4 ! (1/1 – 1/3 + 1/5 ) = 52/15 = 3,4666...

4 ! (1/1 – 1/3 + 1/5 – 1/7) = 304/105 % 2,895238095

4 ! (1/1 – 1/3 + 1/5 – 1/7 + 1/9) = 1052/315 % 3,33968254

4 ! (1/1 – 1/3 + 1/5 – 1/7 + 1/9 – 1/11) = 10312/3465 % 2,976046176

4 ! (1/1 – 1/3 + 1/5 – 1/7 + 1/9 – 1/11 + 1/13) = 36979/45045 % 3,283738484.

Elde etti¤imiz say›lar (bunlara k›smi toplamlar denir) bir

büyür bir küçülür ve sonsuza ne denli yaklafl›rsak, bu say›lar

 ’ye o denli yak›nsarlar. Bilgisayar›mda biriki hesap yapt›m, ifl-

te sonuçlar›8:

‹lk 1 terimin toplam› = 1

‹lk 2 terimin toplam› %$ 2,666667

‹lk 3 terimin toplam› % 3,466667

‹lk 4 terimin toplam› % 2,895238

‹lk 5 terimin toplam› % 3,339683

‹lk 6 terimin toplam› % 2,976046

‹lk 7 terimin toplam› % 3,283739

‹lk 8 terimin toplam› % 3,017072

‹lk 9 terimin toplam› % 3,252366

‹lk 10 terimin toplam› % 3,04184

‹lk 100 terimin toplam› % 3,13193

‹lk 101 terimin toplam› % 3,151493

‹lk 1000 terimin toplam› % 3,140593

‹lk 1001 terimin toplam› % 3,142592

‹lk 2000 terimin toplam› % 3,14109

‹lk 3000 terimin toplam› % 3,141260

‹lk 4000 terimin toplam› % 3,141345
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8 Bilgisayar›mda virgülden sonra alt› basamaktan fazla gitmesini bilmiyorum.
Bilgisayar›m virgülden sonraki yedinci rakam› yazm›yor ve say›y› milyonda bi-
re yuvarl›yor. Bu yuvarlamalar›n say›s› artt›kça, yap›lan yanl›fl da artabilir ne
yaz›k ki. Bu yüzden bu say›lara pek güvenmemek gerekir.



‹lk 10000 terimin toplam› % 3,141498

‹lk 20000 terimin toplam› % 3,141547

‹lk 30000 terimin toplam› % 3,141563

‹lk 40000 terimin toplam› % 3.141571

‹lk 50000 terimin toplam› % 3.141571

‹lk 60000 terimin toplam› % 3.141571

‹lk 70000 terimin toplam› % 3.141582

‹lk 80000 terimin toplam› % 3.141583

‹lk 90000 terimin toplam› % 3.141585

‹lk 100000 terimin toplam› % 3.141586

‹lk 120000 terimin toplam› % 3.141588

‹lk 150000 terimin toplam› % 3.141589

‹lk 230000 terimin toplam› % 3.141592

 ’ye yak›nsamak için baflka formüllerden de yararlanabili-

riz. ‹flte bu formüllerden bir baflkas›:

 /4= (2/3!4/3)(4/5!6/5)(6/7!8/7)(8/9!10/9)(10/11!12/11)...

Bu, sonsuz bir çarp›md›r. Bu sonsuz çarp›m flöyle de yaz›la-

bilir:

 /4 = 8/9 ! 24/25 ! 48/49 ! 80/81 ! 120/121...

yani,

 = 4 ! 8/9 ! 24/25 ! 48/49 ! 80/81 ! 120/121...

Bu terimlerin birkaç tanesini elle çarpal›m:

‹lk 1 terimin çarp›m› = 4

‹lk 2 terimin çarp›m› = 32/9 = 3,55555...

‹lk 3 terimin çarp›m› = 256/75 = 5,41333...

‹lk 4 terimin çarp›m› = 4096/1225 % 3,343673469

‹lk 5 terimin çarp›m› = 65536/19845 % 3,30239355

Hep 1’den küçük bir say›yla çarpt›¤›m›zdan say›lar gittikçe

küçülürler. Bu çarp›m› sonsuza dek yapabilirsek, sonsuzda tam

tam›na  say›s›n› buluruz. Bilgisayar›ma hesaplatt›rd›m ve afla-

¤›daki sonuçlar› buldum:

‹lk 10 terimin çarp›m› % 3,20771

‹lk 20 terimin çarp›m› % 3,177493
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‹lk 30 terimin çarp›m› % 3,166232

‹lk 40 terimin çarp›m› % 3,160348

‹lk 100 terimin çarp›m› % 3,149302

‹lk 500 terimin çarp›m› % 3,143157

‹lk 1000 terimin çarp›m› % 3,142376

‹lk 2000 terimin çarp›m› % 3,141989

‹lk 2563 terimin çarp›m› % 3,141854

Bundan sonraki say›lar de¤iflmiyor, çünkü bilgisayar›mda vir-

gülden sonra ancak alt› hane gidebiliyorum. Daha sonraki çar-

p›mlar 0,999999... oldu¤undan bilgisayar›m bu say›y› 1 san›yor.

(Bir komutla virgülden sonra istedi¤im kadar gidebilmeliyim,

ama komutu bilmiyorum.) Bu formüle Wallis formülü denir.

 ’yi flu formülle de hesaplayabiliriz:

 2/8 = 1/12 + 1/32 + 1/52 + 1/72 + 1/92 + ...

Do¤an›n bir garipli¤i...

 ’yi hesaplaman›n bir baflka yolu da afla¤›daki formülü kul-

lanmakt›r:

yani

Bu seri  ’ye yukardakilerden çok daha h›zl› yak›nsar. Örne-

¤in, daha birinci terimde,

4!(6/8 + 2/57 + 1/239) = 43009/13623 % 3,157087279

say›s›n› buluruz, gerçek  ’ye oldukça yak›n. Bunun k›smi top-

lamlar›n› hesaplayal›m:

‹lk 1 terimin toplam› % 3,157087

‹lk 2 terimin toplam› % 3,141448

‹lk 3 terimin toplam› % 3,141594

‹lk 4 terimin toplam› % 3,141593
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Bilgisayar›m bundan sonra hep ayn› say›y› veriyor. Bu son

formül 1962’de Shanks ve Wrench taraf›ndan bulunmufltur9.

 ’nin virgülden sonra, diyelim 216’nc› rakam›n› hesapla-

mak için formüller de vard›r. Ama ne yaparsak yapal›m,  ’yi

hiçbir zaman tam olarak bulamay›z, ama  ’ye (kesirli say›larla)

diledi¤imiz kadar yak›nsayabiliriz.
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9 Bkz. Math Comp. 16. cilt, sayfa 76 (1962).


