Bir Tekhiicrelinin Soyunu
Sonsuza Dek Siirdiirme Sansi

kiye boliinerek tireyen tekhiicreliler vardir. Tekhiicreli ve tek-
Icinsiyetlidirler galiba. Lisede ogrenmistim. Unutmusum.
Kimseye gereksinmeden ikiye boliinerek iireyen bir yaratik dii-
siinelim. Ornegin amip. Aklimda yanhs kalmadiysa amip ikiye
boliinerek trer, aklimda yanhs kaldiysa da 6nemi yok, amibin
ikiye boliinerek tiredigini varsayalim bu yazilik.

Kimi amipler, cesitli nedenlerden, ikiye boliinemeden, yani
ureyemeden olirler. Amiplerin p olasilikla ikiye boliindiiklerini,
1 — p olasilikla da iireyemeden oldiiklerini varsayalim. Burda p,
0’la 1 arasinda bir sayidir. Eger p = 0 ise butun amipler tireyeme-
den olurler. Eger p = 1 ise, buitin amipler trerler, herbiri ikiye
boluniir. Eger p = 1/2 ise, bir amip tiremekle 6lmek arasinda ka-
rar vermek i¢in yazi-tura atar, 6rnegin yazi gelirse urer, tura ge-
lirse oliir. Eger p = 1/6 ise, bir amip tiremekle 6lmek arasinda ka-
rar vermek icin zar atar, ornegin ses gelirse urer, yoksa olir.

p’nin degeri deneyle bulunur. Once p’nin deneyle nasil bu-
lunabilecegini gorecegiz. Bu, olduk¢a kolaydir.

Ardindan, tek bir amibin soyunu sonsuza dek siirdiirebilme
sansinin sifirdan biiyiik olmasi i¢in p’nin en az kac olmasi ge-
rektigini bulacagiz. Eger p, 0’a yakinsa, yani amipler buyiik bir
olasilikla tireyemeden oliiyorlarsa, tek bir amibin soyunu son-
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suza dek siirdiirebilmesi olduke¢a kiiciik bir olasilik olmal, sifir
bile olabilir bu olasilik. Ornegin p sifirsa, amip kaginilmaz ola-
rak 6lecektir, soyu bir kusak bile sirmeyecektir. Eger p = 0,001
ise, amip binde bir olasilikla bir kusak tireyebilecektir; cok kii-
¢uk bir olasilikla bile olsa soyunu sonsuza dek siirdiirme sansi
olabilir; belki de hi¢ oyle bir sansi yoktur... Hesapsiz kitapsiz
belli mi olur? Ote yandan, p, 1’e yakinsa, amibin soyunu son-
suza dek suirdiirme olasiligi sifirdan biiyiik bir sayi olabilir.

Bu sorunun yanitini bulduktan sonra, arastirmada ¢ogu za-
man oldugu gibi, sorularimizi1 ¢ogaltacagiz.

Deneyle p’yi Bulmak!. Bir amibin tiremesi ya da 6lmesi i¢in
dogumundan sonra bir saate gereksindigini varsayalim. Cok
sayida yeni dogmus (!) amip, diyelim 1 milyon tane, bir saat
boyunca buytikge bir kavanozda bekletilir2. Bir saat sonra ka-
vanoz agilir ve kavanozdaki amipler sayilir. Bu say1 0’la 2 mil-
yon arasinda degisen bir say1 olmalidir elbet. Eger bir saat son-
ra kavanozdan hi¢ canli amip ¢ikmamigsa, amipler hep oliyor,
hi¢ tiremiyorlar demektir, yani p = 0°dir3. Eger 2 milyon amip
¢ikmigsa, o zaman hi¢ amip 6lmemis, hepsi iiremis demektir,
dolayisiyla p = 1’dir. Eger kavanozdan gene 1 milyon amip ¢ik-
migsa, o zaman amiplerin yarisi (500 bini) 6lmustiir, 6bur ya-
ris1 Uremigtir, yani p = 1/2°dir.

Matematiksel olarak p’yi nasil buluruz? 1 milyon amibin bir
saat sonra N tane oldugunu varsayalim. N’yi biliyoruz, p’yi bul-
maya ¢alisiyoruz. Bu 1 milyon (yani 10¢) amibin p x 106 tanesi
tremistir, her biri iki amip olmustur. Geriye kalan (1 - p) x 106

1 Auiyorum kafadan... Bu konuda herhangi bir bilgi sahibi degilim. Ama herhal-
de anlatacagim gibi yapilsa gerek.

2 Kavanoz biiyiik olmali ki, yer yoklugu amiplerin rahat rahat tiremelerini engel-
lemesin.

3 Yeryiiziinde amip oldugundan, deney sonucunda gercekten p = 0 bulmugsak
deneyde bir hata yapmigiz demektir.

4 Asagi yukar elbet... Kavanoza baglangigta ne denli ¢ok amip koyarsak, gercek
p’ye o denli yaklagiriz.
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amip 6lmistir. Yani kavanozda bir saat sonra 2 x p x 106 amip
olmalidir. Demek ki, N = 2 x p x 106. Bundan da p = N/(2x106)
esitligini buluruz.

Genel olarak, kavanoza baslangigta M amip koymussak ve

bir saat sonra kavanozda N amip bulmugsak, o zaman p =
N/2M’dir.

Birinci soruyu yanitladik. Ikinci soruya gegelim. Ikinci so-
ruyu yanitlamak biraz daha zor.

Bir Amibin Soyunu Sonsuza Dek Siirdiirme Olasiligi. Tek
bir amibin soyunu sonsuza dek siirdiirememe olasihigina x di-
yelim. x’i hesaplamak istiyoruz’.

Evet... Tek bir amibimiz var. Bir saat sonra bu amip 1 - p
olasilikla 6lecektir. Demek ki x en azindan 1 — p olmalidir. Amip
p olasilikla ikiye bolintip 2 amip olacaktir. Bir resim yapalim.

Amibimiz baslangicta, sifirinci saatte, yandaki seklin en st
noktasi. Bir saat sonra, amip 1 — p

olasilikla sol oku sececek ve olecek, L

p olasilikla sag oku sececek ve bir-
ken iki olacak. Sol oku izlerse, soy  1_ P
daha ilk kusaktan tikenir. Sag oku
izlerse, ikinci kusakta iki amip olu-
sur. Bu iki amibin herbiri de bir saat ® o
sonra ya Olecek ya ureyecektir. Her

ikisi birden olebilir, salt biri olebilir, her ikisi birden treyebilir.
Yani birinci amibimizin soyunun kurumast icin, birinci amip,

5 Amiplerin birbirlerinden bagimsiz tiredigini varsayacagiz, ornegin amiplerin
¢ok tireyip, yer ve yemek igin birbirleriyle kavga etmeyeceklerini varsayacagiz.
Ayrica sunu da belirtmekte yarar var: Eger tek bir amibin soyunun sonsuza dek
stirme olasilig1 sifirsa, sonlu tane amip i¢in de bu olasilik sifirdir.
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1) Ya sol oku izleyip 6lmeli.

2) Ya da sag oku izlemeli ve olusan ikinci kusak amiplerin
her ikisinin de soyu kurumali.

Dolayisiyla,

x = Sol oku izleme olasilig1 + (sag oku izleme olasiligi) x (iki
amibin soylarinin kuruma olasilig1)
denklemi gegerlidir. Sol oku izleme olasiiginin 1 - p, sag oku
izleme olasihiginin p oldugunu biliyoruz. Demek ki,

x = (1-p) + p x (iki amibin soylarinin kuruma olasilig)
esitligini bulduk.

Eger tek bir amibin soyunun kuruma olasiligi x ise, her iki
amibin de soyunun kuruma olasihg x2’diré. Demek ki, x =
(1-p) + px? esitligi gecerlidir. Bu, ikinci dereceden bir denklem-
dir. Kolaylikla ¢oziiliir.

Eger p = 0 ise, x = 1’dir. Eger p # 0 ise iki ¢6ziim bulunur:
yax =1 yadax = (1-p)/p.

Demek ki, p # 0 ise, x ya 1’e ya da (1 — p)/p’ye esittir. Her iki-
sine birden esit olamaz elbet”. Dogru yanit hangisidir? 1 mi yok-
sa (1 — p)/p mi? Belki kimi zaman 1’dir, kimi zaman (1 — p)/p.

Hangi Yanit Dogru? x’in en fazla 1 olabilecegini biliyoruz.
Cunki x bir olasiliktir ve olasiliklar 0’la 1 arasinda degisirler.
Dolayisiyla, eger (1 — p)/p sayisi 1’den biuytikse, ikinci yanit dog-
ru olamaz, birinci yanit dogru olmali, yani x = 1 olmali. Kolay
bir hesap, ancak p <1/2 ise, (1 - p)/p = 1 oldugunu gosterir. De-
mek ki p, 1/2’den kiiciik oldugunda x = 1°dir ve amibin soyu ke-
sinlikle sonlu bir zaman sonra tiikenir. Sezgimiz de bunu soyle-
miyor mu zaten? Sezgimiz, p kiigiikse, amibin soyunu sonsuza
dek siirdiirmeme olasiliginin biiytik oldugunu, yani 1’e yakin ol-
dugunu soyluyor. Demek ki bu olasilik maksimum deger olan

6 Ornegin bir zar atildiginda ses gelme olasihgi 1/6°dur. Iki zar atildiginda, her
ikisinin de ses gelme olasilig1 (1/6)2, yani 36°dir.
7 Yalan! Yalnizca p = 1/2 ise her ikisine birden esit olabilir.
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1’mis. Dolayisiyla, p < 1/2 ise, amibin sonsuza dek yasama ola-
silig1 yoktur.

Peki, 1/2 < p ise, x kac¢ olmali? Bu soruyu yanitlamak biraz
daha zor. Coztimlememizi derinlestirmemiz gerekiyor. Bundan
boyle 1/2 < p varsayimini yapacagiz. O zaman,

(1-pip<1 (1)
esitsizligi gegerlidir. Bunu aklimizda tutalim.

En fazla 7 saat sonra hi¢ amip kalmama olasiligina x,, diye-
lim. Yani x,,, #’inci kusak amip yetismeme olasiligi, amip soyu-
nun birinci, ikinci,... ya da (n—1)’inci kusakta 6lme olasilig.
Ornegin,

dir.

Biraz dustinince, x’in x,’lerin limiti oldugunu anlariz (n
sonsuza gittiginde.) Ciinki x,,, 7 kusak amip yetismeme olasi-
higidir, x de sonsuzda amip kalmama olasiligidir. Yani,

lim, , ,x,=x (2)
esitligi gecerlidir. Bunu da aklimizda tutalim.

Dogru yaniti bulmak i¢in tG¢uincti bir olguya daha gereksi-
niyoruz. O da su: 1/2 < p ise,

%, < (1= plp 3)

Bu esitsizligi # tizerine timevarimla kanitlayacagiz. x; = 1 -p
oldugundan, (3) esitsizligi # = 1 icin gecerlidir. Simdi (3)’tn 7
icin gecerli oldugunu varsayip (3)’u bir sonraki say1 olan 7+1
icin kanitlayalim. Ancak bunu yapabilmemiz i¢in, x,’yle x,,,,
arasinda cebirsel bir iliski bulmaliyiz, yoksa x,, tizerine bildigi-
miz bir bilgiden x,,,; Gizerine bir bilgi ¢ikaramayiz.

Nasil yukarda x = (1 — p) + px? esitligini bulmugsak, tama-
miyla ayni yontemle,

Xpe1 = (1=p) + px,? (4)
esitligi bulunur. Artik isimiz is... (4)’0 ve timevarim varsayimi
olan (3) esitsizligini kullanarak,
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X1 S (1= p)lp
esitsizligini kanitlayabiliriz. Soyle kanitlariz:
X1 = (1= p) +px,2 < (1-p) + [(1-p)p]?
= (1=p)+ (1= pPp = (1 - pip.
(3) esitsizligi kanitlanmustir.
Simdi dogru yanit1 bulabiliriz: Eger 1/2 < p ise,
x =2 lim,, , , x, <B) (1 -p)/p <D 1
Demek ki, x < (1 — p)/p < 1. Bu son esitsizliklerden, eger 1/2
< pise, x’in (1= p)/p oldugu anlagilir.
Sonug olarak,
1 0<p<1/2ise
:{(1—;;)/1; 1/2<p<Tlise
sonucunu bulduk. Yani amibin soyunu sonsuza degin siirdure-
bilme olasiliginin 0 olmamasi igin, p, 1/2’den buytk olmalidir.
x, p’ye bagl bir fonksiyondur elbet. Iste bu fonksiyonun
grafigi:

4

172 1

Yeni Problem. Bu kez yaratngimiz p olasilikla tige boliinsiin,
1 — p olasilikla 6lsiin. Uce béliinen bir yaratigin gercekten olup
olmamasi beni hi¢ mi hig ilgilendirmiyor. Bu yazilik siz de ilgi-
lenmeyin bu diinyasal sorunla.

p olasilikla tice boliinen varsayimsal yaratigin soyunu son-
suza dek strdiirme sansi olmasi icin p kag¢ olmalidir? Matema-
tik¢i okur, yazinin siiregini okumadan 6nce bu soruyu kendi
kendine yanitlamaya ¢alisgmalidir.
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Yaratik bu kez iki yerine tige boliindugiinden, yaratigin son-
suza dek soyunu siirdiirebilme olasiligi daha yiksek olmalidir.

Az d6nce ¢ozdugumiiz problem gibi ¢oziiliir bu problem de.
Ancak hesaplar biraz daha karmagiktir.

Bu kez, x = (1 — p) + px% denklemi yerine,

x=(1-p)+px3 (5)

denklemini elde ederiz8.

Eger p = 0 ise, bir sorun yok: x = 1’dir. Bundan boyle p’nin
0 olmadigini varsayalim. O zaman yukardaki denklem, tictincii
dereceden bir denklemdir ve ¢ozmesi ikinci dereceden denklem-
den biraz daha zordur. Ancak x = 1 bir ¢6ziim oldugundan,
px3 —x + (1 = p) polinomu x — 1 polinomuna bolinir. Bolme
yapildiginda,

px3—x + (1-p) =plx - 1[x2 + x - (1-p)/p]

elde edilir. Bundan d ( )’1n butiin ¢oziimleri bulunur:

. 4-3p
e p
B 2
o A3
e p
B 2

Uciincii ¢oziim her p igin negatif bir say1 verdiginden prob-
lemimizin yasal bir ¢6ziimii olarak kabul edilemez. Ayrica, p <
1/3 oldugunda, ikinci ¢oztim 1’den biuyiiktiir ve dolayisiyla bu
sikta o ¢6ziim de yasal bir ¢6ziim degildir. Demek ki p < 1/3 ol-
dugunda x = 1’dir. Ama p > 1/3 oldugunda, dogru yanit birin-
ci esitlik de olabilir ikincisi de. Hangisi?

Bundan boyle p > 1/3 esitsizligini varsayalim. x,, ilk prob-
lemde tanimlanan olasiliklar olsun. Yukarda da gosterdigimiz
gibi, x, x,’lerin sonsuzda limitidir.

8 x’in, yaratigin soyunu sonsuza dek stirdiirememe olasiligi oldugunu okura
animsatirim.
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a, ikinci secenek olsun. Yani
4-3p
p

-1+

a=

2
olsun. a < 1 egitsizligini biliyoruz, bilmiyorsak da kolaylikla ka-
nitlayabiliriz. Ayrica a2 + a — (1 - p)/p = 0 esitligini biliyoruz. Bu-
nu ve x,,1 = (1 —p) + px,3 esitligi kullanilarak, timevarimla x,, <
a esitsizligi kolaylikla kanitlanabilir. Kaniti okura birakiyorum.
Simdi, x = lim,, , , x, <a <1 elde ederiz. Demek ki p > 1/3
ise, x = a’dir.

Bir Problem Daha. Simdi yaratigin p olasilikla 6ldaguni,
p; olasilikla ne 6ldigiini ne de bélundugini, p, olasilikla iki-
ye bolundugiuni ve p; olasilikla tice bolindugini varsayalim.
Bu tuhaf yaratigin bu dort segenekten baska secenegi olmasin.
Demek ki,

Po+pr+pr+ps=1

esitligi gecerlidir. Yaratigin soyunun sonlu bir zaman sonra ku-
ruma olasihigini (x’i) hesaplayin. Hesaplar biraz daha karmagik
olsa da yukardaki yontem sonucu veriyor. Su sonu¢ bulunma-
s1 gerekiyor:

Eger p3 # 0 ise,

1 Po=2p3+ Py ise
Xx=1_p, 4
p2— 3 +\/(P2+ p3)” +4pop3 Do<2p3+ Py ise
2p3
Eger p3 =0 iSC,
{1 bo=p2 ise
oo/ P4 Py < by ise

Bu konuda daha genis bilgiyi [8, 9]’da bulabilirsiniz. Her
acidan daha ilging olan erkek ve disi gerektiren tiremelerle ilgi-
lenirseniz [10]’a bakin.
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