
Bir Tekhücrelinin Soyunu
Sonsuza Dek Sürdürme fians›
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‹kiye bölünerek üreyen tekhücreliler vard›r. Tekhücreli ve tek-

cinsiyetlidirler galiba. Lisede ö¤renmifltim. Unutmuflum.

Kimseye gereksinmeden ikiye bölünerek üreyen bir yarat›k dü-

flünelim. Örne¤in amip. Akl›mda yanl›fl kalmad›ysa amip ikiye

bölünerek ürer, akl›mda yanl›fl kald›ysa da önemi yok, amibin

ikiye bölünerek üredi¤ini varsayal›m bu yaz›l›k.

Kimi amipler, çeflitli nedenlerden, ikiye bölünemeden, yani

üreyemeden ölürler. Amiplerin p olas›l›kla ikiye bölündüklerini,

1 – p olas›l›kla da üreyemeden öldüklerini varsayal›m. Burda p,

0’la 1 aras›nda bir say›d›r. E¤er p = 0 ise bütün amipler üreyeme-

den ölürler. E¤er p = 1 ise, bütün amipler ürerler, herbiri ikiye

bölünür. E¤er p = 1/2 ise, bir amip üremekle ölmek aras›nda ka-

rar vermek için yaz›-tura atar, örne¤in yaz› gelirse ürer, tura ge-

lirse ölür. E¤er p = 1/6 ise, bir amip üremekle ölmek aras›nda ka-

rar vermek için zar atar, örne¤in flefl gelirse ürer, yoksa ölür.

p’nin de¤eri deneyle bulunur. Önce p’nin deneyle nas›l bu-

lunabilece¤ini görece¤iz. Bu, oldukça kolayd›r.

Ard›ndan, tek bir amibin soyunu sonsuza dek sürdürebilme

flans›n›n s›f›rdan büyük olmas› için p’nin en az kaç olmas› ge-

rekti¤ini bulaca¤›z. E¤er p, 0’a yak›nsa, yani amipler büyük bir

olas›l›kla üreyemeden ölüyorlarsa, tek bir amibin soyunu son-



suza dek sürdürebilmesi oldukça küçük bir olas›l›k olmal›, s›f›r

bile olabilir bu olas›l›k. Örne¤in p s›f›rsa, amip kaç›n›lmaz ola-

rak ölecektir, soyu bir kuflak bile sürmeyecektir. E¤er p = 0,001

ise, amip binde bir olas›l›kla bir kuflak üreyebilecektir; çok kü-

çük bir olas›l›kla bile olsa soyunu sonsuza dek sürdürme flans›

olabilir; belki de hiç öyle bir flans› yoktur... Hesaps›z kitaps›z

belli mi olur? Öte yandan, p, 1’e yak›nsa, amibin soyunu son-

suza dek sürdürme olas›l›¤› s›f›rdan büyük bir say› olabilir.

Bu sorunun yan›t›n› bulduktan sonra, araflt›rmada ço¤u za-

man oldu¤u gibi, sorular›m›z› ço¤altaca¤›z.

Deneyle p’yi Bulmak1. Bir amibin üremesi ya da ölmesi için

do¤umundan sonra bir saate gereksindi¤ini varsayal›m. Çok

say›da yeni do¤mufl (!) amip, diyelim 1 milyon tane, bir saat

boyunca büyükçe bir kavanozda bekletilir2. Bir saat sonra ka-

vanoz aç›l›r ve kavanozdaki amipler say›l›r. Bu say› 0’la 2 mil-

yon aras›nda de¤iflen bir say› olmal›d›r elbet. E¤er bir saat son-

ra kavanozdan hiç canl› amip ç›kmam›flsa, amipler hep ölüyor,

hiç üremiyorlar demektir, yani p = 0’d›r3. E¤er 2 milyon amip

ç›km›flsa, o zaman hiç amip ölmemifl, hepsi üremifl demektir,

dolay›s›yla p = 1’dir. E¤er kavanozdan gene 1 milyon amip ç›k-

m›flsa, o zaman amiplerin yar›s› (500 bini) ölmüfltür, öbür ya-

r›s› üremifltir, yani p = 1/2’dir.

Matematiksel olarak p’yi nas›l buluruz? 1 milyon amibin bir

saat sonra N tane oldu¤unu varsayal›m. N’yi biliyoruz, p’yi bul-

maya çal›fl›yoruz. Bu 1 milyon (yani 106) amibin p  106 tanesi

üremifltir4, her biri iki amip olmufltur. Geriye kalan (1 – p)  106
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1 At›yorum kafadan... Bu konuda herhangi bir bilgi sahibi de¤ilim. Ama herhal-
de anlataca¤›m gibi yap›lsa gerek.

2 Kavanoz büyük olmal› ki, yer yoklu¤u amiplerin rahat rahat üremelerini engel-
lemesin.

3 Yeryüzünde amip oldu¤undan, deney sonucunda gerçekten p = 0 bulmuflsak
deneyde bir hata yapm›fl›z demektir.

4 Afla¤› yukar› elbet... Kavanoza bafllang›çta ne denli çok amip koyarsak, gerçek
p’ye o denli yaklafl›r›z.



amip ölmüfltür. Yani kavanozda bir saat sonra 2  p  106 amip

olmal›d›r. Demek ki, N = 2  p  106. Bundan da p = N/(2 106)

eflitli¤ini buluruz.

Genel olarak, kavanoza bafllang›çta M amip koymuflsak ve

bir saat sonra kavanozda N amip bulmuflsak, o zaman p =

N/2M’dir.

Birinci soruyu yan›tlad›k. ‹kinci soruya geçelim. ‹kinci so-

ruyu yan›tlamak biraz daha zor.

Bir Amibin Soyunu Sonsuza Dek Sürdürme Olas›l›¤›. Tek

bir amibin soyunu sonsuza dek sürdürememe olas›l›¤›na x di-

yelim. x’i hesaplamak istiyoruz5.

Evet... Tek bir amibimiz var. Bir saat sonra bu amip 1 – p

olas›l›kla ölecektir. Demek ki x en az›ndan 1 – p olmal›d›r. Amip

p olas›l›kla ikiye bölünüp 2 amip olacakt›r. Bir resim yapal›m.

Amibimiz bafllang›çta, s›f›r›nc› saatte, yandaki fleklin en üst

noktas›. Bir saat sonra, amip 1 – p

olas›l›kla sol oku seçecek ve ölecek,

p olas›l›kla sa¤ oku seçecek ve bir-

ken iki olacak. Sol oku izlerse, soy

daha ilk kuflaktan tükenir. Sa¤ oku

izlerse, ikinci kuflakta iki amip olu-

flur. Bu iki amibin herbiri de bir saat

sonra ya ölecek ya üreyecektir. Her

ikisi birden ölebilir, salt biri ölebilir, her ikisi birden üreyebilir.

Yani birinci amibimizin soyunun kurumas› için, birinci amip,
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1 ! p p

5 Amiplerin birbirlerinden ba¤›ms›z üredi¤ini varsayaca¤›z, örne¤in amiplerin
çok üreyip, yer ve yemek için birbirleriyle kavga etmeyeceklerini varsayaca¤›z.
Ayr›ca flunu da belirtmekte yarar var: E¤er tek bir amibin soyunun sonsuza dek
sürme olas›l›¤› s›f›rsa, sonlu tane amip için de bu olas›l›k s›f›rd›r.



1) Ya sol oku izleyip ölmeli.

2) Ya da sa¤ oku izlemeli ve oluflan ikinci kuflak amiplerin

her ikisinin de soyu kurumal›.

Dolay›s›yla,

x = Sol oku izleme olas›l›¤› + (sa¤ oku izleme olas›l›¤›)  (iki

amibin soylar›n›n kuruma olas›l›¤›)

denklemi geçerlidir. Sol oku izleme olas›l›¤›n›n 1 – p, sa¤ oku

izleme olas›l›¤›n›n p oldu¤unu biliyoruz. Demek ki,

x = (1–p) + p  (iki amibin soylar›n›n kuruma olas›l›¤›)

eflitli¤ini bulduk.

E¤er tek bir amibin soyunun kuruma olas›l›¤› x ise, her iki

amibin de soyunun kuruma olas›l›¤› x2’dir6. Demek ki, x =

(1–p) + px2 eflitli¤i geçerlidir. Bu, ikinci dereceden bir denklem-

dir. Kolayl›kla çözülür.

E¤er p = 0 ise, x = 1’dir. E¤er p " 0 ise iki çözüm bulunur:

ya x = 1 ya da x = (1!p)/p.

Demek ki, p " 0 ise, x ya 1’e ya da (1 – p)/p’ye eflittir. Her iki-

sine birden eflit olamaz elbet7. Do¤ru yan›t hangisidir? 1 mi yok-

sa (1 – p)/p mi? Belki kimi zaman 1’dir, kimi zaman (1 – p)/p.

Hangi Yan›t Do¤ru? x’in en fazla 1 olabilece¤ini biliyoruz.

Çünkü x bir olas›l›kt›r ve olas›l›klar 0’la 1 aras›nda de¤iflirler.

Dolay›s›yla, e¤er (1 – p)/p say›s› 1’den büyükse, ikinci yan›t do¤-

ru olamaz, birinci yan›t do¤ru olmal›, yani x = 1 olmal›. Kolay

bir hesap, ancak p # 1/2 ise, (1 – p)/p $ 1 oldu¤unu gösterir. De-

mek ki p, 1/2’den küçük oldu¤unda x = 1’dir ve amibin soyu ke-

sinlikle sonlu bir zaman sonra tükenir. Sezgimiz de bunu söyle-

miyor mu zaten? Sezgimiz, p küçükse, amibin soyunu sonsuza

dek sürdürmeme olas›l›¤›n›n büyük oldu¤unu, yani 1’e yak›n ol-

du¤unu söylüyor. Demek ki bu olas›l›k maksimum de¤er olan
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6 Örne¤in bir zar at›ld›¤›nda flefl gelme olas›l›¤› 1/6’d›r. ‹ki zar at›ld›¤›nda, her
ikisinin de flefl gelme olas›l›¤› (1/6)2, yani 36’d›r.

7 Yalan! Yaln›zca p = 1/2 ise her ikisine birden eflit olabilir.



1’mifl. Dolay›s›yla, p # 1/2 ise, amibin sonsuza dek yaflama ola-

s›l›¤› yoktur.

Peki, 1/2 # p ise, x kaç olmal›? Bu soruyu yan›tlamak biraz

daha zor. Çözümlememizi derinlefltirmemiz gerekiyor. Bundan

böyle 1/2 # p varsay›m›n› yapaca¤›z. O zaman,

(1 ! p)/p ≤ 1 (1)

eflitsizli¤i geçerlidir. Bunu akl›m›zda tutal›m.

En fazla n saat sonra hiç amip kalmama olas›l›¤›na xn diye-

lim. Yani xn, n’inci kuflak amip yetiflmeme olas›l›¤›, amip soyu-

nun birinci, ikinci,... ya da (n!1)’inci kuflakta ölme olas›l›¤›.

Örne¤in,

x1 = 1 – p

x2 = (1 – p) + p(1 – p)2

dir.

Biraz düflününce, x’in xn’lerin limiti oldu¤unu anlar›z (n

sonsuza gitti¤inde.) Çünkü xn, n kuflak amip yetiflmeme olas›-

l›¤›d›r, x de sonsuzda amip kalmama olas›l›¤›d›r. Yani,

limn %&'
xn = x (2)

eflitli¤i geçerlidir. Bunu da akl›m›zda tutal›m.

Do¤ru yan›t› bulmak için üçüncü bir olguya daha gereksi-

niyoruz. O da flu: 1/2 # p ise,

xn ≤ (1 ! p)/p (3)

Bu eflitsizli¤i n üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. x1 = 1 – p

oldu¤undan, (3) eflitsizli¤i n = 1 için geçerlidir. fiimdi (3)’ün n

için geçerli oldu¤unu varsay›p (3)’ü bir sonraki say› olan n+1

için kan›tlayal›m. Ancak bunu yapabilmemiz için, xn’yle xn+1

aras›nda cebirsel bir iliflki bulmal›y›z, yoksa xn üzerine bildi¤i-

miz bir bilgiden xn+1 üzerine bir bilgi ç›karamay›z.

Nas›l yukarda x = (1 – p) + px2 eflitli¤ini bulmuflsak, tama-

m›yla ayn› yöntemle,

xn+1 = (1–p) + pxn
2 (4)

eflitli¤i bulunur. Art›k iflimiz ifl... (4)’ü ve tümevar›m varsay›m›

olan (3) eflitsizli¤ini kullanarak,
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xn+1 ≤ (1 ! p)/p

eflitsizli¤ini kan›tlayabiliriz. fiöyle kan›tlar›z:

xn+1 =(4) (1 ! p) + pxn
2 ≤ (1 ! p) + [(1 ! p)/p]2

= (1 ! p) + (1 ! p)2/p = (1 ! p)/p.

(3) eflitsizli¤i kan›tlanm›flt›r.

fiimdi do¤ru yan›t› bulabiliriz: E¤er 1/2 # p ise,

x =(2) limn %&'
xn ≤(3) (1 ! p)/p ≤(1) 1

Demek ki, x # (1 ! p)/p # 1. Bu son eflitsizliklerden, e¤er 1/2

# p ise, x’in (1– p)/p oldu¤u anlafl›l›r.

Sonuç olarak,

sonucunu bulduk. Yani amibin soyunu sonsuza de¤in sürdüre-

bilme olas›l›¤›n›n 0 olmamas› için, p, 1/2’den büyük olmal›d›r.

x, p’ye ba¤l› bir fonksiyondur elbet. ‹flte bu fonksiyonun

grafi¤i:

Yeni Problem. Bu kez yarat›¤›m›z p olas›l›kla üçe bölünsün,

1 – p olas›l›kla ölsün. Üçe bölünen bir yarat›¤›n gerçekten olup

olmamas› beni hiç mi hiç ilgilendirmiyor. Bu yaz›l›k siz de ilgi-

lenmeyin bu dünyasal sorunla.

p olas›l›kla üçe bölünen varsay›msal yarat›¤›n soyunu son-

suza dek sürdürme flans› olmas› için p kaç olmal›d›r? Matema-

tikçi okur, yaz›n›n süre¤ini okumadan önce bu soruyu kendi

kendine yan›tlamaya çal›flmal›d›r.
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p

1

1/2 1



Yarat›k bu kez iki yerine üçe bölündü¤ünden, yarat›¤›n son-

suza dek soyunu sürdürebilme olas›l›¤› daha yüksek olmal›d›r.

Az önce çözdü¤ümüz problem gibi çözülür bu problem de.

Ancak hesaplar biraz daha karmafl›kt›r.

Bu kez, x = (1 – p) + px2 denklemi yerine,

x = (1 – p) + px3 (5)

denklemini elde ederiz8.

E¤er p = 0 ise, bir sorun yok: x = 1’dir. Bundan böyle p’nin

0 olmad›¤›n› varsayal›m. O zaman yukardaki denklem, üçüncü

dereceden bir denklemdir ve çözmesi ikinci dereceden denklem-

den biraz daha zordur. Ancak x = 1 bir çözüm oldu¤undan,

px3 – x + (1 – p) polinomu x – 1 polinomuna bölünür. Bölme

yap›ld›¤›nda,

px3 – x + (1 – p) = p(x ! 1)[x2 + x ! (1!p)/p]

elde edilir. Bundan da (5)’in bütün çözümleri bulunur:

Üçüncü çözüm her p için negatif bir say› verdi¤inden prob-

lemimizin yasal bir çözümü olarak kabul edilemez. Ayr›ca, p <

1/3 oldu¤unda, ikinci çözüm 1’den büyüktür ve dolay›s›yla bu

fl›kta o çözüm de yasal bir çözüm de¤ildir. Demek ki p < 1/3 ol-

du¤unda x = 1’dir. Ama p $ 1/3 oldu¤unda, do¤ru yan›t birin-

ci eflitlik de olabilir ikincisi de. Hangisi?

Bundan böyle p $ 1/3 eflitsizli¤ini varsayal›m. xn ilk prob-

lemde tan›mlanan olas›l›klar olsun. Yukarda da gösterdi¤imiz

gibi, x, xn’lerin sonsuzda limitidir.
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8 x’in, yarat›¤›n soyunu sonsuza dek sürdürememe olas›l›¤› oldu¤unu okura
an›msat›r›m.



a, ikinci seçenek olsun. Yani

olsun. a # 1 eflitsizli¤ini biliyoruz, bilmiyorsak da kolayl›kla ka-

n›tlayabiliriz. Ayr›ca a2 + a – (1 – p)/p = 0 eflitli¤ini biliyoruz. Bu-

nu ve xn+1 = (1 – p) + pxn
3 eflitli¤i kullan›larak, tümevar›mla xn #

a eflitsizli¤i kolayl›kla kan›tlanabilir. Kan›t› okura b›rak›yorum.

fiimdi, x = limn %&'
xn # a # 1 elde ederiz. Demek ki p $ 1/3

ise, x = a’d›r.

Bir Problem Daha. fiimdi yarat›¤›n p0 olas›l›kla öldü¤ünü,

p1 olas›l›kla ne öldü¤ünü ne de bölündü¤ünü, p2 olas›l›kla iki-

ye bölündü¤ünü ve p3 olas›l›kla üçe bölündü¤ünü varsayal›m.

Bu tuhaf yarat›¤›n bu dört seçenekten baflka seçene¤i olmas›n.

Demek ki,

p0 + p1 + p2 + p3 = 1

eflitli¤i geçerlidir. Yarat›¤›n soyunun sonlu bir zaman sonra ku-

ruma olas›l›¤›n› (x’i) hesaplay›n. Hesaplar biraz daha karmafl›k

olsa da yukardaki yöntem sonucu veriyor. fiu sonuç bulunma-

s› gerekiyor:

E¤er p3 " 0 ise,

E¤er p3 = 0 ise,

Bu konuda daha genifl bilgiyi [8, 9]’da bulabilirsiniz. Her

aç›dan daha ilginç olan erkek ve difli gerektiren üremelerle ilgi-

lenirseniz [10]’a bak›n.

80


