Birka¢ Oyun Daha

irinci Oyun. Iki oyuncu su oyunu oynuyorlar: Her ikisi de,

birbirinden habersiz, toplami 9 olan ti¢ dogal say1 segiyor.
En buytik sayilar, ortanca sayilar ve en kiigtik sayilar karsilas-
tirthiyor. Her karsilastirmada biiyiik sayimin sahibi 1, kiiciik sa-
yinin sahibi O puan aliyor. Esitlik halinde her iki oyuncu da 1/2
puan aliyor.

Ornegin, ben (4, 3, 2) sayilarin1 se¢gmissem, siz de (5, 4, 0)
sayilarini secmisseniz, oyunu 2-1 kazanirsimiz. Ote yandan,
ben (4, 3, 2), siz (3, 3, 3) secmisseniz, berabere kaliriz.

Bu oyunun en iyi stratejisi nedir? Hangi stratejiyle oynarsak
kazanma olasihigimiz1 artiririz?

Varsayimlarimiz sunlar:

1) Her iki oyuncu da akilli. Oyunculardan biri toplami 9
olan rastgele ii¢ say1 se¢miyor, akill oynuyor. Ve her ikisi de
oburiintin en az kendisi kadar akilli oldugunu biliyor.

2) Oyun c¢ok oynaniyor. Dolayisiyla, bir zaman sonra bir
oyuncu Obiir oyuncunun stratejisini anliyor.

Bu oyunu ¢oziimleyelim.

Her oyuncu su 12 hamleden birini yapmak zorundadir:
900, 810, 720, 711, 630, 621, 540, 531, 522, 441, 432, 333.

Asagidaki tabloda kalin puntoyla yazilmis birinci siitun bi-
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zim segeneklerimizi gosteriyor. Kalin puntoyla yazilmig birinci si-
ra da 6biir oyuncunun seceneklerini... Ornegin biz 621’1 se¢mis-
sek, obiir oyuncu da 540’1 se¢gmigse, oyunu 2-1 kazaniriz. Dola-
yisiyla, 621 sirasiyla 540 stitununun kesistigi kareye 1 yazdik.

900 810 720 711 630 621 540 531 522 441 432 333
900 o 0 0-1 0-1 O0-1-1 -1 -1 -1

810 o o o o0 0-1 O0-1 -1 -1 -1 -1
720 o 0 0 o0 o0 0 o0-1 0 -1 -1 -1
711 1 0 0 o 1 0 1 O0-1 0 -1 -1
630 o 0o 0-1t 0 O O O 1T -1 0 O
621 11 0 0o 0 O 1 O O O -1 -1
540 o 0 0-1 0-1 0 O O O0 1 1
531 11 1 0 O O O O O O O O
522 1 1 0 1 -1 0 O O O 1 0 -1
441 11 1 0o 1 O O O-1 O O 1
432 1 1 1 1 1 -1 0 0 0 0 O
333 11 1 1 0 1-1 O 1 -1 0 O

Goruldugi gibi 531 hamlemiz hi¢ kaybetmiyor. Oysa Obiir
seceneklerimizin hepsinde kaybetme olasiligimiz var.

Yalnizca bu gozleme dayanarak, 531’in en iyi strateji oldugu-
nu soylemek dogru olmaz. Cunkii 6rnegin 432’yle, daha fazla,
tam § kez kazaniyoruz (6te yandan 1 kez de kaybediyoruz.) Bel-
ki de, daha ¢ok kazanmak icin, arada bir 432 oynamak gerekir!

Gene de hep 531°i oynamak en iyi stratejidir, daha dogru-
su hep 531’i oynamak en iyi stratejilerden biridirl. Neden?
Soyle dusiinelim:

Hep 531 oynarsak, obiir oyuncu akilli oldugundan 900,
810 ve 720 hamlelerini yapmayacaktir. Dolayisiyla, hep 531
oynayarak berabere kaliriz.

1 Birkag tane, hatta sonsuz tane “en iyi strateji” olabilir. Bu oyunda sonsuz tane
“en iyi strateji” vardir. Neden sonsuz tane “en iyi strateji” oldugu bir sonraki
oyun okununca (umarim) anlagilacak.
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Berabere kalacagimiz bir stratejimizin oldugunu biliyoruz:
“hep 5317 stratejisi. Dolayisiyla “hep 531”den daha iyi bir
strateji gercekten kazandiran, bizim lehimize pozitif sonug ve-
ren stratejidir. Eger boyle bir strateji varsa, obiir oyuncu da (o
da akilli oldugundan ve oyun simetrik oldugundan) ayni stra-
tejiyle oynar ve her ikimizde kazaniriz! Her ikimiz de kazana-
mayacagimizdan, “hep 531” en iyi stratejilerden biridir.

Ikinci Oyun. Ayni oyun, ama ii¢ saymin toplami bu kez 10
olacak. Yine en iyi stratejiyi bulmak istiyoruz.

Yukardaki gibi oyunun bir ¢izelgesini ¢ikaralim. Siralar bi-
zi, stitunlar obiir oyuncuyu gosteriyor (1000 stratejisi, 10-0-0

demek):

1019881717166/ 6|5|5]544
o1, 213,243 254,343
000101012 0]12|2|3

1000 0 0| O)-1]0|-1|O0|-1|-1| O0|-1|-1|-1|-1
910/ 0,000} O0O)-1|O|-1 -1 O|-1|-1|-1|-1
820/ 0,070/ 0, 0/ 0, 0-1] 0| O|-1|-1|-1|-1
8§11/ 10/ 0} 0y 1|0 1]0|-1]1]0)-1|-1|-1
730, 0/ 0{0}|-1)0]/0[{0] 0 1|]0|-1)0-1]0
72171 1,070,0{0]1]0]0]1]0-1|-1]-1
640 0,0/ 0-1]0)-1| 0] 0, 0]0]0] 1,01
631 1,1/1{0;,0,0/,0{0/0 1]0]0-1/0
622 1,10/ 1}-14/0]0]0,0]1]1]0)0]-1
550, 0,00 -1]0)-1}]0-1)-1]0]0]0 1|1
5411411/ 0/1,0]0/0)-1]0]0]00]1
53211} 1{1;]0/1-1{0,0, 0,0]0/00
442|141} 1{1}1,1,0{1/0-10]0/0/0
433,111,170 1)-1]0|1)-1]-1|{0|0]|O

Bu oyun yukardakinden biraz farkli. Yukarda, hi¢ kaybetme-
yen bir strateji vardi, burdaysa oyle bir strateji yok. Ama soyle
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bir bakildiginda, 631, 541, 532 ve 442 stratejilerinin pek fena ol-
madig1 anlasiliyor. Ote yandan, 6rnegin hep 442 oynayamayiz,
¢linkii 0 zaman da 6biir oyuncu 550 oynar ve kaybederiz2.

Oyunu 6nce biraz basitlestirelim.

Dustinelim. 1000’i segcmektense, 910’u se¢gmeyi yeglemeyiz.
Cunki 6biir oyuncunun se¢imi 811 degilse, ha 1000’1 se¢misiz,
ha 910’u, aralarinda bir ayrim yok; 6te yandan 6biir oyuncu
811’1 secerse, 910’u 1000’e yeglemeliyiz: Kaybedecegimize hig
olmazsa berabere kaliriz. Yani her durumda 910, 1000°den da-
ha iyidir. Dolayisiyla 1000 sirasini tablomuzdan silebiliriz.

10| 9| 8/ 8/ 7, 7| 6, 6, 6| 5| 5|5 4| 4
0 1) 2 1 3 2| 4] 3 2| 5|4 343
0, 0010 1] 0] 1] 2] 0 1|2 23
1000 0 0 O/-1}] O|-1} O|-1|-1) O|-1|-1|-1|-1
910 0| O/ O] O O[-1] O|-1|-1] O|-1|-1]|-1]-1

820 de 910’dan daha iyi. Demek ki 910’u da silebiliriz.

721 de 820’den iyi. Demek ki 820’yi de silebiliriz.

1000, 910 ve 820’yi segmememiz gerektigini gordiik.

Obiir oyuncu da akilli. O da bizim gibi diisiiniiyor. Demek
ki o da 1000, 910 ve 820 hamlelerini yapmayacak. Dolayisiy-
la ¢izelgemizden ilk ii¢ siray1 ve siitunu silebiliriz. Oyunun yeni
haline bakalim:

2 Birazdan, hi¢ 631, 541 ve 532 oynamamiz gerektigini gorecegiz. Tuhaf degil mi?
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811
730
721
640
631
622
550
541
532
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433
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Ne yazik ki oyun daha fazla sadelesmiyor. Geriye, eskisi ka-
dar olmasa bile, olduk¢a karmagik bir oyun kald:.

Simdi ne yapmali? Diisiinmeli! Daha derin distinmeli...

Belli ki “hep bilmemka¢” diye bir strateji en iyi strateji ola-

maz, boyle bir strateji bize para kaybettirir. Dolayisiyla, arada
sirada 631, arada sirada 541... oynamali. Ne kadar “arada sira-
da”? Yani hangi hamle hangi siklikta (olasilikla) se¢ilmelidir?
Diyelim 6biir oyuncu 811 hamlesini ag;;, 730 hamlesini
a3 siklikta (olasilikla)... segti’. Eger 811 oynarsak,

agqq olasilikla 0 kazanacagiz,
a3 olasilikla 1 kazanacagiz,
a1 olasilikla 0 kazanacagiz,
ag4p olasilikla 1 kazanacagiz,
ag3q olasilikla 0 kazanacagiz,
agy, olasilikla -1 kazanacagiz,
asso olasilikla 1 kazanacagiz,
as4q olasilikla 0 kazanacagiz,
53, olasilikla -1 kazanacagiz,

3 Busayilar 0’la 1 arasindadir ve toplamlar1 1’dir.
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44, olasilikla -1 kazanacagiz,
a433 olasilikla -1 kazanacagz,
Dolayisiyla 811 stratejisinden beklentimiz,
a730 + de40 ~ d622 + A550 — d532 ~ d442 ~ 4433
dir. Bu beklentiye bg;; diyelim:

) bg11 = a730 + Aga0 — g2 + As50 — A532 — G442 — A433-

Obiir hamlelerin de beklentilerini bulabiliriz: Iste tam dizelge:

bg11 = a730 + Aga0 — g2 + As50 — A532 — G442 — 4433
b730 = = agi1 + gy — dsq1 — A4y

b721 = Agao + Ass0 — As32 — Ag42 — 433

beao = = agiy — az1 + ds3p + 433

bes1 = asso — daqn

bey = agy1 — az30 + dsso + dsq1 — A433

bsso = — dg11 — a721 — d631 — g2 + dagn + 433
bsa1 = az30 — dgyn + 433

bs3y = agiy + az1 — Agao

bysy = agyy + az3g + azy + de31 — dsso

by3z = agiy + az1 — Agao + A2z — 550 — 541

Biz, bu beklentiler icinden en biiytigiinti bulup, o beklentiyi
veren hamleyi yapmaliyiz. Ornegin, eger b,4,, bu beklentilerin
en buyiigiiyse, o zaman 442 hamlesini yapmaliyiz, ki beklenti-
miz byy, (beklentilerin en biiytigii) olsun. Diyesim, yukardaki
11 sayinin en buyugint bulmaya ¢alisacagiz:

max(bgy1, b730, 0721, bgaos be31> D622s bss505 Dsars 05325 baans ba33)
sayisini bulmaliyiz.

Obiir oyuncu bizim boyle diisiinecegimizi biliyor elbette. O
da hesaplayacagimiz max(bgy, ..., b433) beklentisini kiiciiltmek
istiyor. Yani obiir oyuncu, oyle,

ag11> 47305 47215 640> 4631> 46225 550> 45415 45325 34425 4433
sayilart bulmali ki, beklentimiz olan

max(bgy1, 6730, b7215 D640 D6315 06225 D505 Dsars D532 baars ba33)
sayist en kiigik olsun. O zaman beklentimiz,
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min(max(bg;1, b730, b721, be40s be315 b6zza b550, bs415 bs3, 19442:
b433))

olur#.

Eger belli agqy, ..., a433 sayilari igin, b’lerin hepsi negatifse,
0 zaman Obiir oyuncu bu olasiliklarla hamlelerini yapar ve ne
yaparsak yapalim, agzimizla kus tutsak da uzun donemde kay-
bederiz. Obiir oyuncu bu olasiliklarla oynar da biz oynayamaz
miy1z? Biz de oynariz. Ve o zaman da biz kazaniriz. Hem kay-
bedip hem kazanamayacagimiza gore... Demek ki a olasiliklari
ne olursa olsun, b’lerden biri pozitif olmak zorunda. Dolayisiy-
la, a olasiliklar1 ne olursa olsun,

max(bgy1, b730, b721> D40 D631 D6225 D5505 Os5a15 D535 Daans D433 0
dir.

Eger her a secenegi igin,
max(bg11, b730, 07215 eaos De31> a2y ssos Dsars Ds3ns bagns bazs) >0
ise, 0 zaman, Obiir oyuncu ne oynarsa oynasin kaybeder. Ayni
sey bizim i¢in de gegerlidir elbet! Bu da olamayacagindan, oyle
agq1s - dg433 sayilart vardir ki,
max(bg11, b730, 07215 eaos De31> a2y ssos Dsars D53y bagns baz3) =0
esitligi gecerlidir.

Biitiin b’leri birden sifira esitleyebilir miyiz? Evet. Biraz li-
neer denklem ¢o6zecegizS. Cozdik! Biitin b’lerin sifir olmasi
icin @’larin su kosullari yerine getirmesi gerekir:

Q622 = 442 = A730 = 4550
g1y = A7) = dgao = de31 = dsay = ds3y = da33 = 0.
@’larin toplami da 1 olmasi gerektiginden,

Agyy = Aaqp = 730 = dsso = 1/4

agiy = dyy1 = dgap = 31 = As41 = ds3p = dg33 =0
olmali.

4 Oyunlar kuraminda, bu yontemle en iyi stratejinin belirlenmesine “minimax il-
kesi” denir.

5 Bir de a’larin en az sifir olduklarini, yani negatif olamayacaklarini gozoéniinde
tutmaliyiz.
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Ben yukardaki olasiliklarla oynarsam, siz de o olasiliklarla
oynamak zorundasiniz, yoksa uzun donemde kaybedersiniz.
Inanmazsiniz, bir bilgisayar programi yapip deneyin.

Ikimiz de yukardaki olasiliklarla (stratejiyle) oynarsak,
oyundan beklentimiz 0 olur.

Oyun simetrik oldugundan, beklentimizin 0 olmasi gerekti-
gini zaten biliyorduk: Eger kazanan bir stratejimiz olsaydi, ay-
ni stratejiyi karsi taraf da uygular ve ikimiz de kazanirdik.

Ucgiincii Oyun. Ug oyuncu, birbirinden habersiz 0, 1, 2, 3,
4, § sayilarindan birini seciyor. Ikinci biiyiik sayiy1 secen kaza-
niyor. Soyle:

(2, 3, 4) secilmisse, 3’ui secen 1 puan aliyor, obiirleri —1/2
puan aliyor.

(2, 2, 3) secilmigse, 2’yi secenler 1/2 puan aliyorlar, 3’0 se-
¢en —1 puan ahyor.

(2, 3, 3) secilmigse, 2’yi secen 1 puan aliyor, 3’0 secenler
—1/2 puan alyor.

(2, 2, 2) se¢ilmigse, herkes —1 puan aliyor®.

Her ¢ oyuncunun da akilli oldugunu varsayarak, bu oyunu
(kazanma olasiligimizi artirmak igin elbet) nasil oynamaliyiz?

Bu oyunu oynamayiz! Neden?

Kimse 5’1 se¢gmez. Cunkii § secildiginde kazanma olasihigi
hi¢ yoktur. 5’ secen herkes hep kaybedecektir. U¢ oyuncu da
akilli oldugundan, 5’in se¢ilmemesi gerektigini ticti de bilir, ya-
ni kimse 5’1 segmez.

5 secilemeyeceginden, segilecek en biiyiik say1 4’tiir. Aynen
yukardaki nedenden, 4’ti de kimse se¢gmez. 4 secilmeyecegin-
den, 3, secilebilecek en biylik sayidir. Dolayisiyla 3 de secil-
mez... U¢ oyuncu da akilliysa, bu oyun oynanmaz!

6 Parayla oynaniyorsa, kimsenin kazanmadig para (3 lira), bir sonraki oyunda
kazanan(lar)a verilebilir 6rnegin.
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