
Birkaç Oyun Daha
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Birinci Oyun. ‹ki oyuncu flu oyunu oynuyorlar: Her ikisi de,

birbirinden habersiz, toplam› 9 olan üç do¤al say› seçiyor.

En büyük say›lar, ortanca say›lar ve en küçük say›lar karfl›lafl-

t›r›l›yor. Her karfl›laflt›rmada büyük say›n›n sahibi 1, küçük sa-

y›n›n sahibi 0 puan al›yor. Eflitlik halinde her iki oyuncu da 1/2

puan al›yor.

Örne¤in, ben (4, 3, 2) say›lar›n› seçmiflsem, siz de (5, 4, 0)

say›lar›n› seçmiflseniz, oyunu 2–1 kazan›rs›n›z. Öte yandan,

ben (4, 3, 2), siz (3, 3, 3) seçmiflseniz, berabere kal›r›z.

Bu oyunun en iyi stratejisi nedir? Hangi stratejiyle oynarsak

kazanma olas›l›¤›m›z› art›r›r›z?

Varsay›mlar›m›z flunlar:

1) Her iki oyuncu da ak›ll›. Oyunculardan biri toplam› 9

olan rastgele üç say› seçmiyor, ak›ll› oynuyor. Ve her ikisi de

öbürünün en az kendisi kadar ak›ll› oldu¤unu biliyor.

2) Oyun çok oynan›yor. Dolay›s›yla, bir zaman sonra bir

oyuncu öbür oyuncunun stratejisini anl›yor.

Bu oyunu çözümleyelim.

Her oyuncu flu 12 hamleden birini yapmak zorundad›r:

900, 810, 720, 711, 630, 621, 540, 531, 522, 441, 432, 333.

Afla¤›daki tabloda kal›n puntoyla yaz›lm›fl birinci sütun bi-



zim seçeneklerimizi gösteriyor. Kal›n puntoyla yaz›lm›fl birinci s›-

ra da öbür oyuncunun seçeneklerini... Örne¤in biz 621’i seçmifl-

sek, öbür oyuncu da 540’› seçmiflse, oyunu 2-1 kazan›r›z. Dola-

y›s›yla, 621 s›ras›yla 540 sütununun kesiflti¤i kareye 1 yazd›k.

900 810 720 711 630 621 540 531 522 441 432 333

900 0 0 0 –1 0 –1 0 –1 –1 –1 –1 –1

810 0 0 0 0 0 –1 0 –1 –1 –1 –1 –1

720 0 0 0 0 0 0 0 –1 0 –1 –1 –1

711 1 0 0 0 1 0 1 0 –1 0 –1 –1

630 0 0 0 –1 0 0 0 0 1 –1 0 0

621 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 –1 –1

540 0 0 0 –1 0 –1 0 0 0 0 1 1

531 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

522 1 1 0 1 –1 0 0 0 0 1 0 –1

441 1 1 1 0 1 0 0 0 –1 0 0 1

432 1 1 1 1 0 1 –1 0 0 0 0 0

333 1 1 1 1 0 1 –1 0 1 –1 0 0

Görüldü¤ü gibi 531 hamlemiz hiç kaybetmiyor. Oysa öbür

seçeneklerimizin hepsinde kaybetme olas›l›¤›m›z var.

Yaln›zca bu gözleme dayanarak, 531’in en iyi strateji oldu¤u-

nu söylemek do¤ru olmaz. Çünkü örne¤in 432’yle, daha fazla,

tam 5 kez kazan›yoruz (öte yandan 1 kez de kaybediyoruz.) Bel-

ki de, daha çok kazanmak için, arada bir 432 oynamak gerekir!

Gene de hep 531’i oynamak en iyi stratejidir, daha do¤ru-

su hep 531’i oynamak en iyi stratejilerden biridir1. Neden?

fiöyle düflünelim:

Hep 531 oynarsak, öbür oyuncu ak›ll› oldu¤undan 900,

810 ve 720 hamlelerini yapmayacakt›r. Dolay›s›yla, hep 531

oynayarak berabere kal›r›z.
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1 Birkaç tane, hatta sonsuz tane “en iyi strateji” olabilir. Bu oyunda sonsuz tane
“en iyi strateji” vard›r. Neden sonsuz tane “en iyi strateji” oldu¤u bir sonraki
oyun okununca (umar›m) anlafl›lacak.



Berabere kalaca¤›m›z bir stratejimizin oldu¤unu biliyoruz:

“hep 531” stratejisi. Dolay›s›yla “hep 531”den daha iyi bir

strateji gerçekten kazand›ran, bizim lehimize pozitif sonuç ve-

ren stratejidir. E¤er böyle bir strateji varsa, öbür oyuncu da (o

da ak›ll› oldu¤undan ve oyun simetrik oldu¤undan) ayn› stra-

tejiyle oynar ve her ikimizde kazan›r›z! Her ikimiz de kazana-

mayaca¤›m›zdan, “hep 531” en iyi stratejilerden biridir.

‹kinci Oyun. Ayn› oyun, ama üç say›n›n toplam› bu kez 10

olacak. Yine en iyi stratejiyi bulmak istiyoruz.

Yukardaki gibi oyunun bir çizelgesini ç›karal›m. S›ralar bi-

zi, sütunlar öbür oyuncuyu gösteriyor (1000 stratejisi, 10–0–0

demek):

10 9 8 8 7 7 6 6 6 5 5 5 4 4

0 1 2 1 3 2 4 3 2 5 4 3 4 3

0 0 0 1 0 1 0 1 2 0 1 2 2 3

1000 0 0 0 –1 0 –1 0 –1 –1 0 –1 –1 –1 –1

910 0 0 0 0 0 –1 0 –1 –1 0 –1 –1 –1 –1

820 0 0 0 0 0 0 0 –1 0 0 –1 –1 –1 –1

811 1 0 0 0 1 0 1 0 –1 1 0 –1 –1 –1

730 0 0 0 –1 0 0 0 0 1 0 –1 0 –1 0

721 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 –1 –1 –1

640 0 0 0 –1 0 –1 0 0 0 0 0 1 0 1

631 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 –1 0

622 1 1 0 1 –1 0 0 0 0 1 1 0 0 –1

550 0 0 0 –1 0 –1 0 –1 –1 0 0 0 1 1

541 1 1 1 0 1 0 0 0 –1 0 0 0 0 1

532 1 1 1 1 0 1 –1 0 0 0 0 0 0 0

442 1 1 1 1 1 1 0 1 0 –1 0 0 0 0

433 1 1 1 1 0 1 –1 0 1 –1 –1 0 0 0

Bu oyun yukardakinden biraz farkl›. Yukarda, hiç kaybetme-

yen bir strateji vard›, burdaysa öyle bir strateji yok. Ama flöyle
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bir bak›ld›¤›nda, 631, 541, 532 ve 442 stratejilerinin pek fena ol-

mad›¤› anlafl›l›yor. Öte yandan, örne¤in hep 442 oynayamay›z,

çünkü o zaman da öbür oyuncu 550 oynar ve kaybederiz2.

Oyunu önce biraz basitlefltirelim.

Düflünelim. 1000’i seçmektense, 910’u seçmeyi ye¤lemeyiz.

Çünkü öbür oyuncunun seçimi 811 de¤ilse, ha 1000’i seçmifliz,

ha 910’u, aralar›nda bir ayr›m yok; öte yandan öbür oyuncu

811’i seçerse, 910’u 1000’e ye¤lemeliyiz: Kaybedece¤imize hiç

olmazsa berabere kal›r›z. Yani her durumda 910, 1000’den da-

ha iyidir. Dolay›s›yla 1000 s›ras›n› tablomuzdan silebiliriz.

10 9 8 8 7 7 6 6 6 5 5 5 4 4

0 1 2 1 3 2 4 3 2 5 4 3 4 3

0 0 0 1 0 1 0 1 2 0 1 2 2 3

1000 0 0 0 –1 0 –1 0 –1 –1 0 –1 –1 –1 –1

910 0 0 0 0 0 –1 0 –1 –1 0 –1 –1 –1 –1

820 de 910’dan daha iyi. Demek ki 910’u da silebiliriz.

721 de 820’den iyi. Demek ki 820’yi de silebiliriz.

1000, 910 ve 820’yi seçmememiz gerekti¤ini gördük.

Öbür oyuncu da ak›ll›. O da bizim gibi düflünüyor. Demek

ki o da 1000, 910 ve 820 hamlelerini yapmayacak. Dolay›s›y-

la çizelgemizden ilk üç s›ray› ve sütunu silebiliriz. Oyunun yeni

haline bakal›m:
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2 Birazdan, hiç 631, 541 ve 532 oynamam›z gerekti¤ini görece¤iz. Tuhaf de¤il mi?



811 730 721 640 631 622 550 541 532 442 433

811 0 1 0 1 0 –1 1 0 –1 –1 –1

730 –1 0 0 0 0 1 0 –1 0 –1 0

721 0 0 0 1 0 0 1 0 –1 –1 –1

640 –1 0 –1 0 0 0 0 0 1 0 1

631 0 0 0 0 0 0 1 0 0 –1 0

622 1 –1 0 0 0 0 1 1 0 0 –1

550 –1 0 –1 0 –1 –1 0 0 0 1 1

541 0 1 0 0 0 –1 0 0 0 0 1

532 1 0 1 –1 0 0 0 0 0 0 0

442 1 1 1 0 1 0 –1 0 0 0 0

433 1 0 1 –1 0 1 –1 –1 0 0 0

Ne yaz›k ki oyun daha fazla sadeleflmiyor. Geriye, eskisi ka-

dar olmasa bile, oldukça karmafl›k bir oyun kald›.

fiimdi ne yapmal›? Düflünmeli! Daha derin düflünmeli...

Belli ki “hep bilmemkaç” diye bir strateji en iyi strateji ola-

maz, böyle bir strateji bize para kaybettirir. Dolay›s›yla, arada

s›rada 631, arada s›rada 541... oynamal›. Ne kadar “arada s›ra-

da”? Yani hangi hamle hangi s›kl›kta (olas›l›kla) seçilmelidir?

Diyelim öbür oyuncu 811 hamlesini a811, 730 hamlesini

a730 s›kl›kta (olas›l›kla)... seçti3. E¤er 811 oynarsak,

a811 olas›l›kla 0 kazanaca¤›z,

a730 olas›l›kla 1 kazanaca¤›z,

a721 olas›l›kla 0 kazanaca¤›z,

a640 olas›l›kla 1 kazanaca¤›z,

a631 olas›l›kla 0 kazanaca¤›z,

a622 olas›l›kla –1 kazanaca¤›z,

a550 olas›l›kla 1 kazanaca¤›z,

a541 olas›l›kla 0 kazanaca¤›z,

a532 olas›l›kla –1 kazanaca¤›z,
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3 Bu say›lar 0’la 1 aras›ndad›r ve toplamlar› 1’dir.



a442 olas›l›kla –1 kazanaca¤›z,

a433 olas›l›kla –1 kazanaca¤›z,

Dolay›s›yla 811 stratejisinden beklentimiz,

a730 + a640 – a622 + a550 – a532 – a442 – a433

d›r. Bu beklentiye b811 diyelim:

b811 = a730 + a640 – a622 + a550 – a532 – a442 – a433.

Öbür hamlelerin de beklentilerini bulabiliriz: ‹flte tam dizelge:

b811 = a730 + a640 – a622 + a550 – a532 – a442 – a433

b730 = – a811 + a622 – a541 – a442

b721 = a640 + a550 – a532 – a442 – a433

b640 = – a811 – a721 + a532 + a433

b631 = a550 – a442

b622 = a811 – a730 + a550 + a541 – a433

b550 = – a811 – a721 – a631 – a622 + a442 + a433

b541 = a730 – a622 + a433

b532 = a811 + a721 – a640

b442 = a811 + a730 + a721 + a631 – a550

b433 = a811 + a721 – a640 + a622 – a550 – a541

Biz, bu beklentiler içinden en büyü¤ünü bulup, o beklentiyi

veren hamleyi yapmal›y›z. Örne¤in, e¤er b442, bu beklentilerin

en büyü¤üyse, o zaman 442 hamlesini yapmal›y›z, ki beklenti-

miz b442 (beklentilerin en büyü¤ü) olsun. Diyesim, yukardaki

11 say›n›n en büyü¤ünü bulmaya çal›flaca¤›z:

max(b811, b730, b721, b640, b631, b622, b550, b541, b532, b442, b433)

say›s›n› bulmal›y›z.

Öbür oyuncu bizim böyle düflünece¤imizi biliyor elbette. O

da hesaplayaca¤›m›z max(b811, ..., b433) beklentisini küçültmek

istiyor. Yani öbür oyuncu, öyle,

a811, a730, a721, a640, a631, a622, a550, a541, a532, a442, a433

say›lar› bulmal› ki, beklentimiz olan

max(b811, b730, b721, b640, b631, b622, b550, b541, b532, b442, b433)

say›s› en küçük olsun. O zaman beklentimiz,
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min(max(b811, b730, b721, b640, b631, b622, b550, b541, b532, b442,

b433))

olur4.

E¤er belli a811, ..., a433 say›lar› için, b’lerin hepsi negatifse,

o zaman öbür oyuncu bu olas›l›klarla hamlelerini yapar ve ne

yaparsak yapal›m, a¤z›m›zla kufl tutsak da uzun dönemde kay-

bederiz. Öbür oyuncu bu olas›l›klarla oynar da biz oynayamaz

m›y›z? Biz de oynar›z. Ve o zaman da biz kazan›r›z. Hem kay-

bedip hem kazanamayaca¤›m›za göre... Demek ki a olas›l›klar›

ne olursa olsun, b’lerden biri pozitif olmak zorunda. Dolay›s›y-

la, a olas›l›klar› ne olursa olsun,

max(b811, b730, b721, b640, b631, b622, b550, b541, b532, b442, b433)  0

d›r.

E¤er her a seçene¤i için,

max(b811, b730, b721, b640, b631, b622, b550, b541, b532, b442, b433) > 0

ise, o zaman, öbür oyuncu ne oynarsa oynas›n kaybeder. Ayn›

fley bizim için de geçerlidir elbet! Bu da olamayaca¤›ndan, öyle

a811, ..., a433 say›lar› vard›r ki,

max(b811, b730, b721, b640, b631, b622, b550, b541, b532, b442, b433) = 0

eflitli¤i geçerlidir.

Bütün b’leri birden s›f›ra eflitleyebilir miyiz? Evet. Biraz li-

neer denklem çözece¤iz5. Çözdük! Bütün b’lerin s›f›r olmas›

için a’lar›n flu koflullar› yerine getirmesi gerekir:

a622 = a442 = a730 = a550

a811 = a721 = a640 = a631 = a541 = a532 = a433 = 0.

a’lar›n toplam› da 1 olmas› gerekti¤inden,

a622 = a442 = a730 = a550 = 1/4

a811 = a721 = a640 = a631 = a541 = a532 = a433 = 0

olmal›.
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4 Oyunlar kuram›nda, bu yöntemle en iyi stratejinin belirlenmesine “minimax il-
kesi” denir.

5 Bir de a’lar›n en az s›f›r olduklar›n›, yani negatif olamayacaklar›n› gözönünde
tutmal›y›z.



Ben yukardaki olas›l›klarla oynarsam, siz de o olas›l›klarla

oynamak zorundas›n›z, yoksa uzun dönemde kaybedersiniz.

‹nanmazs›n›z, bir bilgisayar program› yap›p deneyin.

‹kimiz de yukardaki olas›l›klarla (stratejiyle) oynarsak,

oyundan beklentimiz 0 olur.

Oyun simetrik oldu¤undan, beklentimizin 0 olmas› gerekti-

¤ini zaten biliyorduk: E¤er kazanan bir stratejimiz olsayd›, ay-

n› stratejiyi karfl› taraf da uygular ve ikimiz de kazan›rd›k.

Üçüncü Oyun. Üç oyuncu, birbirinden habersiz 0, 1, 2, 3,

4, 5 say›lar›ndan birini seçiyor. ‹kinci büyük say›y› seçen kaza-

n›yor. fiöyle:

(2, 3, 4) seçilmiflse, 3’ü seçen 1 puan al›yor, öbürleri –1/2

puan al›yor.

(2, 2, 3) seçilmiflse, 2’yi seçenler 1/2 puan al›yorlar, 3’ü se-

çen –1 puan al›yor.

(2, 3, 3) seçilmiflse, 2’yi seçen 1 puan al›yor, 3’ü seçenler

–1/2 puan al›yor.

(2, 2, 2) seçilmiflse, herkes –1 puan al›yor6.

Her üç oyuncunun da ak›ll› oldu¤unu varsayarak, bu oyunu

(kazanma olas›l›¤›m›z› art›rmak için elbet) nas›l oynamal›y›z?

Bu oyunu oynamay›z! Neden?

Kimse 5’i seçmez. Çünkü 5 seçildi¤inde kazanma olas›l›¤›

hiç yoktur. 5’i seçen herkes hep kaybedecektir. Üç oyuncu da

ak›ll› oldu¤undan, 5’in seçilmemesi gerekti¤ini üçü de bilir, ya-

ni kimse 5’i seçmez.

5 seçilemeyece¤inden, seçilecek en büyük say› 4’tür. Aynen

yukardaki nedenden, 4’ü de kimse seçmez. 4 seçilmeyece¤in-

den, 3, seçilebilecek en büyük say›d›r. Dolay›s›yla 3 de seçil-

mez... Üç oyuncu da ak›ll›ysa, bu oyun oynanmaz!
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6 Parayla oynan›yorsa, kimsenin kazanmad›¤› para (3 lira), bir sonraki oyunda
kazanan(lar)a verilebilir örne¤in.


