
1/3 Nerde ya da Kaos’a Girifl
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Kaos, matemati¤in oldukça yeni kuramlar›ndan biridir. Ka-

os, kargafla anlam›na gelen Yunanca kökenli bir sözcüktür.

Kaos kuram›n› biraz aç›klamaya çal›flay›m.

fiöyle kuvvetlice öksürün. Atmosferde küçücük bir de¤iflik-

lik yapt›n›z, hafif bir dalgalanma oldu: Hava al›p verdiniz. Bu

küçük atmosfer de¤iflikli¤inin bugün ya da yar›n sonuçlar›n›

göremeyebilirsiniz. Ama bir y›l sonra, o kuvvetli öksürü¤ünüz

Bengladefl’te evleri yerle bir eden bir tayfuna neden olabilir.

Belki... Bilinmez... Ya da bir kelebe¤in flöyle bir kanat ç›rpma-

s›n›n on y›l sonra do¤uraca¤› sonuçlar› bilemeyiz.

Bu yüzden meteoroloji yaln›zca bir haftal›k tahmin yapabi-

lir, bir y›l sonras›n› tahmin edemez.

Birbirine çok yak›n koflullar, çok uzun bir süre sonra birbi-

rine hiç benzemeyen durumlar yaratabilir.

‹flte kaos kuram› bu sorunla ilgilenir.

Matematikte kaos/kargafla var m›d›r? Evet vard›r. Var ki

kuram› bulunmufl.

Matematikten bir kaos örne¤i verece¤im bu yaz›mda.

1/3’ün tam nerede oldu¤unu hiç merak ettiniz mi? 1/3’ün

nerede oldu¤unu bulmaya çal›flaca¤›z.

fiuras› kesin ki, 1/3, s›f›rla bir aras› bir say›d›r, yani [0, 1] ara-

l›¤›ndad›r.



Ama bunu bilmek 1/3’ün tam nerede oldu¤unu bilmek de-

¤ildir. 1/3’ün tam nerede oldu¤unu biraz daha iyi anlayal›m.

[0, 1] aral›¤›n› ortadan ikiye bölersek, 1/3 hangi tarafa dü-

fler? Sa¤a m›, sola m›? Yani 1/3, 1/2’den küçük müdür, büyük

müdür? Elbet 1/3 < 1/2 eflitsizli¤i geçerlidir ve 1/3 soldaki ara-

l›¤a düfler.

Yukarda, [0, 1] aral›¤›n› tam ortadan ikiye bölüp, [0, 1/2]

ve [1/2, 1] aral›klar›n› elde ettik ve gördük ki 1/3 say›s› [0, 1/2]

aral›¤›ndaym›fl, yani, 0  1/3  1/2 eflitsizlikleri geçerliymifl.

fiimdi, 1/3’ün bulundu¤u [0, 1/2] aral›¤›n› tam ortadan iki-

ye bölelim:

[0, 1/4] ve [1/4, 2/4]

aral›klar›n› elde ederiz. 1/3 say›s› bu aral›klardan hangisine dü-

fler? Sola m›, sa¤a m›? 1/4  1/3  2/4 eflitsizlikleri geçerli oldu-

¤undan, 1/3 say›s› ikinci aral›ktad›r, yani [1/4, 2/4] aral›¤›nda-

d›r, yani sa¤a düfler.

fiimdi [1/4, 2/4] aral›¤›n› ikiye bölelim.

[2/8, 3/8] ve [3/8, 4/8]

aral›klar›n› elde ederiz. 2/8 < 1/3 < 3/8 eflitsizlikleri geçerli ol-

du¤undan, 1/3 say›s› birinci aral›¤a, yani sola düfler.
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Ya [2/8, 3/8] aral›¤›n› ikiye bölecek olursak? Ve böyle de-

vam edecek olursak?..

Genel olarak, [0, 1] aral›¤›n› 2n tane eflit uzunlukta aral›¤a

bölecek olursak, 1/3 bu aral›klardan hangisine düfler?

Yan›t› vereyim. 1/3 say›s›, ortadan bölünen aral›klar›n bir

soluna, bir sa¤›na düfler. Yani, 1/2’nin soluna, 1/4’ün sa¤›na,

3/8’in soluna, 6/16’n›n sa¤›na...

Kaos bunun neresinde?

1/3 = 0,333333... eflitli¤ini biliyoruz. 0,333333 say›s› 1/3’e

çok yak›n bir say›d›r ama 1/3 de¤ildir. 0,333333 say›s› da bafl-

lang›çta 1/3 gibi bir sola, bir sa¤a düfler, ama bir zaman sonra

1/3’ün davran›fl›ndan tamam›yla uzaklafl›r, sanki 1/3’le uzak-

tan yak›ndan bir ilgisi yokmufl gibi davran›r. ‹flte bu kaostur.

Birbirine çok yak›n iki say›, bir süre benzer biçimde davran›r-

lar, ama bir süre sonra birinden al›nan bilgi, öbürü hakk›nda

bize hiçbir bilgi vermez.

1/3’ün nerde oldu¤una geri dönelim. Afla¤›daki eflitliklerin

bir k›sm›n› bulduk, bulmad›klar›m›z›n da do¤ru olduklar›n›

kontrol etmek pek zor de¤ildir:

n kaç olursa olsun, öyle bir an tamsay›s› vard›r ki,

an/2n ≤ 1/3 ≤ (an + 1)/2n (1)

eflitsizlikleri geçerlidir. Yukardan da anlafl›laca¤› üzere,

a1 = 0

a2 = 1

a3 = 2

83

0/2  1/3  1/2

1/4  1/3  2/4

2/8  1/3  3/8

5/16  1/3  6/16

10/32  1/3  11/32

21/64  1/3  22/64

42/128 1/3  43/128



a4 = 5

a5 = 10

a6 = 21

a7 = 42

eflitlikleri geçerlidir. Bundan sonraki say›lar› bulmak da pek

güç de¤il, dizi flöyledir: 0, 1, 2, 5, 10, 21, 42, 85, 170, 341,

682, ... Bu dizinin sonraki say›lar›n› okur kolayl›kla tahmin

edebilir. Ama elbet, tahmin yaln›zca bir tahmindir. Bu tahmi-

nin kan›tlanmas› gerekmektedir.

fiimdi,

n tekse, an çifttir

n tekse, an tektir.

önermesini kan›tlayaca¤›z.

Her fleyden önce, (1) eflitsizliklerinde eflitli¤in olamayaca¤›-

n› kan›tlamam›z gerekiyor. Gerçekten de, bir a tamsay›s› için,

a/2n = 1/3 ise, 3a = 2n eflitli¤i de geçerlidir ve bundan da 3’ün

2n’yi bölece¤i ç›kar ki, bu do¤ru de¤ildir. Dolay›s›yla (1) eflit-

sizliklerini daha keskin bir biçimde,

an/2n < 1/3 < (an + 1)/2n

olarak yazabiliriz. Bu eflitsizliklerdeki say›lar›n paydalar›n› te-

mizleyelim, yani say›lar› 3 ! 2n ile çarpal›m:

3an < 2n < 3an+ 3

eflitsizliklerini elde ederiz. Dolay›s›yla 2n say›s› 3an’den büyük,

ama 3an+ 3’ten küçük bir say›d›r. 3an’den büyük ve 3an+ 3’ten

küçük iki say› vard›r: 3an+ 1 ve 3an+ 2. Demek ki 2n say›s› bu

iki say›dan birine eflittir:

Ya 2n = 3an + 1 ya da 2n = 3an + 2. (2)

Bunlardan hangisi do¤ru? n’nin tekli¤ine ya da çiftli¤ine gö-

re de¤iflir yan›t. E¤er n çiftse 2n = 3an + 1, tekse 2n = 3an+ 2 eflit-

li¤i geçerlidir. Neden? Nedenini birazdan söyleyece¤im. Önce

biraz önbilgiye gerek var.

Önce flu biline: 2n – 2, 2n – 1 ve 2n say›lar› üç ard›fl›k say›-

d›r. Dolay›s›yla, içlerinde biri, ve yaln›zca biri üçe bölünür. 2n
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say›s› üçe bölünmedi¤inden, 2n – 2 ve 2n – 1 say›lar›ndan biri-

nin, ve yaln›zca birinin üçe bölündü¤ü anlafl›l›r.

Sav. E¤er n çiftse, 2n – 1 üçe bölünür. E¤er n tekse, 2n – 2

üçe bölünür.

Sav›n Kan›t›: Önce n’nin çift oldu¤unu varsayal›m ve n’yi

2m biçiminde yazal›m: n = 2m.

2m – 1, 2m ve 2m + 1 say›lar› üç ard›fl›k say› oldu¤undan, bi-

ri üçe bölünür. Ama 2m üçe bölünmez elbet. Demek ki 2m – 1

ve 2m + 1 say›lar›ndan biri üçe bölünür. Bunu akl›m›zda tuta-

l›m, bir sonraki paragrafta gerekecek.

Sonra flu basit hesab› yapal›m:

2n – 1 = 22m – 1 = (2m)2 – 1 = (2m – 1)(2m + 1).

Bu eflitli¤in sa¤ taraf›ndaki 2m – 1 ve 2m + 1 say›lar›ndan bi-

rinin üçe bölündü¤ünü biraz önce görmüfltük. Demek ki çar-

p›mlar› da, yani 2n – 1 de üçe bölünür. Sav›m›z›n birinci bölü-

münü kan›tlad›k.

fiimdi n’nin bir tek say› oldu¤unu varsayal›m ve n = 2m + 1

yazal›m. Gene hesaplayal›m:

2n – 2 = 22m + 1 – 2 = 2(22m – 1).

Biraz önce 22m – 1’in üçe bölündü¤ünü görmemifl miydik? De-

mek ki yukardaki eflitli¤in say›lar› da üçe bölünürler, yani 2n – 2

de üçe bölünür.

Sav›m›z kan›tland›.

fiimdi (2)’ye geri dönelim.

E¤er 2n = 3an + 1 eflitli¤i geçerliyse, 3an = 2n – 1 eflitli¤i de

geçerlidir, yani 2n – 1 üçe bölünür (dolay›s›yla 2n – 2 üçe bö-

lünmez.) Yukardaki savdan da n’nin çift oldu¤u anlafl›l›r.

E¤er 2n = 3an + 2 eflitli¤i geçerliyse, 3an = 2n – 2 eflitli¤i de

geçerlidir, yani 2n – 2 üçe bölünür (dolay›s›yla 2n – 1 üçe bö-

lünmez.) Yukardaki savdan da n’nin tek oldu¤u ç›kar.
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Demek ki,

n çiftse, 2n = 3an + 1

n tekse, 2n = 3an + 2

önermesini kan›tlad›k, yani,

n çiftse, an = (2n " 1)/3

n tekse, an = (2n " 2)/3

önermesini kan›tlad›k. Ne güzel!

fiimdi an’nin tekli¤i-çiftli¤i konusuna dönelim.

E¤er n çiftse, yani an = (2n – 1)/3 ise, an ikiye bölünemez,

çünkü 2n – 1 ikiye bölünemez. Dolay›s›yla bu fl›kta an tektir.

E¤er n tekse, yani an = (2n – 2)/3 = 2(2n–1 – 1)/2 ise, elbette

an ikiye bölünür.

Bu da, 1/3 say›s›n›n aral›klar›n bir soluna, bir sa¤›na dü-

fltü¤ünü gösterir.

Son olarak afla¤›daki güzel eflitli¤i kan›tlayay›m:

1/3 = 1/2 – 1/4 + 1/8 – 1/16 + 1/32 – 1/64 + ... (3)

Bu eflitli¤in sa¤›ndaki toplam sonsuz bir toplamd›r.

Sa¤daki sonsuz toplama x diyelim:

x = 1/2 – 1/4 + 1/8 – 1/16 + 1/32 – 1/64 + ...

fiimdi x’i ikiyle çarpal›m:

2x = 2(1/2 – 1/4 + 1/8 – 1/16 + 1/32 – 1/64 + 1/128 – 1/256 + ...)

= 1 – 1/2 + 1/4 –1/8 + 1/16 – 1/32 + 1/64 –1/128 + ...

= 1 – (1/2 –1/4 + 1/8 – 1/16 + 1/32 – 1/64 + 1/128 – ...)

= 1 – x.

Yani 2x = 1 – x. Bundan da kolayl›kla x = 1/3 ç›kar!

(3) eflitli¤i kan›tlanm›flt›r1.

Bu kan›t sizi (3) eflitli¤ine inand›ramad›ysa hesaplay›n:
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1 Burada biraz yalan söylüyorum. E¤er sonsuz toplam›n sonucu sonlu bir say›y-
sa kan›t geçerlidir, yoksa geçersizdir.



1/2 = 0,5

1/2–1/4 = 0,25

1/2–1/4+1/8 = 0,375

1/2–1/4+1/8–1/16 = 0,3125

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32 = 0,3475

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64 = 0,328125

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64+1/128 = 0,3359375

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64+1/128–1/256 = 0,33203125

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64+1/128–1/256+1/512 = 0,333984375

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64+1/128–1/256+1/512–1/1024 = 0,3330078125

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64+1/128–1/256+1/512–1/1024+1/2048 = 0,33349609375

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64+1/128–1/256+1/512–1/1024+1/2048–1/4096= 

0,333251953125

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64+1/128–1/256+1/512–1/1024+1/2048–1/4096+1/8192=

0,3333740234375.

Görüldü¤ü gibi, ifllemleri yapt›kça 0,3333... say›s›na, yani

1/3’e yaklafl›yoruz. ‹fllemleri sonsuza dek yapmaya zaman›m›z ol-

sayd›, tam 1/3 bulurduk. ‹fllemleri sonsuza dek yapamasak bile,

yukarda yapt›¤›m›z gibi, sonsuz ifllemin sonucunun 1/3 oldu¤unu

matematikle buluruz.

Yaz›n›n birinci bölümündeki sorunun yan›t›, (3) eflitli¤in-

den de bulunabilir.

Dileyen okur “1/5 nerde?” sorusunu yan›tlayabilir2.
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2 Bu yaz›n›n kaosla ilgili oldu¤unu bana ö¤reten Tayfun Akgül’e teflekkürler...


