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Bir önceki yaz›da, yaz›-tura oyununda yoksulun zengine karfl›

flans›n›n çok az oldu¤unu kan›tlam›flt›k. Öyle ki, zengin son-

suz zengin oldu¤unda oyunu 1 olas›l›kla (yani yüzde yüz) kaza-

nacakt›r. Bu yaz›da bu olgudan güzel bir eflitlik ç›karaca¤›z1:

Basit bir yaz›-tura oyunundan ilginç bir matematiksel eflitli-

¤in ç›kmas› çok hofluma gitti.

Yoksulun cebinde 1 lira oldu¤unu varsayal›m. Zengin de

sonsuz zengin olsun, yani zenginin sonsuz paras› olsun. Dolay›-

s›yla zenginin paras› bitmez ve zengin oyunu kaybedemez. Yok-

sulun tek flans› sonsuza de¤in oynayabilmek. Bunun da olas›l›-

¤›n›n s›f›r oldu¤unu “Yüzde Yüz Sonlu Sonsuz Oyunlar” bafll›k-

l› yaz›m›zdan biliyoruz.

Birinci yaz›-tura at›ld›. Tura gelirse yoksulun cebindeki tek

lira gidecek, befl paras›z kalacak ve oyun bitecek. Diyelim ilk

oyunu yoksul kazand›. fiimdi cebinde iki liras› var. ‹kinci oyun-

da kaybederse gene 1 liras› kalacak, kazan›rsa 3 liras› olacak.

1 say›lar›n›, “Saymadan Saymak” adl› yaz›da tan›mlam›flt›k (sayfa 39-45).



Oyun böylece, sürebildi¤ince, yani yoksulun paras› oldu¤u süre-

ce sürecek.

Oyunun alabilece¤i bütün durumlar› bir “a¤aç”la gösterebi-

liriz. A¤ac›n en tepesine 1 yazal›m. Bu 1, yoksulun oyuna baflla-

madan önceki bütün serveti. 1’den sonra afla¤›ya do¤ru sa¤l›

sollu iki ok (kök) ç›karal›m. Bu oklardan soldakinin ucuna 0,

sa¤dakinin ucuna 2 yazal›m. Soldaki ok, yoksulun kaybetti¤ini,

sa¤dakiyse kazand›¤›n› gösteriyor. 0 ve 2 say›lar› da, birinci ya-

z›-tura at›fl›n›n sonunda yoksulun cebindeki para: Kaybederse 0,

kazan›rsa 2 liras› olacak. Kaybetti¤inde oyun bitiyor, dolay›s›y-

la 0’dan sonra kök büyümüyor. Kazanm›flsa, yani 2 liras› ol-

muflsa oyun sürüyor. 2’den sonra kök büyüyor, ikiye ayr›l›yor.

Soldaki kök her zaman yoksulun kaybetti¤ini gösterecek, sa¤da-

kiyse kazand›¤›n›. Oyun sonsuza dek uzayabilece¤inden, a¤ac›n

kökleri sonsuza dek uzar. Bu sonsuz a¤açtan bir bölüm sunal›m:

Daha ilk turda yoksulun oyunu kaybetme olas›l›¤› 1/2 elbet:

Tura gelirse kaybedecek.

Yoksul, ilk turda kaybetmemiflse, ikinci turda elenemez,

çünkü yukardaki a¤ac›n üstten üçüncü kat›nda 0 yok. Ama

üçüncü turda elenebilir. E¤er s›ras›yla yaz›-tura-tura (YTT) ge-

lirse yoksul üçüncü tur sonunda befl paras›z kalacakt›r. S›ras›yla

yaz›-tura-tura (yani YTT) gelme olas›l›¤›ysa 1/23, yani 1/8’dir.

152

1

0

1

0

0 2 2 4 2 4 4 6

2

1 3

0 2 42

3

2 4

3 3 51

2



Demek ki yoksulun üçüncü turda elenme olas›l›¤› 1/8.

Birinci turda elenme olas›l›¤› da 1/2’ydi.

Bu olas›l›klar› toplarsak, yoksulun üç tur dayanamama ola-

s›l›¤›n› buluruz: 1/2 + 1/8 = 5/8.

Yoksul ilk üç tur dayanabilmiflse, dördüncü turu oynamaya

hak kazan›r. Bu turda elenemez, çünkü en az 1 liras› kalacakt›r.

Ancak beflinci turda elenebilir. S›ras›yla YTYTT ya da YYTTT

gelirse beflinci turda elenecektir.

n ≥ 1 herhangi bir do¤al say› olsun. Yukardaki a¤ac›n (üst-

ten) n’inci kat›nda kaç tane 0, kaç tane 1, kaç tane 2 vard›r? Bu

say›lara pn(0), pn(1), pn(2) diyelim. Genel olarak, 0 " k " n ise

pn(k) = a¤ac›n n’inci kat›ndaki k say›s›

olsun. Örne¤in,

p1(0) = 0, p1(1) = 1

p2(0) = 1, p2(1) = 0, p2(2) = 1

p3(0) = 0, p3(1) = 1, p3(2) = 0, p3(3) = 1

p4(0) = 1, p4(1) = 0, p4(2) = 2, p4(3) = 0 p4(4) = 1

p5(0) = 0, p5(1) = 2, p5(2) = 0, p5(3) = 3 p5(4) = 0, p5(5) = 1

Bu say›lar› nas›l bulabiliriz? Örne¤in p6(4)’ü a¤aca bakma-

dan bulabilir miyiz? p6(4), a¤ac›n alt›nc› kat›ndaki 4’lerin say›-

s›. Alt›nc› kattaki 4 say›lar› bir üst kattaki 3 ve 5 say›lar›ndan

gelir; dolay›s›yla,

p6(4) = p5(3) + p5(5) = 3 + 1 = 4

eflitli¤i geçerlidir. Bunun gibi, her 2 " k < n için

pn(k) = pn–1(k – 1) + pn+1(k + 1) (1)

eflitli¤i geçerlidir. Çünkü n inci s›radaki k’lar ancak n – 1’inci s›-

radaki k–1 ve k+1’lerden gelebilirler.

pn(0) ve pn(1) say›lar› için formülümüz de¤iflik. n’inci s›ra-

daki 0 say›lar›, n – 1’inci s›radaki 1 say›lar›ndan gelebilir an-

cak. Bunun gibi, n’inci s›radaki 1 say›lar› bir önceki s›radaki 2

say›lar›ndan gelebilir2. Dolay›s›yla,
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2 Bir önceki s›rada 0 varsa, oyun orada bitmifltir.



pn(0) = pn–1(1) = pn–2(2) (2)

eflitlikleri geçerlidir.

pn(n) = 1 (3)

eflitli¤ini bulmak da zor de¤ildir. Yukardaki eflitlikleri kullana-

rak bir tablo çizelim (Bu tabloda pn(k) say›s›n› n’inci s›rayla

k’inci kolonun kesiflti¤i yere koyduk):

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 2 1

5 2 3 1

6 2 5 4 1

7 5 9 5 1

8 5 14 14 6 1

9 14 28 20 7 1

10 14 42 48 27 8 1

11 42 90 75 35 9 1

12 42 132 165 110 44 10 1

Oyunun ikinci katta (yani birinci at›fltan hemen sonra) bit-

me olas›l›¤› 1/2, bunu daha önce de görmüfltük.

Oyun tek say›l› katlarda bitemez, çünkü tek say›l› katlarda

0 yok. Oyun ancak çift say›l› katlarda bitebilir.

Dördüncü katta bir tek 0 var. Dolay›s›yla oyunun dördüncü

katta (yani üçüncü at›flta) bitme olas›l›¤› 1/23.

Alt›nc› katta iki tane 0 var. Her s›f›r için olas›l›k 1/25, dola-

y›s›yla oyunun alt›nc› katta bitme olas›l›¤› 2/25.

Sekizinci katta befl tane 0 var. Her s›f›r için olas›l›k 1/27, do-

lay›s›yla oyunun sekizinci katta bitme olas›l›¤› 5/27.

Genel olarak oyunun 2n’inci katta bitme olas›l›¤›

p2n(0)/22n–1

dir. Demek ki oyunun 2n’inci katta ve daha önce bitme olas›l›¤›,
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p2(0)/2, p4(0)/23, ..., p2n(0)/22n–1

say›lar›n›n toplam›, yani

dir. Dolay›s›yla oyunun sonlu bir aflamada bitme olas›l›¤›n› bul-

mak için yukardaki eflitlikte n = / almak gerekiyor (yani n’yi

sonsuza götürmek.) Demek ki oyunun sonlu bir aflamada bitme

olas›l›¤›

dir. Biz bu say›n›n 1 oldu¤unu biliyoruz:

p2k(0) say›lar› kaçt›r? Bu say›lar›n bir formülünü bulursak ve bu

formülü (4) eflitli¤ine yerlefltirsek, (4) eflitli¤i ilginç bir eflitlik olur

mu? Evet olur! p2k(0) say›lar›n› bulal›m.

p2n(0) say›lar›n› bulmak için, her 0 " k " n için, p2n(2k) sa-

y›s›n› bulmal›y›z. Yukardaki tablodaki tek say›l› s›ralar› ve ko-

lonlar› atal›m ki dikkatimizi p2n(2k) say›lar›na tam olarak vere-

bilelim:

0 2 4 6 8 10 12 14 16

2 1 1

4 1 2 1

6 2 5 4 1

8 5 14 14 6 1

10 14 42 48 27 8 1

12 42 132 165 110 44 10 1

14 132 429 572 429 208 65 12 1

16 429 1430 2002 1638 910 350 90 14 1

Yukardaki tabloya uzun süre, ama oldukça uzun bir süre ba-

karsan›z, p2n(2k) say›lar›n› tahmin edebilirsiniz: E¤er n > 1 ise,
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ve 1 " k " n ise,

Bu formüller sihirbaz›n flapkas›ndan ç›kan tavflanlar gibi su-

nuldu, ama okur bana inanmak zorunda de¤il, bu formüllerin

do¤rulu¤unu, (1, 2, 3) formüllerini kullanarak, n üzerine tüme-

var›mla kan›tlayabilir.

Yukarda buldu¤umuz (5) eflitli¤ini (4) eflitli¤ine yerlefltire-

lim; elde etti¤imiz eflitlikle biraz oynayacak olursak,

eflitli¤ini buluruz. Ola¤anüstü bir eflitlik!
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