Zugitirt Tesellisi

ir onceki yazida, yazi-tura oyununda yoksulun zengine kars
Bgansmm cok az oldugunu kanitlamustik. Oyle ki, zengin son-
suz zengin oldugunda oyunu 1 olasilikla (yani yiizde yuz) kaza-
nacaktir. Bu yazida bu olgudan glizel bir esitlik ¢ikaracagiz!:

z 1 [ij
k=1 o4 14

Basit bir yazi-tura oyunundan ilging bir matematiksel esitli-
gin ¢citkmasi ¢ok hosuma gitti.

Yoksulun cebinde 1 lira oldugunu varsayalim. Zengin de
sonsuz zengin olsun, yani zenginin sonsuz parasi olsun. Dolayi-
styla zenginin parasi bitmez ve zengin oyunu kaybedemez. Yok-
sulun tek sansi sonsuza degin oynayabilmek. Bunun da olasili-
ginin sifir oldugunu “Yiuzde Yz Sonlu Sonsuz Oyunlar” baghk-
Ii yazimizdan biliyoruz.

Birinci yazi-tura atildi. Tura gelirse yoksulun cebindeki tek
lira gidecek, bes parasiz kalacak ve oyun bitecek. Diyelim ilk
oyunu yoksul kazandi. Simdi cebinde iki liras:1 var. Ikinci oyun-
da kaybederse gene 1 liras1 kalacak, kazanirsa 3 lirasi olacak.

1 [:’] sayilarini, “Saymadan Saymak” adli yazida tanimlamugtik (sayfa 39-45).
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Oyun boylece, siirebildigince, yani yoksulun parasi oldugu stire-
ce siirecek.

Oyunun alabilecegi biitiin durumlar: bir “aga¢”la gosterebi-
liriz. Agacin en tepesine 1 yazalim. Bu 1, yoksulun oyuna basla-
madan onceki bitiin serveti. 1’den sonra asagiya dogru sagh
sollu iki ok (kok) ¢ikaralim. Bu oklardan soldakinin ucuna 0,
sagdakinin ucuna 2 yazalim. Soldaki ok, yoksulun kaybettigini,
sagdakiyse kazandigini gosteriyor. O ve 2 sayilari da, birinci ya-
zi-tura atiginin sonunda yoksulun cebindeki para: Kaybederse 0,
kazanirsa 2 lirasi olacak. Kaybettiginde oyun bitiyor, dolayisiy-
la 0’dan sonra kok biiyiimiiyor. Kazanmigsa, yani 2 lirast ol-
mugsa oyun siiriiyor. 2’den sonra kok buytiyor, ikiye ayriliyor.
Soldaki kok her zaman yoksulun kaybettigini gosterecek, sagda-
kiyse kazandigini. Oyun sonsuza dek uzayabileceginden, agacin
kokleri sonsuza dek uzar. Bu sonsuz agactan bir boliim sunalim:

Daha ilk turda yoksulun oyunu kaybetme olasiligi 1/2 elbet:
Tura gelirse kaybedecek.

Yoksul, ilk turda kaybetmemisse, ikinci turda elenemez,
¢unkt yukardaki agacin ustten tg¢tunct katinda 0 yok. Ama
tgunct turda elenebilir. Eger sirasiyla yazi-tura-tura (YTT) ge-
lirse yoksul tigtincti tur sonunda beg parasiz kalacaktir. Sirasiyla
yazi-tura-tura (yani YTT) gelme olasiligiysa 1/23, yani 1/8dir.
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Demek ki yoksulun tigiincii turda elenme olasihigi 1/8.

Birinci turda elenme olasiligi da 1/2’ydi.

Bu olasiliklar1 toplarsak, yoksulun ti¢ tur dayanamama ola-
siligint buluruz: 1/2 + 1/8 = 5/8.

Yoksul ilk ti¢ tur dayanabilmigse, dordiincii turu oynamaya
hak kazanir. Bu turda elenemez, ciinkii en az 1 liras1 kalacaktir.
Ancak besinci turda elenebilir. Sirasiyla YTYTT ya da YYTTT
gelirse besinci turda elenecektir.

n > 1 herhangi bir dogal say1 olsun. Yukardaki agacin (ist-
ten) 7’inci katinda kag tane 0, kag tane 1, kag tane 2 vardir? Bu
sayilara p,(0), p,(1), p,(2) diyelim. Genel olarak, 0 < k < # ise

p,(k) = agacin »’inci katindaki k sayisi
olsun. Ornegin,

p1(0) =0,p4(1) =1

p2(0) =1, pr(1) = 0, po(2) = 1

p3(0) = 0, p3(1) = 1, p3(2) = 0, p3(3) = 1

P4(0) =1, p4(1) = 0, p4(2) = 2, p4(3) = 0 py(4) = 1

1
Ps(0) =0, ps(1) = 2, ps(2) = 0, ps(3) = 3 ps(4) = 0, ps(S) = 1

Bu sayilari nasil bulabiliriz? Ornegin p(4)’t agaca bakma-
dan bulabilir miyiz? p¢(4), agacin altinci katindaki 4’lerin sayi-
si. Altinc1 kattaki 4 sayilari bir st kattaki 3 ve § sayilarindan
gelir; dolayisiyla,

Pe(4) =ps(3) +ps(5) =3 +1=4
esitligi gecerlidir. Bunun gibi, her 2 < k < n i¢in

Pu(R) = ppy(R = 1) + Pk + 1) (1)
esitligi gecerlidir. Cunku 7 inci siradaki k’lar ancak 7 — 1’inci s1-
radaki k-1 ve k+1’lerden gelebilirler.

p,.(0) ve p,(1) sayilari icin formilimiiz degisik. 7’inci sira-
daki 0 sayilari, 7 — 1’inci siradaki 1 sayilarindan gelebilir an-
cak. Bunun gibi, #’inci siradaki 1 sayilari bir 6nceki siradaki 2
sayilarindan gelebilir2. Dolayisiyla,

2 Bir onceki sirada 0 varsa, oyun orada bitmistir.
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Pn(o) = pn—l(l) = Pn—Z(z) (2)
esitlikleri gecerlidir.

puln) = 1 3)
esitligini bulmak da zor degildir. Yukardaki esitlikleri kullana-
rak bir tablo cizelim (Bu tabloda p,(k) sayisim1 7’inci sirayla
k’inci kolonun kesistigi yere koyduk):

0|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 1

211 1

3 1 1

411 2 1

N 2 3 1

6|2 S 4 1

7 S 9 N 1

815 14 14 6 1

9 14 28 20 7 1

10|14 42 48 27 8 1

11 42 90 75 35 9 1
12 42 132 165 110 44 10 1

Oyunun ikinci katta (yani birinci atistan hemen sonra) bit-
me olasiligi 1/2, bunu daha 6nce de gormustuk.

Ovyun tek sayili katlarda bitemez, c¢iinkii tek sayili katlarda
0 yok. Oyun ancak cift sayili katlarda bitebilir.

Dordunct katta bir tek 0 var. Dolayisiyla oyunun dérdiincti
katta (yani Gg¢tincti atigta) bitme olasiligr 1/23.

Altina katta iki tane 0 var. Her sifir icin olasilik 1/25, dola-
yistyla oyunun altinci katta bitme olasiligi 2/25.

Sekizinci katta bes tane 0 var. Her sifir igin olasilik 1/27, do-
layisiyla oyunun sekizinci katta bitme olasihig1 5/27.

Genel olarak oyunun 27’inci katta bitme olasilig

Pan(0)/2251

dir. Demek ki oyunun 27’inci katta ve daha 6nce bitme olasilig;,
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D2(0)12, p4(0)/23, .., p,(0)/22-1

sayilarinin toplami, yani
n 2k-1
Do 020)/2

dir. Dolayisiyla oyunun sonlu bir asgamada bitme olasiligini bul-
mak i¢in yukardaki esitlikte 7 = o almak gerekiyor (yani n’yi
sonsuza goturmek.) Demek ki oyunun sonlu bir asamada bitme
olasilig

D pal0)/2%7!

dir. Biz bu saymin 1 oldugunu biliyoruz:
o k(0227 =1 (4)

p21(0) sayilari kagtir? Bu sayilarin bir formiilina bulursak ve bu
formiila (4) esitligine yerlestirsek, (4) esitligi ilging bir esitlik olur
mu? Evet olur! p,,(0) sayilarini bulalim.

12,,(0) sayilarini bulmak igin, her 0 < k < # i¢in, p,,(2k) sa-
yisini bulmaliyiz. Yukardaki tablodaki tek sayili siralar1 ve ko-
lonlar1 atalim ki dikkatimizi p,,(2k) sayilarina tam olarak vere-

bilelim:
0 2 4 6 8 10 12 14 16
2 1 1
4 1 2 1
6 2 S 4 1
8 h) 14 14 6

10 | 14 42 48 27 8 1

12 | 42 132 165 110 44 10 1

14 | 132 429 572 429 208 65 12 1

16 | 429 1430 2002 1638 910 350 90 14 1

Yukardaki tabloya uzun siire, ama olduk¢a uzun bir siire ba-
karsaniz, p,,(2k) sayilarini tahmin edebilirsiniz: Eger 7 > 1 ise,
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ve 1 <k <nise,
1( 2n
P2n(2k) = b
ni\n-—

Bu formiiller sihirbazin sapkasindan ¢ikan tavsanlar gibi su-
nuldu, ama okur bana inanmak zorunda degil, bu formiillerin
dogrulugunu, (1, 2, 3) formullerini kullanarak, 7 tizerine tiime-
varimla kanitlayabilir.

Yukarda buldugumuz (5) esitligini (4) esitligine yerlestire-
lim; elde ettigimiz esitlikle biraz oynayacak olursak,

® 1 2k
Xl 1)

k=1 (k4 1)4%

esitligini buluruz. Olaganiistii bir esitlik!
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