Yoksulun Sansi

Bu yazi girise gereksinmiyor. Dogrudan, kanitlayacagimiz
sonuca gecelim:

“Teorem.” Yoksulun zengine karst sanst yoktur.

Bu cok bilinen “teorem”i kanitlayabilmek icin her seyden
once 6nermeyi matematiksellestirmeliyiz.

Zenginin - tanimi geregi - cok parasi var. Yoksulunsa az pa-
rasi var. Zenginle yoksul yazi-tura oynayacaklar. Yazi gelirse
yoksul zenginden 1 lira alacak. Tura gelirse yoksul zengine 1 li-
ra verecek. Oyun iki oyuncudan birinin parasi bitene dek siire-
cek. Oyun daha once sona eremez.

Bu kuralla oyun hig bitmeyip sonsuza dek siirebilir. Orne-
gin yazi-tura atiglarini sirayla bir yoksul bir zengin kazanirsa
oyun sonsuza dek siirer.

Bu oyun sonsuza dek siirebilir ama sonsuza dek siirme olasi-
lig1 sifirdir. Bunu “Yuzde Yiiz Sonlu Sonsuz Oyunlar” baglikli ya-
zimizda (bkz. sayfa 131) kamitlamistik. Bu yazida yukardaki ya-
z1-tura oyununu kag olasilikla kimin kazandigini bulacagiz. Once
yazi-tura atilan paranin hilesiz oldugunu varsayacagiz; yazinin so-
nunda hileli parayla oynanan yazi-tura oyunlarini irdeleyecegiz.




Iki oyuncudan birinin kesinlikle (yani 1 olasilikla) kazanaca-

g1 biliyoruz. Bunu “Yiizde Yuz Sonlu Sonsuz Oyunlar” baglik-
li yazimizda kanitlamistik. Hangi oyuncunun kag olasilikla kaza-
nacagini bulmak istiyoruz. Ornegin birinci oyuncunun 1, ikinci
oyuncunun 100 lirasi varsa, biiyiik bir olasilikla ikinci oyuncu
oyunu kazanir. Birinci oyuncunun kazanma olasihigi azdir, ama
0 degildir. Okurun, “yiizde 1 olasilikla birinci, yizde 99 olasilik-
la ikinci oyuncu kazanir,” dedigini duyar gibi oluyorum. Dogru
degil. Yanit yanlis ama okuru yanilgiya bilerek siirikledim. Bir
baska ornek ele alalim.

Diyelim birinci oyuncunun 2, ikinci oyuncunun 3 lirasi var.
Birinci oyuncunun oyunu kazanma olasihigi kagtir? Bu kez
okur 2/5 yanitin1 verecek ve hakli ¢cikacaktir. Bir 6nceki 6rnek-
te, birinci oyuncunun kazanma olasihg: 1/101°dir, ikinci oyun-
cununkiyse 100/101°dir.

Bu yazida, oyuna birinci oyuncu 7, ikinci oyuncu m lirayla
basladiginda, birinci oyuncunun oyunu 7/(n+m) olasilikla ka-
zanacagin kanitlayacagiz.

Teorem 1. Hilesiz parayla oynanan yazi-tura oyununa bi-
rinci oyuncu n lirayla, ikinci oyuncu m lirayla baslarsa, birinci
oyuncu oyunu nl/(n+m) olasilikla kazanir.

Teoremi bir an i¢in kanitlanmig varsayip 6nemli bir sonu-
cunu irdeleyelim. Teoreme gore, ikinci oyuncunun ne kadar
¢ok parasi varsa, birinci oyuncunun kazanma sansi o kadar az-
dir. Ciinkii 7 sabit kalir ve m artarsa,n/(n+m)sayisi gittikce kii-
ciiliir. Zengin ne denli zenginse ya da yoksul ne denli yoksulsa,
yoksulun kazanma olasiligi o denli azdir. Biraz abartalim, ve
zenginin sonsuz parast oldugunu varsayalim. O zaman, yoksu-
lun oyunun sonlu bir aninda bes parasiz kalma olasiligi 1 ola-
cak. Yani yoksul yiizde yiiz kaybedecek. Oyuna kag parayla
baglarsa baslasin... Cuinkt 7 sonsuza gittiginde 7n/(n+m) sayisi
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sifira gider. Yoksul milyoner olarak oyuna baslasa bile, zengi-
nin sonsuz parasi varsa kesinlikle kaybeder. Dolayisiyla bu te-
oremden su ¢ikar:

Birinci Teoremin Bir Sonucu. Hilesiz parayla oynanan ya-
zi-tura oyununda, birinci oyuncunun sonlu, ikinci oyuncunun
sonsuz parast varsa, oyunu 1 olasilikla (yani yiizde vyiiz) ikinci
oyuncu kazanir.

Simdi teoremimizi kanitlayalim. s = # + m olsun. Yani s, iki
oyuncunun toplam parasi olsun.

ps(n) sayisi, birinci oyuncunun 7, ikinci oyuncunun s — 7 lira-
st oldugunda, birinci oyuncunun oyunu kazanma olasiligi olsun.

Ornegin, p,(0) = 0. Ciinkii birinci oyuncunun hig parasi yok-
sa, zaten oyunu kaybetmistir ve kazanma olasilig1 yoktur.

Ote yandan, p(s) = 1. Ciinkii, birinci oyuncunun s lirasi
varsa, ikinci oyuncunun hi¢ parasi kalmamistir ve oyunu birin-
ci oyuncu kazanmustir.

Teorem 1, p(n) sayisinin 7/s oldugunu soyliiyor.Demek ki,

pn) = nls (1)
esitligini kanitlamaliyiz.

ps(n) sayilar1 birbirinden bagimsiz degillerdir. Aralarinda
bir iliski vardir. Bu iligkiyi bulalim.

0 < 7 < s olsun. Birinci oyuncunun 7 lirasi var. 1lk yazi-tu-
ra atisinda oyun iki yoldan birini alabilir: Birinci oyuncu ya ka-
zanacaktir ya kaybedecektir. Kazanirsa # + 1 lirasi olacaktir,
kaybederse de 7 — 1 lirast.
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Her iki durumun da olasiligi 1/2°dir. Demek ki k lirayla

oyuna baslayan birinci oyuncunun cebinde ilk oyundan sonra
yarim olasilikla & — 1 lirasi, yarim olasilikla da & + 1 liras1 ola-
caktir. Bu son iki durumda birinci oyuncunun oyunu kazanma
olasiligi, sirasiyla, p (k-1) ve p(k+1)’dir. Yani, 0 < k < s ise,
ps(k) = ps(k_l)/z + ps(k"'l)/z
dir. Bunu soyle de yazabiliriz: 0 < k < s igin,
ps(k"'l) = zps(k) - ps(k_l) (2)

Simdi bir 6nsav kanitlayalim:

Onsav. Eger 0 < k < s ise, p (k) = kp,(1).

Onsavin Kaniti: Onsavi k iizerine tiimevarimla kanitlaya-
cagiz!.

Eger k = 1 ise, kanitlanacak esitlik p (1) = p,(1) olur ve bu
durumda 6nsavin dogrulugu apacik.

Simdi esitligi k = 2 i¢in kanitlayalim. p4(2) = 2p,(1) esitligi-
ni kanitlamak istiyoruz. (2) esitliginden,

ps(z) =) Zps(l) - ps(o)

elde ederiz. Ama p (0) = 0 esitligini biliyoruz. Demek ki, p(2) =
2p4(1) ve bu durumda da 6nsavimiz kanitlanmugtir.

Simdi k > 3 olsun. Onsavin k — 1 ve k i¢in dogru oldugunu
varsayip k + 1 i¢in kanitlayalim. Bu varsayimlardan ve (2) esit-

liginden,
puller1) =2 2p (k) - p, (k1)
=varsayim 2 kp (1) — (k=1)ps(1) = (k + 1)p,(1)
ctkar. Onsavimiz kanitlanmustir. O]

Yukardaki 6nsavda k = s alalim: 1 = p(s) = sp,(1) buluruz,
yani p (1) = 1/s. Onsawv1 bir kez daha k = 7 igin uygularsak, bu
esitlikten p (n) = np (1) = n/s ¢cikar. Teoremimiz kanitlanmistir.

1 Tiimevarimla kanit yéntemi “Sonsuz Inis Sonsuz Ctkis” yazisinda agiklanmis-
tir. (Bkz. sayfa 63.)
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Hileli Paranin Oykiisii. Yazinn siireginde paranin hileli ol-
dugunu varsayacagiz?.

Yazi gelme olasiligina y diyelim. Birinci oyuncu yazi geldi-
ginde kazansin. Tura gelme olasilig1 # olsun. y + ¢ = 1 esitligi ge-
cerli elbet. Toplam paraya gene s diyecegiz. p (), birinci oyun-
cunun (yani yazi geldiginde kazanan oyuncunun) n lirasi var-
ken 6blir oyuncunun butiin parasini titme olasiligi olsun.

Eger y = 0 ise, yani para hi¢ yazi gelmeyecekgesine hileliy-
se, oyunu ikinci oyuncu kazanir elbet.

Eger y = 1 ise, oyunu birinci oyuncu kazanir.

Ayrica y = 1/2 = ¢ sikkini yukarda irdelemistik.

Demek ki, bundan boyle 0 < y < 1 ve ¢ # y esitsizliklerini
varsayabiliriz. Bu varsayimla oyunun sonsuza degin siirme ola-
siliginin sifir oldugunu biliyoruz. (Bkz. “Yiizde Yiiz Sonlu Son-
suz Oyunlar”, sayfa 131.)

Teorem 2. Yazi gelme olasiligiin vy, tura gelme olasilignun
t oldugunu varsayalim (t = 1 —y). Birinci oyuncu yazi geldigin-
de kazansin ve oyuna n lirayla baslasin. Ikinci oyuncunun s — n
lirasi olsun. Ve y # t olsun. Birinci oyuncunun yazi-tura oyunu-
nu kazanma olasiligr (ys—ys7t7)/(ys—t) dir.

(2) formiiliniin bir benzerini bulalim once. Birinci kanitta-
ki gibi bir akil yurtitmeyle,
ps(”) = tps(n - 1) + yps(n + 1)
esitligini buluruz. Bundan da
ps(n+ 1) =Ps(”)/y—tps("—1)/y (3)
cikar. Aynen birinci kanittaki gibi yapacagiz. p(n) sayisim
ps(1)’1 kullanarak bulacagz.

2 Soruyu bu genel bi¢imiyle soran ve yanitlayan Prof. Dr. Nazif Tepedelenliog-
lu'na tegekkiir ederim.
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Onsav. Eger 0 < n < s ise,

yn _tn
ps(n) ynil(y—t) ps(1).

Onsavin Kanit1:3 # {izerine timevarimla kanitlayacagiz.
= 1 i¢in bir sorun yok. 7 = 2 icin kanitlayalim. (3) esitliginde
n =1 alirsak ve p,(0) = 0, y + ¢ = 1 esitliklerini kullanirsak, 6n-
savin # = 2 i¢in dogru oldugunu buluruz. Simdi formiiliin 7 ve
n — 1 sayilari i¢in dogru oldugunu varsayip formiilii #z + 1 igin
kanitlamak gerekiyor. Ayrintilar1 okura birakiyoruz. (Ipucu:
(3) esitligini kullanin.)

Artik ikinci teoremi kanitlayabiliriz. Yukardaki énsavda 7 = s
alirsak ve py(s) = 1 esitligini kullanirsak,

s—1
(y—t)
ps() = %
y —t
buluruz. Bu esitligi 6nsava uygulayarak,

Y =t" ¥y

y-1) y' -t

buluruz. Sadelestirerek,

n.n

):u (4)

ps(n R

esitligini buluruz. Ikinci teorem de kanitlanmugtir.
Birinci oyuncuda # lira, ikinci oyuncuda sonsuz para varsa,

birinci oyuncunun oyunu kazanma olasiligi nedir? Bu soruyu
yanitlayalim.

3 Bu formilii nasil buldugumuzu okur merak edebilir. Daha onceki 6nsavda
ps(n) = npg(1) esitligini tahmin etmek oldukga kolaydi. Bu 6nsavdaki formi-
li bulabilmek i¢in biraz lineer cebir bilmek gerekebilir. Ama formil bulun-
duktan sonra kanitlamasi oldukca kolaydir.
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Bu sorunun yanitin1 bulmak igin lim_,, p (%) sayisim bul-
maliyiz, yani (4) esitligindeki s sayisini sonsuza gondermeliyiz.
Bu limitin hesaplanisi y < ¢ ya da # < y olduguna gore degisir,
ama bulunan sonug degismez, her iki sikta da sifir bulunur:

Ikinci Teoremin Bir Sonucu. Yaz: gelme olasiligr y olsun ve
y < 1 olsun. Birinci oyuncu yazi gelince kazansin ve ikinci
oyuncunun sonsuz parasi olsun. Birinci oyuncu 1 olasilikla (ya-
ni %100 olasilikla) biitiin parasimi kaybedecektir.

Ornegin %99 olasilikla yazi bile gelse, eger tura geldiginde
kazananin sonsuz parasi, yazi geldiginde kazananin sonlu pa-
rast varsa, oyunu énunde sonunda sonsuz parasi olan kazanir.

Sonsuz i¢in dogru olan biiyiik sayilar i¢in de dogrudur asag:
yukari: Para tek yanl olmadikga (yani y < 1 oldukga), zengin cok
zenginse yazi-tura oyununu biiyiik bir olasilikla kazanir.
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