
Yoksulun fians›

Bu yaz› girifle gereksinmiyor. Do¤rudan, kan›tlayaca¤›m›z

sonuca geçelim:

“Teorem.” Yoksulun zengine karfl› flans› yoktur.

Bu çok bilinen “teorem”i kan›tlayabilmek için her fleyden

önce önermeyi matematiksellefltirmeliyiz.

Zenginin - tan›m› gere¤i - çok paras› var. Yoksulunsa az pa-

ras› var. Zenginle yoksul yaz›-tura oynayacaklar. Yaz› gelirse

yoksul zenginden 1 lira alacak. Tura gelirse yoksul zengine 1 li-

ra verecek. Oyun iki oyuncudan birinin paras› bitene dek süre-

cek. Oyun daha önce sona eremez.

Bu kuralla oyun hiç bitmeyip sonsuza dek sürebilir. Örne-

¤in yaz›-tura at›fllar›n› s›rayla bir yoksul bir zengin kazan›rsa

oyun sonsuza dek sürer.

Bu oyun sonsuza dek sürebilir ama sonsuza dek sürme olas›-

l›¤› s›f›rd›r. Bunu “Yüzde Yüz Sonlu Sonsuz Oyunlar” bafll›kl› ya-

z›m›zda (bkz. sayfa 131) kan›tlam›flt›k. Bu yaz›da yukardaki ya-

z›-tura oyununu kaç olas›l›kla kimin kazand›¤›n› bulaca¤›z. Önce

yaz›-tura at›lan paran›n hilesiz oldu¤unu varsayaca¤›z; yaz›n›n so-

nunda hileli parayla oynanan yaz›-tura oyunlar›n› irdeleyece¤iz.



‹ki oyuncudan birinin kesinlikle (yani 1 olas›l›kla) kazanaca-

¤›n› biliyoruz. Bunu “Yüzde Yüz Sonlu Sonsuz Oyunlar” bafll›k-

l› yaz›m›zda kan›tlam›flt›k. Hangi oyuncunun kaç olas›l›kla kaza-

naca¤›n› bulmak istiyoruz. Örne¤in birinci oyuncunun 1, ikinci

oyuncunun 100 liras› varsa, büyük bir olas›l›kla ikinci oyuncu

oyunu kazan›r. Birinci oyuncunun kazanma olas›l›¤› azd›r, ama

0 de¤ildir. Okurun, “yüzde 1 olas›l›kla birinci, yüzde 99 olas›l›k-

la ikinci oyuncu kazan›r,” dedi¤ini duyar gibi oluyorum. Do¤ru

de¤il. Yan›t yanl›fl ama okuru yan›lg›ya bilerek sürükledim. Bir

baflka örnek ele alal›m.

Diyelim birinci oyuncunun 2, ikinci oyuncunun 3 liras› var.

Birinci oyuncunun oyunu kazanma olas›l›¤› kaçt›r? Bu kez

okur 2/5 yan›t›n› verecek ve hakl› ç›kacakt›r. Bir önceki örnek-

te, birinci oyuncunun kazanma olas›l›¤› 1/101’dir, ikinci oyun-

cununkiyse 100/101’dir.

Bu yaz›da, oyuna birinci oyuncu n, ikinci oyuncu m lirayla

bafllad›¤›nda, birinci oyuncunun oyunu n/(n+m) olas›l›kla ka-

zanaca¤›n› kan›tlayaca¤›z.

Teorem 1. Hilesiz parayla oynanan yaz›-tura oyununa bi-

rinci oyuncu n lirayla, ikinci oyuncu m lirayla bafllarsa, birinci

oyuncu oyunu n/(n+m) olas›l›kla kazan›r.

Teoremi bir an için kan›tlanm›fl varsay›p önemli bir sonu-

cunu irdeleyelim. Teoreme göre, ikinci oyuncunun ne kadar

çok paras› varsa, birinci oyuncunun kazanma flans› o kadar az-

d›r. Çünkü n sabit kal›r ve m artarsa,n/(n+m)say›s› gittikçe kü-

çülür. Zengin ne denli zenginse ya da yoksul ne denli yoksulsa,

yoksulun kazanma olas›l›¤› o denli azd›r. Biraz abartal›m, ve

zenginin sonsuz paras› oldu¤unu varsayal›m. O zaman, yoksu-

lun oyunun sonlu bir an›nda befl paras›z kalma olas›l›¤› 1 ola-

cak. Yani yoksul yüzde yüz kaybedecek. Oyuna kaç parayla

bafllarsa bafllas›n... Çünkü m sonsuza gitti¤inde n/(n+m) say›s›
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s›f›ra gider. Yoksul milyoner olarak oyuna bafllasa bile, zengi-

nin sonsuz paras› varsa kesinlikle kaybeder. Dolay›s›yla bu te-

oremden flu ç›kar:

Birinci Teoremin Bir Sonucu. Hilesiz parayla oynanan ya-

z›-tura oyununda, birinci oyuncunun sonlu, ikinci oyuncunun

sonsuz paras› varsa, oyunu 1 olas›l›kla (yani yüzde yüz) ikinci

oyuncu kazan›r.

fiimdi teoremimizi kan›tlayal›m. s = n + m olsun. Yani s, iki

oyuncunun toplam paras› olsun.

ps(n) say›s›, birinci oyuncunun n, ikinci oyuncunun s – n lira-

s› oldu¤unda, birinci oyuncunun oyunu kazanma olas›l›¤› olsun.

Örne¤in, ps(0) = 0. Çünkü birinci oyuncunun hiç paras› yok-

sa, zaten oyunu kaybetmifltir ve kazanma olas›l›¤› yoktur.

Öte yandan, ps(s) = 1. Çünkü, birinci oyuncunun s liras›

varsa, ikinci oyuncunun hiç paras› kalmam›flt›r ve oyunu birin-

ci oyuncu kazanm›flt›r.

Teorem 1, ps(n) say›s›n›n n/s oldu¤unu söylüyor.Demek ki,

ps(n) = n/s (1)

eflitli¤ini kan›tlamal›y›z.

ps(n) say›lar› birbirinden ba¤›ms›z de¤illerdir. Aralar›nda

bir iliflki vard›r. Bu iliflkiyi bulal›m.

0 < n < s olsun. Birinci oyuncunun n liras› var. ‹lk yaz›-tu-

ra at›fl›nda oyun iki yoldan birini alabilir: Birinci oyuncu ya ka-

zanacakt›r ya kaybedecektir. Kazan›rsa n + 1 liras› olacakt›r,

kaybederse de n – 1 liras›.
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Her iki durumun da olas›l›¤› 1/2’dir. Demek ki k lirayla

oyuna bafllayan birinci oyuncunun cebinde ilk oyundan sonra

yar›m olas›l›kla k – 1 liras›, yar›m olas›l›kla da k + 1 liras› ola-

cakt›r. Bu son iki durumda birinci oyuncunun oyunu kazanma

olas›l›¤›, s›ras›yla, ps(k–1) ve ps(k+1)’dir. Yani, 0 < k < s ise,

ps(k) = ps(k–1)/2 + ps(k+1)/2

dir. Bunu flöyle de yazabiliriz: 0 < k < s için,

ps(k+1) = 2ps(k) – ps(k–1) (2)

fiimdi bir önsav kan›tlayal›m:

Önsav. E¤er 0 < k " s ise, ps(k) = kps(1).

Önsav›n Kan›t›: Önsav› k üzerine tümevar›mla kan›tlaya-

ca¤›z1.

E¤er k = 1 ise, kan›tlanacak eflitlik ps(1) = ps(1) olur ve bu

durumda önsav›n do¤rulu¤u apaç›k.

fiimdi eflitli¤i k = 2 için kan›tlayal›m. ps(2) = 2ps(1) eflitli¤i-

ni kan›tlamak istiyoruz. (2) eflitli¤inden,

ps(2) =(2) 2ps(1) – ps(0)

elde ederiz. Ama ps(0) = 0 eflitli¤ini biliyoruz. Demek ki, ps(2) =

2ps(1) ve bu durumda da önsav›m›z kan›tlanm›flt›r.

fiimdi k ≥ 3 olsun. Önsav›n k – 1 ve k için do¤ru oldu¤unu

varsay›p k + 1 için kan›tlayal›m. Bu varsay›mlardan ve (2) eflit-

li¤inden,

ps(k+1) =(2) 2ps(k) – ps(k–1)

=varsay›m 2kps(1) – (k–1)ps(1) = (k + 1)ps(1)

ç›kar. Önsav›m›z kan›tlanm›flt›r. ■

Yukardaki önsavda k = s alal›m: 1 = ps(s) = sps(1) buluruz,

yani ps(1) = 1/s. Önsav› bir kez daha k = n için uygularsak, bu

eflitlikten ps(n) = nps(1) = n/s ç›kar. Teoremimiz kan›tlanm›flt›r.
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1 Tümevar›mla kan›t yöntemi “Sonsuz ‹nifl Sonsuz Ç›k›fl” yaz›s›nda aç›klanm›fl-
t›r. (Bkz. sayfa 63.)



Hileli Paran›n Öyküsü. Yaz›n›n süre¤inde paran›n hileli ol-

du¤unu varsayaca¤›z2.

Yaz› gelme olas›l›¤›na y diyelim. Birinci oyuncu yaz› geldi-

¤inde kazans›n. Tura gelme olas›l›¤› t olsun. y + t = 1 eflitli¤i ge-

çerli elbet. Toplam paraya gene s diyece¤iz. ps(n), birinci oyun-

cunun (yani yaz› geldi¤inde kazanan oyuncunun) n liras› var-

ken öbür oyuncunun bütün paras›n› ütme olas›l›¤› olsun.

E¤er y = 0 ise, yani para hiç yaz› gelmeyecekçesine hileliy-

se, oyunu ikinci oyuncu kazan›r elbet.

E¤er y = 1 ise, oyunu birinci oyuncu kazan›r.

Ayr›ca y = 1/2 = t fl›kk›n› yukarda irdelemifltik.

Demek ki, bundan böyle 0 < y < 1 ve t 1 y eflitsizliklerini

varsayabiliriz. Bu varsay›mla oyunun sonsuza de¤in sürme ola-

s›l›¤›n›n s›f›r oldu¤unu biliyoruz. (Bkz. “Yüzde Yüz Sonlu Son-

suz Oyunlar”, sayfa 131.)

Teorem 2. Yaz› gelme olas›l›¤›n›n y, tura gelme olas›l›¤›n›n

t oldu¤unu varsayal›m (t = 1 – y). Birinci oyuncu yaz› geldi¤in-

de kazans›n ve oyuna n lirayla bafllas›n. ‹kinci oyuncunun s – n

liras› olsun. Ve y 1 t olsun. Birinci oyuncunun yaz›-tura oyunu-

nu kazanma olas›l›¤› (ys!ys-ntn)/(ys!ts) dir.

(2) formülünün bir benzerini bulal›m önce. Birinci kan›tta-

ki gibi bir ak›l yürütmeyle,

ps(n) = tps(n – 1) + yps(n + 1)

eflitli¤ini buluruz. Bundan da

ps(n + 1) = ps(n)/y – tps(n – 1)/y (3)

ç›kar. Aynen birinci kan›ttaki gibi yapaca¤›z. ps(n) say›s›n›

ps(1)’i kullanarak bulaca¤›z.
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2 Soruyu bu genel biçimiyle soran ve yan›tlayan Prof. Dr. Nazif Tepedelenlio¤-
lu’na teflekkür ederim.



Önsav. E¤er 0 < n " s ise,

Önsav›n Kan›t›:3 n üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. n

= 1 için bir sorun yok. n = 2 için kan›tlayal›m. (3) eflitli¤inde

n = 1 al›rsak ve ps(0) = 0, y + t = 1 eflitliklerini kullan›rsak, ön-

sav›n n = 2 için do¤ru oldu¤unu buluruz. fiimdi formülün n ve

n – 1 say›lar› için do¤ru oldu¤unu varsay›p formülü n + 1 için

kan›tlamak gerekiyor. Ayr›nt›lar› okura b›rak›yoruz. (‹pucu:

(3) eflitli¤ini kullan›n.)

Art›k ikinci teoremi kan›tlayabiliriz. Yukardaki önsavda n = s

al›rsak ve ps(s) = 1 eflitli¤ini kullan›rsak,

buluruz. Bu eflitli¤i önsava uygulayarak,

buluruz. Sadelefltirerek,

eflitli¤ini buluruz. ‹kinci teorem de kan›tlanm›flt›r.

Birinci oyuncuda n lira, ikinci oyuncuda sonsuz para varsa,

birinci oyuncunun oyunu kazanma olas›l›¤› nedir? Bu soruyu

yan›tlayal›m.
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3 Bu formülü nas›l buldu¤umuzu okur merak edebilir. Daha önceki önsavda
ps(n) = nps(1) eflitli¤ini tahmin etmek oldukça kolayd›. Bu önsavdaki formü-
lü bulabilmek için biraz lineer cebir bilmek gerekebilir. Ama formül bulun-
duktan sonra kan›tlamas› oldukça kolayd›r.



Bu sorunun yan›t›n› bulmak için lims./
ps(n) say›s›n› bul-

mal›y›z, yani (4) eflitli¤indeki s say›s›n› sonsuza göndermeliyiz.

Bu limitin hesaplan›fl› y < t ya da t < y oldu¤una göre de¤iflir,

ama bulunan sonuç de¤iflmez, her iki fl›kta da s›f›r bulunur:

‹kinci Teoremin Bir Sonucu. Yaz› gelme olas›l›¤› y olsun ve

y < 1 olsun. Birinci oyuncu yaz› gelince kazans›n ve ikinci

oyuncunun sonsuz paras› olsun. Birinci oyuncu 1 olas›l›kla (ya-

ni %100 olas›l›kla) bütün paras›n› kaybedecektir.

Örne¤in %99 olas›l›kla yaz› bile gelse, e¤er tura geldi¤inde

kazanan›n sonsuz paras›, yaz› geldi¤inde kazanan›n sonlu pa-

ras› varsa, oyunu önünde sonunda sonsuz paras› olan kazan›r.

Sonsuz için do¤ru olan büyük say›lar için de do¤rudur afla¤›

yukar›: Para tek yanl› olmad›kça (yani y < 1 oldukça), zengin çok

zenginse yaz›-tura oyununu büyük bir olas›l›kla kazan›r.
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