
Yak›nsamak

Bu yaz›da, ilerde s›k s›k kullanaca¤›m›z bir olguyu tan›mlaya-

ca¤›z ve matemati¤in en önemli kavramlar›ndan birine (li-

mit kavram›na) de¤inece¤iz.

Asl›nda okur anlataca¤›m kavram› sezgisel olarak biliyor-

dur. Dolay›s›yla, bu yaz›y› anlamak daha sonraki yaz›lar› anla-

mak için bir önkoflul de¤ildir.

0’la 1 aras›nda herhangi bir say› alal›m. Diyelim 0,9’u ald›k.

Bu say›y› kendisiyle tekrar tekrar çarpal›m (hesap makinas› yarar-

l› olabilir!):

0,91 = 0,9

0,92 = 0,81

0,93 = 0,729

0,94 = 0,6561

0,95 = 0,59049

0,96 = 0,531441

0,97 = 0,4782969

0,98 = 0,43046721

0,99 = 0,387420489

0,910 = 0,3486784401

0,915 = 0,205891132...

0,920 = 0,121576654...



0,925 = 0,071789798...

0,930 = 0,042391158...

0,935 = 0,025031555...

0,940 = 0,014780882...

0,945 = 0,008727963...

0,950 = 0,005153775...

0,960 = 0,00179701...

0,970 = 0,000626578...

0,980 = 0,000218474...

0,990 = 0,000076177...

0,9100 = 0,000026561...

Gördü¤ümüz gibi say›lar hep küçülüyorlar.

Acaba 0,9’un güçlerini diledi¤imiz kadar küçültebilir miyiz?

Örne¤in, yukarda da görüldü¤ü üzere 0,001’in alt›na indik:

0,970 = 0,000626578... ≤ 0,001.

0,0001’in de alt›na indik:

0,990 = 0,000076177... ≤ 0,0001.

Dilersek 0,00001 ve 0,000001’in de alt›na inebiliriz:

0,9110 = 0,000009261... ≤ 0,00001

0,9132 = 0,000000912... ≤ 0,000001.

S›f›ra hiç ulaflamay›z ama s›f›ra diledi¤imiz kadar yaklaflabi-

liriz. Bu yaz›da bunu kan›tlayaca¤›z1.

Öte yandan bu diziyle –1’e diledi¤imiz kadar yaklaflamay›z,

örne¤in –0,5’in alt›na inemeyiz, 0’›n alt›na bile inemeyiz. Küçü-

len bu say›lar –1’e elbet yaklafl›rlar, ama diledi¤imiz kadar yak-

laflmazlar, –1’le aralar›ndaki uzakl›k 1’den fazlad›r hep.

Diyelim - çok küçük pozitif bir say›, örne¤in

0,000000000001, hatta daha da küçük, ama 0 de¤il... Öyle bir

n tamsay›s› bulabiliriz ki, 0,9n say›s› -’dan küçüktür…

84

1 Merakl› okur, bu olguyu kendi bafl›na, yaz›n›n devam›n› okumadan kan›tlama-
ya çal›flmal›. Baflaramayabilir. Önemli de¤il! Kan›t› daha kolay anlayacakt›r.



Bu dedi¤im yaln›zca 0,9 say›s› için de¤il, 0’la 1 aras›ndaki

herhangi bir say› için geçerlidir:

Teorem 1. r, 0’la 1 aras›nda herhangi bir say› olsun: 0 < r < 1.

-, 0’dan büyük hangi say› olursa olsun. Öyle bir n tamsay›s›

vard›r ki, rn < - eflitsizli¤i geçerlidir. Hatta öyle bir N tamsay›s›

vard›r ki n > N ise rn < - dir.

Yani, n’yi yeterince büyük seçersek, rn say›lar›n› diledi¤imiz

kadar küçültebiliriz.

Örne¤in r = 0,9 ve - = 0,00001 ise, yukarda gördü¤ümüz üze-

re, n’yi 110, hatta 110’dan büyük herhangi bir tamsay› alabiliriz.

Teoremin kan›t›na bafll›yorum.

Arad›¤›m n tamsay›s›n› yavafl yavafl bulaca¤›m. Önce bir

önsav:

Önsav. s > –1 herhangi bir say›ysa ve n herhangi bir do¤al

say›ysa, (1 + s)n ≥ 1 + ns eflitsizli¤i geçerlidir.

Önsav’›n Kan›t›: s > –1 herhangi bir say› olsun.

Önsav›, n üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. Yani, önsa-

v›n önce n = 0 için geçerli oldu¤unu kan›tlayaca¤›z; arkas›ndan,

önsav›n herhangi bir n do¤al say›s› için geçerli oldu¤unu varsa-

y›p, bir sonraki do¤al say› olan n + 1 için geçerli oldu¤unu ka-

n›tlayaca¤›z2.

E¤er n = 0 ise, 1 + s > 0 oldu¤undan,

(1 + s)n = (1 + s)0 = 1 = 1 + 0s = 1 + ns

dir. Dolay›s›yla, n = 0 ise önsav do¤rudur.
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2 Tümevar›mla kan›t yöntemi, “Sonsuz ‹nifl ve Sonsuz Ç›k›fl” adl› yaz›da (sayfa
63) ayr›nt›lar›yla aç›klanm›flt›r.



fiimdi önsav›n n do¤al say›s› için geçerli oldu¤unu varsaya-

l›m ve önsav› bir sonraki do¤al say› olan n + 1 için kan›tlayal›m.

Yani,

(1 + s)n ≥ 1 + ns

eflitsizli¤ini do¤ru varsay›p,

(1 + s)n+1 ≥ 1 + (n+1)s

eflitsizli¤ini kan›tlayal›m. Bafll›yoruz:

(1 + s)n+1 = (1 + s)n(1 + s) ≥ (1 + ns)(1 + s)

= 1+ (n + 1)s + ns2 ≥ 1 + (n + 1)s.

Kan›t›m›z bitmifltir. (‹lk eflitsizlikte tümevar›m varsay›m›

olan (1 + s)n ≥ 1 + ns ve 1 + s > 0 eflitsizliklerini kulland›k.)

Teorem 1’in Kan›t›: fiimdi teoremimizi kan›tlayabiliriz.

r, 0’la 1 aras›nda bir say› olsun, yani 0 < r < 1 eflitsizli¤i

sa¤lans›n.

-, 0’dan büyük herhangi bir say› olsun.

rn < - eflitsizli¤ini sa¤layan bir n do¤al say›s› bulaca¤›z.

Birkaç say› tan›mlayal›m:

� s = (1-r)/r olsun. s pozitif bir say›d›r.

� m, 1/s’den büyük bir tamsay› olsun, yani ms ≥ 1 eflitsiz-

li¤i do¤ru olsun.

� k, - ≥ 1/k eflitsizli¤ini sa¤layan bir do¤al say› olsun. Böy-

le bir k do¤al say›s› vard›r elbet. Örne¤in, - = 0,0000375 ise,

k’y› 100.000 alabiliriz.

� n = (k – 1)m olsun.

fiimdi bakal›m her fley yolunda m›:
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Evet, her fley yolundaym›fl3. Diledi¤imizi kan›tlad›k.

Matematikte bu flöyle dile getirilir: n sonsuza gitti¤inde, rn

say› dizisi 0’a yak›nsar4. Ve flöyle yaz›l›r:

limn . / rn = 0.

Yani asl›nda afla¤›daki teoremi kan›tlad›k:

Teorem 2. E¤er 0 < r < 1 ise, limn . / rn = 0.

Bir baflka say› dizisine bakal›m: 1/2, 1/3, 1/4, 1/5,... Bu say›

dizisi de 0’a yak›nsar. Örne¤in, 1.000.001’inci terim

0,000001’in alt›na iner. Genel olarak pozitif bir - say›s›n›n alt›-

na inebilir miyiz? Evet! E¤er n, 1/-’dan büyük bir tamsay›ysa (ki

öyle bir tamsay› vard›r elbet), 1/n, -’dan küçük olur. Afla¤›daki

teoremi kan›tlad›k:

Teorem 3. limn . / 1/n = 0.

1/n dizisi 0’a yak›nsad›¤›ndan, 1/n2, 1/n! gibi diziler de 0’a

yak›nsarlar çünkü bu say›lar 1/n’den daha küçüktürler5.

Teorem 4. limn . / 1/n2 = limn . / 1/n! = 0.
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3 Bu eflitsizliklerde say›lar›n tan›mlar›n› ve bir önceki önsav› kulland›k.
4 Tam matematiksel tan›m flöyledir: E¤er her - > 0 için, 0an ! l0 < - eflitsizli¤i-

nin her n > N için sa¤land›¤› bir N say›s› varsa, (an)n say› dizisi l’ye yak›nsar
denir.

5 E¤er n pozitif bir do¤al say›ysa, n! say›s› 1 × 2 × ... × n olarak tan›mlan›r. Ör-
ne¤in, 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24’tür. 0! say›s›, ayr›ca, 1 olarak tan›mlan›r.


