
Sonsuz ‹nifl ve Sonsuz Ç›k›fl

Say›lar kuram›n›n matematikte yeri ayr›d›r. Say›lar kuram›
her fleyden önce güzeldir. Üstelik bir ilkokul çocu¤unun bi-

le anlayabilece¤i eflitlikler, teoremler, kan›tlar, sorular vard›r.
Ço¤umuzun matematikle ilgisi aritmetikle bafllam›flt›r. Kimi-

miz 1 + 2 + 3 + 4 = 10 eflitli¤inden, kimimiz 32 + 42 = 52 eflitli-
¤inden, kimimiz de,

1 = 1 = 12

1 + 3 = 4 = 22

1 + 3 + 5 = 9 = 32

1 + 3 + 5 + 7 = 16 = 42

eflitliklerinden büyülenmiflizdir. Say›lar kuram›nda her yafla,
her zevke göre büyü vard›r.

Sonsuz Ç›k›fl. Yukardaki eflitlikler raslant›sal de¤ildir, ilk n
tek say›n›n toplam› her zaman bir karedir1. ‹lk n tek say› 1, 3,
5, ..., 2n – 1 oldu¤undan,

1 + 3 + 5 + ... + (2n – 1) = n2

dir. Bu eflitlik, say›lar kuram›nda 
���������ad› verilen bir

yöntemle kan›tlanabilir.

1 Bu yaz›da “say›” sözcü¤ünü 1 ve 1’den büyük tamsay›lar için kullanaca¤›z,
yani 1, 2, 3, 4, ... say›lar› için.



Matematikte ve say›lar kuram›nda çok s›k kullan›lan bu
yöntemde, kan›tlanmak istenen önerme önce 1 say›s› için kan›t-
lan›r. Sonra, önermenin n say›s› için geçerli oldu¤u varsay›la-
rak, önerme bir sonraki say› olan n + 1 say›s› için kan›tlan›r.
Böylece, önermenin tüm say›lar için geçerli oldu¤u anlafl›l›r.
Çünkü, önerme 1 için do¤rudur, 1 için do¤ru oldu¤undan 2
için de do¤rudur, 2 için do¤ru oldu¤undan 3 için de do¤ru-
dur... Bu yönteme sonsuz ç›k›fl da denilebilir.

Tümevar›mla kan›ta örnek olarak yukardaki eflitli¤i kan›t-
layal›m.

Teorem. Her n ≥ 1 do¤al say›s› için, ilk n tek say›n›n topla-

m› n2’dir.

Kan›t: ‹lk n tek say›n›n toplam›na T(n) ad›n› verelim. Yani,
T(n) = 1 + 3 + 5 + ... + (2n – 1)

olsun. T(n) = n2 eflitli¤ini kan›tlamak istiyoruz.
Önce T(1) = 12 eflitli¤inin do¤ru olup olmad›¤›na bakal›m.

T(1), 1’den 1’e kadar olan tek say›lar›n toplam›d›r, demek ki
T(1) = 1 = 12 eflitlikleri geçerlidir. Önermemiz 1 için do¤ru.

fiimdi, T(n) = n2 eflitli¤ini do¤ru varsay›p,
T(n + 1) = (n + 1)2

eflitli¤ini kan›tlayal›m. T(n + 1) say›s› ilk n + 1 tek say›n›n top-
lam›, yani 1’den 2n + 1’e kadar olan tek say›lar›n toplam›. ‹lk
n tek say›n›n toplam› T(n)’dir ve varsay›m›m›za göre bu T(n)
say›s› n2’ye eflittir. Bir sonraki n + 1’inci tek say›ysa 2n + 1. De-
mek ki,

T(n + 1) = ‹lk n + 1 tek say›n›n toplam›
= (‹lk n tek say›n›n toplam›) + (n+1’inci tek say›)
= T(n) + (2n + 1) = n2 + (2n + 1) = (n + 1)2

ve T(n + 1) = (n + 1)2.
Demek ki T(n) = n2 eflitli¤i do¤ruysa, T(n + 1) = (n + 1)2

eflitli¤i de do¤rudur.
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Daha önce T(1) = 12 eflitli¤inin de do¤ru oldu¤unu kan›tlam›fl-
t›k. Böylece her n say›s› için T(n) = n2 eflitli¤i kan›tlanm›fl oldu.■

Tümevar›mla kan›t›n bir zay›f yan›, kan›tlanan önermenin
neden do¤ru oldu¤unun pek iyi anlafl›lamamas›d›r. Önsezi kay-
bolmakta, mekanik bir kan›t verilmektedir. Ne demek istedi¤imi
gene bir örnekle anlatay›m. Yukardaki T(n) = n2 eflitli¤inin ne-
den do¤ru oldu¤unu baflka türlü göstereyim. Bir kenar› n uzun-
lu¤unda olan bir kare alal›m. Bu karenin alan› n2’dir. Kareyi n2

tane küçük kareye bölelim. fiimdi kareleri flöyle sayal›m. (Afla¤›-
daki flekle bak›n.) Sol alt köflede 1 ka-
re var. Bu kareye 3 kare dokunur: bi-
ri sa¤›ndan, biri tepesinden, öbürü de
sa¤ üst köflesinden (yani çapraz›n-
dan.) Bu yeni kareye 5 yeni kare do-
kunur: ikisi sa¤›ndan, ikisi tepesin-
den, biri de çapraz›ndan. Sonra 7 ye-
ni kare... Resim yandad›r.

1, 3, 5, 7, ... Bunlar›n toplam› kü-
çük karelerin say›s›na, yani n2’ye eflit. Görüldü¤ü gibi ilk n tek
say›n›n toplam› n2’dir. Yukardaki önermenin neden do¤ru ol-
du¤u birden gün gibi ortaya ç›kt›. Ama matematiksel de¤il ka-
n›t›m›z. Görme duyusuna dayan›yor.

Daha sonra gereksinece¤imiz bir sonucu tümevar›mla ka-
n›tlayal›m:

Teorem. n ö¤eli bir kümenin altküme say›s› 2n’dir.
Kan›t: Önermeyi önce n = 1 için kan›tlayaca¤›z. E¤er X = {x}

bir ö¤elik bir kümeyse, X’in 2 altkümesi vard›r: + (boflküme) ve
X. Demek ki n = 1 oldu¤unda önermemiz do¤ru.

fiimdi önermenin n için do¤ru oldu¤unu varsay›p, önerme-
yi bir sonraki say› olan n + 1 için kan›tlayal›m. n + 1 tane ö¤e-
si olan bir küme alal›m. Bu kümeye X ad›n› verelim.
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X = {x1, ..., xn, xn+1}
olsun.X’in 2n + 1 tane altkümesi oldu¤unu kan›tlamak istiyoruz.

Y = {x1, ..., xn}
olsun. Y’nin 2n tane altkümesi oldu¤unu (n tane ö¤esi oldu¤un-
dan, varsay›m›m›za göre) biliyoruz.

X’in iki tür altkümesi vard›r: xn+1’i içerenler ve içermeyenler.
xn+1’i içermeyenler Y’nin altkümeleridir ve bunlardan 2n tane ol-
du¤unu biliyoruz. xn+1’i içermeyen 2n kümeye xn+1’i de eklersek,
xn+1’i içeren tüm altkümeleri buluruz. Demek ki X’in xn+1’i içer-
meyen 2n tane ve xn+1’i içeren gene 2n tane altkümesi varm›fl. Do-
lay›s›yla X’in altküme say›s›, 2n + 2n = 2 × 2n = 2n+1 dir. Önerme-
miz kan›tlanm›flt›r2. ■

Al›flt›rma olarak, okur afla¤›daki önermeleri tümevar›mla
kan›tlamaya çal›flabilir:

1. E¤er 0 ≤ x ≤ 1 ise ve n > 0 bir do¤al say›ysa3,
(1 ! x)n ≤ 1 ! nx + n(n ! 1)x2/2.

2. E¤er n > 0 bir do¤al say›ysa,
13 + 23 + ... + n3 = (1 + 2 + ... + n)2

3. E¤er n > 0 bir do¤al say›ysa,
12 + 22 + ... + n2 = n(n + 1)(2n + 1)/6.

4. E¤er n > 0 bir do¤al say›ysa,
14 + 24 + ... + n4 = (6n5 + 15n4 + 10n3 – n)/6

Bir Çeflitleme. Tümevar›mla kan›t›n bir çeflitlemesi de flöy-
ledir. Kan›tlamak istedi¤imiz önerme önce 1 için kan›tlan›r. Ar-
kas›ndan önermenin n’den küçük tüm say›lar için do¤ru oldu-
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2 Okur, bu olgudan                   eflitli¤ini ç›karabilir “Saymadan Saymak”
bafll›kl› yaz›da tan›mlam›flt›k sa¤daki say›lar›, bkz. s. 39.) Soldaki say›, yani
2n, n ö¤esi olan bir kümenin altküme say›s›. Sa¤daki      say›lar› ise, ayn›
kümenin k ö¤eli altkümelerinin say›s›.

3 “Yoksulun Kazanabildi¤i Bir Oyun” yaz›s›nda Önsav 1’de (bkz. sayfa 163)
kan›tlanm›flt›r bu eflitsizlik.



¤u varsay›l›p, önerme n için kan›tlan›r. Bir sonraki yaz›da bu
tür tümevar›msal kan›ta bir örnek verece¤iz.

Sonsuz ‹nifl. Pierre de Fermat (1601-1665) say›lar kuram›nda
sonsuz inifl ad›n› verdi¤i bir baflka yöntem bulmufltur. Sonsuz inifl,
sonsuz ç›k›fl›n (yani tümevar›m›n) ters yüz edilmiflidir. Önce yön-
temi aç›klayal›m, sonra bir örnek verece¤iz.

Diyelim say›larla ilgili bir önerme kan›tlamak istiyoruz. Bu
önermeye Ö(n) ad›n› verelim. Ö(n) önermesinin bir say› için
yanl›fl oldu¤unu varsayal›m, diyelim a say›s› için yanl›fl. Demek
ki Ö(a) önermesinin yanl›fl oldu¤unu varsay›yoruz. Bu varsa-
y›mdan bir çeliflki elde etmeye çal›fl›r›z. Ö(a)’n›n yanl›fll›¤›ndan
yararlanarak, öyle bir a1 say›s› bulmaya çal›fl›r›z ki, hem a1 < a,
hem de Ö(a1) önermesi yanl›flt›r. Baflard›k diyelim. Ayn› ak›l yü-
rütmeyi a yerine a1 say›s› için yapacak olursak, öyle bir a2 say›-
s› buluruz ki, hem a2 < a1’dir, hem de Ö(a2) önermesi yanl›flt›r.
Bunu böyle sürdürebiliriz. Öte yandan do¤al say›larda sonsuza
dek azala azala inemeyiz. Bir çeliflki elde ettik: Hem sonsuza dek
inebiliyoruz, hem de inemiyoruz. Demek ki, Ö(n) önermesi bir
a say›s› için yanl›fl olamaz, yani her say› için do¤rudur.

Bu yöntemi flöyle de aç›klayabiliriz: E¤er Ö(n) önermesi bir sa-
y› için yanl›flsa, bu önermenin yanl›fl oldu¤u en küçük bir say› var-
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d›r. Bu say›ya a ad›n› verelim. fiimdi de Ö(a) önermesinin yanl›fl-
l›¤›ndan yararlanarak, a’dan küçük bir b say›s› için de önermenin
yanl›fl oldu¤unu kan›tlamaya çal›flal›m. Baflar›rsak bir çeliflki elde
ederiz, çünkü, a, önermeyi yalanlayan say›lar›n en küçü¤üydü.

fiimdi bir örnek vereyim. Sonsuz inifl yöntemini kullanarak
,3 say›s›n›n kesirli say› olmad›¤›n› kan›tlayaca¤›m4. Diyelim, a
ve b do¤al say›lar› √3 = a/b eflitli¤ini sa¤l›yor. √3 = a/b denkle-
minde iki taraf›n da karesini al›rsak, 3 = a2/b2 buluruz, yani
3b2 = a2. Bundan da a2’nin üçe bölündü¤ü ç›kar. a2 üçe bölün-
dü¤ünden, a say›s› da üçe bölünür. Dolay›s›yla a2 dokuza bö-
lünür ve 3b2 = a2 denkleminden b2’nin de üçe bölündü¤ü anla-
fl›l›r. b2 üçe bölündü¤ünden, b de üçe bölünür. Hem a’n›n, hem
de b’nin üçe bölündü¤ünü kan›tlad›k. E¤er a = 3a1, b = 3b1 ola-
rak yazarsak, √3 = a/b = 3a1/3b1 = a1/b1 elde ederiz. Yani √3 =
a1/b1. Ve ayn› zamanda 0 < a1 < a. Yukarda a ve b say›lar›yla
yapt›¤›m›z kan›t›, a1 ve b1 say›lar›yla yaparsak, öyle a2, b2 sa-
y›lar› buluruz ki, hem 0 < a2 < a1 < a d›r, hem de √3 = a2/b2 d›r.
Bu böyle sonsuza dek sürebilir. Öte yandan süremez de! Bir çe-
liflki elde ettik. Demek ki ,3 kesirli say› de¤ilmifl5.

Okur, al›flt›rma olarak, önerece¤im flu kan›t› denesin: a ve
b say›lar› için, √3 = a/b eflitli¤ini varsayal›m. O zaman

√3 = (3b ! a)/(a ! b)
eflitli¤i geçerlidir ve 0 < 3b – a < a dir. Sonsuz iniflle çeliflki elde
edilir.
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4 Bu örnek yöntemi aç›klamas› aç›s›ndan iyi bir örnekse de, yöntemin gücünü
ne yaz›k ki tam gösteremiyor. Fermat bu yöntemle çok daha derin sonuçlar el-
de etmifltir. Fermat Ne Biliyordu? (II) bafll›kl› yaz›da (sayfa 123), Fermat’n›n
kan›tlar›ndan birini verece¤iz ve yöntemin gücü daha iyi anlafl›lacak.

5 Asl›nda sonsuz inifl yöntemini ilk Eski Yunanl›lar bulmufllard›r. Nitekim ver-
di¤im kan›t Eski Yunanl›lara aittir. Ama san›r›m Eski Yunanl›lar bu yöntemi
kullanarak bir tek bu teoremi ve çeflitlemelerini kan›tlam›fllard›r. Yöntemi ilk
kez sistematik olarak uygulayan Fermat’d›r. Fermat, say›lar kuram›yla ilgili
teoremlerinin ço¤unu ya sonsuz ç›k›flla ya da sonsuz iniflle kan›tlam›flt›r, daha
do¤rusu kan›tlad›¤›n› öne sürmüfltür, çünkü Fermat teoremlerinin kan›t›n›
pek yazmazd›.


