
Sonlu Oyunlar

Bu kitapta s›k s›k oyunlar› konu edece¤iz. Oyunlar› sonlu ve

sonsuz oyunlar diye ikiye ay›raca¤›z. Sonsuz oyunlar› da

ilerde ikiye ay›raca¤›z: Uygulamada sonsuza dek sürebilen ve

süremeyen oyunlar. fiimdilik sonlu oyunlar› konu edelim.

Satranç sonlu bir oyundur. Ancak satranc›n sonlu olmas›

için özel kurallar konmufltur. Örne¤in, “bilmemkaç hamlede pi-

yonlara dokunulmazsa oyun berabere biter” diye bir kural var-

d›r. Bu kural olmasayd›, örne¤in yaln›zca iki flah›n kald›¤› oyun-

lar sonsuza de¤in sürerdi.

Piflti, briç gibi oyunlar da sonludur. Genellikle kâ¤›t oyunla-

r› sonludur. Sözünü etti¤imiz oyunlar›n sonlu oldu¤unu kan›tla-

mak oldukça kolayd›r, kâ¤›t say›s› sonludur ve gittikçe azal›r.

E¤er bir oyunun her an›nda her oyuncunun yapabilece¤i

sonlu tane hamle varsa ve oyunun sürebilece¤i hamle say›s› s›-

n›rl›ysa, o oyuna sonlu oyun denir.

Kimi oyunun bitip bitmeyece¤ini önceden kestirmek pek ko-

lay de¤ildir. Hatta önsezinin bile yetersiz kald›¤› olabilir. Önse-

zi kazanmak ve teoremin do¤rulu¤una kendilerini inand›rmak

için matematikçiler s›k s›k deneye baflvururlar. Bu yöntemi bir

oyun için kullanaca¤›z.

‹ki kifli aras›nda oynanan flu oyunu ele alal›m: ‹ki oyuncu



yaz›-tura at›yor. Yaz› gelirse birinci oyuncu, tura gelirse ikinci

oyuncu kazanacak. Birinci oyuncu oyunun bafl›nda ortaya 1 li-

ra koyuyor. Kaybettikçe ortaya koydu¤u paray› iki kat› art›r›-

yor. Örne¤in, ilk at›flta kaybederse ikinci at›flta ortaya 2 koyu-

yor. Bu at›flta da kaybederse üçüncü at›flta ortaya 4 koyuyor.

Gene kaybederse 8 koyacak. Kazan›nca art›rmay› durduruyor

ve bir sonraki at›flta ortaya 1 lira koyuyor. Oyun böyle sürüyor.

‹kinci oyuncu para al›p vermekle yetiniyor. E¤er iki oyuncudan

birinde para kalmazsa ya da birinci oyuncu aç›klad›¤›m›z stra-

tejisini sürdüremezse oyun bitiyor.

Bu oyun bitmemezlik eder mi? Yani bu son derece yal›n

oyun sonlu bir oyun mudur?

Oyunun bafl›nda her iki oyuncunun da dörder liras› oldu¤u-

nu varsayal›m. Oyunun bafl›nda birinci oyuncu 1 lira ortaya sü-

rüyor. Bu duruma (4, 4, 1) durumu diyelim. Buradaki birinci sa-

y›, birinci oyuncunun cebindeki para; ikinci say›, ikinci oyuncu-

nun cebindeki para; üçüncü say›ysa ortaya sürülen para. Bu du-

rumda tura gelirse, yani birinci oyuncu kaybederse (3, 5, 2) du-

rumuna geçece¤iz; çünkü birinci oyuncunun 3 liras› kalacak,

ikinci oyuncunun 5 liras› olacak ve ortaya sürülen para 2 lira

olacak. Bir kez daha tura gelirse, (1, 7, 4) durumuna ulafl›r›z ve

bu durumda oyun biter; çünkü bu durumda birinci oyuncu 4 li-

ra ortaya koymal›d›r ve 4 liras› yoktur.

Örne¤in durmadan bir yaz›, bir tura gelirse oyun biter mi?

‹lk oyunda birinci oyuncu bir kazan›r. Ama bundan sonraki

oyunlarda bir kaybeder, iki kazan›r, bir kaybeder, iki kazan›r...

Dolay›s›yla birinci oyuncu bu varsay›mla kazan›r.

Yukar›daki örnekte oyun bitiyor ama oyunun bitmeyebile-

ce¤i baflka zar at›fllar› olabilir.

Bu oyun her oynand›¤›nda biter mi ve e¤er öyleyse bu oyu-

nun her oynand›¤›nda bitti¤ini kan›tlayabilir miyiz? Yoksa ki-

mileyin bitmeyip sonsuza de¤in sürdü¤ü olur mu ve bu durum-

da hangi yaz›-tura at›fllar›yla sonsuza de¤in sürer?
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Bu sorular› yan›tlamak için oyunun bir flemas›n› ç›karabili-

riz. En tepeye (4, 4, 1) yazal›m. Bu oyunun birinci durumu. Bu

durumdan afla¤› do¤ru sa¤l› sollu iki ok ç›karal›m: tura oku ve

yaz› oku. Soldaki ok tura geldi¤ini, yani birinci oyuncunun kay-

betti¤ini, sa¤daki oksa yaz› geldi¤ini, yani birinci oyuncunun

kazand›¤›n› gösteriyor. Sol okun ucuna birinci oyuncu kaybetti-

¤inde varaca¤›m›z durumu, yani (3, 5, 2), yazal›m. Sa¤ okun

ucunaysa birinci oyuncu kazand›¤›nda var›lacak durumu yaza-

l›m: (5, 3, 1). Birinci oyuncu stratejisini sürdüremedi¤i durum-

lardan ok ç›kmaz, bu durumlarda oyun bitmifltir. ‹flte oyunun

flemas›:

Gri karelerde oyun bitmifltir.

Bu flema sonlu bir oyunun flemas›d›r, çünkü oklar› izleyerek

bir döngü elde edemeyiz. Oklar›n gösterdi¤i yollar› izledi¤imiz-

de son durumlardan birine erifliriz.

Oyuna her iki oyuncu da dörder lirayla bafllad›¤›nda oyu-

nun sonlu oldu¤unu gördük, en fazla dokuz para at›fl›nda oyun

biter (en uzun oyunlar TYTYTYTTY ve TYTYTYTTT at›lan

oyunlar). Okur oyunu baflka para durumlar›ndan da bafllatabi-

lir. Her seferinde oyunun sonlu oldu¤unu görecektir. “Demek

ki,” diye düflünür matematikçi bu aflamada, “bu oyun bitmeli!”

Arkas›ndan soruyu genel olarak yan›tlar:
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Teorem. Oyuncular oyuna kaç parayla bafllarlarsa bafllas›n-

lar yukar›daki oyun biter1.

Kan›t: Birinci oyuncu hep kaybederse oyun elbette biter. Bi-

rinci oyuncunun peflpefle n kez kaybetti¤ini ama bir sonraki

(n + 1)’inci at›flta kazand›¤›n› varsayal›m. ‹lk n at›flta, birinci

oyuncu,

1 + 2 + 22 + ... + 2n–2 + 2n–1

lira kaybetmifl olacakt›r. Bu say›ya Sn diyelim:

Sn = 1 + 2 + 22 + ... + 2n–2 + 2n–1. (1)

Sn say›s›n› hesaplayal›m. (1) eflitli¤inin sa¤›ndaki ve solundaki

terimleri 2’yle çarpacak olursak,

2Sn = 2 + 22 + 23 + ... + 2n–1 + 2n (2)

eflitli¤ini buluruz. (1) eflitli¤ini (2)’den ç›karal›m. Sol tarafta

2Sn – Sn, yani Sn buluruz. Sa¤ tarafta ise hemen hemen bütün te-

rimler sadeleflir ve geriye 2n – 1 kal›r. Dolay›s›yla Sn = 2n – 1’dir.

Demek ki, birinci oyuncu peflpefle n kez kaybederse, 2n – 1 lira

kaybedecektir. Ama bir sonraki at›flta, yani (n + 1)’inci at›flta

kazand›¤›nda 2n, yani toplam kaybettiklerinin bir fazlas›n› ka-

zanacakt›r. Dolay›s›yla, birinci oyuncu her kazan›fl›nda, daha

önce kaybettiklerini ç›kard›¤› gibi, 1 lira da kazanca geçecektir.

Bu ne demektir? Birinci oyuncu oyunu kaybetmedikçe 1 lira ka-

zanmay› sürdürecek ve bir zaman sonra ikinci oyuncunun bü-

tün paras›n› ütecek demektir.

Teoremimiz kan›tlanm›flt›r. ■

Bu oyunu ve buna benzer oyunlar› ilerde de söz konusu ya-

paca¤›z.

Soru: Bu oyunun en fazla kaç para at›fl›nda bitece¤ini bula-

bilir misiniz?
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1 Bu güzel kan›t için Sinan Sertöz’e teflekkür ederim.
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