Sonlu Oyunlar

u kitapta sik stk oyunlari konu edecegiz. Oyunlari sonlu ve
Bsonsuz oyunlar diye ikiye ayiracagiz. Sonsuz oyunlar1 da
ilerde ikiye ayiracagiz: Uygulamada sonsuza dek siirebilen ve
suremeyen oyunlar. Simdilik sonlu oyunlar1 konu edelim.

Satrang sonlu bir oyundur. Ancak satrancin sonlu olmasi
icin 6zel kurallar konmustur. Ornegin, “bilmemkag¢ hamlede pi-
yonlara dokunulmazsa oyun berabere biter” diye bir kural var-
dir. Bu kural olmasaydi, 6rnegin yalnizca iki sahin kaldig1 oyun-
lar sonsuza degin siirerdi.

Pisti, bri¢ gibi oyunlar da sonludur. Genellikle kagit oyunla-
r1 sonludur. S6ziini ettigimiz oyunlarmn sonlu oldugunu kanitla-
mak oldukg¢a kolaydir, kagit sayisi sonludur ve gittikge azalir.

Eger bir oyunun her aninda her oyuncunun yapabilecegi
sonlu tane hamle varsa ve oyunun siirebilecegi hamle sayisi si-
nirliysa, o oyuna sonlu oyun denir.

Kimi oyunun bitip bitmeyecegini 6nceden kestirmek pek ko-
lay degildir. Hatta 6nsezinin bile yetersiz kaldig: olabilir. Onse-
zi kazanmak ve teoremin dogruluguna kendilerini inandirmak
icin matematikgiler sik sik deneye bagvururlar. Bu yontemi bir
oyun i¢in kullanacagiz.

Iki kisi arasinda oynanan su oyunu ele alalm: ki oyuncu




yazi-tura atiyor. Yazi gelirse birinci oyuncu, tura gelirse ikinci

oyuncu kazanacak. Birinci oyuncu oyunun basinda ortaya 1 li-
ra koyuyor. Kaybettikce ortaya koydugu paray: iki kati artiri-
yor. Ornegin, ilk atista kaybederse ikinci atista ortaya 2 koyu-
yor. Bu atista da kaybederse ticlincti atista ortaya 4 koyuyor.
Gene kaybederse 8 koyacak. Kazaninca artirmayr durduruyor
ve bir sonraki atigta ortaya 1 lira koyuyor. Oyun boyle stirtiyor.
Ikinci oyuncu para alip vermekle yetiniyor. Eger iki oyuncudan
birinde para kalmazsa ya da birinci oyuncu agikladigimiz stra-
tejisini stirdiiremezse oyun bitiyor.

Bu oyun bitmemezlik eder mi? Yani bu son derece yalin
oyun sonlu bir oyun mudur?

Oyunun baginda her iki oyuncunun da dérder lirasi oldugu-
nu varsayalim. Oyunun basinda birinci oyuncu 1 lira ortaya sii-
ruyor. Bu duruma (4, 4, 1) durumu diyelim. Buradaki birinci sa-
y1, birinci oyuncunun cebindeki para; ikinci sayi, ikinci oyuncu-
nun cebindeki para; ticlincii sayiysa ortaya suriilen para. Bu du-
rumda tura gelirse, yani birinci oyuncu kaybederse (3, 5, 2) du-
rumuna gececegiz; ¢unki birinci oyuncunun 3 lirasi kalacak,
ikinci oyuncunun 5 lirasi olacak ve ortaya suriilen para 2 lira
olacak. Bir kez daha tura gelirse, (1, 7, 4) durumuna ulasiriz ve
bu durumda oyun biter; ¢inkii bu durumda birinci oyuncu 4 li-
ra ortaya koymalidir ve 4 lirasi yoktur.

Ornegin durmadan bir yazi, bir tura gelirse oyun biter mi?
Ik oyunda birinci oyuncu bir kazanir. Ama bundan sonraki
oyunlarda bir kaybeder, iki kazanir, bir kaybeder, iki kazanur...
Dolayisiyla birinci oyuncu bu varsayimla kazanir.

Yukaridaki 6rnekte oyun bitiyor ama oyunun bitmeyebile-
cegi bagka zar atiglar olabilir.

Bu oyun her oynandiginda biter mi ve eger dyleyse bu oyu-
nun her oynandiginda bittigini kanitlayabilir miyiz? Yoksa ki-
mileyin bitmeyip sonsuza degin stirdigi olur mu ve bu durum-
da hangi yazi-tura atiglariyla sonsuza degin siirer?
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Bu sorulari yanitlamak i¢in oyunun bir semasini ¢ikarabili-
riz. En tepeye (4, 4, 1) yazalim. Bu oyunun birinci durumu. Bu
durumdan asagi dogru sagh sollu iki ok ¢ikaralim: tura oku ve
yazi oku. Soldaki ok tura geldigini, yani birinci oyuncunun kay-
bettigini, sagdaki oksa yazi geldigini, yani birinci oyuncunun
kazandigini gosteriyor. Sol okun ucuna birinci oyuncu kaybetti-
ginde varacagimiz durumu, yani (3, 5, 2), yazalim. Sag okun
ucunaysa birinci oyuncu kazandiginda varilacak durumu yaza-
lim: (5, 3, 1). Birinci oyuncu stratejisini siirdiiremedigi durum-
lardan ok ¢ikmaz, bu durumlarda oyun bitmistir. Iste oyunun
semast:

[174] [442P{62,1]
T T/\\Y
[2,64] [532p{711]
T T

Gri karelerde oyun bitmistir.

Bu sema sonlu bir oyunun semasidir, ¢uinkii oklari izleyerek
bir dongii elde edemeyiz. Oklarin gosterdigi yollari izledigimiz-
de son durumlardan birine erisiriz.

Oyuna her iki oyuncu da doérder lirayla basladiginda oyu-
nun sonlu oldugunu gordiik, en fazla dokuz para atiginda oyun
biter (en uzun oyunlar TYTYTYTTY ve TYTYTYTTT atilan
oyunlar). Okur oyunu bagka para durumlarindan da baslatabi-
lir. Her seferinde oyunun sonlu oldugunu gorecektir. “Demek
ki,” diye dustiniir matematikc¢i bu agamada, “bu oyun bitmeli!”
Arkasindan soruyu genel olarak yanitlar:
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Teorem. Oyuncular oyuna kac parayla baslarlarsa baglasin-
lar yukaridaki oyun biter!.
Kanut: Birinci oyuncu hep kaybederse oyun elbette biter. Bi-

rinci oyuncunun pespese 7 kez kaybettigini ama bir sonraki
(n + 1)inci atista kazandigini varsayalm. Ilk #» atista, birinci
oyuncu,
1+2+22+ . 42124 201

lira kaybetmis olacaktir. Bu sayiya S, diyelim:

S,=1+2+22 4+ 4212 4 201, (1)
S,, sayisint hesaplayalim. (1) esitliginin sagindaki ve solundaki
terimleri 2’yle carpacak olursak,

28,=2+22+23 4+ .. 4 2m1 4 20 (2)
esitligini buluruz. (1) esitligini (2)’den ¢ikaralim. Sol tarafta
2S,—S,, yani S, buluruz. Sag tarafta ise hemen hemen biitiin te-
rimler sadelesir ve geriye 27— 1 kalir. Dolayisiyla S, = 27 — 1°dir.
Demek ki, birinci oyuncu pespese 7 kez kaybederse, 27 — 1 lira
kaybedecektir. Ama bir sonraki atista, yani (7 + 1)’inci atista
kazandiginda 27, yani toplam kaybettiklerinin bir fazlasini ka-
zanacaktir. Dolayisiyla, birinci oyuncu her kazanisinda, daha
once kaybettiklerini ¢ikardigr gibi, 1 lira da kazanca gegecektir.
Bu ne demektir? Birinci oyuncu oyunu kaybetmedikge 1 lira ka-
zanmay1 sirdiirecek ve bir zaman sonra ikinci oyuncunun bii-
tiin parasini titecek demektir.

Teoremimiz kanitlanmustir. m

Bu oyunu ve buna benzer oyunlari ilerde de s6z konusu ya-
pacagiz.

Soru: Bu oyunun en fazla kag para atiginda bitecegini bula-
bilir misiniz?

1 Bu giizel kanit i¢in Sinan Sertoz’e tesekkiir ederim.
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