Saymadan Saymak

ir tammla baslayalim. Eger n bir dogal sayiysa, #! diye yazi-
lan say1 1 x 2 x ... x # sayisina esittir. Yani, tanimi geregi,
nl=1x2x..x(n1)xn
dir. n!, “n fortoriyel” diye okunur. Ornegin,

1M=1
201=2
3'=6
4! =24
51=120
6! =720
7! =5040

dir. 0! = 1 olarak tamimlanir. Bu ilk bakista pek dogal gelmeyen
tanimin nedenini yazinin ortalarinda bulabilirsiniz.

Soru: Elimizde A, B ve C harfleri var ve bu harflerden iki de-
gisik harfli (Turkcede ya da baska bir dilde anlami olmasi ge-
rekmez) sozciik tiretmek istiyoruz. Kag sozciik uretebiliriz?

Bu soruyu yanitlamak icin sozcukleri abece sirasina gore si-
ralayalim.

AB, AC, BC, BA, CA, CB.
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Demek 6 sozciik tiretebilirmisiz. Bu sozcuklerin olusumunu
sOyle de gosterebiliriz:

Once ilk harfleri koyuyoruz: Sirasiyla A, B ve C. Sonra ikin-
ci harfleri: eger ilk harfimiz A ise, ikinci harf i¢in iki secenegimiz
var, B ve C. Dolayisiyla A budagina iki dal ekliyoruz: B ve C dal-
larini. Her ¢ dal i¢in bunu yaptigimizdan, bu 3 harfle toplam

3 x 2 = 6 tane iki degisik harfli sozciik yazabilecegimizi go-
ruriz.

Simdi bu soruyu genellegtirelim.

Birinci Soru. Elimizde n degisik harf var: Ay, A, ..., A, harf-
leri. Bu n harften, r degisik harfli sozciikler iiretmek istiyoruz
(ber barfi en cok bir kez kullanabiliriz.) Ka¢ sozciik iiretebiliriz?

Bu birinci soruya yanit verebilmek i¢in yukardaki gibi ters
donmis bir agac yapalim. Bir sonraki sayfadaki sekilden izleyin.
Agacin en tepedeki ilk budagindan asagiya dogru » dal ¢ikar:

Ap Ay, o A,
dallari. Bunlar sozciiklerin ilk harfleri. Bu dallarin uglarina z — 1
dal eklenir (ikinci harfler.) Ornegin A; dalina

Ay, A,

dallari eklenir. Bu yeni dallar sirasiyla, iki harfli

AA,, ..., A4A,
sozciiklerini olugtururlar. A, dalinaysa,

AL As, oL A,
dallar1 eklenir ve boylece bu dallarin ucunda
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AyAq, AsA,, .., ASA,
sozciikleri olusur. Simdilik 7 x (7 — 1) dal elde ettik. Demek ki
iki harfli sozciik sayisi z x (7 — 1) imis. Agaci surdiirelim.

|A1A2| . |AA

ArA L [|ArAs] .. |A2A,,

AAAY .. |AAA,

Yukarda elde ettigimiz her # x (n — 1) dala simdi #» — 2 dal
daha ekleyebiliriz. Ornegin, A;A, dalina,
Az, A,
dallarini ekleyebiliriz. Bu yeni dallarin herbirinin ucuna 3 harfli
sozcukler yazilir. Boylece # x (n — 1) x (n — 2) tane ug harfli soz-
ciik elde ederiz. Bu yontemi surdiirerek, Ay, ..., A, harflerinden
nx(n-1)x..x(n-(r-1))
tane r degisik harfli sozciik yazacagimizi goriiriiz. Bu say1 da
nl(n—r)!
sayisina esittir (sadelestirince esitlik hemen ¢ikar.) Ilk teoremi-
mizi kanitladik:

Teorem 1. Eger r < n iki dogal sayiysa, Ay, ..., A, harflerini
en cok bir kez kullanarak n'l/(n — r)! tane r harfli sézciik yazilir.

Eger, yukardaki teoremde 7’yi n alirsak, #! buluruz.
Biraz alistirma yapalim:

1. SELIM sozciigiiniin harfleriyle kac tane ii¢ harfli sozciik

yazabiliriz? Yukardaki teoremi uygulayarak
SUGS=3)1=5121=5x4x3=60
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sozciik buluruz. Baska bir soru: SELIM sozciigiiniin harfleriyle

kag tane bes harfli sozciik yazilir? Yine yukardaki teoremi uy-
gulayalim: 5!/(5 = 5)! = 51/0! ve 0! = 1 esitliklerini kullanarak,
5! =120 tane bes harfli sozciik yazabilecegimizi goriiriz.

2. MELEK sozcugiiniin tim harflerini kullanarak kag tane
(bes harfli elbet) sozciik yazabiliriz? Yukardaki teoremi dogru-
dan uygulayamayiz, ¢iinkii iki tane E harfi var. Once iki E’yi
ayiralm ve ME,LE,K “sozctiginiin” tim harflerini kullanarak
kag tane bes harfli sozcuk yazabilecegimizi bulalim. Bu sorunun
yaniti yukardaki gibi 5! = 120°dir. Bu 120 sozciigiin yarisinda
E; harfi E, harfinden 6nce gelir; 6biir yarisindaysa E, harfi E;
harfinden once gelir. Demek ki MELEK sozcugiinun harflerin-
den120/2 = 60 sozciik yazabiliriz.

3. Yukardaki alistirmaya benzeyen, ama biraz daha zor olan
bir alistirma daha: KELEBEK sozctiguinun tiim harflerini kullana-
rak kag sozciik yazabiliriz? Yukardaki yontemi kullanalim ve 6n-
ce K{E{LE,BE;K, sozcugiini ele alalim. Bu sozcitkten 7! sozciik
tretebiliriz. Simdi, K; = K, ve E; = E, = E; yapalim. Birinci esit-
lik icin 2’ye boleriz, ikinci esitlik icinse 3! = 6’ya. Demek ki KE-
LEBEK so6zctiguiniin harflerinin yerini degistirerek 7!/(2 x 6) = 420
sozciik yazabiliriz.

4. Bir maymunun oniinde 7 tane harf var: B, E, E, E, K, K, L
harfleri. Maymun bu harfleri rastgele siraya diziyor. Maymu-
nun KELEBEK sozciiguinii yazma olasiligr kagtir? 1/420°dir, ya-
ni 0,0024’ten biraz daha az!.

1 Biraz konumuzun digina ¢ikalim: Bir maymun daktilonun basina gegse ve rastge-
le tuglara bassa... Ve bunu hi¢ durmamacasina sonsuza degin yapsa... Sonlu bir
zaman sonra Shakespeare’in Hamlet’ini oldugu gibi bastan sona yazma olasihg:
kactir? 1°dir, yani ytizde yuzdur! Bu ilging ve beklenmedik sonug, “Shakespeare
Maymun muydu?” baglikli yazimizda kamitlanmigtir. (Bkz. sayfa 139.)
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Ayni sonucu bir bagka tiirli de bulabiliriz. B, E, E, E, K, K,
L harfleri arasindan,
e K’y1 se¢me olasihigimiz 2/7dir,
e geri kalan 6 harften (B, E, E, E, K, L) E’yi se¢me ola
siligimiz 3/6°dur,
e geri kalan 5 harften (B, E, E, K, L) Lyi secme olasilig
muz 1/5’tir,
e geri kalan 4 harften (B, E, E, K) E’yi segme olasiligimiz
2/4tiir,
e geri kalan 3 harften (B, E, K) B’yi se¢me olasiligimiz
1/3’tur,
e geri kalan 2 harften (E, K) E’yi se¢me olasiligimiz
1/2°dir,
e geri kalan 1 harften (K) K’yi se¢me olasihgimiz 1°dir.
Bu sayilari ¢arparsak, yukardaki sonucu 1/420’yi buluruz.
Simdi yeni bir soru soralim.

Ikinci Soru. Elimizde 7 6gesi olan bir A kiimesi var:
A={Ag . A,).
r < n, bir dogal say1 olsun. A kiimesinin kag tane r 6geli altkiimesi
vardir?

Bu sayiy1 hesaplayacagiz. Hesaplamak istedigimiz sayiy1
n

;
olarak yazalim. Bu sayiya “»’de r” ya da “n se¢ r” ad1 verilir.

Ornek: 7 = S ve r =3 olsun. A = (A, A,, A;, Ay, A} kiime-
sinin 3 6geli biitiin altkiimelerini bulalim:
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Toplam 10 tane 3 6geli altkiime var. Demek ki:
> =10
5=

Birinci soruyla arada su ayrim var: Birinci soruda A;A,A;

imis.

ve AjA3A, sozciklerini ayri ayri sayiyorduk; oysa bu sorumuzda
sozciiklere degil de harflerden olusan kiimelere bakiyoruz. Hem
A1A;As, hem de AjA3A, sozciiklerinin harflerinden {A; A, A;} kii-
mesi olusur. Bunun gibi,

AAA,

A1AzA,

AyA A,

AyA3A,

A3A 1A,

A3ALA
sozciiklerinin herbiri {A{, A,, A3} kiimesini olustururlar.

Ikinci soruyu yanitlamak igin yukardaki 6rnekten yararla-
nacagiz. Birinci teoremimize gore, r degisik harfli sozciik sayis
n!/(n — r)! dir. Bu n!/(n — r)! sozcukten bir¢cogu ayni kiimenin
harflerinden olugurlar. Kag¢ tanesinin ayni kiimenin harflerin-
den olustugunu bulalim. Yine birinci teoreme gore r harfle ya-
zilan r! sozciik olduguna gore, n!/(n — r)! sozciikten her 7! tane-
si ayni kiimenin harflerinden olusur. Demek ki, » 6geli altkiime
sayisint bulmak igin #!/(n — r)! sayisini 7! sayisina bolmeliyiz:

nl(n—r)! n!

7! (n—r)r!
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Buldugumuz bu sonucu daha sonra kullanacagiz; bir kose-
ye yazalim:

Teorem 2. n 6geli bir kiimenin, r 6geli altkiime sayisi

n\ n!
r) —r)r

Bu teoremin kanitinin 7 = 3 ve # = 5 igin bir resmini yapa-

dir.

lim:
{A, Ay, As, A,, Ay} harfleriyle yazilan
7 harfli sézciikler, ' tane
(n—r)!
Ay Ay AAyA, AALAS Segilen 7 harfle
AATA] AVAZAS ATALA; bl
ALATAS Aratal ALAAT || yazlanrharfi
AZASA AZALAT | e WS szciikler,
AZATA) AATA Ay |
ATAIAS AAIAS ATAAS
—_——
ALApAY  ApApAy e A5 Ay Ag)

n
r ogeli kiimeler, { ] tane (bulmak istedigimiz say1)
r

45




