
Olas›l›k Hesaplar› (II)

Bir önceki yaz›daki örneklerde olay say›s› sonluydu. Örne¤in,

iki zarla 21 olay vard›. fiimdi olay say›m›z› sonsuz yapaca¤›z.

Kolay bir soruyla bafllayal›m: [0, 1] aral›¤›nda rastgele seçi-

len bir gerçel (reel) say›n›n, 1/2’den büyük olma olas›l›¤› kaçt›r?

Yan›t 1/2’dir. Çünkü, [0, 1] aral›¤›ndaki say›lar›n “yar›s›”

1/2’den büyük, öbür “yar›s›” ise 1/2’den küçüktür.

Kolay bir soru daha: [0, 1] aral›¤›nda seçilen bir say›n›n

1/6’yla 3/7 aras›nda olma olas›l›¤› kaçt›r? Yan›t 3/7 – 1/6 =

11/42’dir.

Buraya dek flafl›las› bir fley yok.

Peki, [0, 1] aral›¤›nda seçilen bir say›n›n 1/2’ye eflit olma ola-

s›l›¤› kaçt›r? S›f›rd›r! Önsezi zorlan›yor biraz burda. Çünkü 1/2

say›s› var ve bana, “bal gibi 1/2’yi seçebilirim” diyebilirsiniz.

Ben de size, “madem öyle, bahse girelim” diyebilirim. Bahse gir-

mek istemezsiniz elbet. Çünkü kazanma olas›l›¤›n›z s›f›rd›r!

Olay say›s› sonsuzsa ve her olay›n gerçekleflme olas›l›¤› ayn›ysa,

o zaman, tek bir olay›n olas›l›¤› s›f›rd›r. fiöyle aç›klanabilir bu:

Diyelim 1/2’yi seçme olas›l›¤› 0,0001. O zaman, herhangi bir sa-

y›y› seçme olas›l›¤› da 0,0001’dir ve dolay›s›yla afla¤›daki

1/10.000, 2/10.000, 3/10.000, ..., 10.000/10.000

onbin say›dan birini seçme olas›l›¤›n› bulmak için 0,0001’i on



bin kez toplar›z ve 1 buluruz, yani %100 olas›l›k! Olacak fley

de¤il! Demek ki 1/2 say›s›n› seçme olas›l›¤› s›f›r olmal›d›r.

Bu dedi¤imiz, salt 1/2 için de¤il, her say› için geçerlidir. [0,

1] aral›¤›nda, önceden belirlenen bir say›y› seçme olas›l›¤› s›f›r-

d›r. Gerçekle çat›flm›yor bu. E¤er dilerseniz 1/2’yi seçebilirsiniz

elbet. Ama ancak isterseniz!.. Rastgele bir say› seçti¤inizde

1/2’yi seçemezseniz.

Kesinlikle bir say› seçeceksiniz. Ondan kuflku yok. Ama seç-

ti¤iniz bu say›y› önceden bilebilme olas›l›¤›n›z 0’d›r!

fiimdi iki say› seçece¤iz. Say›lar› s›rayla seçece¤iz, yani birin-

ci say›yla ikinci say› aras›nda ayr›m yapaca¤›z. Soru flu: [0, 1]

aral›¤›nda rastgele ve s›rayla iki say› seçersek, ikinci say›n›n, bi-

rinci say›dan büyük olma olas›l›¤› kaçt›r?

Birinci say›ya x diyelim, ikinci say›ya y. Rastgele (ama s›-

rayla) iki say› seçmek demek, [0, 1] × [0, 1], yani [0, 1]2 kare-

sinde rastgele bir (x, y) noktas› seçmek demektir.

Yukardaki resimde [0, 1]2 karesi üç olay bölgesine ayr›lm›fl:

A12 = {(x, y) 2 [0, 1]2 : x < y}

A21 = {(x, y) 2 [0, 1]2 : x > y}

bölgeleri ve çaprazdaki çizgi, yani,

Ax=y = {(x, x): x 2 [0, 1]}

çizgisi. Resimden de anlafl›ld›¤› üzere, [0, 1]2 karesindeki rastge-
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le bir noktan›n A12 bölgesinde olma olas›l›¤› 1/2’dir. A21 bölge-

sinde olma olas›l›¤› da 1/2’dir. Ax=y bölgesinde olma olas›l›¤›y-

sa s›f›rd›r.

Daha da zor bir soru soral›m. [0, 1] aral›¤›ndan üç say› se-

çelim: x, y, z. Birinci say› x, ikinci say› y ve üçüncü say› z. fiim-

di, x < y < z olay›n›n gerçekleflme olas›l›¤› kaçt›r? Bu üç say›y›,

[0, 1]3 küpünde1 bir nokta olarak görebiliriz. Yukardaki gibi bir

resim çizmeye çal›flabilirsiniz. Ben denedim beceremedim. Üç

boyutta görebilmek kolay de¤il, çizebilmek daha zor. Ama flöy-

le ak›l yürütebiliriz: [0, 1]3 küpünü flu bölgelere ay›ral›m:

A123 = {(x, y, z): x < y < z }

A132 = {(x, y, z): x < z < y }

A213 = {(x, y, z): y < x < z }

A231 = {(x, y, z): y < z < x }

A312 = {(x, y, z): z < x < y }

A321 = {(x, y, z): z < y < x }.

Birinci bölgenin hacmini bulmak istiyoruz. Bu alt› bölgenin

hacimleri birbirine eflittir (hiçbirinin hacminin öbüründen bü-

yük olmas› için bir neden yok.) [0, 1]3 küpünden geriye kalan

bölgeler, yukardaki bölgelerin “duvarlar›d›r” ve hacimleri s›f›r-

d›r. Demek ki, bu alt› bölgenin hacimlerinin toplam› [0, 1]3 kü-

pünün hacmine, yani 1’e eflittir. Ve bundan da her bölgenin hac-

minin 1/6 oldu¤u ç›kar. Ne bulduk? [0, 1] aral›¤›ndan rastgele

üç say› seçersek, ikinci say›n›n birinci say›dan ve üçüncü say›n›n

ikinci say›dan büyük olma olay›n›n olas›l›¤›n›n 1/6 oldu¤unu

bulduk.

fiimdi [0, 1] aral›¤›ndan dört say› seçti¤imizde, birinci say›-

n›n ikinci say›dan, ikinci say›n›n üçüncü say›dan ve üçüncü sa-

y›n›n dördüncü say›dan küçük olma olay›n›n olas›l›¤›n› hesap-

layaca¤›z. Dört boyutta oldu¤umuzdan, istesek de resim çizeme-

99

1 Geometrik olarak, [0,1]3, her kenar› 1 uzunlu¤unda olan üç boyutlu küptür.
Baflka bir yaz›fl biçimiyle, [0,1]3, {(x, y, z): 0 " x, y, z " 1} kümesidir.



yiz art›k. Ama yine de yukardaki gibi düflünebiliriz.

A1234 = {(x1, x2, x3, x4) 2 [0, 1]4 : x1 < x2 < x3 < x4}

kümesi olsun. Bunun gibi, örne¤in,

A3142 = {(x1, x2, x3, x4) 2 [0, 1]4 : x3 < x1 < x4 < x2}

kümesini tan›mlayal›m. Bu kümelerin hepsinin “hacimleri” ayn›2.

Kaç tane bu tür küme var? Teker teker s›ralay›p 24 tane oldu¤u-

nu bulabiliriz kolayl›kla: A1234, A1243, A1324, A1342, ... Geriye ka-

lan kümeler, bu kümelerin “duvarlar›” olduklar›ndan hacimleri

s›f›rd›r. Demek ki bulmak istedi¤imiz olas›l›k 1/24’dir.

fiimdi en genel soruyu soral›m: [0, 1] aral›¤›ndan n tane rast-

gele ve s›rayla say› seçiyoruz: x1, x2, ..., xn. Bu dizinin artan bir

dizi olma olas›l›¤›, yani x1 < x2 < ... < xn olay›n›n olas›l›¤› kaç-

t›r? Yukardaki gibi ak›l yürütece¤iz.

A1,2,...,n = {(x1, x2, ..., xn) 2 [0, 1]n : x1 < x2 < ... < xn}

kümesinin hacmini ar›yoruz.

Bu tür kümelerden kaç tane oldu¤unu bulmal›y›z. Baflka bir

deyiflle 1,2, ..., n say›lar›n› kaç türlü dizebiliriz?

n! = 1 × 2 × ... × (n–1) × n

türlü dizebiliriz, çünkü bu n say›y› n! türlü yanyana koyabiliriz3.

Bundan da flu sonuç ç›kar: [0, 1] aral›¤›ndan rastgele seçilen x1,

..., xn say›lar›n›n artan bir dizi olma olas›l›¤› 1/n! dir.

Örne¤in n = 2, 3, 4 ise daha önce hesaplad›¤›m›z 1/2, 1/6,

1/24 olas›l›klar›n› buluruz. n = 5 için, 1/5! = 1/120 = 0,008333...

olas›l›¤›n› buluruz. n = 6 içinse, 1/6! = 1/720 * 0,0014 olas›l›¤›-

n›. Dikkat ederseniz, n büyüdükçe olas›l›k azal›yor.
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2 Dört boyutta hacim, entegral hesaplar›yla bulunur, ama flu anda önsezi yeter-
li. Kenar uzunlu¤u birim olan n boyutlu bir kübün hacminin 1 oldu¤u bir be-
littir (aksiyomdur.)

3 Bunu tümevar›mla da kan›tlayabiliriz. ‹lk önce, ilk n – 1 say›y› dizelim. Tü-
mevar›m varsay›m›na göre, 1, 2, ..., n–1 say›lar›n› (n – 1)! türlü dizebiliriz.
Bu dizilerden herhangi birini alal›m. fiimdi n say›s›n›, araya bir yere koya-
ca¤›z. En bafla, ortaya bir yere ya da en sona, yani toplam n de¤iflik yere ko-
yabiliriz. Demek ki 1, 2, ..., n say›lar›n› (n – 1)! × n = n! türlü dizebiliriz.



Birinci Soru. [0, 1] aral›¤›n-

da rastgele seçilen bir sonsuz

say› dizisinin artan bir dizi ol-

ma olas›l›¤› kaçt›r?

n herhangi bir do¤al say›y-

sa, [0, 1] aral›¤›nda rastgele se-

çilen n say›n›n artan bir dizi ol-

ma olas›l›¤›n›n 1/n! oldu¤unu

gördük. Bu olas›l›klar, yani

1/n! say›lar›, n artt›kça küçülüyorlar, gittikçe s›f›ra yak›ns›yor-

lar4. Matematikte buna, “1/n! say›lar›, n sonsuza gitti¤inde s›-

f›ra yak›nsar” ya da “1/n! say›lar›n›n limiti s›f›rd›r” denir. Bi-

çimsel olarak bunu,

limn . /
1/n! = 0

olarak yazar›z. Demek ki n ne denli büyükse, [0, 1] aral›¤›nda

rastgele ve s›rayla seçilen n say›n›n artan bir dizi olma olas›l›¤›

o denli küçük, o denli s›f›ra yak›nd›r. n sonsuza gitti¤inde de,

olas›l›k 0 olur. Dolay›s›yla birinci sorunun yan›t› 0’d›r.

‹kinci Soru. [0, 1] aral›¤›nda seçilen artan bir dizinin 1’e ya-

k›nsama5 olas›l›¤› kaçt›r?

Soru, bir dizinin artan dizi olmas› ve 1’e yak›nsama olas›l›¤›

de¤il, artan dizilerden kaçta kaç›n›n bire yak›nsad›¤›. Yani ko-

flullu olas›l›k... Dizinin artan dizi oldu¤unu önceden biliyoruz.

Olaylar kümemiz artan diziler kümesi. Bu artan dizilerden kaç-

ta kaç›n›n 1’e yak›nsad›¤›n› bulmak istiyoruz.

Her artan dizi 1’e yak›nsamaz, kimi de 1/2’ye yak›nsar. Ör-

ne¤in,

0, 1/4, 3/8, 7/16, 15/32, 31/64, ..., (2n–1–1)/2n, ...
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4 “Yak›nsamak” bafll›kl› yaz›da (sayfa 83) “yak›nsama”n›n ne demek oldu¤u
anlat›lm›fl ve 1/n! say›lar›n›n s›f›ra yak›nsad›¤› kan›tlanm›flt›.

5 Yani gittikçe daha çok 1’e yaklaflma, “sonsuzda 1 olma” olas›l›¤›. 1/2, 3/4,
5/6, 7/8, ... böyle bir dizidir. Bu dizi 1’den küçük her say›y› bir süre sonra
aflar, ama 1’i hiç aflamaz.



dizisi artan bir dizidir ve 1/2’ye yak›nsar. 1’e yak›nsayan herhan-

gi bir dizinin her terimini 1/2’yle çarparsak 1/2’ye yak›nsayan bir

say› buluruz.

-, s›f›rdan büyük, ama küçük bir gerçel say› olsun. [0, 1]

aral›¤›nda (s›rayla) seçilen n say›n›n herbirinin 1 – -’dan küçük

olma ve artan bir dizi oluflturma olas›l›¤› yukardaki gibi kolay-

ca hesaplan›r:

(1 – -)n/n!

d›r bu olas›l›k. Burdaki (1 – -)n, n boyutlu ve her kenar› 1 – -

uzunlu¤unda olan küpün hacmidir. S›rayla seçilen n say›n›n ar-

tan dizi olma olas›l›¤›ysa, yukarda gördü¤ümüz gibi 1/n! dir.

Demek ki, [0, 1] aral›¤›nda seçilen n say›dan oluflan artan bir di-

zinin [0, 1 – -] aral›¤›nda olma olas›l›¤›,

d›r. Bu olas›l›¤a Pn(-) diyelim: Pn(-) = (1 – -)n. P
/
(-) say›s›, [0,

1] aral›¤›nda artan sonsuz bir dizinin [0, 1 – -] aral›¤›nda ol-

ma olas›l›¤› olsun. P
/
(-) olas›l›¤›n› bulmak için Pn(-)’daki n’yi

sonsuza yaklaflt›r›r›z:

P
/
(-) = limn . /

Pn(-) = limn . /
(1 – -)n = 0

çünkü 1 – - say›s› 0’dan büyük ama 1’den küçüktür6. Demek ki

artan sonsuz bir dizinin [0, 1 – -] aral›¤›nda olma olas›l›¤› s›f›r-

d›r. Ve bu her - > 0 için do¤ru... Bundan da artan sonsuz bir di-

zinin 1’e yak›nsama olas›l›¤›n›n 1 oldu¤u ç›kar. fiu teoremi ka-

n›tlad›k:

Teorem. [0, 1] aral›¤›nda rastgele seçilen sonsuz bir artan di-

zi 1 olas›l›kla (yani 100% olas›l›kla) 1’e yak›nsar.

Üçüncü Soru. [0, 1]2 karesinde seçilen (xn, yn)n2N dizisinde

e¤er xn ≤ xn+1 ve yn ≤ yn + 1 ise, bu diziye bir kuzeydo¤u dizisi di-

102

6 E¤er r say›s› 0 " r < 1 eflitsizliklerini sa¤l›yorsa, n sonsuza gitti¤inde, rn say›la-
r› s›f›ra yak›nsarlar. Bunu “Yak›nsamak” bafll›kl› yaz›da (s. 83) kan›tlam›flt›k.



yelim7. Sorumuz flu: [0, 1]2 karesinde seçilen bir kuzeydo¤u dizi-

sinin karenin s›n›r›na yak›nsama olas›l›¤› kaçt›r?

[0, 1]2 karesinde bir (xn, yn)n2N kuzeydo¤u dizisi seçmek

demek, [0, 1] aral›¤›nda artan iki (xn)n2N ve (yn)n2N dizisi seç-

mek demektir. Bu iki artan dizinin 1’e yak›nsama olas›l›¤› 1 ol-

du¤undan, yukardaki teoreme göre, (xn, yn)n2N kuzeydo¤u di-

zisinin (1, 1) noktas›na yak›nsama olas›l›¤› da 1’dir. Güzel bir

teorem kan›tlad›k:

Teorem. [0, 1]2 karesinde rastgele seçilen bir kuzeydo¤u di-

zisi 1 olas›l›kla (1, 1) noktas›na yak›nsar8.
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7 Yani her seçilen nokta, bir öncesinin kuzeydo¤usunda olacak.
8 Bu teoremin daha da genel bir halini Doç. Dr. Nejat Anbarc› sordu. Nejat An-

barc›’n›n genel sorusu fluydu: Düzlemde s›n›rl› (yani sonsuza dek gitmeyen)
kapal› bir alan alal›m. Örne¤in bir dikdörtgenin, bir üçgenin, bir dairenin, bir
elipsin içindeki alanlar›... Bu alanda rastgele seçilen bir kuzeydo¤u dizisinin
alan›n s›n›r›na yak›nsama olas›l›¤› kaçt›r? Yan›t›n 1 oldu¤unu Engin Mer-
mut’la birlikte (Doç. Dr. Minik Can Ertem’in de yard›m›yla) kan›tlad›k. Bu
teorem o kan›t›n önemli bir parças›d›r..


