Olasilik Hesaplar: (II)

ir 6nceki yazidaki 6rneklerde olay sayisi sonluydu. Ornegin,
Biki zarla 21 olay vardi. Simdi olay sayimizi sonsuz yapacagiz.

Kolay bir soruyla baslayalim: [0, 1] araliginda rastgele seci-
len bir gercel (reel) sayinin, 1/2°den buyiik olma olasiligi kagtir?
Yanit 1/2’dir. Cunkia, [0, 1] araligindaki sayilarin “yarist”
1/2’den buyluk, obur “yarisi” ise 1/2’den kiuigtiktiir.

Kolay bir soru daha: [0, 1] araliginda segilen bir sayinin
1/6’yla 3/7 arasinda olma olasihigi kagtir? Yamit 3/7 — 1/6 =
11/42°dir.

Buraya dek sasgilasi bir sey yok.

Peki, [0, 1] araliginda secilen bir saymin 1/2’ye esit olma ola-
silig kactir? Sifirdir! Onsezi zorlaniyor biraz burda. Ciinkii 1/2
sayisi var ve bana, “bal gibi 1/2’yi segebilirim” diyebilirsiniz.
Ben de size, “madem Oyle, bahse girelim” diyebilirim. Bahse gir-
mek istemezsiniz elbet. Clinkii kazanma olasihginiz sifirdir!
Olay sayisi sonsuzsa ve her olayin gerceklesme olasiligi ayniysa,
o zaman, tek bir olayin olasilig: sifirdir. Soyle agiklanabilir bu:
Diyelim 1/2’yi segme olasiligi 0,0001. O zaman, herhangi bir sa-
yiy1 se¢me olasiligi da 0,0001°dir ve dolayisiyla asagidaki

1/10.000, 2/10.000, 3/10.000, ..., 10.000/10.000
onbin sayidan birini se¢me olasiligini bulmak i¢in 0,0001°i on




bin kez toplariz ve 1 buluruz, yani %100 olasilik! Olacak sey

degil! Demek ki 1/2 sayisini se¢me olasiligi sifir olmalidir.

Bu dedigimiz, salt 1/2 icin degil, her sayi icin gecerlidir. [0,
1] araliginda, 6nceden belirlenen bir sayiy1 segme olasihig: sifir-
dir. Gergekle catismiyor bu. Eger dilerseniz 1/2’yi segebilirsiniz
elbet. Ama ancak isterseniz!.. Rastgele bir say1 sectiginizde
1/2’yi secemezseniz.

Kesinlikle bir say1 sececeksiniz. Ondan kugku yok. Ama se¢-
tiginiz bu sayiy1 6nceden bilebilme olasiliginiz 0°dir!

Simdi iki say1 sececegiz. Sayilari sirayla sececegiz, yani birin-
ci sayiyla ikinci say1 arasinda ayrim yapacagiz. Soru su: [0, 1]
araliginda rastgele ve sirayla iki say1 segersek, ikinci sayinin, bi-
rinci sayidan biiyiik olma olasiligi kactir?

Birinci sayiya x diyelim, ikinci sayiya y. Rastgele (ama si-
rayla) iki say1 segmek demek, [0, 1] x [0, 1], yani [0, 1]? kare-
sinde rastgele bir (x, y) noktasi secmek demektir.

P [

/_’ Ay

0 . 1
X

Yukardaki resimde [0, 1]2 karesi ti¢ olay bolgesine ayrilmus:
Ay ={lx,y) € [0, 1]? : x < y}
Ayp = {(x,y) € [0, 1]2 : x >y}
bolgeleri ve ¢aprazdaki ¢izgi, yani,
Ayey = {x, x): x € [0, 1]}
cizgisi. Resimden de anlagildig1 tizere, [0, 1]? karesindeki rastge-
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le bir noktanin A;, bolgesinde olma olasilig1 1/2°dir. A,; bolge-
sinde olma olasihg da 1/2°dir. A,_, bolgesinde olma olasiligy-
sa sifirdur.

Daha da zor bir soru soralim. [0, 1] araligindan ti¢ say1 se-
celim: x, y, z. Birinci say1 x, ikinci say1 y ve ugiincii say1 z. Sim-
di, x < y < z olayinin gergeklesme olasihigi kactir? Bu ti¢ say1yi,
[0, 1]3 kuiptinde?! bir nokta olarak gorebiliriz. Yukardaki gibi bir
resim cizmeye calisabilirsiniz. Ben denedim beceremedim. Ug
boyutta gorebilmek kolay degil, ¢izebilmek daha zor. Ama soy-
le akil yurutebiliriz: [0, 1]3 kiipuini su bolgelere ayiralim:

Az ={lx,y,2): x<y<z}
A ={x, 3,2 x<z<y}
Ay ={lx,y,2):y<x <z}
Axzi ={(x, 3,2y <z <x}
Azpp={lx,y,2):z<x <y}

Ay ={lx, 3,22 <y <x}.

Birinci bolgenin hacmini bulmak istiyoruz. Bu alti bolgenin
hacimleri birbirine esittir (hi¢birinin hacminin 6biirtinden bu-
yiik olmasi i¢in bir neden yok.) [0, 1]3 kiipiinden geriye kalan
bolgeler, yukardaki bolgelerin “duvarlaridir” ve hacimleri sifir-
dir. Demek ki, bu alt1 bolgenin hacimlerinin toplamu [0, 1]3 kii-
puniin hacmine, yani 1’e esittir. Ve bundan da her bolgenin hac-
minin 1/6 oldugu cikar. Ne bulduk? [0, 1] araligindan rastgele
¢ say1 segersek, ikinci sayinin birinci sayidan ve Gglincti sayinin
ikinci sayidan buyiik olma olaymnin olasihiginin 1/6 oldugunu
bulduk.

Simdi [0, 1] araligindan doért say1 sectigimizde, birinci sayi-
nin ikinci sayidan, ikinci sayinin tiginct sayidan ve uglinci sa-
yimnin dordinct sayidan kiigiik olma olayinin olasiligini hesap-
layacagiz. Dort boyutta oldugumuzdan, istesek de resim ¢izeme-

1 Geometrik olarak, [0,1]3, her kenar1 1 uzunlugunda olan ii¢ boyutlu kiiptiir.
Bagka bir yazig big¢imiyle, [0,1]3, {(x, y, 2): 0 < x, y, ¢ < 1} kiimesidir.

99




yiz artik. Ama yine de yukardaki gibi distinebiliriz.

Aqz34 = {(x1, x5 X3, x4) € [0, 1]*: 3 < xp < x3 < x4}
kiimesi olsun. Bunun gibi, 6rnegin,

Asp4p = {(x1, X2, %3, x4) € [0, 1]%: x5 <20y < x4 < 23}
kiimesini tanimlayalim. Bu kiimelerin hepsinin “hacimleri” ayni2.
Kag tane bu tiir kiime var? Teker teker siralayip 24 tane oldugu-
nu bulabiliriz kolaylikla: A;,34, A1243, A13245 Aq3425 .- Geriye ka-
lan kiimeler, bu kiimelerin “duvarlar1” olduklarindan hacimleri
sifirdir. Demek ki bulmak istedigimiz olasilik 1/24°dir.

Simdi en genel soruyu soralim: [0, 1] araligindan 7 tane rast-
gele ve sirayla say1 seciyoruz: xq, X, ..., x,,. Bu dizinin artan bir
dizi olma olasiligi, yani x; < x, < ... < x,, olaymnin olasilig1 kag-
tir? Yukardaki gibi akil ytiriitecegiz.

Ajo n= 11, x05 ey x,) € [0, 1]7 2 3y <5 <o < )
kiimesinin hacmini ariyoruz.

Bu tiir kiimelerden kag tane oldugunu bulmaliyiz. Bagka bir
deyisle 1,2, ..., 7 sayilarini kag tiirlii dizebiliriz?

nl=1x2x..x(n1)xn
turli dizebiliriz, ¢tinkii bu 7 sayiy1 7! tiirlt yanyana koyabiliriz3.
Bundan da su sonug cikar: [0, 1] araligindan rastgele secilen x;,
«ss X, sayllarinin artan bir dizi olma olasiligi 1/n! dir.

Ornegin 7 = 2, 3, 4 ise daha 6nce hesapladigimiz 1/2, 1/6,
1/24 olasiliklarini buluruz. 7 = 5 i¢in, 1/5! = 1/120 = 0,008333...
olasihigini buluruz. 7 = 6 icinse, 1/6! = 1/720 ~ 0,0014 olasiligi-
ni. Dikkat ederseniz, # buiytidiikge olasilik azaliyor.

2 Dért boyutta hacim, entegral hesaplariyla bulunur, ama su anda 6nsezi yeter-
li. Kenar uzunlugu birim olan 7 boyutlu bir kiibiin hacminin 1 oldugu bir be-
littir (aksiyomdur.)

3 Bunu tiimevarimla da kanitlayabiliriz. ilk 6nce, ilk # — 1 say1y1 dizelim. Tii-
mevarim varsayimina gore, 1, 2, ..., n—1 sayilarin1 (z — 1)! turla dizebiliriz.
Bu dizilerden herhangi birini alalim. Simdi 7 sayisini, araya bir yere koya-
cagiz. En baga, ortaya bir yere ya da en sona, yani toplam n degisik yere ko-
yabiliriz. Demek ki 1, 2, ..., 7 sayilarini (7 — 1)! x n = n! tiirli dizebiliriz.
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Birinci Soru. [0, 1] araligin-
da rastgele secilen bir sonsuz
say1 dizisinin artan bir dizi ol-
ma olasilig1 kagtir?

n herhangi bir dogal sayiy-
sa, [0, 1] araliginda rastgele se-
cilen n saymnin artan bir dizi ol-

ma olasihginin 1/#! oldugunu
gordiik. Bu olasiliklar, yani
1/n! sayilari, n arttikga kiigtilityorlar, gittikge sifira yakinsiyor-
lart. Matematikte buna, “1/x! sayilari, # sonsuza gittiginde si-
fira yakinsar” ya da “1/n! sayilarinin limiti sifirdir” denir. Bi-
cimsel olarak bunu,
lim, _, ,, 1/n! = 0

olarak yazariz. Demek ki # ne denli buytkse, [0, 1] araliginda
rastgele ve sirayla secilen n sayinin artan bir dizi olma olasiligi
o denli kugik, o denli sifira yakindir. # sonsuza gittiginde de,
olasilik 0 olur. Dolayisiyla birinci sorunun yanmiti1 0°dir.

Ikinci Soru. [0, 1] araliginda secilen artan bir dizinin 1’e ya-
kinsama’ olasihig1 kagtir?

Soru, bir dizinin artan dizi olmasi ve 1’e yakinsama olasilig
degil, artan dizilerden kagta kagimnin bire yakinsadigi. Yani ko-
sullu olasilik... Dizinin artan dizi oldugunu 6nceden biliyoruz.
Olaylar kiimemiz artan diziler kiimesi. Bu artan dizilerden kag-
ta kacinin 1’e yakinsadigini bulmak istiyoruz.

Her artan dizi 1’e yakinsamaz, kimi de 1/2’ye yakinsar. Or-
negin,

0, 1/4, 3/8, 7/16, 15/32, 31/64, ..., (2-1-1)/27, ...

4 “Yakinsamak” baglkli yazida (sayfa 83) “yakinsama”nin ne demek oldugu
anlatilmig ve 1/n! sayilarinin sifira yakinsadigi kanitlanmigti.

5 Yani gittikce daha ¢ok 1’e yaklagsma, “sonsuzda 1 olma” olasiligi. 1/2, 3/4,
5/6, 718, ... boyle bir dizidir. Bu dizi 1’den kiiciik her sayiy1 bir siire sonra
agar, ama 1’1 hi¢ asamaz.
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dizisi artan bir dizidir ve 1/2’ye yakinsar. 1’e yakinsayan herhan-

gi bir dizinin her terimini 1/2’yle carparsak 1/2’ye yakinsayan bir
say1 buluruz.

g, sifirdan biiyiik, ama kigtik bir gergel say1 olsun. [0, 1]
araliginda (sirayla) secilen 7 saymin herbirinin 1 - ¢’dan kiciik
olma ve artan bir dizi olusturma olasiligi yukardaki gibi kolay-
ca hesaplanir:

(1 - &)/n!

dir bu olasilik. Burdaki (1 — ¢)7, n boyutlu ve her kenar1 1 — ¢
uzunlugunda olan kiipiin hacmidir. Sirayla segilen # sayinin ar-
tan dizi olma olasiligiysa, yukarda gorduguimuz gibi 1/n! dir.
Demek ki, [0, 1] araliginda secilen 7 sayidan olusan artan bir di-
zinin [0, 1 — ¢] araliginda olma olasiligi,

1-¢)" /n! .

( 1 /)n! =({1-¢)
dir. Bu olasihiga P,(¢) diyelim: P, () = (1 — &). P(¢) sayisi, [0,
1] araliginda artan sonsuz bir dizinin [0, 1 — ¢] araliginda ol-
ma olasilig1 olsun. P () olasihigini bulmak i¢in P, (¢)’daki n’yi
sonsuza yaklastiririz:

P(¢) = lim, ,  P,(&) =lim, , (1 -¢)"=0

¢linkti 1 - ¢ sayis1 0’dan buyiik ama 1°den kuigtktiiré. Demek ki
artan sonsuz bir dizinin [0, 1 — ¢] araliginda olma olasilig: sifir-
dir. Ve bu her ¢ > 0 i¢in dogru... Bundan da artan sonsuz bir di-

zinin 1’e yakinsama olasiliginin 1 oldugu ¢ikar. Su teoremi ka-
nitladik:

Teorem. [0, 1] araliginda rastgele secilen sonsuz bir artan di-
zi 1 olasilikla (yani 100% olasilikla) 1’e yakmnsar.

Ugiincii Soru. [0, 1]2 karesinde segilen (x,,, y,,),cn dizisinde
eger x, < x,,1 ve ¥, <y, ., 1 ise, bu diziye bir kuzeydogu dizisi di-

6 Eger r sayis1 0 < r < 1 egitsizliklerini sagliyorsa, 7 sonsuza gittiginde, 7 sayila-
11 sifira yakinsarlar. Bunu “Yakinsamak” baslikli yazida (s. 83) kanitlamigtik.
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yelim?. Sorumuz su: [0, 1]2 karesinde segilen bir kuzeydogu dizi-
sinin karenin sinirina yakinsama olasihigi kactir?

[0, 1]2 karesinde bir (x,,, y,),cn kuzeydogu dizisi segcmek
demek, [0, 1] araliginda artan iki (x,,),cn Ve (,,),cn dizisi seg-
mek demektir. Bu iki artan dizinin 1’e yakinsama olasihigi 1 ol-
dugundan, yukardaki teoreme gore, (x,, v,,),cn kuzeydogu di-
zisinin (1, 1) noktasina yakinsama olasiligi da 1’dir. Giizel bir
teorem kanitladik:

Teorem. [0, 1]2 karesinde rastgele secilen bir kuzeydogu di-
zisi 1 olasilikla (1, 1) noktasina yakinsar$.

7 Yani her segilen nokta, bir 6ncesinin kuzeydogusunda olacak.

8 Bu teoremin daha da genel bir halini Dog. Dr. Nejat Anbarci sordu. Nejat An-
barc’nin genel sorusu suydu: Diizlemde sinirli (yani sonsuza dek gitmeyen)
kapali bir alan alalim. Ornegin bir dikdértgenin, bir {igenin, bir dairenin, bir
elipsin icindeki alanlari... Bu alanda rastgele secilen bir kuzeydogu dizisinin
alanin sinirina yakinsama olasihigi kactir? Yanitin 1 oldugunu Engin Mer-
mut’la birlikte (Dog. Dr. Minik Can Ertem’in de yardimiyla) kanitladik. Bu
teorem o kanitin 6nemli bir parcasidir..
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