
Olas›l›k Hesaplar› (I)

O
las›l›k hesaplar›na günlük yaflam›m›zda s›k s›k gereksini-

riz. Örne¤in tavla ya da kâ¤›t oyunlar› oynarken. ‹ki ka-

p›ya üstüste birkaç kez gele atmayan tavlac› görmedim

hiç. fianss›zl›k deriz. Elbet, dört kez gele atan üç kez gele atandan

daha flanss›zd›r. Bu yaz›n›n amaçlar›ndan biri de “daha flanss›z”

sözcü¤üne matematiksel anlam kazand›rmak olacak. Bir sonraki

yaz›da sonsuz olaylar›n olas›l›¤›ndan sözedece¤iz.

Bofl bir zaman›n›zda, evinizdeki tavlan›n zarlar›ndan birini

6000 kez at›n. Gelen zarlar› bir kâ¤›da yaz›n. Afla¤› yukar› bin

kez yek (1), bin kez dü (2), bin kez se (3), ... gelmeli, yani her

yüzün gelme olas›l›¤› afla¤› yukar› ayn› olmal›. E¤er yaln›zca

500 kez penç (5) gelmiflse zar›n›z hileli demektir. Asl›nda her zar

hilelidir. Bir yüzü biraz daha a¤›r, daha e¤ik, daha afl›nm›fl ya da

daha kaygan olabilir. Her zar›n zaaf› oldu¤u, yak›nl›k duydu¤u

bir say› vard›r. Tavlaya oturmadan önce zarlar›n zaaf›n› iyi bil-

mek gerekir. Ki ona göre oynayas›n›z! Tavlan›n da deplasman›

vard›r!

Tavlam›n zarlar›ndan birini 400 kez att›m. ‹flte elde etti¤im

sonuçlar:



1 2 3 4 5 6

‹lk 100 at›fl 17 16 13 25 13 16
‹lk 200 at›fl 38 31 31 41 28 31
‹lk 300 at›fl 54 59 42 59 39 47
‹lk 400 at›fl 70 76 59 77 58 60

Sanki zar›m›n cehara (4’e) bir zaaf› varm›fl gibi görünüyor.

Bu sonuçlar› 1 üzerine yazal›m, yani ortalamalar›n› alal›m.

Örne¤in 400 at›flta 77 kez cehar geldi¤ini belirten yere 77/400,

yani 0,1925 yazal›m. fiu sonuçlar› buluruz:

1 2 3 4 5 6

‹lk 100 at›fl 0,17 0,16 0,13 0,25 0,13 0,16
‹lk 200 at›fl 0,19 0,155 0,155 0,205 0,14 0,155
‹lk 300 at›fl 0,18 0,196 0,14 0,197 0,13 0,157
‹lk 400 at›fl 0,175 0,19 0,1475 0,1925 0,145 0,15

Ortalaman›n üstündeki sonuçlar› siyah puntolu harflerle

yazd›m. Ortalaman›n kaç olmas› gerekiyordu? Zarlar hilesizse

ortalaman›n 1/6, yani 0,1666... olmas› gerekir, çünkü bir zarda

6 yüz vard›r. Ceharlar›n ortalamas› hep yüksek ç›km›fl, ama bu

ortalama gittikçe azal›yor ve beklenen 1/6 ortalamas›na yakla-

fl›yor. 6 bin kez zar att›¤›mda, kimbilir, belki de beklenen orta-

lamaya daha çok yaklaflacak. Yukardaki sonuçlar zar›m›n tam

zaaf›n› göstermeyebilirler. Yeterince zar atmad›m. Ama son so-

nuçlar›n do¤ru oldu¤unu varsayacak olursam, 100 at›flta orta-

lama 19 kez cehar (4) ve 14 kez penç (5) geldi¤i sonucunu ç›ka-

r›r›m. Ona göre tavla oynamal›y›m (ikinci zarla da ayn› deneyi

yapmal›y›m elbet.)

Elimize bir zar alal›m. Alt› yüzlü ve hilesiz bir zar... Öyle bir

zar›n oldu¤unu varsayal›m. Her yüzün gelme olas›l›¤› ayn›d›r:

yek (1) gelme olas›l›¤›, dü (2) gelme olas›l›¤›ndan fazla de¤ildir.

Zar›n alt› yüzü oldu¤undan ve her say›n›n gelme olas›l›¤› ayn› ol-

du¤undan, örne¤in yek gelme olas›l›¤›na 1/6 demek en do¤rusu-

dur. E¤er i = 1, ..., 6 ise, o(i), i say›s›n›n gelme olas›l›¤› olsun. Sez-

gilerimize dayanarak yazal›m:
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o(1) = 1/6 = 0,16666....

o(2) = 1/6

o(3) = 1/6

o(4) = 1/6

o(5) = 1/6

o(6) = 1/6.

Zar hilesiz oldu¤undan, o(7) = 0 da yazabilirdik!

Tüm olas›l›klar›n toplam›n›n 1 oldu¤una dikkatinizi çekerim.

Günlük yaflamda olas›l›klar 100 üzerine hesaplan›r, ama mate-

matikte en büyük olas›l›k 1’dir. Günlük yaflamda kullan›lan

%75’in matematikçesi 0,75 ya da 3/4’tür.

Hilesiz zarlarla çift say› atma olas›l›¤›n› bulal›m, yani, 2, 4, 6

say›lar›ndan birinin gelme olas›l›¤›n›. Her say›n›n gelme olas›l›-

¤› 1/6 oldu¤undan, çift say› gelme olas›l›¤›,

o(2) + o(4) + o(6) = 1/6 + 1/6 + 1/6 = 1/2

dir. Ve elbet tek say› gelme olas›l›¤› da, çift say› gelme olas›l›¤› gi-

bi, 1/2’dir.

Olas›l›k kuramc›lar›, yukardaki soruda karfl›m›za ç›kan,

{1, 2, 3, 4, 5, 6}

kümesine olaylar kümesi derler. Örne¤in, “yek” bir olayd›r ve

yek olay›n›n (gerçekleflme) olas›l›¤› 1/6’d›r.

fiimdi iflleri biraz zorlaflt›raca¤›z ve iki (hilesiz) zar ataca¤›z.

‹lk önce iki zar› birbirinden ay›ral›m: Zarlardan birine birinci

zar, öbürüne ikinci zar diyelim (dilerseniz zarlar› iki ayr› renge

boyay›n.) Her iki zar›n da alt›flar yüzü oldu¤undan, otuz alt›

“olay” var:

Dikkat ettiyseniz, 1–2 ve 2–1 zarlar›n› (olaylar›n›) ayr› yaz-
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1–1 1–2 1–3 1–4 1–5 1–6

2–1 2–2 2–3 2–4 2–5 2–6

3–1 3–2 3–3 3–4 3–5 3–6

4–1 4–2 4–3 4–4 4–5 4–6

5–1 5–2 5–3 5–4 5–5 5–6

6–1 6–2 6–3 6–4 6–5 6–6



d›m, yani iki ayr› olay olarak gösterdim. Çünkü iki zar› birbi-

rinden ay›r›yorum: Birinci zar yeki, ikinci zar düyü gösteriyor-

sa, gelen zara 1–2 diyorum; tam tersiyse 2–1. Zarlar hilesiz ol-

du¤undan her olay›n olas›l›¤› ayn›d›r. Dolay›s›yla, o(i–j) say›s›,

i–j olay›n›n (zar›n›n) olas›l›¤›ysa,

o(i–j) = 1/36

d›r. Örne¤in,

o(1–1) = o(1–2) = o(2–1) = o(3–4) = 1/36.

Bunu flöyle de gösterebiliriz. Zar ataca¤›m›za, yukardaki

tabloya rastgele bir tafl atal›m. 36 hücre oldu¤undan ve bir hüc-

renin öbür hücreye göre bir özelli¤i olmad›¤›ndan, tafl›n, örne-

¤in 3–4 hücresine düflme olas›l›¤› 1/36’d›r.

Ama tavlada zarlar birbirinden ay›rt edilmez. Biz de ay›rt et-

meyelim. O zaman 1-2 ve 2-1 olaylar›n› bir olay olarak alg›la-

y›p (1, 2) olarak gösterelim. Olaylar› yukardaki gibi s›ralayal›m

(üstteki tabloyu ikiye katlayarak):

Toplam 21 olay›m›z var. Ama bu kez her olay›n olas›l›¤› ay-

n› de¤il. Örne¤in (1, 2) olay›n›n olas›l›¤›

1/36 + 1/36 = 2/36,

çünkü (1, 2) zar› için ya 1-2 ya da 2-1 gerekli. (1,2) olay›n›n ola-

s›l›¤› flöyle bulunur:

o(1, 2) = o(1-2) + o(2-1) = 1/36 + 1/36 = 2/36.

Öte yandan, (1, 1) zar›n›n gelme olas›l›¤› 1/36’d›r. Demek ki,

e¤er i 1 j ise, o(i, j) = 2/36’d›r ve o(i, i) = 1/36’d›r. (Özellikle 2/36

yerine 1/18 yazm›yoruz, ilerde kolayl›k olacak.)

Al›flt›rma olarak, çeflitli olas›l›klar hesaplayal›m.
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(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)

(2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)

(3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)

(4, 4) (4, 5) (4, 6)

(5, 5) (5, 6)

(6, 6)



‹ki kap›ya gele atma olas›l›¤›. Bu kap›lar›n 1 ve 2 kap›lar› ol-

du¤unu varsayal›m. Demek ki (1, 1), (1, 2) ya da (2, 2) atma

olas›l›¤›n› hesaplayaca¤›z. Bu da,

o(1, 1) + o(1, 2) + o(2, 2) = 1/36 + 2/36 + 1/36 = 4/36 = 1/9

dur. ‹ki kez iki kap›ya gele atma olas›l›¤›ysa 1/9 × 1/9 = 1/81’dir.

Yedi kez iki kap›ya gele atma olas›l›¤›ysa (1/9)7 = 1/97 dir. (Afla-

¤› yukar›, piyangoda en büyük ikramiye ç›kma olas›l›¤›na eflit!)

Yek atma olas›l›¤› = o(1, 1) + o(1, 2) + ... + o(1, 6) = 1/36

+ (5 × 2/36) = 11/36. Demek ki, yek atma olas›l›¤› 1/3’ten biraz

daha az.

Cehar atma olas›l›¤›. Yukardaki gibi hesaplan›r ve 11/36

bulunur.

Dört hane ilerdeki bir pulu k›rma olas›l›¤›. Dört hane ilerde-

ki bir pulu k›rma olas›l›¤›n› hesaplayaca¤›z. Dört hane ilerdeki

pulu k›rmak için ya cehar (4) atmak gerekir ya da (1, 1), (1, 3) ve

(2, 2) zarlar›ndan birini (arada kap› olmad›¤›n› varsay›yoruz.)

Demek ki dört hane ilerdeki bir pulu k›rma olas›l›¤›,

o(4) + o(1, 1) + o(1, 3) + o(2, 2)= 11/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36

= 15/36

d›r.

Alt› ve sekiz hane ilerdeki iki puldan en az birini k›rma ola-

s›l›¤›. Alt› hane ilerdeki pulu k›rmak için ya zarlardan biri 6 gel-

meli ya da (1, 5), (2, 2), (2, 4), (3, 3) zarlar›ndan birini atmal›.

Sekiz hane ilerdeki pulu k›rmak içinse (2, 2), (2, 6), (3, 5), (4, 4)

zarlar›ndan birini atmal›. Dolay›s›yla olas›l›k

o(6) + o(1,5) + o(2,2) + o(2,4) + o(3,3) + o(3,5) + o(4,4)

= 11/36 + 2/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36

= 20/36 = 5/9

dur, yüzde elliden biraz fazla.
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�hane ilerdeki bir pulu k›rma olas›l›¤›. E¤er n = 13 ya da 14

ise, bu olas›l›k s›f›rd›r elbet. Ama n = 15 ise pulu dübeflle, yani

(5, 5)’le k›rabiliriz. Bunun da olas›l›¤› 1/36’d›r. Okur bu olas›l›k-

lar› flimdiye de¤in ö¤rendikleriyle hesaplayabilir. Bu olas›l›klar›

bir tabloda gösterelim:

Üç zara geçmeden önce, tavlan›n s›n›rl› bir oyun oldu¤unu

belirteyim. Yazd›klar›mdan tavlan›n yüksek düzeyde matematik

bilgisi gerektirdi¤ini sand›¤›m san›lmas›n. Ama tavlac›y›m diye

geçinen olas›l›k kuram›n›n temelini bilmelidir.

fiimdi üç zar alal›m elimize. Yine ilk önce zarlardan herbiri-

ni öbürlerinden ay›rt edelim: birinci zar, ikinci zar ve üçüncü

zar. 63 = 216 olay var ve her olay›n olas›l›¤› ayn› oldu¤undan,

her zar›n gelme olas›l›¤› 1/216’d›r. Örne¤in,

o(1-2-5) = o(1-5-2) = o(2-1-5) = o(2-5-1)
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�= uzakl›k K›rma olas›l›¤›

1 11/36

2 12/36

3 14/36

4 15/36

5 15/36

6 17/36

7 6/36

8 6/36

9 5/36

10 3/36

11 2/36

12 3/36

15 1/36

16 1/36

18 1/36

20 1/36

24 1/36



= o(5-1-2) = o(5-2-1) = 1/216

d›r. Ancak zarlar› birbirinden ay›rt etmemek en do¤al olan›. Biz

de etmeyelim. Olay say›m›z azald›, çünkü flimdi, örne¤in 1-2-5

ve 5-1-2 olaylar› aras›nda bir ayr›m yapm›yoruz1. Bu zara

(1, 2, 5) ad›n› verelim. Kolayca görülece¤i gibi,

o(1, 2, 5) = o(1-2-5) + o(1-5-2) + o(2-1-5) + o(2-5-1) + o(5-1-2)

+ o(5-2-1) = 6/216 = 1/36.

Bunun gibi, o(3, 4, 6) da 1/36’ya eflittir. Ama

o(2, 2, 5) = o(2-2-5) + o(2-5-2) + o(5-2-2) = 3/216 = 1/72,

ve

o(2, 2, 2) = o(2-2-2) = 1/216

d›r.

Al›flt›rma olarak, üç zarla toplam 10 atma olas›l›¤›n› hesap-

layal›m:

o(1,3,6) + o(1,4,5) + o(2,2,6) + o(2,3,5) + o(2,4,4) + o(3,3,4)

= 27/216 = 1/8 = 0,125.
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1 Üç zarda olay say›m›z 56’d›r. Genel olarak, n zarda olay say›s› kaçt›r?


