Olasilik Hesaplari (I)

lasilik hesaplarina giinlitk yasgamimizda sik sik gereksini-
O riz. Ornegin tavla ya da kagit oyunlar1 oynarken. Iki ka-

piya ustiiste birkag kez gele atmayan tavlaci gormedim
hig. Sanssizlik deriz. Elbet, dort kez gele atan ti¢ kez gele atandan
daha sanssizdir. Bu yazinin amaglarindan biri de “daha sanssiz”
sozcugiine matematiksel anlam kazandirmak olacak. Bir sonraki
yazida sonsuz olaylarin olasihigindan s6zedecegiz.

Bos bir zamaninizda, evinizdeki tavlanin zarlarindan birini
6000 kez atin. Gelen zarlar1 bir kdgida yazin. Asagi yukar: bin
kez yek (1), bin kez dii (2), bin kez se (3), ... gelmeli, yani her
yiziin gelme olasiligi asagi yukari ayni olmali. Eger yalnizca
500 kez peng (5) gelmisse zariniz hileli demektir. Aslinda her zar
hilelidir. Bir ytizii biraz daha agir, daha egik, daha aginmig ya da
daha kaygan olabilir. Her zarin zaafi oldugu, yakinlik duydugu
bir say1 vardir. Tavlaya oturmadan once zarlarin zaafini iyi bil-
mek gerekir. Ki ona gore oynayasiniz! Tavlanin da deplasmani
vardir!

Tavlamin zarlarindan birini 400 kez attim. Iste elde ettigim
sonuglar:




| 1 2 3 4 5 6

Ik 100 atig 17 16 13 25 13 16

Ik 200 atis 38 31 31 41 28 31

lk300ans | 54 59 42 59 39 47

Ik 400 atis 70 76 59 77 58 60

Sanki zarimin cehara (4’e) bir zaafi varmug gibi gortintiyor.

Bu sonuglar1 1 tizerine yazalim, yani ortalamalarini alalim.
Ornegin 400 atista 77 kez cehar geldigini belirten yere 77/400,
yani 0,1925 yazalim. Su sonuglar1 buluruz:

| 1 2 3 4 5 6

Ik 100 ati 0,17 0,16 0,13 0,25 0,13 0,16
Ik 200 atig 0,19 0,155 0,155 0,205 0,14 0,155
Ik 300 atis 0,18 0,196 0,14 0,197 0,13 0,157
Ik 400 atig 0,175 0,19 0,1475 0,1925 0,145 0,15

Ortalamanin ustindeki sonuglari siyah puntolu harflerle

yazdim. Ortalamanin kag¢ olmasi gerekiyordu? Zarlar hilesizse
ortalamanin 1/6, yani 0,1666... olmasi gerekir, ¢inkii bir zarda
6 yiiz vardir. Ceharlarin ortalamasi hep yuksek ¢ikmis, ama bu
ortalama gittikge azaliyor ve beklenen 1/6 ortalamasina yakla-
styor. 6 bin kez zar attigimda, kimbilir, belki de beklenen orta-
lamaya daha ¢ok yaklasacak. Yukardaki sonuglar zarimin tam
zaafimi gostermeyebilirler. Yeterince zar atmadim. Ama son so-
nuglarin dogru oldugunu varsayacak olursam, 100 atista orta-
lama 19 kez cehar (4) ve 14 kez peng (5) geldigi sonucunu cika-
ririm. Ona gore tavla oynamaliyim (ikinci zarla da ayni deneyi
yapmaliyim elbet.)

Elimize bir zar alalm. Alt1 yiizlii ve hilesiz bir zar... Oyle bir
zarin oldugunu varsayalim. Her yiiziin gelme olasihig aynidir:
yek (1) gelme olasiligy, dii (2) gelme olasiligindan fazla degildir.
Zarn alti yizii oldugundan ve her sayinin gelme olasiligi ayni ol-
dugundan, 6rnegin yek gelme olasiligina 1/6 demek en dogrusu-
dur. Egeri =1, ..., 6 ise, o(i), i sayisinin gelme olasilig1 olsun. Sez-
gilerimize dayanarak yazalim:
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o(1) = 1/6 = 0,16666....
o(2) = 1/6
o(3) = 1/6
o(4) = 1/6
o(5) = 1/6
o(6) = 1/6.

Zar hilesiz oldugundan, o(7) = 0 da yazabilirdik!

Tiim olasiliklarin toplaminin 1 olduguna dikkatinizi cekerim.
Giinlik yasamda olasiliklar 100 {izerine hesaplanir, ama mate-
matikte en biiyiik olasihk 1’dir. Ginlik yasamda kullanilan
%75’in matematikgesi 0,75 ya da 3/4’tiir.

Hilesiz zarlarla cift say1 atma olasiligini bulalim, yani, 2, 4, 6
sayilarindan birinin gelme olasihigini. Her sayinin gelme olasili-
g1 1/6 oldugundan, cift say1 gelme olasiligi,

0(2) + o(4) + 0(6) = 1/6 + 1/6 + 1/6 = 1/2
dir. Ve elbet tek say1 gelme olasilig1 da, cift say1 gelme olasilig: gi-
bi, 1/2dir.

Olasilik kuramcilari, yukardaki soruda karsimiza ¢ikan,

{1,2,3,4,5, 6}
kiimesine olaylar kiimesi derler. Ornegin, “yek” bir olaydir ve
yek olayinin (gerceklesme) olasihigi 1/6’dir.

Simdi igleri biraz zorlastiracagiz ve iki (hilesiz) zar atacagiz.
[k once iki zar1 birbirinden ayiralim: Zarlardan birine birinci
zar, Obiiriine ikinci zar diyelim (dilerseniz zarlari iki ayr1 renge
boyayin.) Her iki zarin da altigar yiizii oldugundan, otuz alti
“olay” var:

1-1 1-2 | 1-3 1-4 1-5 1-6
2-1 | 2-2 | 2-3 | 24 | 2-5 | 2-6
3-1 | 3-2 | 3-3 | 34 | 3-5 | 3-6
4-1 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46
S-1 | 5-2 | 5-3 | 54 | 55 | 5-6
6-1 6-2 | 6-3 | 64 | 6-5 | 6-6

Dikkat ettiyseniz, 1-2 ve 2-1 zarlarini (olaylarini) ayri yaz-
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dim, yani iki ayri olay olarak gosterdim. Ciinku iki zar1 birbi-

rinden ayirtyorum: Birinci zar yeki, ikinci zar diyt gosteriyor-
sa, gelen zara 1-2 diyorum; tam tersiyse 2—1. Zarlar hilesiz ol-
dugundan her olayin olasiligi aynidir. Dolayisiyla, o(i—j) sayisi,
i—j olayinin (zarmnin) olasihigiysa,
o(i—j) = 1/36
dir. Ornegin,
o(1-1) = 0(1-2) = 0(2-1) = 0(3-4) = 1/36.

Bunu soyle de gosterebiliriz. Zar atacagimiza, yukardaki
tabloya rastgele bir tas atalim. 36 hiicre oldugundan ve bir hiic-
renin Obiir hiicreye gore bir 6zelligi olmadigindan, tasin, 6rne-
gin 3—4 hiicresine diigme olasihigi 1/36’dur.

Ama tavlada zarlar birbirinden ayirt edilmez. Biz de ayirt et-
meyelim. O zaman 1-2 ve 2-1 olaylarim bir olay olarak algila-
yip (1, 2) olarak gosterelim. Olaylari yukardaki gibi siralayalim
(Ustteki tabloyu ikiye katlayarak):

(1,1) | (,2) ] (1,3) | (1,4) | (1,5)] (1,6)
(2,2)1(2,3) ] (2,4 ] (2,5) | (2,6)

3,3) 1 (3,4 | (3,5 ] (3,6)

(4,4)| 4,5)] (4,6)

(5,5) ] (5,6)

(6, 6)

Toplam 21 olayimiz var. Ama bu kez her olayin olasilig1 ay-

n1 degil. Ornegin (1, 2) olaymin olasilig1
1/36 + 1/36 = 2/36,
cuinkii (1, 2) zar1 i¢in ya 1-2 ya da 2-1 gerekli. (1,2) olayinin ola-
silig1 s6yle bulunur:
o(1,2) = o(1-2) + 0(2-1) = 1/36 + 1/36 = 2/36.

Ote yandan, (1, 1) zarmm gelme olasiig:r 1/36°dir. Demek ki,
eger i #j ise, o(i, j) = 2/36’dir ve o(i, i) = 1/36’dur. (Ozellikle 2/36
yerine 1/18 yazmiyoruz, ilerde kolaylik olacak.)

Alistirma olarak, cesitli olasiliklar hesaplayalim.
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Iki kapiya gele atma olasiligi. Bu kapilarin 1 ve 2 kapilari ol-
dugunu varsayalim. Demek ki (1, 1), (1, 2) ya da (2, 2) atma
olasiligini hesaplayacagiz. Bu da,

o(1,1) + o(1,2) + 0(2,2) = 1/36 + 2/36 + 1/36 = 4/36 = 1/9
dur. Iki kez iki kapiya gele atma olasihigrysa 1/9 x 1/9 = 1/81°dir.
Yedi kez iki kapiya gele atma olasiligiysa (1/9)7 = 1/97 dir. (Asa-
g1 yukari, piyangoda en biyiik ikramiye ¢ikma olasiligina egit!)

Yek atma olasiligi = o(1, 1) + o(1, 2) + ... + o(1, 6) = 1/36
+ (5 x 2/36) = 11/36. Demek ki, yek atma olasiligi 1/3’ten biraz
daha az.

Cehar atma olasiligi. Yukardaki gibi hesaplanir ve 11/36
bulunur.

Dort hane ilerdeki bir pulu kirma olasiligi. Dort hane ilerde-
ki bir pulu kirma olasihigini hesaplayacagiz. Dort hane ilerdeki
pulu kirmak icin ya cehar (4) atmak gerekir ya da (1, 1), (1, 3) ve
(2, 2) zarlarindan birini (arada kapi olmadigini varsayiyoruz.)
Demek ki dort hane ilerdeki bir pulu kirma olasiligs,

o(4) + o(1, 1) + o(1, 3) + 0(2, 2) = 11/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36
=15/36
dir.

Alt1 ve sekiz hane ilerdeki iki puldan en az birini kirma ola-
siligi. Alti hane ilerdeki pulu kirmak igin ya zarlardan biri 6 gel-
meli ya da (1, 5), (2, 2), (2, 4), (3, 3) zarlarindan birini atmal.
Sekiz hane ilerdeki pulu kirmak icinse (2, 2), (2, 6), (3, 5), (4, 4)
zarlarindan birini atmali. Dolayisiyla olasilik

o(6) + o(1,5) + 0(2,2) + 0(2,4) + 0(3,3) + 0(3,5) + 0(4,4)

=11/36 + 2/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36
=20/36 = 5/9
dur, yiizde elliden biraz fazla.
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n hane ilerdeki bir pulu kirma olasihigi. Eger #» = 13 ya da 14
ise, bu olasilik sifirdir elbet. Ama 7 = 15 ise pulu diibesle, yani
(5, 5)’le kirabiliriz. Bunun da olasiligi 1/36°dir. Okur bu olasilik-
lar1 simdiye degin 6grendikleriyle hesaplayabilir. Bu olasiliklari

bir tabloda gosterelim:

n = uzaklik Kirma olasiligt

1 11/36

12/36
3 14/36
4 15/36
5 15/36
6 17/36
7 6/36
8 6/36
9 5136
10 3/36
11 2/36
12 3/36
15 1/36
16 1/36
18 1/36
20 1/36
24 1/36

Ug zara ge¢gmeden 6nce, tavlanin sinirl bir oyun oldugunu
belirteyim. Yazdiklarimdan tavlanin yiiksek diizeyde matematik
bilgisi gerektirdigini sandigim sanilmasin. Ama tavlaciyim diye
gecinen olasilik kuraminin temelini bilmelidir.

Simdi t¢ zar alalim elimize. Yine ilk 6nce zarlardan herbiri-
ni obiirlerinden ayirt edelim: birinci zar, ikinci zar ve tglincii
zar. 63 = 216 olay var ve her olayn olasiligi ayni oldugundan,
her zarin gelme olasilig: 1/216°dir. Ornegin,

0(1-2-5) = 0(1-5-2) = 0(2-1-5) = 0(2-5-1)
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= 0(5-1-2) = 0(5-2-1) = 1/216

dir. Ancak zarlar birbirinden ayirt etmemek en dogal olani. Biz
de etmeyelim. Olay sayimiz azaldi, ¢iinkii simdi, 6rnegin 1-2-5
ve 5-1-2 olaylar1 arasinda bir ayrim yapmiyoruz!. Bu zara
(1, 2, 5) adim verelim. Kolayca gorulecegi gibi,
o(1,2, 5) = 0(1-2-5) + 0(1-5-2) + 0(2-1-5) + 0(2-5-1) + 0(5-1-2)
+0(5-2-1) = 6/216 = 1/36.

Bunun gibi, o(3, 4, 6) da 1/36’ya esittir. Ama

0(2, 2, 5) = 0(2-2-5) + 0(2-5-2) + 0(5-2-2) = 3/216 = 1/72,
ve

0(2,2,2) =0(2-2-2) = 1/216

dir.

Alistirma olarak, ti¢ zarla toplam 10 atma olasihigini hesap-
layalim:
0(1,3,6) + 0(1,4,5) + 0(2,2,6) + 0(2,3,5) + 0(2,4,4) + 0(3,3,4)
=27/216 = 1/8 = 0,125.

1 Ug zarda olay sayimiz 56°dir. Genel olarak, 7 zarda olay sayis1 kagtir?
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