
Fermat Ne Biliyordu? (II)

Bu yaz›da geçen yaz›da sözünü etti¤im iki teoremi kan›tlaya-

ca¤›z.

Teorem 1. Gerekirse x’le y’nin yerlerini de¤ifltirirsek,

x2 + y2 = z2 (1)

denkleminin tamsay›lardaki tüm çözümleri flöyle elde edilir:

Öyle p, q, d say›lar› vard›r ki,

x = 2dpq,

y = d(p2 – q2),

z = d(p2 + q2)

dir.

Teorem 2. x4 + y4 = z2 denkleminin, dolay›s›yla x4 + y4 = z4

denkleminin de, pozitif tamsay›larda çözümü yoktur.

Bu iki teoremi kan›tlayabilmek için bir önsava gereksiniyo-

ruz:

Önsav. Bir tek say›n›n karesi 4’e bölündü¤ünde 1 kal›r.

Önsav›n Kan›t›: Tek say›m›za a ad›n› verelim. a = 2b + 1 bi-

çiminde yazal›m. fiimdi hesaplayal›m:



a2 = (2b + 1)2 = 4b2 + 4b + 1 = 4(b2 + b) + 1.

Demek ki a2 say›s› 4’e bölündü¤ünde 1 kal›rm›fl.

Teorem 1’in Birinci Kan›t›: E¤er (a, b, c) üçlüsü, (1) eflitli¤i-

ni sa¤layan üç tamsay›ysa ve d herhangi bir tamsay›ysa, (ad, bd,

cd) tamsay›lar› da ayn› denklemi sa¤lar. Örne¤in, (8, 15, 17) bir

çözümdür, bu çözümü ikiyle çarpacak olursak (16, 30, 34) çö-

zümünü buluruz. Yani, bir çözümün çarp›mlar›n› alarak yeni

çözümler elde edebiliriz. Bunun tersini de yapabiliriz. E¤er (a, b,

c) bir çözümse ve d tamsay›s› a, b ve c’yi bölüyorsa, (a/d, b/d,

c/d) tamsay›lar› da bir çözümdür. Dolay›s›yla, ortak böleni ol-

mayan1 çözümleri bulmak, tüm çözümleri bulmak için yeterli-

dir. Bundan böyle, (a, b, c) ortak böleni olmayan bir çözümü

simgeleyecek.

a2 + b2 = c2 oldu¤undan, a, b, c say›lar›ndan ikisi bir say›-

ya bölünüyorsa üçüncüsü de ayn› say›ya bölünür. Demek ki a,

b ve c say›lar›ndan ikisi ayn› say›ya bölünemezler. Dolay›s›yla

bu say›lardan ikisi birden çift olamazlar, yani bu üç say›dan en

az ikisi tek say›d›r. Bu say›lardan ikisi tekse üçüncüsü çift ol-

mak zorundad›r.

Hangi say› çifttir? c çift olamaz (çünkü c çiftse, a ve b tek

say›lard›r, dolay›s›yla yukardaki önsava göre, a2 + b2 say›s›

dörde bölündü¤ünde iki kal›r, yani a2 + b2 dörde bölünmez;

öte yandan c2 dörde bölünür.) Demek ki a ve b say›lar›ndan bi-

ri çift olmak zorunda. Gerekiyorsa a ve b say›lar›n›n yerlerini

de¤ifltirerek, a say›s›n›n çift oldu¤unu varsayabiliriz. Bundan

böyle a’n›n çift oldu¤unu varsayaca¤›z.

Demek ki b ve c tek say›lar. Dolay›s›yla c – b ve c + b çift

say›lar. O halde,

a = 2n, c – b = 2v, c + b = 2w (2)

olarak yazabiliriz. (2) eflitliklerinden,
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1 Daha do¤rusu en büyük ortak böleni 1 olan!



eflitlikleri ç›kt›¤›ndan, v ve w say›lar›n›n ortak böleni yoktur

(çünkü hem v’yi, hem w’yi bölen bir say›, b ve c say›lar›n› da

böler.)

a2 + b2 = c2 eflitli¤inden, a2 = c2 – b2 = (c – b)(c + b) eflitli¤i

ç›kar. Bu eflitlikte, (2)’den yararlanarak, a yerine 2n, c – b yerine

2v, c + b yerine 2w koyarsak, ve 4’leri sadelefltirirsek

n2 = vw (5)

eflitli¤ini buluruz. Demek ki vw bir kare. Öte yandan v ve w say›-

lar›n›n ortak bölenleri yok. Dolay›s›yla v ve w de birer kare olmak

zorundalar. v = q2 ve w = p2 olarak yazal›m. ‹flimiz afla¤› yukar›

bitmifltir: (3) ve (4) eflitlikleri b = p2 – q2 ve c = p2 + q2 verir; (5)

eflitli¤i n = pq verir; (2) eflitli¤i de a = 2n = 2pq verir.

Teorem 1’in ‹kinci Kan›t›: Bu kan›tta geometrik bir yöntem

kullanaca¤›z.

Kan›ta bafllamadan önce, (0, 1) noktas›ndan geçen ve y ek-

senine koflut olmayan bir do¤runun denkleminin, bir m say›s›

için,

y = mx + 1 (6)

biçiminde yaz›labilece¤ini okura an›msat›r›m. m say›s›na o

do¤runun �����ad› verilir.

fiimdi a, b, c say›lar›, x2 + y2 = z2 denklemini sa¤layan üç

pozitif say› olsunlar. O zaman a/c ve b/c kesirli say›lar›,

x2 + y2 = 1 (7)

denklemini sa¤larlar. (7) denkleminin gerçel say›lardaki çö-

zümleri, merkezi (0, 0) noktas›nda olan 1 yar›çapl› daire (birim

daire) üzerindedir, dolay›s›yla (a/c, b/c) noktas› da bu daire

üzerindedir:
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a > 0 oldu¤undan, (a/c, b/c) noktas›yla (0, 1) noktas›, birim

dairenin iki de¤iflik noktalar›d›r. Bu iki noktadan geçen do¤-

ruya bakal›m:

Bu do¤runun denklemi y = [(b-c)/a]x+1’dir.Yani (6) denk-

lemindeki m say›s› (do¤runun e¤imi yani)(b-c)/a say›s›na eflit-

tir, dolay›s›yla kesirli bir say›d›r. Ortak böleni olmayan iki p

ve q tamsay›s› için

m = (b-c)/a = p/q (8)

yazal›m. Ayr›ca, r ve s say›lar›n›

r = a/c ve s = b/c (9)

olarak tan›mlayal›m. (r, s) noktas›, yani (a/c, b/c) noktas›, hem

birim dairenin, hem de y = mx + 1 denklemli do¤runun üstün-

de. Dolay›s›yla r ve s say›lar› (6) ve (7) denklemlerini sa¤larlar.

Denklemlerimizi yazal›m:

r2 + s2 = 1 ve s = mr + 1. (10)

‹kinci eflitlikten s’yi biliyoruz: s = mr + 1. Bunu birinci eflit-

li¤e yerlefltirelim:

1 = r2 + s2 = r2 + (mr + 1)2.

Sa¤daki terimi açal›m:

1 = (1 + m2)r2 + 2mr + 1,
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yani,

(1 + m2)r2 + 2mr = 0,

yani,

r[(1 + m2)r + 2m] = 0.

Öte yandan r 1 0. Demek ki r’yi sadelefltirebiliriz ve

(1 + m2)r + 2m = 0,

yani,

r = !2m/(1+m2)

buluruz. Bunu ve (10) denklemlerinden ikincisini kullanarak

s’yi de bulabiliriz:

s = mr+1 = !2m2/(1+m2)+1 = (1!m2)/(1+m2)

Demek ki,

r = !2m/(1+m2)

s = (1!m2)/(1+m2)

fiimdi (8) ve (9) denklemlerini yukardaki denklemlere tafl›-

y›p biraz hesap yapacak olursak,

eflitliklerini elde ederiz. ‹kinci eflitlikten p2 + q2 say›s›n›n

(p2–q2)c’yi böldü¤ü ç›kar. Öte yandan p2 – q2 ile p2 + q2 say›-

s›n›n ortak böleni ya 1 ya da 2’dir2. Bu ortak bölenin 1 oldu-

¤unu varsayal›m (ortak bölenin 2 oldu¤u fl›kk› okura b›rak›yo-

ruz.) Demek ki p2 + q2, c’yi böler. c = d(p2 + q2) eflitli¤ini sa¤-

layan bir d say›s› bulal›m, ve bunu (11) eflitliklerine yerlefltire-

lim. Teorem 1 bir kez daha kan›tlanm›flt›r.
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2 u say›s› hem p2 + q2’yi, hem de p2–q2’yi bölüyorsa, u bu say›lar›n toplam›n›
ve fark›n› da böler. Dolay›s›yla u hem 2p2’yi, hem de 2q2’yi böler. p ile q’nün
ortak böleni olmad›¤›ndan, u = 1 ya da u = 2’dir.



Teorem 2’nin Kan›t›3: Sonsuz ‹nifl ve Sonsuz Ç›k›fl adl› ya-

z›da sözünü etti¤imiz sonsuz inifl yöntemini kullanaca¤›z. Te-

oremin yanl›fl oldu¤unu varsayal›m, yani

x4 + y4 = z2 (12)

eflitli¤inin pozitif tamsay›larda bir çözümünün oldu¤unu varsa-

yal›m. Bir çeliflki elde edece¤iz. (12)’nin çözümleri aras›nda

z’nin en küçük oldu¤u bir çözüm seçelim. Bu çözüme (x, y, z)

diyelim. (12) denklemi sadelefltirmeye olanak verdi¤inden ve z

en küçük oldu¤undan, x, y ve z say›lar›n›n ortak böleni yoktur.

Bundan da x, y, z say›lar›ndan herhangi ikisinin ortak böleni-

nin olmad›¤› ç›kar. Demek ki bu üç say›dan yaln›zca biri çift

olabilir ve en az ikisi tektir. Say›lardan ikisi tekse, üçüncüsü çift

olmak zorunda. z çift olamaz (çünkü z çiftse, x ve y tektir, ve

x4 + y4 dörde bölünmez, öte yandan z2 dörde bölünür.) Demek

ki ya x ya y çift. Gerekirse x’le y’nin yerlerini de¤ifltirerek, x’in

çift oldu¤unu varsayabiliriz. fiimdi (x2, y2, z) say›lar›na birinci

teoremimizi uygulayabiliriz: ortak bölenleri olmayan öyle a ve

b vard›r ki,

x2 = 2ab (13)

y2 = a2 – b2 (14)

z = a2 + b2 (15)

dir. Ayr›ca a ve b say›lar›ndan yaln›zca biri çifttir. a’n›n çift ola-

mayaca¤›n› iddia ediyorum: E¤er a çift olsayd›, b tek olurdu. a

= 2a1, b = 2b1 + 1 yazal›m. Bu eflitlikleri (14)’e yerlefltirelim:

y2 =(14) a2 – b2 = (2a1)2 – (2b1 + 1)2

= 4a1
2 – 4b1

2– 4b1 – 1

= 4(a1
2 – b1

2 – b1) – 1

= 4(a1
2 – b1

2 – b1–1) + 3

ve yaz›n›n bafl›nda kan›tlad›¤›m›z önsavla çelifltik. ‹ddiam› kan›t-

lad›m: a çift olamaz. Demek ki b çifttir. (14) denklemine göre

b2 + y2 = a2 oldu¤undan birinci teoremi gene uygulayabiliriz: or-
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3 Bu kan›t Fermat’n›nd›r.



tak böleni olmayan öyle c ve d say›lar› vard›r ki,

b = 2cd (16)

y = c2 – d2 (17)

a = c2 + d2 (18)

dir. fiimdi x2’yi hesaplayal›m:

x2 =(13) 2ab =(16,18) 4cd(c2 + d2).

Demek, 4cd(c2 + d2) tam bir kare. Dolay›s›yla cd(c2 + d2) de

tam bir kare. Öte yandan c, d ve c2 + d2 say›lar›ndan herhangi

ikisinin ortak böleni yok. Bundan da c, d ve c2 + d2 say›lar›n›n

birer tam kare olduklar› ç›kar. Yani öyle e, ƒ, g say›lar› vard›r ki,

c = e2 (19)

d = ƒ2 (20)

c2 + d2 = g2 (21)

dir. Kan›t›n sonuna geldik. Hesaplayal›m:

e4 + ƒ4 =(19,20) c2 + d2 =(21) g2.

Demek ki (e, ƒ, g) say›lar› da (12) denkleminin bir çözümü.

Son olarak, g say›s›n›n, z say›s›ndan küçük oldu¤unu kan›tla-

yal›m. Bu diledi¤imiz çeliflkiyi verecek:

z =(15) a2 + b2 =(16,18) (c2 + d2)2 + 4c2d2

=(21) g4 + 4c2d2 > g4 ≥ g.

‹kinci teorem de kan›tlanm›flt›r.
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