Fermat Ne Biliyordu? (II)

Bu yazida gegen yazida sozinii ettigim iki teoremi kanitlaya-
cagiz.

Teorem 1. Gerekirse x’le y’nin yerlerini degistirirsek,
x2 +y2 =22 (1)
denkleminin tamsayilardaki tiim c¢oziimleri soyle elde edilir:
Oyle p, q, d sayilar: vardir ki,

x = 2dpq,
y = d(p? - q?),
z=d(p? + q?)

dir.

Teorem 2. x* + y* = 22 denkleminin, dolayisiyla x* + y* = z*
denkleminin de, pozitif tamsayilarda coziimii yoktur.

Bu iki teoremi kanitlayabilmek icin bir 6nsava gereksiniyo-
ruz:

Onsav. Bir tek saymmn karesi 4e boliindiigiinde 1 kalir.
Onsavin Kaniti: Tek sayimiza a adini verelim. a = 2b + 1 bi-
ciminde yazalim. Simdi hesaplayalim:




a2=02b+1)2=4b2+4b+1=4(b2+0b) + 1.
Demek ki a2 sayisi 4’e bolundtgiinde 1 kalirmus.

Teorem 1’in Birinci Kaniti: Eger (a, b, ¢) tglusi, (1) esitligi-
ni saglayan {i¢ tamsayiysa ve d herhangi bir tamsayiysa, (ad, bd,
cd) tamsayilar1 da ayni denklemi saglar. Ornegin, (8, 15, 17) bir
¢ozumdur, bu ¢oziimii ikiyle carpacak olursak (16, 30, 34) ¢o-
zimuni buluruz. Yani, bir ¢oziimiin ¢arpimlarim alarak yeni
¢oziimler elde edebiliriz. Bunun tersini de yapabiliriz. Eger (a, b,
c) bir ¢oziimse ve d tamsayisi a, b ve c’yi boluyorsa, (a/d, bld,
c/d) tamsayilari da bir ¢6ziimdiir. Dolayisiyla, ortak béleni ol-
mayan! ¢oziimleri bulmak, tim ¢6ztimleri bulmak icin yeterli-
dir. Bundan boyle, (a, b, ¢) ortak boleni olmayan bir ¢ozimu
simgeleyecek.

a2 + b2 = ¢2 oldugundan, a, b, c sayilarindan ikisi bir sayi-
ya boluintiyorsa tictinciisii de ayni sayiya boluniir. Demek ki a,
b ve c sayilarindan ikisi ayni sayiya boliinemezler. Dolayisiyla
bu sayilardan ikisi birden ¢ift olamazlar, yani bu ti¢ sayidan en
az ikisi tek sayidir. Bu sayilardan ikisi tekse tguncusu ¢ift ol-
mak zorundadir.

Hangi sayi cifttir? ¢ ¢ift olamaz (¢iinku c ciftse, a ve b tek
sayilardir, dolayisiyla yukardaki onsava gore, a2 + b? sayisi
dorde bolundugiunde iki kalir, yani a2 + b2 dorde boliinmez;
ote yandan ¢2 dorde boluntir.) Demek ki a ve b sayilarindan bi-
ri ¢ift olmak zorunda. Gerekiyorsa a ve b sayilarinin yerlerini
degistirerek, a sayisinin ¢ift oldugunu varsayabiliriz. Bundan
boyle a’nin ¢ift oldugunu varsayacagiz.

Demek ki b ve ¢ tek sayilar. Dolayisiyla ¢ — b ve ¢ + b cift
sayilar. O halde,

a=2n,c-b=2v,c+b=2w (2)
olarak yazabiliriz. (2) esitliklerinden,

1 Daha dogrusu en buiyiik ortak boleni 1 olan!
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(c+b)—(c-b) _2w-2v _

b= 5 5 w—v 3)
b -b
c=(CJr );(C )=2w;21}=w+u 4)

esitlikleri ¢iktigindan, v ve w sayilarinin ortak boleni yoktur
(ctinkii hem ¢’yi, hem w’yi bolen bir sayi, b ve ¢ sayilarini da
boler.)

a2 + b2 = 2 esitliginden, a2 = ¢2 — b2 = (c - b)(c + b) esitligi
cikar. Bu esitlikte, (2)’den yararlanarak, a yerine 21, ¢ — b yerine
2vu, ¢ + b yerine 2w koyarsak, ve 4’leri sadelestirirsek

n? = vw (5)

esitligini buluruz. Demek ki v bir kare. Ote yandan v ve w say1-
larinin ortak bolenleri yok. Dolayisiyla v ve w de birer kare olmak
zorundalar. v = g2 ve w = p2? olarak yazalim. Isimiz asag1 yukari
bitmistir: (3) ve (4) esitlikleri b = p2 — g2 ve ¢ = p2 + g2 verir; (5)
esitligi # = pq verir; (2) esitligi de a = 2n = 2pq verir.

Teorem 1’in Ikinci Kanit1: Bu kanitta geometrik bir yontem
kullanacagiz.

Kanita baglamadan once, (0, 1) noktasindan gegen ve y ek-
senine kogut olmayan bir dogrunun denkleminin, bir 7 sayisi
igin,

y=mx + 1 (6)
biciminde yazilabilecegini okura animsatirim.  sayisina o
dogrunun egimi ad1 verilir.

Simdi a, b, ¢ sayilari, x2 + y2 = z2 denklemini saglayan ¢
pozitif say1 olsunlar. O zaman a/c ve b/c kesirli sayilar,

x2+y2=1 (7)
denklemini saglarlar. (7) denkleminin gercel sayilardaki ¢o-
ziimleri, merkezi (0, 0) noktasinda olan 1 yarigapli daire (birim
daire) uzerindedir, dolayisiyla (a/c, b/c) noktast da bu daire
uzerindedir:
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y

(0,1)

a > 0 oldugundan, (a/c, b/c) noktasiyla (0, 1) noktasi, birim
dairenin iki degisik noktalaridir. Bu iki noktadan gecen dog-

P
N

Bu dogrunun denklemi y = [(b-c)/a]x+1°dir.Yani (6) denk-

(alc, b/c)

ruya bakalim:

lemindeki m sayis1 (dogrunun egimi yani)(b-c)/a sayisina esit-
tir, dolayisiyla kesirli bir sayidir. Ortak boleni olmayan iki p
ve g tamsayisl i¢in

= (b-c)la = plq (8)
yazalim. Ayrica, 7 ve s sayilarini
r=alcves=blc 9)

olarak tanimlayalim. (7, s) noktasi, yani (a/c, b/c) noktasi, hem
birim dairenin, hem de y = mx + 1 denklemli dogrunun ustiin-
de. Dolayisiyla 7 ve s sayilari (6) ve (7) denklemlerini saglarlar.
Denklemlerimizi yazalim:
r2+s2=1ves=mr+1. (10)
Ikinci esitlikten s’yi biliyoruz: s = mr + 1. Bunu birinci esit-
lige yerlestirelim:
1=r2+82=r2+ (mr+1)=2
Sagdaki terimi agalim:
1=(1+m2)r2+2mr+ 1,
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yani,
(1 + m2)r2 + 2mr = 0,
yani,
r[(1 + m2)r + 2m] = 0.
Ote yandan 7 # 0. Demek ki 7’yi sadelestirebiliriz ve
(1 +m2)yr+2m=0,
yani,
r = —2ml/(1+m?2)
buluruz. Bunu ve (10) denklemlerinden ikincisini kullanarak
s’yi de bulabiliriz:
s = mr+1 = =2m2/(1+m2)+1 = (1-m2)/(1+m?2)
Demek ki,
r = =2m/(1+m?)
s = (1-m2)/(1+m?2)
Simdi (8) ve (9) denklemlerini yukardaki denklemlere tasi-
yip biraz hesap yapacak olursak,
_ 209
g
2 2
b= % c
P +q

Cc

esitliklerini elde ederiz. Ikinci esitlikten p2 + g2 sayisinin
(p2—q2)c’yi boldiigii cikar. Ote yandan p2 — g2 ile p2 + g2 sayi-
sinin ortak boleni ya 1 ya da 2’dir2. Bu ortak bélenin 1 oldu-
gunu varsayalim (ortak bolenin 2 oldugu sikki okura birakiyo-
ruz.) Demek ki p2 + g2, ¢’yi boler. ¢ = d(p? + g2) esitligini sag-
layan bir d sayis1 bulalim, ve bunu (11) esitliklerine yerlestire-
lim. Teorem 1 bir kez daha kanitlanmustir.

2 u sayist hem p? + g2’yi, hem de p2—g?’yi boliyorsa, # bu sayilarin toplamini
ve farkini da béler. Dolayisiyla # hem 2p2’yi, hem de 2¢2’yi béler. p ile g’niin
ortak boleni olmadigindan, # = 1 ya da u = 2°dir.
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Teorem 2’nin Kaniti3: Sonsuz Inis ve Sonsuz Cikis adli ya-

zida soziind ettigimiz sonsuz inig yontemini kullanacagiz. Te-
oremin yanls oldugunu varsayalim, yani

xt 4yt =22 (12)
esitliginin pozitif tamsayilarda bir ¢oztimiiniin oldugunu varsa-
yalim. Bir celigki elde edecegiz. (12)nin ¢oziimleri arasinda
z’nin en kugcik oldugu bir ¢6ziim secelim. Bu ¢6ziime (x, y, 2)
diyelim. (12) denklemi sadelestirmeye olanak verdiginden ve z
en kiiciik oldugundan, x, y ve z sayilarinin ortak boleni yoktur.
Bundan da x, y, z sayilarindan herhangi ikisinin ortak boleni-
nin olmadig1 ¢ikar. Demek ki bu ii¢ sayidan yalnizca biri ¢ift
olabilir ve en az ikisi tektir. Sayilardan ikisi tekse, tigtinciisii ¢ift
olmak zorunda. z ¢ift olamaz (¢unki z ciftse, x ve y tektir, ve
x* + y* dorde bolunmez, 6te yandan z2 dorde boluniir.) Demek
ki ya x ya y cift. Gerekirse x’le y’nin yerlerini degistirerek, x’in
cift oldugunu varsayabiliriz. Simdi (x2, y2, z) sayilarina birinci
teoremimizi uygulayabiliriz: ortak bolenleri olmayan oyle a ve

b vardir ki,

x2 = 2ab (13)
y2 = a2 - b2 (14)
z =a?+b? (15)

dir. Ayrica a ve b sayilarindan yalnizca biri ¢ifttir. a’nin ¢ift ola-
mayacagini iddia ediyorum: Eger a cift olsaydi, b tek olurdu. a
=2ay, b = 2b; + 1 yazalim. Bu esitlikleri (14)’e yerlestirelim:
y2 =14 g2 - b2 =(2ay)2 - (2by + 1)?

= da2 —4b2— 4b, 1

=4(a2-b2-by) -1

=4(a;2-b2-b-1) + 3
ve yazinin baginda kanitladigimiz 6nsavla celistik. Iddiami kanit-
ladim: a cift olamaz. Demek ki b cifttir. (14) denklemine gore
b2 + y2 = a2 oldugundan birinci teoremi gene uygulayabiliriz: or-

3 Bu kamit Fermat’nindir.
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tak boleni olmayan 6yle ¢ ve d sayilar1 vardir ki,

b=2cd (16)
y =c2-d? (17)
a=c+d? (18)

dir. Simdi x2’yi hesaplayalim:
x2 =(13) 2ab =(16,18) 4¢d(c2 + d2).

Demek, 4cd(c? + d2) tam bir kare. Dolayisiyla cd(c? + d?) de
tam bir kare. Ote yandan ¢, d ve ¢2 + d? sayilarindan herhangi
ikisinin ortak boleni yok. Bundan da ¢, d ve ¢2 + d? sayilarinin
birer tam kare olduklari ¢ikar. Yani dyle e, f, g sayilari vardir ki,

c=¢e? (19)
d=f2 (20)
A+dr=g2 (21)

dir. Kanitin sonuna geldik. Hesaplayalim:
et 4 f4 2019200 2 4 2 201) g2,

Demek ki (e, f, g) sayilar1 da (12) denkleminin bir ¢6ziimii.
Son olarak, g sayisinin, z sayisindan kiigiik oldugunu kanitla-
yalim. Bu diledigimiz ¢eligkiyi verecek:

2 =(15) g2 4+ b2 =(16,18) (2 4 d2)2 4+ 422
=(21) g4 + 4242 > gt > g.
Ikinci teorem de kanitlanmustir.
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