
Fermat Ne Biliyordu? (I)

“Son Teorem” Teorem Oldu En Sonunda bafll›kl› yaz›da,

350 y›ll›k bir aray›fltan sonra ancak daha yeni kan›tla-

nan Fermat’n›n “Son Teoremi”nden söz etmifltik. 350 y›ll›k bir

aray›fltan sonra... Bir iki y›l de¤il, befl on y›l da de¤il, 350 y›l...

Bir kuflak, iki kuflak de¤il, on kuflak... Biraz düflünmek gereki-

yor. 350 matematik y›l› ne demektir? 350 y›ll›k bir sab›r, 350

y›ll›k bir u¤rafl ne demektir? Bir kar›nca gibi, hiç y›lmadan, g›-

d›m g›d›m, ad›m ad›m, k›y›s›ndan köflesinden parçalar kopara-

rak... Bafllang›çta bilinse 350 y›l sonra her fleyin aç›kl›¤a kavu-

flaca¤›! Bilinmiyor ki! Nas›l bilinsin? Hiç de bulunamayabilirdi

Fermat’n›n Son Teoremi’nin kan›t›. Üstelik yol gösteren de

yok. Karanl›kta yol al›n›yor, hangi yolun izlenmesi gerekti¤i bi-

linmeden. B›kmadan, usanmadan, bezmeden, karamsarl›¤a ka-

p›lmadan, inatla, sab›rla, h›nçla, ve her gün, ve her gece, ve uy-

kular›nda, ve yemek yerken, ve yürürken, ve çocuklar›yla oy-

narken, durmadan düflünüyor amatör ve profesyonel matema-

tikçiler. Gerçe¤e eriflmek kolay de¤il. Kimbilir kaç kilo mürek-

kep, kaç ton kâ¤›t harcam›fllard›r, kimbilir kaç kalem, kaç t›r-

nak kemirmifllerdir, kaç mum eritmifl, kaç ampul patlatm›fllar-

d›r? Kimbilir kaç kez baflar›ya ulaflt›klar›n› san›p utku ç›¤l›¤›

atm›fllard›r? Kimbilir kaç kez yan›ld›klar›n› ayr›msay›p masala-



r›n› yumruklam›fllard›r? Ve kimbilir bu matematikçilerden ka-

ç›n› bugün biliyoruz? Ço¤u hiç tan›nmam›flt›r bile, bütün bir

yaflam boyu bir ad›m ilerleyememifllerdir kan›tta.

Önermeyi an›msatay›m:

Fermat’n›n Son Teoremi. E¤er n ≥ 3 bir tamsay›ysa,

xn + yn = zn

denkleminin pozitif tamsay›larda çözümü yoktur.

Her ne kadar bu önermeye “Fermat’n›n Son Teoremi” de-

niyorsa da, Fermat’n›n bu önermeyi kan›tlay›p kan›tlamad›¤›

kuflkulu. “Son Teorem” Teorem Oldu En Sonunda bafll›kl› ya-

z›da da sözünü etti¤imiz gibi, Fermat, 1637’de okudu¤u bir ki-

tab›n sayfa kenar›na, bu önermenin “harika bir kan›t›n›” bul-

du¤unu yazar. Ancak, “kan›t için sayfa kenar›nda yeterince yer

yok” diye de ekler. 1993 yaz›nda Andrew Wiles ad›nda bir ma-

tematikçi önermeyi kan›tlad›¤›n› duyurdu dünyaya.

Wiles’›n önermeyi kan›tlad›¤› duyulmadan hemen önce,

önermenin 4 milyondan küçük bütün n say›lar› için do¤ru ol-

du¤u biliniyordu. Bu yüzden matematikçilerin büyük ço¤unlu-

¤u önermenin do¤rulu¤undan kuflku duymuyorlard›. Gene de

önerme kan›tlanmal›yd›. Kan›t matemati¤in özüdür, hatta ol-

gudan çok olgunun kan›t› önemlidir. Gökyüzünden bir ses

önermenin do¤rulu¤unu f›s›ldasa bile, matematikçiler önerme-

yi kan›tlamak zorundad›rlar.

Fermat’n›n denkleminin 4 milyondan küçük say›larla bir

çözümü olmayabilir, ama - ne belli? - daha büyük say›larla

denklem çözülebilir belki.

Euler (1707-1783),

x4 + y4 + z4 = t4

denkleminin pozitif tamsay›larda çözümü olmad›¤›n› san›yor-

du. 1987’ye de¤in bu san›n›n do¤rulu¤u yanl›fll›¤› anlafl›lama-

d›. Bilgisayarlarda yap›lan her deneme sonuçsuz kald›. 1987’de
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Noam Elkies bu denklemin (birbirlerine orant›l› olmayan) son-

suz tane çözümü oldu¤unu gösterdi. En küçük çözüm flu:

958004 + 2175194 + 4145604 = 4224814.

Görüldü¤ü gibi, Fermat denklemine benzeyen bu denkle-

min küçük say›larda çözümü yok ama büyük say›larda var. Bu

gibi sürprizlerle karfl›laflmayaca¤›m›zdan emin olabilmemiz

için, ama her fleyden önce matemati¤in ve insan zekâs›n›n onu-

ru için, Fermat’n›n teoremi kan›tlanmal›d›r1.

1980’lerde Fermat’n›n teoreminde çok önemli bir geliflme

oldu. fiu teorem kan›tland›:

Teorem. n ≥ 3 sabit bir tamsay› olsun. xn + yn = zn denkle-
minin pozitif tamsay›larda en fazla sonlu tane (s›f›r tane de ola-
bilir) çözümü vard›r2.

Yaz›n›n bundan sonraki bölümünde Fermat’n›n bildi¤inden

emin oldu¤umuz bilgileri aç›klayaca¤›m.

Önce x2 + y2 = z2 denklemini ele alal›m. Fermat’n›n teore-

mi bu denklemin çözümünün olmad›¤›n› söylemiyor. Nitekim

denklemin çözümü var. Örne¤in,

91442 + 148332 = 174252.

Nas›l buldum bu eflitli¤i? ‹flte matemati¤in gücü ve güzelli-

¤i burda. Hesaplamaya gerek kalmadan, bu ve bunun gibi bü-

tün eflitlikleri elde edebiliriz. x2 + y2 = z2 denklemini sa¤layan

daha küçük say›lar da vard›r:
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1 1 Nisan 1994’te Noam Elkies’in Fermat’n›n denklemini çözdü¤ü, yani Fermat
teoreminin yanl›fl oldu¤u duyuruldu matematik çevresinde. Bunun bir 1 Nisan
flakas› oldu¤u birkaç gün sonra anlafl›ld›! Nisan flakas›n› en iyi yutanlar›n ara-
s›nda olmal›y›m, çünkü yanl›fl haberi al›r almaz eriflebildi¤im herkese yayd›m!

2 S›f›r sonlu bir say›d›r. Dolay›s›yla bu teorem Fermat’n›n teoremiyle çak›flmaz.
Bu teorem G. Faltings taraf›ndan 1987’de kan›tlanm›flt›r. Asl›nda Faltings’in
kan›tlad›¤› teorem çok daha genel bir teoremdir. Yukardaki önerme bu genel
teoremin çok özel bir durumudur.



32 + 42 = 52

52 + 122 = 132

72 + 242 = 252

82 + 152 = 172

Babilliler bu eflitlikleri biliyorlard›. ‹Ö 1900-1600 y›llar›

aras›nda kaz›ld›¤› anlafl›lan bir Babil tafl tabletinde bunun gibi

on befl eflitlik vard›r. Babilliler büyük bir olas›l›kla

(2pq)2 + (p2 – q2)2 = (p2 + q2)2 (1)

eflitli¤ini de biliyorlard›3. Bu eflitlikte p ve q yerine iki say› ko-

yarsak, x2 + y2 = z2 denklemini sa¤layan say›lar buluruz. Örne-

¤in, p = 127 ve q = 36 olarak ald›¤›m›zda, yukardaki 91442 +

148332 = 174252 eflitli¤ini buluruz.

x2 + y2 = z2 eflitli¤ini sa¤layan say›lara 
���������	�	
��ad›

verilir. Çünkü Pisagor’un ünlü teoremine göre, bir diküçgenin

dikaç›s›n› oluflturan iki kenar›n karelerinin toplam›, üçüncü ke-

nar›n karesine eflittir.

Her Pisagor üçlüsü, üç kenar› da tamsay› uzunlu¤unda olan

bir diküçgen verir. Bunun tersi de do¤rudur: Üç kenar› da tam-

say› uzunlu¤unda olan her diküçgen bir Pisagor üçlüsü verir.

x2 + y2 = z2 eflitli¤ini sa¤layan tüm say›lar, yani tüm Pisa-

gor üçlüleri bulunabilir mi? Evet. Eski Yunanl› Öklid ‹Ö 300

y›l›nda afla¤›daki teoremi kan›tlam›flt›r.
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z

x

x2 + y2 = z2

3 Babil tafl tabletindeki eflitliklerden biri de 49612 + 64802 = 81612 dir! (1) eflit-
li¤i bilinmeden bu eflitli¤in bulunabilmesi oldukça zor. Bu yüzden Babillilerin
(1) eflitli¤inden haberli olduklar› san›l›yor. Kald› ki Babilliler ikinci dereceden
denklemleri çözmesini biliyorlard›. (1) eflitli¤ini de bilmeleri gerekir.



Teorem 1. Gerekirse x’le y’nin yerlerini de¤ifltirirsek, x2 +

y2 = z2 denkleminin tüm çözümleri flöyle elde edilir: öyle p, q,

d say›lar› vard›r ki
x = 2dpq
y = d(p2 –q2)

z = d(p2 + q2)

dir4.

Art›k, x2 + y2 = z2 eflitli¤ini sa¤layan tüm tamsay›lar› bula-

biliriz. Birkaç›n› bulal›m (hep d = 1 alaca¤›z.)

Yukarda, ortak bölenleri olmayan ve yaln›zca biri çift olan

p ve q say›lar›n› ald›k.

fiimdi x4 + y4 = z4 denklemine gelelim. Bu denklemin pozi-

tif do¤al say›larda çözümü olmad›¤›n› Fermat kan›tlam›flt›r.

Kan›t, birinci teoremi ve Sonsuz ‹nifl ve Sonsuz Ç›k›fl bafll›kl›

yaz›da (sayfa 63) sözünü etti¤imiz sonsuz inifl yöntemini kul-

lanm›flt›r. Asl›nda Fermat daha genel bir teorem kan›tlam›flt›r:
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p q x = 2pq y = p2–q2 z = p2+q2 x2 + y2= z2

2 1 4 3 5 4 + 3 = 5

3 2 12 5 13 12 + 5 = 13

4 1 8 15 17 8 + 15 = 17

4 3 24 7 25 24 + 7 = 25

5 2 20 21 29 20 + 21 = 29

5 4 40 9 41 40 + 9 = 41

6 1 12 35 37 12 + 35 = 37

6 5 60 11 61 60 + 11 = 61

4 Bu teoremle ilgili iki önemli noktaya de¤inmek istiyorum. 1) Formüllerde d =
1 al›nd›¤›nda (1) eflitli¤i bulunur. 2) E¤er x, y ve z say›lar›n›n ortak böleni ol-
mas›n› istemiyorsak, d = 1 almam›z gerekir. Bu yetmez ama. p ve q say›lar›-
n›n da ortak bölenlerinin olmamas› gerekir. Bu da yeterli de¤ildir, ayr›ca p ve
q say›lar›ndan biri çift, biri tek olmal›. Nitekim, p ve q say›lar›n›n her ikisi bir-
den tek oldu¤unda, p2 – q2 ve p2 + q2 say›lar› çifttir, dolay›s›yla x, y ve z sa-
y›lar› da çifttir ve ikiye bölünürler.



Teorem 2. x4 + y4 = z2 denkleminin, dolay›s›yla x4 + y4 = z4

denkleminin de, pozitif tamsay›larda çözümü yoktur.

‹kinci teoremin ilginç bir uygulamas› vard›r: Fermat’n›n teore-

mi salt 4 için de¤il, 4’e bölünen tüm say›lar için do¤rudur. Örne-

¤in, (a, b, c) say›lar›, x8 + y8 = z8 denkleminin bir çözümü olsay-

d›, (a2, b2, c2) say›lar› x4 + y4 = z4 denkleminin bir çözümü olur-

du. Oysa Teorem 2 bu son denklemin çözümünün olmad›¤›n›

söylüyor. Demek ki x8 + y8 = z8 denkleminin de çözümü yoktur.

Ayn› türden bir ak›l yürütme, Fermat’n›n teoremini asal n sa-

y›lar›5 için kan›tlaman›n yeterli oldu¤unu gösterir. ‹kiden büyük

ilk asal say› 3. Fermat, teoremi n = 3 için kan›tlad›¤›n› mektup-

lar›nda s›k s›k yazm›flt›r ama, ço¤u zaman yapt›¤› gibi, kan›t›n›

aç›klamam›flt›r. Y›llar sonra, ‹sviçreli matematikçi Euler (1707-

1783) n = 3 için bir kan›t buldu¤unu matematikçi Goldbach’a

yazm›flt›r; kan›t›n›n, n = 4 fl›kk›n›n kan›t›ndan çok de¤iflik oldu-

¤una dikkati çekip yak›n gelecekte genel teoremin kan›tlanaca¤›-

n› sanmad›¤›n› eklemifltir. Euler’in 1770’de yay›mlad›¤› kan›t›n-

da aç›klamad›¤›, karanl›k kalm›fl yerler vard›. Bu aç›klanmayan

yerlerin do¤rulu¤unu büyük bir matematikçi olan Euler’in bilip

bilmedi¤i tart›flma konusu. Konuyla ilgili okudu¤um kitaplar-

dan, Euler’in düflüncelerinin do¤ru oldu¤u, ancak her nedense,

her tümcesini aç›klamad›¤› izlenimini edindim. Euler’in kan›t› da

sonsuz inifl yöntemini kullan›r. Sonsuz inifl yönteminin d›fl›nda,

{a + b√3 : a, b tamsay›lar}

karmafl›k say›lar kümesinde hangi elemanlar›n bir küp oldu¤u-

nu (üçüncü güç) bilmek gerekir. Fermat bu kan›t› o ça¤da bile-

bilir miydi? Bu yöntemin Fermat’n›n ça¤›n›n çok ilerisinde ol-

du¤u bir gerçek. Ama Fermat’n›n da ça¤›n›n çok ilerisinde ol-

du¤u bir baflka gerçek.
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5 Kendinden ve 1’den baflka say›ya bölünmeyen say›lara asal say› denir. Örne-
¤in, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 say›lar› asald›r. 15 asal de¤ildir, 5’e bölünür.


