Fermat Ne Biliyordu? (I)

¢¢ C on Teorem” Teorem Oldu En Sonunda baglikli yazida,

S350 yillik bir arayistan sonra ancak daha yeni kanitla-
nan Fermat’nin “Son Teoremi”nden s6z etmistik. 350 yillik bir
arayistan sonra... Bir iki yil degil, bes on yil da degil, 350 yil...
Bir kusak, iki kusak degil, on kusak... Biraz diisiinmek gereki-
yor. 350 matematik yili ne demektir? 350 yillik bir sabir, 350
yillik bir ugras ne demektir? Bir karinca gibi, hi¢ yilmadan, gi-
dim gidim, adim adim, kiyisindan kosesinden parcalar kopara-
rak... Baslangigta bilinse 350 yil sonra her seyin acikliga kavu-
sacag1! Bilinmiyor ki! Nasil bilinsin? Hi¢ de bulunamayabilirdi
Fermat'nin Son Teoremi’nin kaniti. Ustelik yol gosteren de
yok. Karanlikta yol aliniyor, hangi yolun izlenmesi gerektigi bi-
linmeden. Bikmadan, usanmadan, bezmeden, karamsarliga ka-
pilmadan, inatla, sabirla, hingla, ve her giin, ve her gece, ve uy-
kularinda, ve yemek yerken, ve yuriirken, ve cocuklariyla oy-
narken, durmadan dusiiniiyor amator ve profesyonel matema-
tikgiler. Gergege erismek kolay degil. Kimbilir kag kilo miirek-
kep, kag ton kagit harcamiglardir, kimbilir ka¢ kalem, kag tir-
nak kemirmislerdir, ka¢ mum eritmis, ka¢ ampul patlatmisglar-
dir? Kimbilir ka¢ kez basariya ulastiklarini sanip utku ¢ighg:
atmiglardir? Kimbilir kag kez yanildiklarini ayrimsayip masala-




rin1 yumruklamiglardir? Ve kimbilir bu matematikgilerden ka-

¢int bugiin biliyoruz? Cogu hi¢ taminmamustir bile, butin bir
yasam boyu bir adim ilerleyememislerdir kanitta.
Onermeyi animsatayim:

Fermat’nin Son Teoremi. Eger n > 3 bir tamsayysa,
denkleminin pozitif tamsayilarda ¢oziimii yoktur.

Her ne kadar bu 6nermeye “Fermat’nin Son Teoremi” de-
niyorsa da, Fermat’nin bu 6nermeyi kanitlayip kanitlamadigi
kuskulu. “Son Teorem” Teorem Oldu En Sonunda baslikli ya-
zida da soziini ettigimiz gibi, Fermat, 1637°de okudugu bir ki-
tabin sayfa kenarina, bu 6nermenin “harika bir kanitin1” bul-
dugunu yazar. Ancak, “kanit i¢in sayfa kenarinda yeterince yer
yok” diye de ekler. 1993 yazinda Andrew Wiles adinda bir ma-
tematik¢i onermeyi kanitladigini duyurdu diinyaya.

Wiles’in 6nermeyi kanitladigi duyulmadan hemen once,
onermenin 4 milyondan kugiik biitiin 7 sayilari i¢in dogru ol-
dugu biliniyordu. Bu ylizden matematikgilerin biiyiik cogunlu-
gu onermenin dogrulugundan kusku duymuyorlardi. Gene de
onerme kanitlanmaliydi. Kanit matematigin 6zuidur, hatta ol-
gudan cok olgunun kaniti 6nemlidir. Gokyiiziinden bir ses
onermenin dogrulugunu fisildasa bile, matematikg¢iler 6nerme-
yi kanitlamak zorundadirlar.

Fermat’nin denkleminin 4 milyondan kiigiik sayilarla bir
¢ozumu olmayabilir, ama - ne belli? - daha buyuk sayilarla
denklem ¢ozilebilir belki.

Euler (1707-1783),

x4+ yt 424 =14
denkleminin pozitif tamsayilarda ¢6ziimii olmadigini saniyor-
du. 1987’ye degin bu saninin dogrulugu yanhshg: anlagilama-
di. Bilgisayarlarda yapilan her deneme sonugsuz kaldi. 1987°de
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Noam Elkies bu denklemin (birbirlerine orantili olmayan) son-
suz tane ¢oziimii oldugunu gosterdi. En kiiciik ¢oziim su:
958004 + 2175194 + 4145604 = 4224814,

Goruldigu gibi, Fermat denklemine benzeyen bu denkle-
min kigiik sayilarda ¢6ziimii yok ama biiytik sayilarda var. Bu
gibi stirprizlerle karsilasmayacagimizdan emin olabilmemiz
icin, ama her seyden 6nce matematigin ve insan zekasinin onu-
ru i¢in, Fermat’nin teoremi kanitlanmalidirl.

1980’lerde Fermat’nin teoreminde ¢cok 6nemli bir gelisme
oldu. Su teorem kanitlandi:

Teorem. n > 3 sabit bir tamsay: olsun. x" + y" = z" denkle-
minin pozitif tamsayilarda en fazla sonlu tane (sifir tane de ola-
bilir) ¢oziimii vardir?,

Yazinin bundan sonraki bélimiinde Fermat’nin bildiginden
emin oldugumuz bilgileri ag¢iklayacagim.

Once x2 + y2 = 22 denklemini ele alalim. Fermat’nin teore-
mi bu denklemin ¢6ztimiiniin olmadigini séylemiyor. Nitekim
denklemin ¢oziimii var. Ornegin,

91442 + 148332 = 174252

Nasil buldum bu esitligi? Iste matematigin giicti ve giizelli-
gi burda. Hesaplamaya gerek kalmadan, bu ve bunun gibi bii-
tun esitlikleri elde edebiliriz. x2 + y2 = z2 denklemini saglayan
daha kiiciik sayilar da vardir:

1 1 Nisan 1994’te Noam Elkies’in Fermat'nin denklemini ¢6zdiigii, yani Fermat
teoreminin yanhs oldugu duyuruldu matematik cevresinde. Bunun bir 1 Nisan
sakast oldugu birkag giin sonra anlagildi! Nisan sakasini en iyi yutanlarin ara-
sinda olmaliyim, ¢iinkii yanhs haberi alir almaz erigebildigim herkese yaydim!

2 Sifir sonlu bir sayidir. Dolayisiyla bu teorem Fermat’nin teoremiyle ¢akismaz.
Bu teorem G. Faltings tarafindan 1987’de kanitlanmigtir. Aslinda Faltings’in
kanitladigi teorem ¢ok daha genel bir teoremdir. Yukardaki 6nerme bu genel
teoremin ¢ok 6zel bir durumudur.
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32 4+ 42 = 52
524 122 = 132
72+ 242 = 232
82 + 152 = 172

Babilliler bu esitlikleri biliyorlardi. 10 1900-1600 yillart
arasinda kazildig1 anlagilan bir Babil tas tabletinde bunun gibi
on beg esitlik vardir. Babilliler biiyiik bir olasilikla

(2pg)* + (p* - q*)* = (p* + ¢*)* (1)
esitligini de biliyorlardi3. Bu esitlikte p ve g yerine iki say1 ko-
yarsak, x2 + y2 = 22 denklemini saglayan sayilar buluruz. Orne-
gin, p = 127 ve g = 36 olarak aldigimizda, yukardaki 91442 +
148332 = 174252 esitligini buluruz.

x2 + y2 = 22 esitligini saglayan sayilara Pisagor dicliileri ad:
verilir. Cunki Pisagor’un tinlti teoremine gore, bir dikiiggenin
dikagisini olugturan iki kenarin karelerinin toplamu, tictincii ke-
narin karesine esittir.

Her Pisagor tigliisti, ti¢ kenar1 da tamsayi uzunlugunda olan
bir dikiicgen verir. Bunun tersi de dogrudur: Ug kenar1 da tam-
say1 uzunlugunda olan her dikiiggen bir Pisagor tiglusii verir.

x2 + y2 = 22 esitligini saglayan tiim sayilar, yani tiim Pisa-
gor ticliileri bulunabilir mi? Evet. Eski Yunanli Oklid 1O 300
yilinda asagidaki teoremi kanitlamistir.

3 Babil tas tabletindeki esitliklerden biri de 49612 + 64802 = 81612 dir! (1) esit-
ligi bilinmeden bu esitligin bulunabilmesi oldukga zor. Bu yiizden Babillilerin
(1) esitliginden haberli olduklari saniliyor. Kaldi ki Babilliler ikinci dereceden
denklemleri ¢ozmesini biliyorlardi. (1) esitligini de bilmeleri gerekir.
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Teorem 1. Gerekirse x’le y’nin yerlerini degistirirsek, x2 +
y2 = 22 denkleminin tiim ¢oziimleri soyle elde edilir: dyle p, q,
d sayilari vardir ki

x = 2dpq
y = d(p? -q?)
z=d(p* + q?)

dir*.
Artik, x2 + y2 = 22 esitligini saglayan tim tamsayilari bula-
biliriz. Birkacini bulalim (hep d = 1 alacagz.)

P | 4 | x=2pq| y=p—q*| z=p*+q}  xP+yi=z?

2 |1 4 3 5 4+ 3= 5
3 2] 12 5 13 12+ 5= 13
4 11 8 15 17 8+ 15= 17
4 [ 3] 24 7 25 24+ 7=25
5 | 2] 20 21 29 20+ 21= 29
5 | 4] 40 9 41 40+ 9= 41
6 |1 ] 12 35 37 12+ 35= 37
6 | 5| 60 11 61 60+ 11= 61

Yukarda, ortak bolenleri olmayan ve yalnizca biri ¢ift olan
p ve q sayilarim aldik.

Simdi x* + y* = 2% denklemine gelelim. Bu denklemin pozi-
tif dogal sayilarda ¢oziimii olmadigini Fermat kanitlamistir.
Kanit, birinci teoremi ve Sonsuz Inis ve Sonsuz Cikis baglikl
yazida (sayfa 63) sozuni ettigimiz sonsuz inis yontemini kul-
lanmustir. Aslinda Fermat daha genel bir teorem kanitlamigtir:

4 Bu teoremle ilgili iki onemli noktaya deginmek istiyorum. 1) Formiillerde d =
1 alindiginda (1) esitligi bulunur. 2) Eger x, y ve z sayilarinin ortak béleni ol-
masini istemiyorsak, d = 1 almamiz gerekir. Bu yetmez ama. p ve g sayilari-
nin da ortak bolenlerinin olmamasi gerekir. Bu da yeterli degildir, ayrica p ve
q sayilarindan biri ¢ift, biri tek olmali. Nitekim, p ve ¢ sayilarinin her ikisi bir-
den tek oldugunda, p2 — g2 ve p2 + g2 sayilan cifttir, dolayisiyla x, y ve z sa-
yilar1 da cifttir ve ikiye boluntrler.
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Teorem 2. x* + y* = 22 denkleminin, dolayisryla x* + y* = z4

denkleminin de, pozitif tamsayilarda ¢oziimii yoktur.

Ikinci teoremin ilging bir uygulamasi vardir: Fermat’nin teore-
mi salt 4 icin degil, 4’e boliinen tiim sayilar icin dogrudur. Orne-
gin, (a, b, c) sayilari, x8 + y8 = 28 denkleminin bir ¢6ziimi olsay-
di, (a2, b2, c2) sayilar1 x* + y* = 24 denkleminin bir ¢oztimu olur-
du. Oysa Teorem 2 bu son denklemin ¢oziimiiniin olmadigini
soylityor. Demek ki x8 + y8 = 28 denkleminin de ¢ozuimu yoktur.

Ayni tirden bir akil yuriitme, Fermat’nin teoremini asal n sa-
yilariS igin kanitlamanin yeterli oldugunu gosterir. Ikiden biiyiik
ilk asal say1 3. Fermat, teoremi 7 = 3 i¢in kanitladigini mektup-
larinda sik stk yazmistir ama, ¢cogu zaman yaptigi gibi, kanitini
aciklamamustir. Yillar sonra, Isvicreli matematikci Euler (1707-
1783) n = 3 igin bir kamit buldugunu matematik¢i Goldbach’a
yazmistir; kanitinin, 7 = 4 sikkinin kanitindan ¢ok degisik oldu-
guna dikkati ¢ekip yakin gelecekte genel teoremin kanitlanacag:-
nt sanmadigini eklemigtir. Euler’in 1770’de yayimladigi kanitin-
da aciklamadig, karanlik kalmig yerler vardi. Bu agiklanmayan
yerlerin dogrulugunu biiytik bir matematik¢i olan Euler’in bilip
bilmedigi tartisma konusu. Konuyla ilgili okudugum kitaplar-
dan, Euler’in dustncelerinin dogru oldugu, ancak her nedense,
her timcesini aciklamadig izlenimini edindim. Euler’in kaniti da
sonsuz inig yontemini kullanir. Sonsuz inis yonteminin diginda,

{a + bV3 : a, b tamsayilar)

karmagik sayilar kiimesinde hangi elemanlarin bir kiip oldugu-
nu (Ug¢iinci gii¢) bilmek gerekir. Fermat bu kaniti o ¢agda bile-
bilir miydi? Bu yontemin Fermat’nin ¢aginin ¢ok ilerisinde ol-
dugu bir gercek. Ama Fermat’nin da ¢aginin ¢ok ilerisinde ol-
dugu bir baska gercek.

5 Kendinden ve 1’den baska sayiya boliinmeyen sayilara asal say1 denir. Orne-
gin, 2, 3, 5,7, 11, 13, 17 sayilari asaldir. 15 asal degildir, 5’e bolunir.
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