U¢ Oyun

irinci Oyun. Oyunumuz en az iki kisi arasinda oynaniyor.

Ne iskambil kagidina ne kalem kagida ne de bir tahtaya
gereksinim var bu oyunu oynamak i¢in. Yolda, otobiiste, va-
purda, sinemada, tiyatroda, tarlada, fabrikada, atolyede, her
yerde oynayabilirsiniz.

Biz oyunu iki kisi arasinda oynatacagiz ve agiklamasi kolay
olsun diye ¢akil taglari kullanacagiz. Ama dedigim gibi, bu
oyunu oynamak i¢in hicbir gerece gereksinim yok.

Belli bir sayida cakil tasi koyun ortaya. Her oyuncu sirasi
geldiginde bu kiimeden 1, 2 ya da 3 ¢akil tasi alacak. Oynaya-
mayan, yani yapacak hamle bulamayan ilk oyuncu oyunu kay-
beder. Bir bagka deyisle, kiimede cakil tagi birakmayan oyuncu
oyunu kazanir.

Ornegin, oyunun basinda 4 tas varsa, oyuna baslayan
oyuncu oyunu kaybeder. 1 tas alsa, obur oyuncu kalan 3 tasi
alir. 2 tas alsa obur oyuncu kalan 2 tagi alir. 3 tas alsa, obur
oyuncu kalan tek tasi alir. Demek ki 4 tagh oyunda, eger ikin-
ci oyuncu iyi oynarsa, birinci oyuncu oyunu kaybeder.

6 tagh oyunlari - iyi oynarsa elbet - birinci oyuncu kazanir.
Obiir oyuncu nasil oynarsa oynasin, birinci oyuncu hep kaza-
nacak hamleyi bulur. Nasil m1 kazanir? Ik hamlesinde 2 tag
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alir kimeden. Geriye 4 tas kalmistir. Sira ikinci oyuncuda.

Ikinci oyuncu 4 tashk bir oyuna baslayacak ve yukarda gordii-
gumiiz gibi oyunu kaybedecek.

Bu yazida su soruyu yanitlayacagiz: Birinci oyuncu kag tas-
1 oyunlar: kazanir? Yani oyunda kag tas olmahidir ki, ikinci
oyuncunun hamleleri ne olursa olsun, birinci oyuncu hep kaza-
nacak hamleleri bulabilsin??

Birinci Oyunun Stratejisi. Hemen yaniti vereyim: Eger kii-
medeki tas sayisi dorde bolinmiiyorsa oyunu birinci oyuncu
(iyi oynarsa elbet) kazanir. Eger kiimedeki tas sayis1 dorde bo-
liinityorsa oyunu ikinci oyuncu (iyi oynarsa) kazanir. Ornegin
25, 26, 27 taghk oyunlar1 birinci oyuncu kazanir; 24, 28, 32
taslik oyunlariysa ikinci oyuncu kazanir.

Neden? Ve nasil?

Kimede 1, 2 ya da 3 tas varsa, oyunu oyuna baslayan
oyuncu kazanir: taglarin hepsini birden alir; ortada tas kalma-
digindan ikinci oyuncu oynayamaz ve oyunu kaybeder.

Eger kiimede 4 tas varsa, oyuna baslayan oyuncu oyunu kay-
bedecektir. Ciinkii birinci oyuncu 6biir oyuncuya ya 1ya 2 ya da
3 taslik bir oyun sunmak zorundadir. Obiir oyuncu biitiin tasla-
r1 toplayip kiimede tas birakmayabilir, yani oyunu kazanabilir.

Eger kiimede 5, 6 ya da 7 tas varsa, oyuna baslayan oyun-
cu oyunu kazanir. Ciinkii bu oyuncu, gerektigi kadar tag alip,
oyunu 4 tashk bir oyuna doniistiirebilir. Obiir oyuncu 4 tashk
bir oyunun birinci oyuncusu olmak zorunda ve yukarda gordii-
gumiiz gibi oyunu kaybeder.

Eger kimede 8 tag varsa, oyuna baslayan oyuncu oyunu 35,
6 ya da 7 tashik bir oyuna doniistiirmek zorundadir. Obiir
oyuncu bu 3, 6 ya da 7 taslik oyunun birinci oyuncusu olacak

1 Bunun ¢ok benzeri bir oyundan Matematik ve Korku baghkli bir yazimda s6-
zetmistim. (Bkz. Matematik ve Korku)
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ve dolayisiyla - iyi oynayarak - kazanacaktir. Yukarda da acik-
ladigimiz gibi, 6biir oyuncu kendisine sunulan bu oyunu 4 tas-
i bir oyuna doniustiirecektir (baska turlii oynarsa kaybeder.)
Demek ki 8 tagh oyunu birinci oyuncu kaybeder.

Artik oyunu kimin ve nasil kazanacag belli olmustur sani-
rim. Oyunda hep dorde bélinen bir sayida tag birakmaya cali-
salim. Bunu basarabilirsek oyunu kazaniriz. Ornegin 27 tash
bir oyun oynuyorsak ve sira bizdeyse, 3 tas almaliyiz. Eger sira
bizde degilse, 6biir oyuncunun hata yapmasini beklemekten
baska caremiz yok. Diyelim sira bizdeydi ve 3 tas aldik. Obiir
oyuncuya 24 tag kaldi. O oyuncu kag tas alirsa alsin, sira bize
geldiginde, oyunu 20 taslik bir oyuna cevirmeliyiz. Bir sonraki
oyunumuzda da oyunu 16 taghk bir oyuna cevirmeliyiz. Boyle
gide gide 6biir oyuncu ya 12, 8, 4 ve 0 taslik oyunlar kalir.

Eger ontiniize dorde bolunen sayida tag gelmisse, 1 tas alin
ki tag sayisi fazla azalmasin. Boylece 6biir oyuncunun hata
yapma olasihigini artirmig olursunuz.

Biraz Sohbet. Bu oyunu ¢oziimlemek icin, her hamleden
sonra oyunun bir bagka oyuna doénustiugi olgusunu kullandik.
Ornegin 27 taglik bir oyun, bir sonraki hamlede 26, 25 ya da
24 tashik bir oyuna dontisur. Ama 27 taslik oyunun birinci
oyuncusu bir sonraki oyunun ikinci oyuncusu olacaktir.

Eger A oyununu oynuyorsak ve sira bizdeyse, yapabilecegi-
miz hamlelere bakalim. Diyelim yapabilecegimiz bes hamle var.
Her hamlemizden sonra oyun bir baska oyuna donusecektir.
Bu oyunlara By, B,, B3, B4 ve B; oyunlari diyelim. Obiir oyun-
cuya bu oyunlardan birini sunacagiz ve obiir oyuncu kendisine
sunulan bu oyunun birinci oyuncusu olacak. Eger By, B,, B3,
B4, Bs oyunlarindan birinde ikinci oyuncu kazaniyorsa, A oyu-
nunu kazanmak i¢in, A oyununu bu oyuna doniistiirecek ham-
leyi yapmaliyiz.

69




Yukardaki ornekte A, 27 tash oyun. Yapabilecegimiz ti¢
hamle var: 1, 2 ya da 3 tas alabiliriz. By, B, B3 sirasiyla 26, 25

ve 24 tash oyunlar: simgelesin. B; oyununda ikinci oyuncu ka-
zandigindan, 3 tag almaliyiz.

Sihirbazlik kitaplarinda yeni yetme sihirbazlara su 6gut ve-
rilir: Bir sihirbazhig: iki kez tstiiste ayni topluluk éntinde yap-
mayin. “Buna ¢ok benzer bir sihirbazlik daha biliyorum,” deyip
bir bagka sihirbazlik gosterin. Yoksa foyaniz ortaya ¢ikabilir.

Ayni1 6giidu ben de verecegim. Bu oyunu birkag kez tistiiste
aym kisiyle oynarsaniz, 6biir oyuncu bir siire sonra yontemini-
zi anlayabilir. Onun icin oyunu degistirin. Ornegin asagidaki
oyunlardan birini onerin.

a. Ayni oyun, ama bu kez her oyuncu 1, 2, 3 ya da 4 tas

alabilir.

b. Ayni oyun, ama bu kez her oyuncu 2, 3 ya da 4 tas ala-
bilir. Bu oyunda 1 tag birakan oyuncu oyunu kazanir,
¢uinkii 6biir oyuncunun yasal hamlesi kalmamuigtir.

c. Ayni oyun, ama bu kez her oyuncu 1, 3 ya da 5 tas ala-
bilir.

¢. Ayni oyun, ama bu kez her oyuncu 2, 4 ya da 6 tas ala-
bilir.

d. Ayni oyun, ama bu kez her oyuncu 1, 2 ya da 4 tas ala-
bilir.

e. Yukardaki oyunlarin “negatif”ini oynaym. Yani ayni
oyun, ama en son tasi alan bu kez kaybediyor...

f. Bu kez tas ekleyelim. Baslangi¢ta yerde hig¢ tas olmasin.
Her iki oyuncu da, sirasi geldiginde yere 1’den 10’a ka-
dar diledigi kadar tas ekleyebilir. Ornegin yerdeki tas sa-
yisin1 100 yapan ilk oyuncu oyunu kazansin...

Soylemeye gerek var mi? Bu oyunlari kurbaniniza 6nerme-
den 6nce nasil kazanacaginmizi bulmalisiniz.
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Ikinci Oyun. Yukardaki oyun basit geldiyse, kurallar1 biraz
zorlagtiralim. Oyunu gene iki kisi arasinda ve ¢akil taglariyla
oynatacagiz. Oyuncular gene ortadaki kiimeden 1, 2 ya da 3
tas alabilecekler. Gene yapacak hamle bulamayan ilk oyuncu
oyunu kaybedecek...

Ancak bir kuralimiz daha var bu kez. Oyuncular bir 6nceki
oyuncunun aldig1 tas kadar tas alamazlar yerden. Ornegin bir
hamlenizde 2 tas almigsaniz, bir sonraki hamlede 6biir oyuncu 2
tas alamaz, 1 ya da 3 tas alabilir ancak. Oyuna baglayan oyun-
cunun boyle bir kisitlamasi yoktur elbet.

Bir 6nceki oyunda oldugu gibi, biitiin taglar1 aldigimizda
oyunu kazaniriz. Ama, 1 tag alarak kiimede 1 tag biraktigimiz-
da da oyunu kazaniriz. Cinkii 6biir oyuncu yerdeki o tek tas
alamaz. Oyunun kurallari bu hamleyi engelliyor.

Gene ayni soruyu soruyoruz: Bu yeni oyunu hangi oyuncu
nasil oynayarak kazanir? Yanit oyunun bagindaki tas sayisina
gore degisebilir elbet.

Ikinci Oyunun Stratejisi. Bu oyunun da yaniti yukardaki
yanit gibi: Tas sayis1 dorde boliinmiiyorsa oyunu birinci oyun-
cu kazanir, tas sayis1 dorde boluniiyorsa oyunu ikinci oyuncu
kazanir! Ve sasilacak sey, bu oyunun stratejisi de yukardaki
oyunun stratejisi gibidir, hatta daha da kolaydir!

4 tashi oyunu birinci oyuncu kaybeder. 1 tas alsa, ikinci
oyuncu kalan 3 tasi alir. 3 tas alsa, ikinci oyuncu kalan tasi
alir. 2 tas alsa, ikinci oyuncu 2 tag alamaz ama 1 tas alabilir ve
hatta 1 tas almak zorundadir. Birinci oyuncuya 1 tag kalir.
Ama birinci oyuncu bu tag1 alamaz, ¢uinki bir 6nceki hamlesin-
de ikinci oyuncu 1 tas almisti. Birinci oyuncu oynayamadigin-
dan oyunu kaybeder.

Bu oyunda kazanmak i¢in yukardaki stratejinin hemen he-
men aynisini uygulamaliyiz.
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Diyelim 27 tash bir oyunda birinci oyuncuyuz. Ilk oyunda-

ki gibi 3 tas alalim ve 6biir oyuncuya 24 tas birakalim. Eger
Obiir oyuncu 1 tas alirsa 3 tag alalim ve oyunu 20 tasa indirge-
yelim. Eger 6bur oyuncu 3 tas alirsa 1 tag alalim ve oyunu ge-
ne 20 tasa indirgeyelim. Peki, ya obiir oyuncu 2 tag alip oyunu
22 tasa indirgerse ne yapmaliyiz? Yukardaki oyunu oynasay-
dik, biz de 2 tas alip oyunu 20 tasa indirgerdik. Ne yazik ki 2
tas almaya kurallar izin vermiyor. Ya 1 ya 3 tas alacagiz. Ne
yapmaliyiz? 1 tag m1 almaliyiz 3 tag mi?

Kag tas alirsak alalim, 6nemli degil. Ciinkii ne oynarsak oy-
nayalim, 6biir oyuncu bize dorde boliinen sayida tas biraka-
maz: Diyelim 1 tas aldik ve geriye 21 tas kald1. Obiir oyuncu 1
tag alamayacagindan oyunu 20 tasa indirgeyemez. Diyelim 3
tas alip oyunu 19 tasa indirgedik. Obiir oyuncu 3 tas alamaya-
cagindan oyunu 16 tasa indirgeyemez.

Eger bu yontemi uygularsak, her zaman dérde boliinen sa-
yida tas birakamayabiliriz ama, 6bur oyuncunun bize doérde
boliinen sayida tas birakmasini engelleriz. Boylece hicbir za-
man dorde boliinen sayida tas gelmez ontimize. Dolayisiyla
hi¢gbir zaman 0 tasli bir oyun devralmayiz (0 dorde boluniir!)
ve tag yoklugundan oyunu kaybedemeyiz.

Peki, bu yontemle oynayarak, oniimiize 1 tas gelip de bu ta-
st alamadigimizdan oyunu kaybettigimiz olur mu? Olmaz. Ne-
den olmaz? Ciinkii 6ntimiize 1 tas gelmigse ve bu tast alamiyor-
sak, bir onceki hamlede 6biir oyuncu kiimeden 1 tas almis de-
mektir. Demek ki bu oyuncuya 2 tash bir oyun devretmisizdir.
Obiir oyuncu bu 2 tas1 alabilseydi alirdi. Almadigina gére bir
onceki hamlemizde 2 tas almisizdir. Demek ki bir 6nceki oyun-
da ontimiizde 4 tas varmis. Yani, ontimiize 4 tash bir oyun su-
nulmusg bir an! Ama 6ntimiize dérde béliinen sayida tas biraki-
lamayacagini biraz once kanitlamistik. Demek ki boyle de kay-
bedemeyiz. Demek ki hicbir tiirlii kaybedemeyiz. Demek ki bu
stratejiyle oyunu kazaniriz.
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Sonug olarak hep dorde boliinen sayida tas birakmaliyiz.
Oyunun kurallart bunu engelliyorsa, ne yaparsak yapalim
onemli degildir.

Bu son dedigim pek dogru degil... Eger 6niimiize gelen oyu-
nun tas sayist dorde boliintiyorsa, 2 tas almayalim. Ciinkii 2 tag
alirsak, 6biir oyuncunun yanlis yapmasina olanak yoktur. Ya 1
ya 3 tas alalim.

Bir 6nceki oyunun yontemini 6biir oyuncu bir iki kez oyna-
diktan sonra kolayca anlayabilir. Bu oyunun yontemini 6biir
oyuncunun anlamasi daha zordur. Ciinkii oyunun kimi agama-
larinda ister 1 ister 3 tas alabiliriz. Kimileyin 1, kimileyin 3 tas
alarak yontemimizi uzun zaman 6biir oyuncudan gizleyebiliriz.

Dogru Yanit1 Nasil Buldum? Bu yaziy1 az kalsin burda ke-
secektim. Biraz diigtiniince, bu yaziy1 burda kesmenin yalan
sOylemek olacagini anladim. Ciinkii dogru stratejiyi nasil bul-
dugumdan, gectigim siireclerden sézetmedim.

Yukardaki oyunda hangi oyuncunun nasil oynarsa kazana-
cagimi nasil buldum? Okur, anlattigimi hemen buldugumu sa-
niyorsa yaniliyor. Tereyagindan kil ¢eker gibi olmadi. Gegtigim
asamalari teker teker yazayim:

1. Once oldukga uzun siiren hesaplar yaparak oyunu kimin
ve hangi stratejiyle oynayarak kazanacagini buldum. Ama bul-
dugum strateji yukardaki gibi yalin degildi. Dogru olmasina
dogruydu ama karmagik bir bicimde ifade edilmisti. Stratejinin
dogru strateji oldugunun kanit1 da oldukg¢a karmasikti. Hi¢ de
guzel bir kanit degildi. Hatta 6ylesine ¢irkindi ki, bir ara bu ya-
z1y1 yazmaktan vazge¢mistim.

2. Buldugum stratejiyi birka¢ kez gozden gegirince strateji-
yi daha yalin bir bicimde ifade edebilecegimi gordiim.

3. Bu yalin ifadeyi gene yalin bir bigimde kanitlamaya calis-
tim. Bu pek zor olmadi ve yukardaki kaniti buldum.

Yazimin yukardaki bolimiinde 2 ve 3 sayili agamalarin so-
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nuglarini okudunuz. Birinci asamayi sizden gizledim. Yani so-

nucu bulmak i¢in ¢ektigim gugliikleri gostermedim. Yazinin
bundan sonraki boliimiinde o ilk asamay1 anlatacagim.

Ancak ilk asamay1 anlatmadan 6nce sunu soylemeliyim: Bi-
rinci asamayi atlayip dogrudan ikinci asamaya gegebilen mate-
matikgiler, hatta 6grenciler vardir. Ama bdéyle insanlar azinhk-
tadir. Genellikle matematikgilerin ilk ¢ozuimleri olduk¢a kar-
magiktir. Matematikgiler bulduklar: ilk ¢6ziimii aciklamazlar.
Nasil bir ressam tablosuyla birlikte tablosunun eskizlerini ser-
gilemezse, bir matematik¢i de kanitladigi teoremle birlikte 6nii-
ne ¢ikan zorluklari sergilemez. Teoremin en kisa, en 6zlii, en
yalin ve en giizel kanitin1 agiklamakla yetinir. Bu kural bu ya-
zimda bozarak, yazinin stireginde dogru yaniti bulmak igin geg-
tigim evreleri agiklayacagim. Kendimi yinelememek icin, yu-
kardaki oyuna benzer bir oyun ele alacagim. Hep birlikte dog-
ru stratejiyi ve bu stratejinin neden dogru oldugunu bulacagiz.

Ucgiincii Oyun. Bu oyun da yukardaki oyun gibi, ancak iki
oyuncunun pespese aldiklari tag sayisinin toplami 4 olamaz.
Yani bir oyuncu 1 tas almigsa sonraki oyuncu 3 tas alamaz, 2
tas almigsa sonraki oyuncu 2 tag alamaz, 3 tas almigsa sonraki
oyuncu 1 tas alamaz. Hamle yapamayan oyunu kaybediyor.
Oyunu hangi oyuncu nasil oynayarak kazanir?

Uciincii Oyunun Stratejisi. Dogru yaniti hemen vermeyece-
gim. Turlu gugluklerden gectikten sonra hep birlikte bulacagiz.

Baslangicta # tag olan oyunlara A, oyunu diyelim. A, oyu-
nunu kimin nasil oynayarak kazandigini bulmaya ¢alisiyoruz.

Eger n kiciik bir sayiysa, yani oyunumuzda az tas varsa,
yaniti bulmak zor degil. Ornegin, A;, A,, A5 oyunlarini birinci
oyuncu biitiin taglar1 alarak kazanir. A4 oyununu da birinci
oyuncu bir hamlede kazanir, hem de ne oynarsa oynasin kaza-
nir. Ote yandan A oyununu ikinci oyuncu kazanir.
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A,, oyununa baslayan oyuncuya Biilent diyelim. A, oyunu-
nun ikinci oyuncusuna da Thsan diyelim. Demek ki A4, A,, Aj,
A, oyunlarini Biilent kazanir. A5 oyununuysa Ihsan kazanir.

Her oyunun bir degeri olsun. Eger Biilent’in kazanan bir
stratejisi varsa oyunun degeri 1 olsun. Biilent’in kazanan bir
stratejisi yoksa, yani Thsan’in kazanan bir stratejisi varsa2 oyu-
nun degeri 0 olsun. Bu tamima gore, A;, A,, A; ve A4 oyunla-
rinin degeri 1’dir. Ote yandan A; oyununun degeri 0°dir. A,
oyununun degerini a,’yle simgeleyelim. Dolayisiyla,

611:1
a2=1
613:1
a4=1
61520

esitlikleri dogrudur. a,, sayilarini bulacagiz. Bu degerleri buldu-
gumuzda strateji hemen hemen kendiliginden belli olacak.

Yukarda, her oyunun, her hamleden sonra bir bagska oyuna
doniistigiinii soylemistik. A, oyunu ilk hamleden sonra hangi
oyuna doniigiir? Diyelim A,; oyununda Biilent 1 tag aldi. Simdi
oyunda 26 tas var. Ama bu yeni oyun A, oyunu degildir. Ciin-
kit A,¢ oyununun birinci hamlesinde 3 tag alinabilir, oysa A,-’nin
yolag¢tigi yeni oyunun ilk hamlesinde 3 tas alinamaz. Bu yeni oyu-
na By ; diyelim. B,4 ; oyunu A, oyunu gibi, aralarindaki tek ay-
rim B,4 ; oyununda birinci oyuncunun 3 tag alamayacag kurali.

A,7 oyununda, Biilent 1 tas alirsa oyunun B4 ; oyununa
donustugunt soyledik. Bilent 2 tas aldiginda ortaya cikan ye-
ni oyuna B, , diyelim. Ve Biilent 3 tag aldiginda ortaya gikan
oyuna B,y 5 diyelim. Goriildiigii gibi, ilk say1 oyundaki tas sa-
yisini gosteriyor. Ikinci sayiysa o oyuna kac tas alinarak gelin-
digini gosteriyor.

2 ki oyuncudan birinin kazanan bir stratejisi oldugu Nim bashkli yazimda ka-
nitlanmigtir. (Bkz. Matematik ve Korku)
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Genel olarak, A, oyununda Biilent 1, 2 ve 3 tas alip Thsan’a

sundugu oyunlara sirasiyla,
B, 11, By2aveB, 33

diyelim. B, ; oyunuyla A, oyunu arasindaki tek ayrim, B, ,
oyununda birinci oyuncunun birinci hamlesinde 3 tas almasim
yasaklayan kural.

B,,1 oyununda ilk oyuncu 2 tag alirsa, oyun B,,_, , oyununa
donugur elbet.

A,, oyununu Biilent nasil kazanabilir? Eger Thsan’a sunacagi

Bn—l,l: Bn—2,23 Bn—3,3

oyunlarindan birinde ikinci oyuncu kazaniyorsa kazanir, yok-
sa kaybeder. Ornegin B, , , oyununu ikinci oyuncu kazaniyor-
sa, Biilent, 2 tag alarak A, oyununu B,_,, oyununa doniistii-
rur. Dolayisiyla A,, oyununun degerini (yani a,, sayisini) bul-
mak i¢in B,,_; 1, B,», ve B,,_3 3 oyunlarinin degerlerini bulmak
gerekir. Bu degerlere sirasiyla b,y 1, b,,; 5, b,,_3 3 diyelim. Eger
B,,_1 1 oyununu birinci oyuncu kazaniyorsa, b,,_; ; = 1°dir, yok-
sa b,y =0dir.

b1, b, ve b, 5 sayilarmi kiigiik ’ler igin hesaplamak zor
degildir. Ornegin b, , = 0°’dir, ¢iinkii ortada 2 tas vardir ve bi-
rinci oyuncu 2 tas alamaz, 1 tas almak zorundadir. Ikinci oyun-
cu kalan tasi alarak oyunu kazanir.

n = 1,2, 3 i¢in bu sayilar1 bulalim:

n bn,l bn,Z bn,3 ay
1 1 1 0 1
2 1 0 1 1
3 0 1 1 1

n > 3 ise bu sayilari nasil bulabiliriz?

B, 1 oyununun B,,_; ; ve B,,_, ; oyunlarindan birine doniise-
cegini biliyoruz. (B,_; 3 oyununa doniisemez.) Dolayisiyla bu
iki oyundan birinde birinci oyuncu kaybediyorsa, B, ; oyunu-
nu birinci oyuncu kazanir. Yani b, ;’in 1 olmasi igin gerekli ve
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yeterli kosul, b,y ve b, sayilarindan birinin 0 olmasidur.
Bunu cebirsel olarak ifade edersek,
buy=1-b,41b,2,
esitligini buluruz. b, ,, b, ; ve a, igin de buna benzer esitlikler
bulmak pek zor degildir.
bn,l =1- bn—l,lbn—Z,Z
bn,Z =1- bn—l,lbn—3,3
bn,3 =1- bn—2,2bn—3,3
a, =1-b,11b,:,b,33. )
Simdi yukardaki tabloyu 7 > 3 i¢in stirdurebiliriz. Ornegin,
byy=1-b31by,=1
esitligini bulabiliriz. Iste tablonun ilk onbes sirasi:

n bn,l bn,Z bn,3 Ay
1 1 1 0 1
2 1 0 1 1
3 0 1 1 1
4 1 1 1 1
S 0 0 0 0
6 1 1 0 1
7 1 0 1 1
8 0 1 1 1
9 1 1 1 1
10 0 0 0 0
11 1 1 0 1
12 1 0 1 1
13 0 1 1 1
14 1 1 1 1
15 0 0 0 0

Tabloyu daha fazla surdiirmeye gerek yok, ctinka kolayca
goriilebilecegi gibi ilk beg sirayla ikinci bes ve ticiincii bes sira-
lar birbirlerinin aynisi. Tablo boylece sonsuza degin surer.

Yukardaki tablodan da kolayca anlagilacag: gibi, eger # be-
se boliinmezse a,, = 1, boluniirse a,, = 0°dir. Yani eger tag sayisi
bese boliinmiiyorsa oyunu Biilent kazanir, boliiniiyorsa Thsan.
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Simdi sira stratejiyi bulmaya geldi.

Diyelim 13 tash bir oyunun, yani A;5’tin birinci oyuncusuyuz,
yani Biilent’iz. a3 = 1 oldugundan, oyunu iyi oynayarak kazana-
bilecegimizi biliyoruz. Nasil oynayarak kazanabiliriz? Bu oyunu
Bis.1, B112, Byg 3 oyunlarindan birine doniigtiirebiliriz. Hangisine
doniistiirmeliyiz? Bu ii¢ oyunun degerlerine, yani by, 1, by1 5, b1 3
sayilarina bakalim. Bu sayilardan hangisi 0°dir? Yalnizca b, 5 sa-
yist 0. Dolayisiyla 3 tas alip oyunu By 3 oyununa doniistiirelim.
Sira 6biir oyuncuda, yani Thsan’da. Obiir oyuncu ne oynarsa oy-
nasin, oyunu kazanabilecegimizi biliyoruz. Diyelim 6biir oyuncu
1 tag alarak oyunu By ; oyununa déniistiirdii. Biz simdi ya 2 ya 3
tag alabiliriz. 2 tag alirsak oyunu B ,’ye, 3 tas alirsak By 3’e do-
niistiiriiriiz. Bu oyunlarin degerleri olan b, ve b 5 sayilarma ba-
kalim. Bu iki sayidan hangisi 0’dir? Her ikisi de. Demek ki ister 2
tas alabiliriz, ister 3. Her iki durumda da oyunu iyi oynayarak ka-
zaniriz. Oyunu boyle oynarsak sonunda kazaniriz.

Sanirim strateji belli olmustur. Stratejimizi matematiksel
olarak ifade edelim. Bunun i¢in yukardaki tablonun birkag sa-
tirin1 genellesmis olarak yazalim:

n b1 |b
Sk-2
Sk-1
Sk
Sk +1
Sk+2
Sk +3
Sk+4| 1

s | b

B
8
Q

olr|m|ol~|olr

N Y E=1 =Y R =N N
iy gy g 1 E=1 N =Y
[N N N N ) ) SN

Eger onumiizde 5k tagh bir oyun varsa ve oynama sirasi biz-
deyse, ne oynarsak oynayalim, 6biir oyuncu iyi oynarsa kaybe-
decegimizi biliyoruz. Bu durumda kazanan bir strateji yoktur.

Diyelim 6niimiizde Sk + 1’lik bir oyun var. Eger Bs,q 4
oyunundaysak 1 tasg almaliyiz. Eger Bs,,;, oyunundaysak ge-
ne 1 tag almaliyiz. Her iki durumda da oyunu 5k’lik bir oyuna
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doniigtiirdiik. Eger By, 5 oyunundaysak oyunu obiir oyuncu
iyi oynayarak kazanabilir. Dolayisiyla bu durumda kazanan
strateji yoktur.

Okur, 5k + 2 ve 5k + 3’luk oyunlara bakarsa, bu oyunlar-
da da 5k tas birakmasi gerektigini anlayacaktir.

Sk + 4 tash oyunlarda istedigimizi oynayabiliriz! Ne oynar-
sak oynayalim oyunu kazanabiliriz.

Goruldigi gibi 6bir oyuncuya hep bese boliinen sayida tas
birakmaliyiz. Eger bese boliinen sayida tag birakamiyorsak, ne
yaptigimiz 6nemli degildir pek.

Oniiniize gelen oyunun tas sayisi bese boliiniiyorsa, tek
umudunuz 6biir oyuncunun bir yanls yapmasi. Obiir oyuncu-
nun yanlis yapmasina olanak tanimak icin 1 tag almayin, ¢tin-
kii 1 tas alirsaniz, 6biir oyuncunun her hamlesi dogru hamle
olacaktir. Bu durumda ya 2 ya 3 tas alin. Alabilirseniz 2 tas alin
ki oyundaki tag sayisi cok azalmasin ve obiir oyuncunun yan-
lis yapma olasilig1 artsin.

Bu asamadan sonra bu stratejinin neden dogru oldugunu ya-
lin bir bicimde agiklamak gerekiyor. Bunu okura birakiyorum.

kiMin denklemidie.,

e i€ YaRaR
bilmiyoRUZ ..
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