Sevdigim Birkag Soru

atematikte oyle sorular vardir ki, yanit1 bulmak 6nce ¢ok
Mzor gibi gelebilir, sonradan -saatler, gtinler, aylar, hatta
kimi zaman yillar sonra- yanitin ¢cok basit oldugu anlagilir. Bir
benzetme yaparak, matematigi andiran bir 6rnek vereyim.

Bir tren Istanbul’dan Ankara’ya dogru saatte 100 km.’yle gi-
diyor. Ikinci bir tren Ankara’dan Istanbul’a dogru saatte 150
km.’yle gidiyor. Ikinci tren birinci trenden 1 saat sonra kalktigina
gore, iki tren karsilastiklarinda hangisi Istanbul’a daha yakindir?

Bu soruyu yanitlamak icin hesaba kitaba gerek yok. Iki tren
kargilastiklarinda, her ikisinin de hem Ankara’ya hem Istan-
bul’a hem de Adana’ya uzakliklari aynidir!

John Von Neumann 20’nci yiizyilin birinci yarisinda yasa-
mig ve matematigin hemen hemen her dalina katkisi olmus bii-
yik bir matematikgidir. Bilgisayar1 bulanlardan biridir. Kiime-
ler kuramina ¢ok onemli katkilar1 olmustur. Ayrica oyunlar
kuraminin temellerini atmistir. Von Neumann’in daha birsiirii
katkisi vardir matematige.

Von Neumann’a bir dostu su soruyu sormus: ki tren ayni
ray lizerinde birbirine dogru hareket ederler. Bu iki tren arasin-
da bir sinek vardir. Sinek trenlerden birine dokununca, yon de-
gistirip obur trene dogru gider. Bir siire sonra obiir trene car-

59




par elbet ve o zaman gene yon degistirip birinci trene dogru gi-

der. Sinek boylece iki tren arasinda yol alir. Iki tren ¢arpiginca
sinek ezilir. Trenlerin arasinda baslangi¢ta 100 km. olduguna
gore ve trenler ayni anda hareket ettiklerine gore ve trenlerden
biri saatte 5 oburii saatte 15 km. gittigine gore ve sinek saatte
25 km.’yle ugtuguna gore, sinek ne zaman ezilir?

Bu sorunun yanitini bulmak i¢in olduk¢a karmasik sonsuz
bir dizi toplanabilir, ki cogunluk bu yontemi seger. Oysa yanit
daha kolay bir yontemle bulunabilir. Trenler saatte 5 + 15, ya-
ni 20 km.’yle birbirlerine yaklagmaktadir. Aralarinda baslan-
gicta 100 km. olduguna gore, iki tren 100/20, yani § saat son-
ra ¢arpisir. Dolayisiyla sinek 5 saat sonra ezilir.

Von Neumann bir iki dakika kadar disiindiikten sonra,

— § saat sonra, yanitini vermis.

Soruyu soran dostu, Von Neumann’in yaniti ¢cok ¢abuk
bulmasindan kuskulanip,

— Sen bu soruyu biliyordun, demis.

Von Neumann sasirmais.

— Niye Oyle diyorsun, demis, oldukc¢a kolay bir soru, sonsuz
diziyi toplamak yeterli...

Bu yazida matematikten birkag giizel kanit 6rnegi verecegim.

Birinci Soru. Bir dogal say1y: ¢esitli bi¢cimlerde dogal sayila-
rin toplami olarak yazabiliriz. Ornegin, 3:
3
2+1
1+2
1+1+1
olarak yazilabilir. Ya da 4:
4
3+1
1+3
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2+2

2+1+1

1+2+1

1+1+2

1+1+1+1
olarak yazilabilir. Goruldigu gibi 3’t dort degisik bicimde, 4’
sekiz degisik bicimde yazabiliyoruz.

Herhangi bir # dogal sayis1 dogal sayilarin toplami olarak

kag tiirlu yazilabilir?

Birinci Sorunun Yaniti: Dogru yaniti bulmak pek zor degil.
Biraz denemeyle 7 sayisinin 27-1 bicimde dogal sayilarin topla-
mi olarak yazilacag: anlagilir.

Yanitin neden dogru yanit oldugunu agiklamak i¢in once
bir 6rnek alalim. 6’y1 ka¢ bigimde dogal sayilarin toplami ola-
rak yazabilecegimize bakalim. 6’y1 alti tane 1’le, yani

111111

olarak gosterelim. Simdi 6 = 4 + 2 esitligini
1111111

olarak, 6 = 3 + 1 + 2 esitligini
11111111

olarak gosterebiliriz. Demek ki 6’y1 dogal sayilarin toplami ola-
rak yazmak demek, alt1 tane 1 arasina ¢ubuk yerlestirmek de-
mektir. Alti tane 1 arasina kag bi¢cimde ¢ubuk yerlestirebiliriz?
Cubuk yerlestirebilecegimiz 5 yerimiz var. Bu 5 yerin herbirine
cubuk koyabiliriz ya da koymayabiliriz. Demek ki her yer i¢in
2 olasihigimiz var: cubuk koymak ya da koymamak. Dolayisiy-
la 5 yer icin 23 = 32 olasiligimiz var. Sonug olarak, 6’y1 32 de-
gisik bicimde dogal sayilarin toplami olarak yazabiliriz.
Herhangi bir 7 dogal sayisi i¢in yanit yukardaki tartigma-
dan anlagilmistir. #’yi 27-1 bicimde dogal sayilarin toplami ola-
rak yazabiliriz. Neden? Yukardaki gibi 7’yi n tane 1’le gostere-
lim. Her iki 1’in arasina bir ¢ubuk yerlestirecegiz ya da yerles-
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tirmeyecegiz. Her yer icin 2 segenegimiz var: Cubuk koymak ya

da koymamak. 7 — 1 tane yerimiz oldugundan ve her yere cu-
buk yerlestirip yerlestirmemekte 6zgiir oldugumuzdan, toplam
271 secenegimiz vardir.

Ikinci Soru. Ardistk 2n pozitif dogal say: arasimdan n + 1 ta-
nesi segiliyor.1 Secim ne olursa olsun, bu n + 1 sayidan en az
ikisinin ortak boleninin 1 oldugunu kanitlayin.

Ikinci Sorunun Kanit1. Ardistk 272 sayidan 7 + 1 tanesi secildi-
ginde, bu 7 + 1 sayidan en az ikisi ardisik olmak zorundadir, ya-
ni biri @ 6biirti @ + 1 olmalidir. Bu iki sayinin ortak boleni 1°dir.

Uciincii Soru. Eskenar bir iicgenin icindeki her noktanmn iic
kenara olan uzakliklarmn toplamumun hep aym oldugunu ka-
nitlayin?.

Ucgiincii Sorunun Kanit1: Eskenar iicgenimize ABC diyelim.
Ucgenimizin kenarlari @ uzunlugunda, yiiksekligi de » uzunlu-
gunda olsun. Demek ki tiggenimizin alani ah/2’dir.

Ucgenimizin icinden herhangi bir P noktas: alalim. P’nin
kenarlara olan uzakliklarina x, y, z diyelim. P’yle A, B ve C ko-

A

C B

seleri arasindaki ti¢ dogruyu ¢izersek, ticgenimizi ti¢ kiiciik tig-
gene bolmiis oluruz: APC, CPB ve BPA tiggenlerine. Bu tiggen-
lerin alanlar1 ax/2, ay/2, az/2’dir. Demek ki bu ti¢ sayinin top-

1 8,9, 10 gibi ardarda gelen sayilara ardigik sayilar denir.
2 Bu sonuca Viviani Teoremi denir. Viviani Italyandir ve 1622-1703 yillari ara-
sinda yagamistir.
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lam1 ABC ti¢geninin alani, yani ah/2 olmali:
ax/2 + ayl2 + az/2 = ah/2.
Sadelestirirsek x + y + g = b buluruz. Demek ki, P noktasi-
nin kenarlara olan uzakliklarinin toplami A’dir. Bu say1 P’den
bagimsizdir.

Dordiincii Soru. Her dogal sayinin doért dogal sayinin kare-
lerinin toplami oldugu bilinen bir teoremdir. Ornegin,
= 02+02+02%+02
=12+02+02+02
= 12 +12+ 0% + 02
= 12+12+ 12+ 02
= 22+02+0%+02
22412 + 02 + 02
=22+12+12+ 02
=22+12+12+ 12
= 22+22+0%+02
=22+22+12+02
10 = 22 +22 4+ 12+ 12,
Bunun gibi, 63, 52 + 52 + 32 + 22 olarak yazilabilir. Bu te-
oremi dogru kabul ederek (ki dogru), her pozitif kesirli saymin

o 0 I &N \»Li AW DN RO
1l

dort kesirli saymmn karelerinin toplami oldugunu kanitlaymn.
Dordiincii Sorunun Kaniti. k pozitif ve kesirli bir say1 olsun.
Iki a ve b dogal saysi icin, k = a/b esitligi dogrudur. ab bir do-
gal sayidir, dolayisiyla, ab dort dogal sayinin karelerinin topla-
mudir, diyelim x, y, z ve ¢ tamsayilarinin karelerinin toplami:
ab =x2 +y2 + 22 + 12,
Simdi k’nin dort kesirli sayinin karesi oldugunu kanitlaya-

biliriz:
2.2 2 2 2 2

2 2
b b b b b* b b

GREAEHED]
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Besinci Soru. Su sonsuz diziyi ele alalim:
-1/2, 1/4, -1/8, 1/16, -1/32, 1/64, -1/128, ...
Bu dizi bir buyiir, bir kiiciiliir. Eger bu diziden negatif say1-

lar1 ¢ikarirsak geriye kiciilen bir dizi kalir. Bir bagka deyisle,
1/4, 1/16, 1/64, 1/256
dizisi ilk dizinin durmadan kiiciilen bir altdizisidir.
Simdi, sonsuz herhangi bir
ag, Ay, dry A3y -

gercel sayilar dizisi alahm. Bu dizinin ya hi¢ azalmayan, ya da
hi¢ artmayan sonsuz bir altdizisi oldugunu kanitlayin. Daha
matematiksel bir deyisle, bu dizide dyle sonsuz tane a,,; terimi
oldugunu kanitlayin ki, bu terimler, ya hep

n; < njise a,, < p;
kosulunu ya da hep

n; < n; ise Ay, 2 p;
kosulunu saglasin.

Besinci Sorunun Kaniti: Eger dizinin bir sayisi1 kendisinden
sonra gelen hicbir sayidan daha kiciik degilse, o sayiya giizel
say1 diyelim. Bir bagka deyisle, a,, sayisi,

m2zmnisea,,=<a,
kosulunu sagliyorsa, a,’ye giizel say1 diyelim.

Iki stkkimiz var: Ya sonsuz tane giizel say1 vardir ya da son-
lu tane. Eger sonsuz tane giizel sayi varsa, giizel sayilar dizisi
hi¢ artmayan bir sonsuz dizidir. Eger sonlu tane giizel say1 var-
sa, dizinin en son giizel sayisindan sonra gelen sayilara baka-
lim. Bu sayilar giizel olamazlar. Demek ki bu sayilarin herbirin-
den sonra daha biiyiik bir say1 bulabiliriz. Ornegin, a,,, dizinin
en son giizel sayisi olsun. a,,,1 bulacagimiz altdizinin birinci sa-
yis1 olacak. a,,; giizel olmadigindan, a,,,,’den sonra daha bu-
yuk bir say1 vardir. Bu say1 altdizimizin ikinci sayisi olacak.
Ikinci sayimiz da giizel olmadigindan, ikinci sayimizdan sonra
daha biiyiik bir say1 vardir. Bu say1 altdizimizin tgiinci sayist
olsun. Ugiincii sayimizdan sonra da bu sayidan daha biiyiik bir
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say1 vardir... Bunu boylece sonsuza degin siirdiirebiliriz ve dur-
madan artan sonsuz bir dizi elde ederiz.

Altina Soru. n herbangi bir tamsay: olsun.
(217 + 4)/(14n + 3)
kesirli sayisint ele alalim. n ne olursa olsun, bu kesirli saymin
bu gosteriminin sadelesmeyecegini kanitlayn3.

Altinct Sorunun Kamiti: Aslinda, 217 + 4 ve 147 + 3 sayila-
rinin en biiyiik ortak boleninin 1 oldugunu, yani bu iki sayinin
birbirine asal oldugunu kanitlamamiz isteniyor. Kanitlayalim...

p, bu iki sayiy1 bolen bir dogal say1 olsun. p’nin 1’e esit ol-
dugunu kanitlamaliyiz.

21n + 4 sayis1 p’ye bolintiyor. Demek ki, bir a tamsayisi igin,

2n+4=ap
esitligi gecerlidir. 147 + 3 sayisi da p’ye boluniiyor. Demek ki,
bir b tamsayisi icin,

14n + 3 = bp
esitligi gecerlidir. Bu denklemleri altalta yazalim:
2In+ 4 =ap
14n + 3 = bp.
Simdi birinci denklemi 2’yle, ikinci denklemi 3’le ¢arpalim:
421 + 8 = 2ap
42n + 9 = 3bp
denklemlerini elde ederiz. Birinci denklemi ikinciden ¢ikarirsak,
1=3bp - 2ap

denklemini elde ederiz. Bu denklemin sagindaki say1 (36 — 2a)p’ye
esit ve dolayisiyla p’ye boluntir. Demek ki denklemin solundaki
say1 da p’ye bolinmeli. Yani 1, p’ye bolinmeli... Yani p = 1 ol-
mali!

Diledigimizi kanitladik.

3 Busoru lise 6grencilerinin katildigi 1959 Uluslararasi Matematik Olimpiyatla-
ri’nda sorulmugtur.
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