
Sevdi¤im Birkaç Soru
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Matematikte öyle sorular vard›r ki, yan›t› bulmak önce çok

zor gibi gelebilir, sonradan -saatler, günler, aylar, hatta

kimi zaman y›llar sonra- yan›t›n çok basit oldu¤u anlafl›l›r. Bir

benzetme yaparak, matemati¤i and›ran bir örnek vereyim.

Bir tren ‹stanbul’dan Ankara’ya do¤ru saatte 100 km.’yle gi-

diyor. ‹kinci bir tren Ankara’dan ‹stanbul’a do¤ru saatte 150

km.’yle gidiyor. ‹kinci tren birinci trenden 1 saat sonra kalkt›¤›na

göre, iki tren karfl›laflt›klar›nda hangisi ‹stanbul’a daha yak›nd›r?

Bu soruyu yan›tlamak için hesaba kitaba gerek yok. ‹ki tren

karfl›laflt›klar›nda, her ikisinin de hem Ankara’ya hem ‹stan-

bul’a hem de Adana’ya uzakl›klar› ayn›d›r!

John Von Neumann 20’nci yüzy›l›n birinci yar›s›nda yafla-

m›fl ve matemati¤in hemen hemen her dal›na katk›s› olmufl bü-

yük bir matematikçidir. Bilgisayar› bulanlardan biridir. Küme-

ler kuram›na çok önemli katk›lar› olmufltur. Ayr›ca oyunlar

kuram›n›n temellerini atm›flt›r. Von Neumann’›n daha birsürü

katk›s› vard›r matemati¤e.

Von Neumann’a bir dostu flu soruyu sormufl: ‹ki tren ayn›

ray üzerinde birbirine do¤ru hareket ederler. Bu iki tren aras›n-

da bir sinek vard›r. Sinek trenlerden birine dokununca, yön de-

¤ifltirip öbür trene do¤ru gider. Bir süre sonra öbür trene çar-



par elbet ve o zaman gene yön de¤ifltirip birinci trene do¤ru gi-

der. Sinek böylece iki tren aras›nda yol al›r. ‹ki tren çarp›fl›nca

sinek ezilir. Trenlerin aras›nda bafllang›çta 100 km. oldu¤una

göre ve trenler ayn› anda hareket ettiklerine göre ve trenlerden

biri saatte 5 öbürü saatte 15 km. gitti¤ine göre ve sinek saatte

25 km.’yle uçtu¤una göre, sinek ne zaman ezilir?

Bu sorunun yan›t›n› bulmak için oldukça karmafl›k sonsuz

bir dizi toplanabilir, ki ço¤unluk bu yöntemi seçer. Oysa yan›t

daha kolay bir yöntemle bulunabilir. Trenler saatte 5 + 15, ya-

ni 20 km.’yle birbirlerine yaklaflmaktad›r. Aralar›nda bafllan-

g›çta 100 km. oldu¤una göre, iki tren 100/20, yani 5 saat son-

ra çarp›fl›r. Dolay›s›yla sinek 5 saat sonra ezilir.

Von Neumann bir iki dakika kadar düflündükten sonra,

– 5 saat sonra, yan›t›n› vermifl.

Soruyu soran dostu, Von Neumann’›n yan›t› çok çabuk

bulmas›ndan kuflkulan›p,

– Sen bu soruyu biliyordun, demifl.

Von Neumann flafl›rm›fl.

– Niye öyle diyorsun, demifl, oldukça kolay bir soru, sonsuz

diziyi toplamak yeterli...

Bu yaz›da matematikten birkaç güzel kan›t örne¤i verece¤im.

Birinci Soru. Bir do¤al say›y› çeflitli biçimlerde do¤al say›la-

r›n toplam› olarak yazabiliriz. Örne¤in, 3:

3

2 + 1

1 + 2

1 + 1 + 1

olarak yaz›labilir. Ya da 4:

4

3 + 1

1 + 3
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2 + 2

2 + 1 + 1

1 + 2 + 1

1 + 1 + 2

1 + 1 + 1 + 1

olarak yaz›labilir. Görüldü¤ü gibi 3’ü dört de¤iflik biçimde, 4’ü

sekiz de¤iflik biçimde yazabiliyoruz.

Herhangi bir n do¤al say›s› do¤al say›lar›n toplam› olarak

kaç türlü yaz›labilir?

Birinci Sorunun Yan›t›: Do¤ru yan›t› bulmak pek zor de¤il.

Biraz denemeyle n say›s›n›n 2n–1 biçimde do¤al say›lar›n topla-

m› olarak yaz›laca¤› anlafl›l›r.

Yan›t›n neden do¤ru yan›t oldu¤unu aç›klamak için önce

bir örnek alal›m. 6’y› kaç biçimde do¤al say›lar›n toplam› ola-

rak yazabilece¤imize bakal›m. 6’y› alt› tane 1’le, yani

111111

olarak gösterelim. fiimdi 6 = 4 + 2 eflitli¤ini

1111|11

olarak, 6 = 3 + 1 + 2 eflitli¤ini

111|1|11

olarak gösterebiliriz. Demek ki 6’y› do¤al say›lar›n toplam› ola-

rak yazmak demek, alt› tane 1 aras›na çubuk yerlefltirmek de-

mektir. Alt› tane 1 aras›na kaç biçimde çubuk yerlefltirebiliriz?

Çubuk yerlefltirebilece¤imiz 5 yerimiz var. Bu 5 yerin herbirine

çubuk koyabiliriz ya da koymayabiliriz. Demek ki her yer için

2 olas›l›¤›m›z var: çubuk koymak ya da koymamak. Dolay›s›y-

la 5 yer için 25 = 32 olas›l›¤›m›z var. Sonuç olarak, 6’y› 32 de-

¤iflik biçimde do¤al say›lar›n toplam› olarak yazabiliriz.

Herhangi bir n do¤al say›s› için yan›t yukardaki tart›flma-

dan anlafl›lm›flt›r. n’yi 2n–1 biçimde do¤al say›lar›n toplam› ola-

rak yazabiliriz. Neden? Yukardaki gibi n’yi n tane 1’le göstere-

lim. Her iki 1’in aras›na bir çubuk yerlefltirece¤iz ya da yerlefl-
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tirmeyece¤iz. Her yer için 2 seçene¤imiz var: Çubuk koymak ya

da koymamak. n – 1 tane yerimiz oldu¤undan ve her yere çu-

buk yerlefltirip yerlefltirmemekte özgür oldu¤umuzdan, toplam

2n–1 seçene¤imiz vard›r.

‹kinci Soru. Ard›fl›k 2n pozitif do¤al say› aras›ndan n + 1 ta-

nesi seçiliyor.
1

Seçim ne olursa olsun, bu n + 1 say›dan en az

ikisinin ortak böleninin 1 oldu¤unu kan›tlay›n.

‹kinci Sorunun Kan›t›. Ard›fl›k 2n say›dan n + 1 tanesi seçildi-

¤inde, bu n + 1 say›dan en az ikisi ard›fl›k olmak zorundad›r, ya-

ni biri a öbürü a + 1 olmal›d›r. Bu iki say›n›n ortak böleni 1’dir.

Üçüncü Soru. Eflkenar bir üçgenin içindeki her noktan›n üç

kenara olan uzakl›klar›n›n toplam›n›n hep ayn› oldu¤unu ka-

n›tlay›n2.

Üçüncü Sorunun Kan›t›: Eflkenar üçgenimize ABC diyelim.

Üçgenimizin kenarlar› a uzunlu¤unda, yüksekli¤i de h uzunlu-

¤unda olsun. Demek ki üçgenimizin alan› ah/2’dir.

Üçgenimizin içinden herhangi bir P noktas› alal›m. P’nin

kenarlara olan uzakl›klar›na x, y, z diyelim. P’yle A, B ve C kö-

fleleri aras›ndaki üç do¤ruyu çizersek, üçgenimizi üç küçük üç-

gene bölmüfl oluruz: APC, CPB ve BPA üçgenlerine. Bu üçgen-

lerin alanlar› ax/2, ay/2, az/2’dir. Demek ki bu üç say›n›n top-
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1 8, 9, 10 gibi ardarda gelen say›lara ard›fl›k say›lar denir.
2 Bu sonuca Viviani Teoremi denir. Viviani ‹talyand›r ve 1622-1703 y›llar› ara-

s›nda yaflam›flt›r.

A

C

x
z

y
P

B



lam› ABC üçgeninin alan›, yani ah/2 olmal›:

ax/2 + ay/2 + az/2 = ah/2.

Sadelefltirirsek x + y + z = h buluruz. Demek ki, P noktas›-

n›n kenarlara olan uzakl›klar›n›n toplam› h’dir. Bu say› P’den

ba¤›ms›zd›r.

Dördüncü Soru. Her do¤al say›n›n dört do¤al say›n›n kare-

lerinin toplam› oldu¤u bilinen bir teoremdir. Örne¤in,

0 = 02 + 02 + 02 + 02

1 = 12 + 02 + 02 + 02

2 = 12 + 12 + 02 + 02

3 = 12 + 12 + 12 + 02

4 = 22 + 02 + 02 + 02

5 = 22 + 12 + 02 + 02

6 = 22 + 12 + 12 + 02

7 = 22 + 12 + 12 + 12

8 = 22 + 22 + 02 + 02

9 = 22 + 22 + 12 + 02

10 = 22 + 22 + 12 + 12.

Bunun gibi, 63, 52 + 52 + 32 + 22 olarak yaz›labilir. Bu te-

oremi do¤ru kabul ederek (ki do¤ru), her pozitif kesirli say›n›n

dört kesirli say›n›n karelerinin toplam› oldu¤unu kan›tlay›n.

Dördüncü Sorunun Kan›t›. k pozitif ve kesirli bir say› olsun.

‹ki a ve b do¤al say›s› için, k = a/b eflitli¤i do¤rudur. ab bir do-

¤al say›d›r, dolay›s›yla, ab dört do¤al say›n›n karelerinin topla-

m›d›r, diyelim x, y, z ve t tamsay›lar›n›n karelerinin toplam›:

ab = x2 + y2 + z2 + t2.

fiimdi k’nin dört kesirli say›n›n karesi oldu¤unu kan›tlaya-

biliriz:
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Beflinci Soru. fiu sonsuz diziyi ele alal›m:

!1/2, 1/4, !1/8, 1/16, !1/32, 1/64, !1/128, ...

Bu dizi bir büyür, bir küçülür. E¤er bu diziden negatif say›-

lar› ç›kar›rsak geriye küçülen bir dizi kal›r. Bir baflka deyiflle,

1/4, 1/16, 1/64, 1/256

dizisi ilk dizinin durmadan küçülen bir altdizisidir.

fiimdi, sonsuz herhangi bir

a0, a1, a2, a3, ...

gerçel say›lar dizisi alal›m. Bu dizinin ya hiç azalmayan, ya da

hiç artmayan sonsuz bir altdizisi oldu¤unu kan›tlay›n. Daha

matematiksel bir deyiflle, bu dizide öyle sonsuz tane ani
terimi

oldu¤unu kan›tlay›n ki, bu terimler, ya hep

ni " nj ise ani
" anj

koflulunu ya da hep

ni " nj ise ani
$ anj

koflulunu sa¤las›n.

Beflinci Sorunun Kan›t›: E¤er dizinin bir say›s› kendisinden

sonra gelen hiçbir say›dan daha küçük de¤ilse, o say›ya �����
say› diyelim. Bir baflka deyiflle, an say›s›,

m $ n ise am " an

koflulunu sa¤l›yorsa, an’ye güzel say› diyelim.

‹ki fl›kk›m›z var: Ya sonsuz tane güzel say› vard›r ya da son-

lu tane. E¤er sonsuz tane güzel say› varsa, güzel say›lar dizisi

hiç artmayan bir sonsuz dizidir. E¤er sonlu tane güzel say› var-

sa, dizinin en son güzel say›s›ndan sonra gelen say›lara baka-

l›m. Bu say›lar güzel olamazlar. Demek ki bu say›lar›n herbirin-

den sonra daha büyük bir say› bulabiliriz. Örne¤in, an, dizinin

en son güzel say›s› olsun. an+1 bulaca¤›m›z altdizinin birinci sa-

y›s› olacak. an+1 güzel olmad›¤›ndan, an+1’den sonra daha bü-

yük bir say› vard›r. Bu say› altdizimizin ikinci say›s› olacak.

‹kinci say›m›z da güzel olmad›¤›ndan, ikinci say›m›zdan sonra

daha büyük bir say› vard›r. Bu say› altdizimizin üçüncü say›s›

olsun. Üçüncü say›m›zdan sonra da bu say›dan daha büyük bir
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say› vard›r... Bunu böylece sonsuza de¤in sürdürebiliriz ve dur-

madan artan sonsuz bir dizi elde ederiz.

Alt›nc› Soru. n herhangi bir tamsay› olsun.

(21n + 4)/(14n + 3)

kesirli say›s›n› ele alal›m. n ne olursa olsun, bu kesirli say›n›n

bu gösteriminin sadeleflmeyece¤ini kan›tlay›n3.

Alt›nc› Sorunun Kan›t›: Asl›nda, 21n + 4 ve 14n + 3 say›la-

r›n›n en büyük ortak böleninin 1 oldu¤unu, yani bu iki say›n›n

birbirine asal oldu¤unu kan›tlamam›z isteniyor. Kan›tlayal›m...

p, bu iki say›y› bölen bir do¤al say› olsun. p’nin 1’e eflit ol-

du¤unu kan›tlamal›y›z.

21n + 4 say›s› p’ye bölünüyor. Demek ki, bir a tamsay›s› için,

21n + 4 = ap

eflitli¤i geçerlidir. 14n + 3 say›s› da p’ye bölünüyor. Demek ki,

bir b tamsay›s› için,

14n + 3 = bp

eflitli¤i geçerlidir. Bu denklemleri altalta yazal›m:

21n + 4 = ap

14n + 3 = bp.

fiimdi birinci denklemi 2’yle, ikinci denklemi 3’le çarpal›m:

42n + 8 = 2ap

42n + 9 = 3bp

denklemlerini elde ederiz. Birinci denklemi ikinciden ç›kar›rsak,

1 = 3bp – 2ap

denklemini elde ederiz. Bu denklemin sa¤›ndaki say› (3b – 2a)p’ye

eflit ve dolay›s›yla p’ye bölünür. Demek ki denklemin solundaki

say› da p’ye bölünmeli. Yani 1, p’ye bölünmeli... Yani p = 1 ol-

mal›!

Diledi¤imizi kan›tlad›k.
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3 Bu soru lise ö¤rencilerinin kat›ld›¤› 1959 Uluslararas› Matematik Olimpiyatla-
r›’nda sorulmufltur.


