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Bir matematikçinin bir zamanlar dedi¤i gibi, saymas›n› bi-

lenler ve bilmeyenler olmak üzere üç tür insan vard›r... Ba-

kal›m siz hangi türdensiniz? Örne¤in bir odada bulunan topla-

r› sayabilir misiniz?

Ayfle bombofl bir odada. Odan›n kap›s› ve penceresi aç›k.

Murat odan›n hemen d›fl›nda, kap›n›n önünde. Murat’›n önün-

de 1, 2, 3, 4, ... diye say›land›r›lm›fl sonsuz tane top var. Saat

12’ye 1 dakika kala, Murat 1 ve 2 say›l› toplar› Ayfle’nin bulun-

du¤u odaya at›yor. Ayfle hiç zaman kaybetmeden 1 say›l› topu

pencereden bahçeye at›yor. Saat 12’ye 1/2 dakika kala, Murat 3

ve 4 say›l› toplar› Ayfle’ye at›yor. Ayfle gene hiç zaman kaybetme-

den 2 say›l› topu pencereden bahçeye at›yor. Saat 12’ye 1/3 da-

kika kala, Murat 5 ve 6 say›l› toplar› odaya at›yor. Ayfle bu s›ra-

da 3 say›l› topu pencereden bahçeye at›yor. Saat 12’ye 1/4 daki-

ka kala Murat 7 ve 8 say›l› toplar› Ayfle’ye at›yor. Ayfle de 4 sa-

y›l› topu pencereden bahçeye at›yor. 

Bu böyle hep devam ediyor. Ayfle’yle Murat gittikçe h›zlan›-

yorlar. Murat’›n önündeki toplar ikifler ikifler azal›yor, pencere-

den bahçeye at›lan toplar birer birer ço¤al›yor...

Ayfle’nin odas›ndaki toplar da birer birer ço¤al›yorlar

elbet...



12’ye 1/1 var Murat 1 ve 2’yi Ayfle’ye at›yor Ayfle 1’i pencereden at›yor

12’ye 1/2 var Murat 3 ve 4’ü Ayfle’ye at›yor Ayfle 2’yi pencereden at›yor

12’ye 1/3 var Murat 5 ve 6’y› Ayfle’ye at›yor Ayfle 3’ü pencereden at›yor

12’ye 1/4 var Murat 7 ve 8’i Ayfle’ye at›yor Ayfle 4’ü pencereden at›yor

12’ye 1/5 var Murat 9 ve 10’u Ayfle’ye at›yor Ayfle 5’i pencereden at›yor

...

12’ye 1/n var Murat 2n–1 ve 2n’yi Ayfle’ye at›yor Ayfle n’yi pencereden at›yor

...

Soru: Saat tam 12’de odada kaç top vard›r?

Murat’›n ve Ayfle’nin toplar› gittikçe artan bir h›zla at›p

atamayacaklar› sorusuyla ilgilenmeyelim. Fiziksel engelleri or-

tadan kald›r›p, soruyu soyut düzeyde alg›layal›m.

Birinci Yan›t: Saat 12’de odada sonsuz tane top vard›r.

Çünkü Murat odaya hep iki top atmaktad›r ve Ayfle odadan

yaln›zca bir top d›flar› atmaktad›r. Dolay›s›yla odadaki top sa-

y›s› her hamleden sonra 1 artmaktad›r. Bu yüzden, saat 12’de

odada sonsuz tane top vard›r.

‹kinci Yan›t: Saat 12’de odada hiç top yoktur. Çünkü Ayfle

her topu bir zaman sonra pencereden bahçeye atacakt›r. Öyle

de¤il mi? Saat 12’ye 1/n kala, Ayfle n say›l› topu pencereden

bahçeye f›rlatacakt›r. Dolay›s›yla her top bir zaman sonra oda-

dan ç›kacakt›r ve saat 12’de odada hiç top kalamaz.

As›l Soru: Yan›tlar›m›z birbirleriyle çelifliyor. Hangi yan›t

do¤ru? Hangi yan›t yanl›fl? Yoksa her iki yan›t da m› yanl›fl?

Öyleyse do¤ru yan›t nedir? Ve neden?

As›l Sorunun Yan›t›: Her iki yan›t da do¤ru gibi gözüküyor.

Ama her ikisi de do¤ru olamaz elbet. Biraz düflünelim.
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Birinci yan›tta odadaki top say›s› gözönünde bulundurulu-

yor. Odadaki top say›s› hep bir artt›¤›ndan, saat 12’de odada-

ki top say›s›n›n sonsuz olaca¤› öne sürülüyor.

‹kinci yan›ttaysa toplar teker teker gözönüne al›n›yor. Her

top bir zaman sonra odadan d›flar› at›laca¤›ndan, odada hiç

top kalamaz deniliyor.

Do¤ru yan›t ikincisi. Birazdan ikinci yan›t›n neden do¤ru

oldu¤unu aç›klayaca¤›m. Bu paragrafta birinci yan›t›n gerekçe-

sinin neden geçerli olmad›¤›n› anlatmaya çal›flay›m: Odadaki

top say›s›n›n durmadan artt›¤› do¤ru. Bundan hiç kuflkumuz

yok. Ancak bu olgu tek bafl›na saat 12’de odada sonsuz tane

top oldu¤unu kan›tlamaz! Odadaki top say›s› her an artabilir

ve gene de saat 12’de odada hiç top kalmayabilir! Zaten burda

olan da bu: Odadaki top say›s› art›yor ve saat 12’de odada hiç

top kalm›yor. 

Top say›s›n›n artmas›yla sonsuzda odada sonsuz tane top

bulunmas› aras›ndaki iliflki san›ld››¤› kadar güçlü de¤il, hatta

önsezilerimize ters düflecek kadar zay›f!

‹kinci yan›t›n neden do¤ru oldu¤unu daha iyi anlamak için

her an odada bulunan toplar› yazal›m:
Saat Odadaki toplar Odadaki top say›s›

12’ye 1/1 kaladan hemen sonra 2 1

12’ye 1/2 kaladan hemen sonra 3, 4 2

12’ye 1/3 kaladan hemen sonra 4, 5, 6 3

12’ye 1/4 kaladan hemen sonra 5, 6, 7, 8 4

12’ye 1/5 kaladan hemen sonra 6, 7, 8, 9, 10 5

12’ye 1/6 kaladan hemen sonra 7, 8, 9, 10, 11, 12 6

... ... ... 

12’ye 1/n kaladan hemen sonra n + 1, n + 2, ..., 2n n

... ... ... 

Odadaki toplar› küme olarak gösterelim. 12’ye 1/n kaladan

hemen sonra odada bulunan toplar›n kümesine An diyelim. De-

mek ki,
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A1 = {2}

A2 = {3, 4}

A3 = {4, 5, 6}

A4 = {5, 6, 7, 8}

A5 = {6, 7, 8, 9, 10}

A6 = {7, 8, 9, 10, 11, 12}

...

An = {n + 1, n + 2, ..., 2n}

...

eflitlikleri geçerli. Bu kümeler dizisinin sonsuzda ne oldu¤unu

bulmak istiyoruz.

A1 kümesi {2, 3, 4, 5, 6, ...} kümesinin bir altkümesidir.

A2 kümesi {3, 4, 5, 6, 7, ...} kümesinin bir altkümesidir.

A3 kümesi {4, 5, 6, 7, 8, ...} kümesinin bir altkümesidir.

Genel olarak An kümesi {n + 1, n + 2, n + 3, ...} kümesinin

bir altkümesidir.

Bn, n’den büyük tamsay›lar kümesini simgelesin. Yani

Bn = {n + 1, n + 2, n + 3, ...}

olsun. Demek ki,

A1 ' B1

A2 ' B2

A3 ' B3

A4 ' B4

A5 ' B5

...

An ' Bn

...

tümceleri geçerli. An kümelerinin sonsuzda bofl oldu¤unu göster-

mek için, Bn kümelerinin sonsuzda bofl oldu¤unu göstermek ye-

terlidir. Ama Bn kümesi n’den büyük say›lar› içerdi¤inden, her sa-

y› bir zaman sonra Bn’lerden birinin d›fl›nda kal›r. Örne¤in, 1995,

B1995’te de¤ildir, B1996’da da de¤ildir; genel olarak, n $ 1995 ise,
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1995, Bn’de de¤ildir. Bu dedi¤imiz yaln›z 1995 için de¤il, her sa-

y› için geçerli. Demek ki Bn kümeleri sonsuzda boflküme olurlar.

Dolay›s›yla An kümeleri de sonsuzda boflküme olurlar.

Burda yapt›¤›m›z ikinci yan›t›n kan›t›n› aç›klamaktan bafl-

ka bir fley de¤il. ‹kinci yan›t›n kan›t› do¤rudur, yani ikinci ya-

n›t do¤rudur.

✴

Yukardakine benzeyen flu bilmeceyi soral›m: Murat Ay-

fle’ye her saniye iki tane (madeni) 1 lira versin. Ayfle de bu 2 li-

ray› cebine ats›n. Ama Ayfle’nin cebi delik olsun ve cebine her

iki lira koyuflunda, bir lira cebinden yere düflsün. Sonsuzda Ay-

fle’nin cebinde kaç lira olur?

Ayfle’nin cebindeki para her saniye artmaktad›r. Çünkü her

saniye Ayfle’nin cebine 2 lira girmektedir ve yaln›zca 1 lira düfl-

mektedir. Her saniye Ayfle 1 lira daha zenginleflir. Örne¤in 10

saniye sonra Ayfle’nin cebinde 10 lira olacakt›r, 11 saniye son-

ra 11 liras› olacakt›r... Bundan, Ayfle’nin cebinde sonsuzda son-

suz lira olaca¤› ç›kar m›?

Ç›kmaz!

Paralar›n hangi s›rayla yere düfltükleri önemlidir. Örne¤in,

e¤er paralar Ayfle’nin cebinden yukardaki gibi teker teker s›ray-

la düflerse, Ayfle’nin cebinde (sonsuzda) hiç para kalmaz. Öte

yandan ilk lira Ayfle’nin cebine tak›l› kal›rsa ve sonraki liralar

Ayfle’nin cebinden s›rayla teker teker düflerse, sonsuzda Ay-

fle’nin bir liras› olur.

Bir baflka örnek verelim: Tek say›l› liralar Ayfle’nin cebine

tak›l› kal›rsa ve çift say›l› liralar teker teker düflerse, sonsuzda

Ayfle’nin sonsuz paras› olur. Hem yerde hem de Ayfle’nin cebin-

de sonsuz para olur.

Sonuç olarak, Ayfle’nin cebinde sonsuzda herhangi tutarda

paras› olabilir. Ayfle’nin cebinde kalacak para, liralar›n hangi

s›rayla düfltü¤üne ba¤l›d›r.
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Yukardaki problemi biraz zorlaflt›ral›m. Ayfle’nin cebinden

paralar› rasgele düflürelim. Ayfle’nin cebine giren ilk iki lira, ye-

re düflmek için yaz› - tura ats›nlar. 1/2 olas›l›kla birinci lira düfl-

sün, 1/2 olas›l›kla ikinci lira. Bir saniye sonra Ayfle’nin cebine

iki lira daha girecek ve böylece cebinde 3 lira olacak. Bu üç li-

radan biri de 1/3 olas›l›kla yere düflsün. Bir saniye sonra Ay-

fle’nin cebine iki lira daha girecek ve cebinde 4 lira olacak. Bu

dört liradan biri de 1/4 olas›l›kla yere düflsün... Sonsuza de¤in

bu böyle sürsün. Sonsuzda Ayfle’nin kaç paras› olur?

Kimi okur, “Sonsuzda Ayfle’nin cebinde herhangi tutarda

paras› olabilir, 1 liras› da olabilir, sonsuz paras› da olabilir,”

yan›t›n› verecektir. Gerçekten de biraz önce bunun böyle oldu-

¤unu görmemifl miydik?

Ne yaz›k ki do¤ru yan›t bu de¤il. Ayfle’nin cebinden para-

lar rasgele düflerse, sonsuzda Ayfle’nin yüzdeyüz olas›l›kla s›f›r

liras› olacakt›r. “Rasgele” sözcü¤ünün alt›n› özellikle çizdim.

Paralar yere rasgele düfltü¤ünde neden Ayfle’nin cebinde

sonsuzda hiç para kalmaz?

Ayfle’nin cebine konan paralar› say›layal›m. 1 say›l› liray›,

yani birinci liray› ele alal›m. Bu liran›n yüzdeyüz olas›l›kla bir

zaman sonra Ayfle’nin cebinden düflece¤ini kan›tlayaca¤›m. Ya-

ni, birinci liran›n Ayfle’nin cebinde sonsuza de¤in kalma olas›-

l›¤›n›n s›f›r oldu¤unu kan›tlayaca¤›m.

Bu lira, 1/2 olas›l›kla daha ilk turda Ayfle’nin cebinden dü-

flecektir. Ve gene 1/2 olas›l›kla birinci turda Ayfle’nin cebinde

kalacakt›r. Demek ki birinci liran›n birinci turda düflmeme ola-

s›l›¤› 1/2’dir.

Birinci liran›n birinci turda düflmedi¤ini varsayal›m. ‹kinci

turda, Ayfle’nin cebinde 3 lira vard›r. 1/3 olas›l›kla birinci lira

düflecektir ve 2/3 olas›l›kla düflmeyecektir. Demek ki birinci li-

ran›n ne birinci ne de ikinci turda düflmeme olas›l›¤›,

1/2 × 2/3 = 1/3

tür.
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Birinci liran›n ikinci turda da düflmedi¤ini varsayal›m.

Üçüncü turda Ayfle’nin cebinde 4 lira vard›r. Birinci lira 1/4

olas›l›kla düflecektir, 3/4 olas›l›kla düflmeyecektir. Demek ki bi-

rinci liran›n ne birinci ne ikinci ne de üçüncü turda düflmeme

olas›l›¤›

1/2 × 2/3 × 3/4 = 1/4

tür.

Okur hesaplar› sürdürebilir. Birinci liran›n ilk 4 turda düfl-

meme olas›l›¤›,

1/2 × 2/3 × 3/4 × 4/5 = 1/5

tir.

Genel olarak, birinci liran›n ilk n turda (yani saniyede) düfl-

meme olas›l›¤› 1/( n + 1)’dir.

Bu olas›l›klar n büyüdükçe küçülür. Yani, birinci liran›n

düflmeme olas›l›¤› gittikçe azal›r. Bunu zaten biliyorduk. Ama

flimdi yeni bir olgu keflfettik: Bu olas›l›klar azal›r, azal›r ve n

sonsuza yaklaflt›kça, s›f›ra yaklafl›rlar. Yani birinci liran›n hiç

düflmeme olas›l›¤› s›f›rd›r. Dolay›s›yla, birinci lira 1 olas›l›kla

(yani yüzde yüz) sonlu bir zaman sonra düflecektir!

Birinci lirayla yapt›¤›m›z›, herhangi bir lirayla da yapabili-

riz. Her lira bir zaman sonra 1 olas›l›kla düflecektir. Yani son-

suzda Ayfle’nin cebinde hiç para kalmaz (1 olas›l›kla!).
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