
Bahçe Sorusu1
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1.Girifl. Daire biçiminde bir bahçeye, merkezden bafllaya-

rak, birer metre aral›klarla yatay ve dikey s›ralanm›fl fi-

dan dikmeyi düflünüyoruz.

Bahçenin merkezine fidan dikmeyece-

¤iz. Soru flu: Bahçenin merkezinden bakt›-

¤›m›zda bahçenin d›fl›ndaki herhangi bir

noktay› görebilir miyiz?

Yan›t, bahçenin büyüklü¤üne ve fidan-

lar›n kal›nl›¤›na göre de¤iflir elbet. E¤er

bahçe küçükse ve fidanlar inceyse, merkez-

den belli bir yöne bakarak bahçenin d›fl›n-

daki bir noktay› görebiliriz. Ama ilk flekil-

deki gibi bahçe büyükse ve fidanlar kal›nsa,

fidanlar bahçenin d›fl›n› görmemizi engeller.

O zaman sorumuzu biraz daha belirle-

yelim. Bahçemizin yar›çap› 50 metre olsun.

Fidanlar›m›z›n da yar›çap› 2 santimetreden biraz büyük olsun,

diyelim 2,01 santimetre. Bu ölçülerle, bahçenin merkezinden

1 Bu yaz›, Kaynakça [8]’deki bir yaz›dan uyarlanm›flt›r. ‹ngilizce bilen okurlara
bu harika popüler matematik kitab›n› öneririm.



bak›ld›¤›nda bahçenin d›fl› görülür mü?

Fidanlar her metreye dikilece¤inden fidanlar›n yar›çap› ol-

dukça küçük say›l›r. Bu yüzden bahçenin d›fl›n›n görülece¤i sa-

n›labilir. Bunun do¤ru olmad›¤›n› görece¤iz (fidanlar küçük

ama bahçe büyük!)

Bu somut problemin yan›t›

soyut problemlerin yan›t›n› ge-

rektirecek. Geometrik Say›lar
Kuram› ad› verilen konuda bir

iki teorem kan›tlayaca¤›z. Ge-

ometrik Say›lar Kuram›, ad›n-

dan da anlafl›laca¤› üzere, hem

geometriyi hem de say›lar› ilgi-

lendiren çok güzel bir konu-

dur. On dokuzuncu yüzy›lda,

Hermann Minkowski (1864–1909) adl› Litvanyal› matematik-

çi taraf›ndan gelifltirilmifltir ilk olarak. Yani oldukça yeni bir

konu say›l›r.

2. Önbilgi. Teoremlerimizi kan›tlamak için okurun pek ya-

banc› olmad›¤›n› sand›¤›m birkaç tan›m ve olguya gereksiniyoruz.

2.1. Eksenleri çizilmifl bir

düzlemde herhangi bir (x, y)

noktas› alal›m. Bu noktan›n

merkeze göre simetri¤inin

koordinatlar›, afla¤›daki fle-

kilden de anlafl›laca¤› gibi,

(–x, –y)’dir.

Merkezdeki (0, 0) noktas›na O noktas› diyece¤iz.

2.2. Düzlemde bir bölge alal›m. E¤er bu bölgenin her iki

noktas› aras›ndaki do¤ru parças› düzlemin içine düflüyorsa,

bölgeye 
��������ad› verilir. Örne¤in yan sayfada soldaki böl-

ge d›flbükeydir. Sa¤dakiyse d›flbükey de¤ildir. Çünkü sa¤daki
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flekilde, sol üst ve sol alttan iki nokta al›rsak, bu noktalar ara-

s›ndaki do¤ru parças› bölgenin d›fl›na taflar.

2.3. Düzlemde iki (x1, y1) ve (x2, y2) noktas› alal›m. Bu iki

noktan›n tam ortas›ndaki nokta ((x1 + x2)/2, (y1 + y2)/2) nokta-

s›d›r:

E¤er (x1, y1) ve (x2, y2) noktalar› d›flbükey bir bölgedeyse,

bu iki noktan›n ortas›ndaki ((x1 + x2)/2, (y1 + y2)/2) noktas› da

ayn› bölgededir.

2.4. Gene düzlemde bir bölge alal›m. E¤er, bölgedeki her

(x, y) noktas› için, (–x, –y) noktas› da bölgedeyse, bölgeye O’ya

göre simetrik denir. Örne¤in soldaki bölge O’ya göre simetrik-

tir, ama sa¤daki de¤ildir.
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2.5. Koordinatlar› tam say› olan noktalara tamnokta ad›n› ve-

rece¤im. Örne¤in, (0, 0), (3, 5), (–2, 4), (3, 0) noktalar› tamnok-

talard›r. (1/2, 7) noktas› bir tamnokta de¤ildir. Birkaç tamnokta

gösterelim (Tamnoktalar, do¤rular›n kesiflim noktalar›d›r):

Fidanlar›m›z› bahçenin tamnoktalar›na dikece¤imize oku-

run dikkatini çekerim.

Art›k geometrik say›lar kuram›n›n ilgilendi¤i sorulara geçe-

biliriz.

3. Blichfeldt Önsav›. Düzlemde bir bölge ele alal›m. E¤er

bölgenin alan› 0’dan büyükse, bu bölgeyi sa¤a, sola, yukar›,

afla¤›, belli bir yöne do¤ru öteleyerek (döndürme yok, tek yasal

hamle öteleme), bölgeyi içine bir tamnokta gelebilecek bir ko-

numa getirebiliriz.

Bu kolayd›. Peki, yine ayn› yöntemle, yani öteleyerek, böl-

gemizin içine iki tamnokta sokabilir miyiz?

E¤er bölgenin alan› küçükse, nereye ötelersek öteleyelim içi-

ne iki tane tamnokta girecek bir

konuma getiremeyiz elbet. Ör-

ne¤in, e¤er bölgemiz küçücük

bir daireyse, diyelim 1/4 yar›-

çapl›, o zaman bölgeyi nereye

ötelersek öteleyelim içine iki ta-

ne tamnokta düflüremeyiz.
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Peki, belli bir yöne do¤ru öteleyerek içine iki tane tamnokta

düflürebilmemiz için bölgenin

alan› en az kaç olmal›d›r? E¤er

bölgenin alan› 1’den büyükse

bölgeyi öteleyerek içine iki tam-

nokta sokabiliriz. Birazdan bu-

nu kan›tlayaca¤›z. Bölgenin bi-

çimi ne olursa olsun... Yeter ki

alan› 1’den büyük olsun...

fiimdi daha zor bir soru so-

ral›m. Bölgenin içine (her zamanki gibi öteleyerek) üç tamnokta

sokabilmemiz için, bölgenin alan› en az kaç olmal›d›r? E¤er alan

2’den büyükse, bölgeyi belli bir yöne do¤ru öteleyerek, bölgenin

içine en az üç tane tamnokta sokabilece¤imizi kan›tlayaca¤›z bi-

razdan. Bölgenin biçimi ne olursa olsun... ‹ster yuvarlak, ister ka-

re, ister upuzun bir dikdörtgen, ister y›lan gibi k›v›r k›v›r olsun...

Yeter ki alan› 2’den büyük olsun.

Genel olarak, e¤er bölgemizin alan› n’den büyükse, öteleye-

rek (döndürmeye gerek yok) içine n + 1 tane tamnokta girecek

konuma getirebiliriz. Bu, flimdilik bir san›. Matematiksel kesin-

likle kan›tlayamad›¤›m›z sürece de bir san› olarak kalacak.

Blichfeldt adl› bir Amerikan matematikçi bu san›y› kan›tlam›fl.

Blichfeldt Önsav›: Alan› n’den büyük olan bir bölgeyi öte-

leyerek, bölgenin içine n + 1 tane tamnokta sokabiliriz.

Kan›t: ‹lk olarak tamnoktalardan

geçen yatay ve dikey do¤rular› çizelim.

Sonra da bölgemizi bir renge boyaya-

l›m, örne¤in k›rm›z›ya.

Boya de¤mifl kareleri keselim ve bu

kareleri döndürmeden üstüste y›¤al›m.

Kareleri üstüste y›¤arken kareleri

döndürmemeye özellikle dikkat edelim.
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Yani kareleri yerlerinden kald›r›p üstüste y›¤ar-

ken karelerin yönünü de¤ifltirmeyelim. Üstüste

konmufl bir y›¤›n kare elde ettik. Her karenin

bir bölümü boyanm›fl, bir bölümü boyanmam›fl.

Boyanm›fl bölümlerin toplam alan›n›n n’den bü-

yük oldu¤unu biliyoruz, çünkü bölgemizin ala-

n› n’den büyüktü.

Bu kare y›¤›n›n› yukardan afla¤›ya do¤ru bir

t›¤la delelim.

Bu t›¤ her kareyi bir noktadan delecek. T›-

¤›n herhangi bir kareyi deldi¤i nokta boyanm›fl

da olabilir, boyanmam›fl da. T›¤ kaç boyanm›fl

noktadan geçebilir? Hiçbir boyanm›fl noktadan

geçmeyebilir, bir tek boyanm›fl noktadan geçe-

bilir, iki boyanm›fl noktadan geçebilir... T›¤›

soktu¤umuz yere göre de¤iflir bu say›.

Bir sav ortaya at›yorum: T›¤› öyle bir yer-

den geçirebiliriz ki, t›¤ en az n + 1 tane boyal›

nokta deler.

Kan›tlamam gerek bu sav›m›. Kan›tlayay›m. Diyelim sav›m

yanl›fl. Yani diyelim ki, t›¤ nerden geçirilirse geçirilsin, en fazla
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n tane boyal› nokta deler. Bu varsay›mdan bir saçmal›k, bir çe-

liflki ç›karaca¤›m ve böylece sav›m› kan›tlam›fl olaca¤›m. En

alttaki kareyi ele alal›m. Öbür karelerin boyalar›n›n bu en alt-

taki karenin üstüne kat kat sürülmüfl oldu¤unu varsayal›m bir

an. Örne¤in, en alttaki karenin bir noktas›n›n üstünde 6 tane

boyal› nokta varsa, o en alttaki noktan›n 6 kat boyanm›fl oldu-

¤unu varsayal›m. Böylece en alttaki karenin her noktas›n› üstü-

ne birkaç kat boya çekilmifl bir nokta olarak görebiliriz. Üstüs-

te en fazla n tane boyal› nokta oldu¤unu varsayd›¤›m›zdan, en

alttaki karenin her noktas›na en fazla n kat boya çekilmifl oldu-

¤u anlafl›l›r. En alttaki karenin alan› 1 oldu¤undan ve her nok-

taya en fazla n kat boya çekildi¤inden, toplam sürülen boya

alan›n›n en fazla n oldu¤u ç›kar. Oysa boyal› alan›m›z n’den

büyüktü. Bir çeliflki elde ettik ve sav›m›z kan›tlanm›fl oldu.

Blichfeldt’in önsav›n›n kan›t›na geri dönelim.

fiimdi, t›¤›m›z› en az n + 1 boyal› noktay› delecek biçimde

geçirelim. T›¤›m›z her karede bir delik açacak. Bu aç›lan delik-

lerin en az n + 1 tanesi boyal› noktalardan olufluyor. fiimdi ka-

relerimizi eski yerlerine yerlefltirelim. Kareleri döndürmedi¤i-

mizden, eski flekli yeniden elde ettik, aradaki tek ayr›m, kare-

lerde bulunan delikler:

Bu deliklerin yerlerine dikkat ederseniz, aynen tamnoktalar

gibi yerlefltirildiklerini görürsünüz. fiimdi bölgemizi, bu delik-

lerden herhangi birinin herhangi bir tamnokta üzerine gelecek
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biçimde ötelersek, bölgemizin içine en az n + 1 tane tamnokta

girdi¤ini görürüz.

Böylece Blichfeldt Önsav›’n› kan›tlam›fl olduk.

4. Bir Sonuç. Asl›nda bize gereken yukarda kan›tlad›¤›m›z

önsav›n yaln›zca özel bir durumu. Yukardaki önsavda n’yi 1

olarak al›rsak, alan› 1’den büyük olan bir bölgeyi öteleyerek

içine iki tamnokta girebilecek konuma getirebilece¤imiz anlafl›-

l›r. Bundan da flu sonuç ç›kar:

Önsav. Alan› 1’den büyük bir bölgenin içinde, koordinatla-

r›n›n fark› da tamsay› olan en az iki nokta vard›r. Yani bölge-

nin içinde öyle (x1, y1) ve (x2, y2) noktalar› vard›r ki, x2 – x1 ve

y2 – y1 birer tamsay›d›r.

5. Minkowski’nin Teoremi. S›ra Minkowski’nin ünlü te-

oremini kan›tlamaya geldi. Görüldü¤ü gibi bahçe problemini

çözmek pek kolay de¤il.

Minkowski Teoremi. Alan› 4’ten büyük ve (0, 0)’a göre si-

metrik olan d›flbükey bir bölgede (0, 0)’dan baflka bir tamnok-

ta daha vard›r.

Kan›t: Bölgemize B ad›n› verelim. B bölgesini 1/2 ölçütün-

de merkeze do¤ru küçültelim. Elde etti¤i-

miz bu yeni bölgeye C ad›n› verelim. Sol-

da B’yle C’nin temsili resimlerini bula-

caks›n›z.

B’yle C’nin alanlar› aras›nda nas›l bir

iliflki vard›r? E¤er B bir dikdörtgen olsay-

d›, C, B’nin boyutlar›n›n yar›s› kadar bir

dikdörtgen olurdu, dolay›s›yla C’nin alan› B’nin alan›n›n dört-

te biri olurdu. E¤er B bir üçgen olsayd›, gene ayn› nedenden

C’nin alan› B’nin alan›n›n dörtte biri olurdu. Genel olarak,
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B’nin flekli ne olursa olsun, C’nin alan› B’nin alan›n›n dörtte bi-

ridir. B’nin alan›n›n 4’ten büyük oldu¤unu biliyoruz. Demek ki

C’nin alan› 1’den büyüktür. Dolay›s›yla C’ye Blichfeldt’in ön-

sav›n›n sonucunu uygulayabiliriz: C’de öyle (x1, y1) ve (x2, y2)

noktalar› vard›r ki, x2 – x1 ve y2 – y1 birer tamsay›d›r.

B bölgesi O’ya göre simetrik oldu¤undan, C de O’ya göre

simetriktir. Dolay›s›yla (–x1, –y1) noktas› da C’dedir.

B d›flbükey oldu¤undan C de d›flbükeydir. Demek ki, C’de

bulundu¤unu bildi¤imiz (–x1, –y1) ve (x2, y2) noktalar›n›n tam

ortas› olan ((x1 – x2)/2, (y1 – y2)/2) noktas› da C’dedir. C’nin bu

noktas›na B’de (x2 – x1, y2 – y1) noktas› tekabül eder. x2 – x1

ve y2 – y1 tamsay› olduklar›ndan bu son nokta bir tamnokta-

d›r. Buldu¤umuz bu tamnokta (0,0) noktas›ndan, yani merkez-

den de¤ifliktir. Sonuç olarak B’de merkezden de¤iflik bir tam-

nokta bulduk: (x2 – x1, y2 – y1) noktas›. Minkowski’nin ünlü

teoremi de böylece kan›tlanm›fl oldu.

6. Bahçe Probleminin Çözümü. fiimdi art›k bahçe proble-

mine sald›rabiliriz. Bahçemiz 50 metre yar›çapl› bir daire. Bah-

çenin merkezine O diyelim (Afla¤›daki flekle bak›n.) Her fida-

n›n yar›çap› 2 santimetreden, yani 1/50 metreden daha büyük.

En küçük fidan›n çap›na r diyelim. Metreyle ifade edersek, r >

1/50 eflitsizli¤ini elde ederiz. Öte yandan r < 1 çünkü fidanlar›n

çaplar› 1 metreden büyük olamaz (yoksa fidanlar birbirlerine

toslarlar.) fiimdi p, 1/50 < p < r eflitsizliklerini sa¤layan herhan-

gi bir say› olsun2. Özet olarak,

1/50 < p < r < 1

eflitsizlikleri geçerli. Bu eflitsizlikleri akl›m›zda tutal›m, biraz-

dan gerekecekler.

Bahçenin s›n›r›nda herhangi bir A noktas› alal›m. Merkez-

den bak›ld›¤›nda bu A noktas›n›n görünmedi¤ini kan›tlayaca-

¤›m. Böylece problemimizi çözmüfl olaca¤›z.

89



B noktas›, OA do¤rusuyla bahçemizin s›n›r›n›n kesiflti¤i

öbür nokta olsun. A ve B noktalar›ndan bahçemize birer te¤et

ç›kal›m. Ve bu te¤etlerin üstünde bu noktalardan p uzakl›kta

C, D, E ve F noktalar› alal›m.

CDEF dikdörtgenine baka-

l›m. Bu dikdörtgenin boyu bah-

çenin çap›na, yani 100’e eflit.

Eniyse 2p’ye eflit. Demek ki

CDEF dikdörtgeninin alan›

100 × 2p = 200p’dir. Ama p >

1/50. Demek ki CDEF dikdört-

geninin alan› 200 × 1/50’den

yani 4’ten daha büyük. CDEF

dikdörtgeni d›flbükey oldu¤un-

dan ve O’ya göre simetrik oldu¤undan, biraz önce kan›tlad›¤›-

m›z Minkowski’nin teoremine göre, bu dikdörtgenin içinde

O’dan baflka bir tamnokta daha vard›r. Bu tamnoktaya T ad›-

n› verelim. T’nin O’ya göre simetri¤i de bir tamnoktad›r; bu

tamnoktaya da T%ad›n› verelim.

T noktas› bahçenin içinde olabilir de olmayabilir de. Önce

T’nin bahçenin içinde oldu¤unu varsayal›m. T bahçedeyse, T %

noktas› da bahçededir. Bu iki tamnoktaya birer fidan dikilecek.

CDEF’nin eni 2p oldu¤undan ve

her fidan›n çap› p’den daha büyük ol-

du¤undan, yandaki flekilden de anlafl›-

laca¤› üzere, T ve T % noktalar›na diki-

len fidan A ve B noktalar›n›n merkez-

den görünmesini engelleyecektir.

fiimdi de T’nin bahçede olmad›¤›-

n› varsayal›m. Demek ki OT uzunlu-

¤u bahçenin yar›çap›ndan, yani 50’den daha büyük. Öte yan-
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dan T dikdörtgenin içinde, dolay›s›yla OT uzunlu¤u OC’den

daha küçük olmal›. OAC diküçgenine bakal›m. Pisagor teore-

mine göre,

OC2 = OA2 + AC2 = 502 + p2 < 2500 + 1 = 2501.

Sonuç olarak,

2500 < OT2 " OC2 < 2501

eflitsizliklerini elde ettik. T tamnoktas›n›n koordinatlar›na x ve

y diyelim. x ve y birer tamsay›. Dolay›s›yla, OT2 = x2 + y2 de

bir tamsay›. Demek ki OT2, 2500’den büyük ve 2501’den kü-

çük bir tamsay›! Böyle bir tamsay› olmad›¤›ndan, T’ noktas›

bahçenin içinde olmal›.

Problemimizi çözdük: Bahçenin d›fl›n› göremeyiz.
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