Bahce Sorusu

1 Giris. Daire biciminde bir bahgeye, merkezden baglaya-
erak, birer metre araliklarla yatay ve dikey siralanmug fi-

dan dikmeyi disiintiyoruz.

Bahcenin merkezine fidan dikmeyece-
giz. Soru su: Bahcenin merkezinden bakti-
gimizda bahcenin disindaki herhangi bir
noktay1 gorebilir miyiz?

Yanit, bahcenin buyukligine ve fidan-
larin kalinhgina gore degisir elbet. Eger
bahge kiiguikse ve fidanlar inceyse, merkez-
den belli bir yone bakarak bahcenin digin-
daki bir noktay: gorebiliriz. Ama ilk sekil-
deki gibi bahge biiyiikse ve fidanlar kalinsa,
fidanlar bahcenin digin1 gormemizi engeller.

O zaman sorumuzu biraz daha belirle-
yelim. Bah¢emizin yaricapt 50 metre olsun.

Fidanlarimizin da yaricapi 2 santimetreden biraz buiyiik olsun,

diyelim 2,01 santimetre. Bu olgiilerle, bahcenin merkezinden

1 Bu yaz, Kaynakca [8]’deki bir yazidan uyarlanmustir. Ingilizce bilen okurlara

bu harika popiiler matematik kitabini 6neririm.
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bakildiginda bahcenin disi goriiliir mi?

Fidanlar her metreye dikileceginden fidanlarin yaricapi ol-
dukga kiigiik sayilir. Bu ylizden bahcenin disinin gortilecegi sa-
nilabilir. Bunun dogru olmadigimi gorecegiz (fidanlar kiicitk
ama bahce buyik!)

Bu somut problemin yaniti
soyut problemlerin yanitini ge-
rektirecek. Geometrik Sayilar
Kurami adi verilen konuda bir
iki teorem kanitlayacagiz. Ge-
ometrik Sayilar Kurami, adin-
dan da anlasilacag tizere, hem
geometriyi hem de sayilar ilgi-
lendiren ¢ok giizel bir konu-
dur. On dokuzuncu yuzyilda, *=-

Hermann Minkowski (1864-1909) adli Litvanyali matematik-
¢i tarafindan gelistirilmistir ilk olarak. Yani oldukga yeni bir
konu sayilir.

2. Onbilgi. Teoremlerimizi kanitlamak icin okurun pek ya-
banci olmadigini sandigim birkag tanim ve olguya gereksiniyoruz.
Ly 2.1. Eksenleri ¢izilmis bir

diizlemde herhangi bir (x, y)
) E— o(x.y) noktast alalim. Bu noktanin
x , Mmerkeze gore simetriginin
' x ¥ koordinatlari, asagidaki se-

kilden de anlasilacagi gibi,

(—x, —y)’dir.

Merkezdeki (0, 0) noktasina O noktasi diyecegiz.

2.2. Dizlemde bir bolge alalim. Eger bu bolgenin her iki
noktasi arasindaki dogru parcasi diizlemin icine dusiiyorsa,
bolgeye disbiikey adi verilir. Ornegin yan sayfada soldaki bol-
ge disbukeydir. Sagdakiyse digbiikey degildir. Clinku sagdaki
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sekilde, sol uist ve sol alttan iki nokta alirsak, bu noktalar ara-
sindaki dogru parcasi bolgenin digina tasar.

2.3. Duzlemde iki (xq, y;) ve (x5, y,) noktasi alalim. Bu iki
noktanin tam ortasindaki nokta ((x; + x,)/2, (y; + ¥,)/2) nokta-
sidur:

(xp xz)

(x1+x2 y1+y2)
2 72

(V1> ¥2)

Eger (xq, y1) ve (x,, y,) noktalar1 disbiikey bir bolgedeyse,
bu iki noktanin ortasindaki ((x; + x,)/2, (y; + y,)/2) noktasi da
ayni bolgededir.

2.4. Gene diizlemde bir bolge alalim. Eger, bolgedeki her
(x, y) noktast i¢in, (—x, —y) noktasi da bolgedeyse, bolgeye O’ya
gore simetrik denir. Ornegin soldaki bolge O’ya gore simetrik-
tir, ama sagdaki degildir.

U

O’ya gore simetrik O’ya gore simetrik degil

83




2.5. Koordinatlar1 tam say1 olan noktalara tamnokta adini ve-
recegim. Ornegin, (0, 0), (3, 5), (-2, 4), (3, 0) noktalar1 tamnok-
talardir. (1/2, 7) noktasi bir tamnokta degildir. Birka¢ tamnokta
gosterelim (Tamnoktalar, dogrularin kesisim noktalaridir):

A

Fidanlarimizi bahgenin tamnoktalarina dikecegimize oku-
run dikkatini ¢ekerim.

Artik geometrik sayilar kuraminin ilgilendigi sorulara gege-
biliriz.

3. Blichfeldt Onsavi. Diizlemde bir bolge ele alalim. Eger
bolgenin alani 0’dan buyukse, bu bolgeyi saga, sola, yukari,
asagl, belli bir yone dogru oteleyerek (dondirme yok, tek yasal
hamle 6teleme), bolgeyi i¢ine bir tamnokta gelebilecek bir ko-
numa getirebiliriz.

Bu kolaydi. Peki, yine ayni yontemle, yani oteleyerek, bol-
gemizin icine iki tamnokta sokabilir miyiz?

Eger bolgenin alani kiigiikse, nereye otelersek oteleyelim ici-
\ ne iki tane tamnokta girecek bir
konuma getiremeyiz elbet. Or-

N negin, eger bolgemiz kiglicuk

S v bir daireyse, diyelim 1/4 yari-

capli, o zaman bolgeyi nereye

otelersek oteleyelim icine iki ta-
ne tamnokta dustiremeyiz.
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Peki, belli bir yone dogru oteleyerek igine iki tane tamnokta
digtirebilmemiz i¢cin bolgenin A
alani en az kac olmalidir? Eger

bolgenin alam 1°den biiyiikse

bolgeyi oteleyerek icine iki tam-

@y
]

/\ e
nokta sokabiliriz. Birazdan bu- b \\'_\ >
L

nu kanitlayacagiz. Bolgenin bi-

¢imi ne olursa olsun... Yeter ki

alam1 1°den buyuk olsun...

Simdi daha zor bir soru so-
ralim. Bolgenin i¢ine (her zamanki gibi oteleyerek) ii¢ tamnokta
sokabilmemiz i¢in, bolgenin alani en az kag olmalidir? Eger alan
2’den buyiikse, bolgeyi belli bir yone dogru oteleyerek, bolgenin
icine en az li¢ tane tamnokta sokabilecegimizi kanitlayacagiz bi-
razdan. Bolgenin bicimi ne olursa olsun... Ister yuvarlak, ister ka-
re, ister upuzun bir dikdortgen, ister yilan gibi kivir kivir olsun...
Yeter ki alani1 2’den biiyiik olsun.

Genel olarak, eger bolgemizin alani 72’den biyiikse, oteleye-
rek (dondirmeye gerek yok) icine 7 + 1 tane tamnokta girecek
konuma getirebiliriz. Bu, simdilik bir sani. Matematiksel kesin-
likle kanitlayamadigimiz stirece de bir sani olarak kalacak.
Blichfeldt adli bir Amerikan matematik¢i bu saniy1 kanitlamis.

Blichfeldt Onsavi: Alan: n’den biiyiik olan bir bélgeyi ote-
leyerek, bolgenin icine n + 1 tane tamnokta sokabiliriz.
Kanit: Ilk olarak tamnoktalardan -\

[

gegen yatay ve dikey dogrulari ¢izelim. pad i
Sonra da bolgemizi bir renge boyaya- Q/\

lim, 6rnegin kirmiziya. AR
Boya degmis kareleri keselim ve bu / N

kareleri dondiirmeden tstiiste yigalim. ( /) \l
Kareleri tstiiste yigarken kareleri \ /

dondiirmemeye ozellikle dikkat edelim. ~
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Yani kareleri yerlerinden kaldirip tstiiste yigar-
ken karelerin yoniinii degistirmeyelim. Ustiiste

konmus bir yigin kare elde ettik. Her karenin
bir bolimii boyanmuis, bir bolimii boyanmamus.
Boyanmis boélumlerin toplam alaninin 72’den bu-
yik oldugunu biliyoruz, ¢iinkii bolgemizin ala-
n1 7’den buyukti.

Bu kare yiginini yukardan asagiya dogru bir
tigla delelim.

Bu t1g her kareyi bir noktadan delecek. Ti-

gin herhangi bir kareyi deldigi nokta boyanmisg
da olabilir, boyanmamis da. Tig kag boyanmig —
noktadan gegebilir? Hi¢cbir boyanmig noktadan §
gecmeyebilir, bir tek boyanmig noktadan gege- §
bilir, iki boyanmis noktadan gegebilir... Tig §
o .. o . §
soktugumuz yere gore degisir bu sayi. ————
Bir sav ortaya atiyorum: Tig: 6yle bir yer- §

den gecirebiliriz ki, 1 en az n + 1 tane boyal |

nokta deler.

Kanitlamam gerek bu savimi. Kanitlayayim. Diyelim savim
yanlis. Yani diyelim ki, t1g nerden gegirilirse gegirilsin, en fazla
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n tane boyali nokta deler. Bu varsayimdan bir sagmalik, bir ¢e-
ligki cikaracagim ve boylece savimi kanitlamig olacagim. En
alttaki kareyi ele alalim. Obiir karelerin boyalarinin bu en alt-
taki karenin tstiine kat kat sirtilmus oldugunu varsayalim bir
an. Ornegin, en alttaki karenin bir noktasinin iistiinde 6 tane
boyali nokta varsa, o en alttaki noktanin 6 kat boyanmis oldu-
gunu varsayalim. Boylece en alttaki karenin her noktasini tistii-
ne birkag kat boya ¢ekilmis bir nokta olarak gorebiliriz. Ustiis-
te en fazla 7 tane boyali nokta oldugunu varsaydigimizdan, en
alttaki karenin her noktasina en fazla n kat boya ¢ekilmis oldu-
gu anlagilir. En alttaki karenin alani 1 oldugundan ve her nok-
taya en fazla n kat boya cekildiginden, toplam siiriilen boya
alaninin en fazla 7 oldugu c¢ikar. Oysa boyali alanimiz 7’den
buyuktu. Bir celigki elde ettik ve savimiz kanitlanmis oldu.

Blichfeldt’in 6nsavinin kanitina geri donelim.

Simdi, tigimiz1 en az 7 + 1 boyali noktay: delecek bi¢imde
gecirelim. Tigimiz her karede bir delik agacak. Bu agilan delik-
lerin en az n + 1 tanesi boyali noktalardan olusuyor. Simdi ka-
relerimizi eski yerlerine yerlestirelim. Kareleri dondiirmedigi-
mizden, eski sekli yeniden elde ettik, aradaki tek ayrim, kare-
lerde bulunan delikler:

°

it
S\‘/}\ . / .
4

c/ O o e e
{ . _\0 o i e 0)
o i e o i o /%

o e o

Bu deliklerin yerlerine dikkat ederseniz, aynen tamnoktalar
gibi yerlegtirildiklerini goriirsiiniiz. Simdi bolgemizi, bu delik-
lerden herhangi birinin herhangi bir tamnokta tizerine gelecek
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bi¢cimde 6telersek, bolgemizin icine en az # + 1 tane tamnokta

girdigini goriirz.
Boylece Blichfeldt Onsavi’ni kanitlamis olduk.

4. Bir Sonug. Aslinda bize gereken yukarda kanitladigimiz
onsavin yalnizca 6zel bir durumu. Yukardaki 6nsavda »’yi 1
olarak alirsak, alani 1’den biiyiik olan bir bolgeyi oteleyerek
i¢ine iki tamnokta girebilecek konuma getirebilecegimiz anlasi-
lir. Bundan da su sonuc cikar:

Onsav. Alan: 1°den biiyiik bir bélgenin icinde, koordinatla-
romn farki da tamsay: olan en az iki nokta vardwr. Yani bolge-
nin icinde dyle (xq, y1) ve (x,, v,) noktalari vardir ki, x, — x, ve
y, — vy birer tamsayidir.

5. Minkowski’nin Teoremi. Sira Minkowski’nin tnli te-
oremini kanitlamaya geldi. Goruldugi gibi bahge problemini
¢ozmek pek kolay degil.

Minkowski Teoremi. Alan: 4’ten biiyiik ve (0, 0)’a gore si-
metrik olan disbiikey bir bolgede (0, 0)’dan baska bir tamnok-
ta daba vardir.

Kanit: Bolgemize B adini verelim. B bolgesini 1/2 odlciitiin-
y de merkeze dogru kugultelim. Elde ettigi-

miz bu yeni bolgeye C adini verelim. Sol-
da B’yle C’nin temsili resimlerini bula-
, caksiniz.

B’yle C’nin alanlar1 arasinda nasil bir
iligki vardir? Eger B bir dikdortgen olsay-

di, C, B’nin boyutlarinin yaris1 kadar bir
dikdortgen olurdu, dolayisiyla C’nin alani B’nin alaninin dort-
te biri olurdu. Eger B bir tiggen olsaydi, gene ayni nedenden
C’nin alani B’nin alaninin dortte biri olurdu. Genel olarak,
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B’nin sekli ne olursa olsun, C’nin alan1 B’nin alaninin dortte bi-
ridir. B’nin alaninin 4’ten biiytik oldugunu biliyoruz. Demek ki
C’nin alanmi 1’den buyiiktiir. Dolayisiyla C’ye Blichfeldt’in 6n-
savinin sonucunu uygulayabiliriz: C’de oyle (xy, y;) ve (x5, ¥5)
noktalar1 vardir ki, x, — x; ve y, — y; birer tamsayidir.

B bolgesi O’ya gore simetrik oldugundan, C de O’ya gore
simetriktir. Dolayisiyla (-x, —y;) noktast da C’dedir.

B disbiikey oldugundan C de digbiikeydir. Demek ki, C’de
bulundugunu bildigimiz (—x;, —y;) ve (x,, y,) noktalarinin tam
ortast olan ((x1 — x,)/2, (y; — y,)/2) noktasi da C’dedir. C’nin bu
noktasina B’de (x, — xq, ¥, — y;) noktas: tekabiil eder. x, — x;
ve y, — y; tamsayi olduklarindan bu son nokta bir tamnokta-
dir. Buldugumuz bu tamnokta (0,0) noktasindan, yani merkez-
den degisiktir. Sonug olarak B’de merkezden degisik bir tam-
nokta bulduk: (x, — x{, y, — y;) noktasi. Minkowski’nin tinli
teoremi de boylece kanitlanmig oldu.

6. Bahce Probleminin Co6ziimii. Simdi artik bahge proble-
mine saldirabiliriz. Bah¢cemiz 50 metre yaricapli bir daire. Bah-
cenin merkezine O diyelim (Asagidaki sekle bakin.) Her fida-
nin yarigapi 2 santimetreden, yani 1/50 metreden daha biyiik.
En kiigtik fidanin ¢apina r diyelim. Metreyle ifade edersek, r >
1/50 esitsizligini elde ederiz. Ote yandan 7 < 1 ciinkii fidanlarin
caplari 1 metreden buiyitk olamaz (yoksa fidanlar birbirlerine
toslarlar.) Simdi p, 1/50 < p < r esitsizliklerini saglayan herhan-
gi bir say1 olsun2. Ozet olarak,

1/50<p<r<1
esitsizlikleri gecerli. Bu esitsizlikleri aklimizda tutalim, biraz-
dan gerekecekler.

Bahcenin sinirinda herhangi bir A noktasi alalim. Merkez-
den bakildiginda bu A noktasinin gérinmedigini kanitlayaca-
gim. Boylece problemimizi ¢ozmiis olacagiz.
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B noktasi, OA dogrusuyla bahgemizin sinirinin kesistigi
obiir nokta olsun. A ve B noktalarindan bahcemize birer teget
¢ikalim. Ve bu tegetlerin tstiinde bu noktalardan p uzaklikta
C, D, E ve F noktalar1 alalim.

CDEF dikdortgenine baka-
1 lim. Bu dikdortgenin boyu bah-
¢enin ¢apina, yani 100’e esit.
Eniyse 2p’ye esit. Demek ki
CDEF dikdortgeninin  alani
100 x 2p = 200p’dir. Ama p >
1/50. Demek ki CDEF dikdort-
geninin alan1 200 x 1/50°den
E yani 4’ten daha buiytik. CDEF

dikdortgeni digbiikey oldugun-

dan ve O’ya gore simetrik oldugundan, biraz 6nce kanitladigi-
miz Minkowski’nin teoremine gore, bu dikdortgenin iginde
O’dan bagka bir tamnokta daha vardir. Bu tamnoktaya T adi-
ni verelim. T’nin O’ya gore simetrigi de bir tamnoktadir; bu
tamnoktaya da T'adini verelim.

T noktast bahgenin icinde olabilir de olmayabilir de. Once
T’nin bahgenin iginde oldugunu varsayalim. T bahcedeyse, T’
noktasi da bahcededir. Bu iki tamnoktaya birer fidan dikilecek.

CDEPFnin eni 2p oldugundan ve
her fidanin ¢ap1 p’den daha buyiik ol-
dugundan, yandaki sekilden de anlasi-
lacagi tuizere, T ve T' noktalarina diki-

len fidan A ve B noktalarinin merkez- O
den goriinmesini engelleyecektir.

Simdi de T’nin bahcede olmadigi- B
n1 varsayalim. Demek ki OT uzunlu-

TI

gu bahgenin yarigapindan, yani 50°den daha biiyiik. Ote yan-

2 p’yi (r + 1/50)/2 olarak alabiliriz dilersek.
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dan T dikdortgenin iginde, dolayisiyla OT uzunlugu OC’den
daha kiigiik olmali. OAC dikiiggenine bakalim. Pisagor teore-
mine gore,
OC2=0A2 + AC2 =502 + p2 <2500 + 1 = 2501.
Sonug olarak,
2500 < OT?2 < 0OC? <2501
esitsizliklerini elde ettik. T tamnoktasinin koordinatlarina x ve
y diyelim. x ve y birer tamsayi. Dolayisiyla, OT?2 = x2 + y2 de
bir tamsayi. Demek ki OT?2, 2500’den biiyiik ve 2501°den kii-
ciik bir tamsay1! Boyle bir tamsayr olmadigindan, T’ noktasi
bahcenin i¢cinde olmali.
Problemimizi ¢6zdiik: Bahcenin digini goremeyiz.

"0 GiiN NewToN YanLIs a&aciN aLTiNpayp)...”.
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