
Ard›fl›k Say›lar›n Toplam›
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Bu yaz›da “say›” sözcü¤ünü, 1, 2, 3, 4, 5 gibi, pozitif tamsa-

y›lar için kullanaca¤›z. Konumuz ard›fl›k say›lar›n toplam›.

7 ve 8 gibi, ya da 7, 8 ve 9 gibi ardarda gelen say›lara ard›fl›k
denir. Örne¤in, 17 iki ard›fl›k say›n›n toplam›d›r:

17 = 8 + 9.

21, üç ard›fl›k say›n›n toplam›d›r:

21 = 6 + 7 + 8.

21, ayn› zamanda alt› ard›fl›k say›n›n toplam›d›r:

21 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6.

45, iki ya da daha çok ard›fl›k say›n›n toplam› olarak befl

de¤iflik biçimde yaz›l›r:

45 = 22 + 23

= 14 + 15 + 16

= 7 + 8 + 9 + 10 + 11

= 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10

= 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9

44, sekiz ard›fl›k say›n›n toplam›d›r:

44 = 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9

(ve 44, iki ya da daha çok ard›fl›k say›n›n toplam› olarak bafl-

ka türlü yaz›lamaz.) Ama 1, 2 ve 4 say›lar› iki ya da daha çok

ard›fl›k say›n›n toplam› de¤ildirler. 7 ve 11 say›lar› iki ard›fl›k



say›n›n toplam› olarak yaz›labilirler ama üç veya daha fazla ar-

d›fl›k say›n›n toplam› olarak yaz›lamazlar.

Bu yaz›da hangi say›lar›n en az iki ve en az üç ard›fl›k say›-

n›n toplam› oldu¤unu bulmaya çal›flaca¤›z.

Ço¤u zaman oldu¤u gibi (ama her zaman de¤il), burda da,

araflt›rmaya deneyle bafllamak yararl› olabilir. Örne¤in 1’den

50’ye kadar olan say›lardan hangilerinin en az iki ard›fl›k say›-

n›n toplam› oldu¤unu bulmaya çal›fl›rsan›z, hem sorunun yan›-

t›n› tahmin edebilirsiniz, hem de tahmininizin do¤ru oldu¤unu

nas›l kan›tlaman›z gerekti¤ini anlayabilirsiniz.

‹lk elli say›ya gözatal›m. Bu say›lar› en az iki ard›fl›k say›n›n

toplam› olarak yazmaya çal›flal›m. Afla¤›daki tabloda en k›sa ve

en uzun toplamlar› bulacaks›n›z:

Birinci Soru. Hangi say›lar ard›fl›k iki say›n›n toplam›d›r?

Birinci Sorunun Yan›t›. Okur yan›t› okumadan önce düflün-

melidir. Psikolojik olarak yard›m edecekse söyleyeyim: Pek o ka-

dar zor bir soru de¤il. Birkaç deneme sorunun yan›t›n› verecektir.
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1 yaz›lamaz 26 5 + 6 + 7 + 8
2 yaz›lamaz 27 13 + 14; 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7
3 1 + 2 28 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7
4 yaz›lamaz 29 14 + 15
5 2 + 3 30 9 + 10 + 11; 4 + 5 + 6 + 7 + 8
6 1 + 2 + 3 31 20 + 21
7 3 + 4 32 yaz›lamaz
8 yaz›lamaz 33 16 + 17; 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8
9 4 + 5; 2 + 3 + 4 34 7 + 8 + 9 + 10

10 1 + 2 + 3 + 4 35 17 + 18; 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8
11 5 + 6 36 11 + 12 + 13; 1 + 2 + ... + 8
12 3 + 4 + 5 37 13 + 14
13 6 + 7 38 8 + 9 + 10 + 11
14 2 + 3 + 4 + 5 39 19 + 20; 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9
15 7 + 8; 1 + 2 + 3 + 4 + 5 40 6 + 7 + 8 + 9 + 10
16 yaz›lamaz 41 20 + 21
17 8 + 9 42 13 + 14 + 15; 3 + 4 + ... + 9
18 5 + 6 + 7; 3 + 4 + 5 + 6 43 21 + 22
19 9 + 10 44 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9
20 2 + 3 + 4 + 5 + 6 45 22 + 23; 1 + 2 + ... + 9
21 10 + 11; 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 46 10 + 11 + 12 + 13
22 4 + 5 + 6 + 7 47 23 + 24
23 11 + 12 48 15 + 16 + 17
24 7 + 8 + 9 49 24 + 25
25 12 + 13; 3 + 4 + 5 + 6 + 7 50 8 + 9 + 10 + 11 + 12



Biz de deneyelim:

1 + 2 = 3

2 + 3 = 5

3 + 4 = 7

4 + 5 = 9

5 + 6 = 11

6 + 7 = 13

7 + 8 = 15

8 + 9 = 17

9 + 10 = 19

10 + 11 = 21

11 + 12 = 23

Görüldü¤ü gibi, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23 say›-

lar›n› iki ard›fl›k say›n›n toplam› olarak yazabildik. Bu say›la-

r›n hep tek say› olduklar› gözünüzden kaçmam›flt›r. Do¤ru,

e¤er iki ard›fl›k say›y› toplarsak hep tek say› elde ederiz.

Neden?

Kan›tlayal›m. Ard›fl›k iki say›dan biri tektir, öbürü çift; do-

lay›s›yla bu iki say›y› toplad›¤›m›zda tek say› elde ederiz. De-

mek ki iki ard›fl›k say›n›n toplam› hep tek say›d›r.

Bunun tersi de hemen hemen do¤rudur: 1 d›fl›nda her tek

say›, iki ard›fl›k say›n›n toplam›d›r. Örne¤in, 125, 62 + 63 ola-

rak; 147, 73 + 74 olarak yaz›labilir. 1 d›fl›nda her tek say›n›n

iki ard›fl›k say›n›n toplam› oldu¤unu kan›tlayabilir miyiz?

Evet. Kan›t› da baya¤› kolay: x # 1 herhangi bir tek say› ol-

sun. x tek oldu¤undan, x’i 2n + 1 olarak yazabiliriz. fiimdi x’i,

n + (n + 1) olarak, yani iki ard›fl›k say›n›n toplam› olarak yaza-

biliriz. (Not: x > 1 oldu¤undan, n $ 1’dir.)

‹kinci Soru. Hangi say›lar üç ard›fl›k say›n›n toplam›d›r?

‹kinci Sorunun Yan›t›. Yukardaki gibi birkaç deneme yap-

mak sorunun yan›t›n› verecektir:
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1 + 2 + 3 = 6

2 + 3 + 4 = 9

3 + 4 + 5 = 12

4 + 5 + 6 = 15

5 + 6 + 7 = 18

6 + 7 + 8 = 21

Hep üçe bölünen say›lar elde ediyoruz. Hepsini mi? Hay›r!

3 say›s›, üç ard›fl›k say›n›n toplam› de¤ildir. Ama 3 d›fl›nda üçe

bölünen her say› üç ard›fl›k say›n›n toplam›d›r... gibi gözükü-

yor… Demek ki sav›m›z flu olmal›: Üç ard›fl›k say›n›n toplam›

üçe bölünür ve 3 d›fl›nda üçe bölünen her say› üç ard›fl›k say›-

n›n toplam›d›r. Sav›m›z› kan›tlayal›m.

Üç ard›fl›k say› alal›m. Bu say›lar›n ortancas›na n diyelim.

Demek ki üç say›m›z n – 1, n ve n + 1. Bu üç say›y› toplayal›m:

(n – 1) + n + (n + 1) = 3n

elde ettik. Bu say› üçe bölünür. Demek ki, her üç ard›fl›k say›-

n›n toplam› üçe bölünür.

fiimdi de üçe bölünen ama 3 olmayan herhangi bir say› ele

alal›m. Bu say›ya x diyelim ve x’in üç ard›fl›k say›n›n toplam›

oldu¤unu kan›tlayal›m. Yukardaki dizelge afla¤› yukar› kan›t›

veriyor: Eflitli¤in solundaki ortanca say›, toplam›n üçte biri. x’i

üçe bölelim. Ç›kan say›y›, bir öncekini ve bir sonrakini topla-

yal›m. x’i elde ederiz. Örne¤in, x = 27 ise, x/3 = 9’dur ve 27 =

8 + 9 + 10’dur.

Biçimsel olarak flöyle kan›tlar›z: x üçe bölündü¤ünden, x’i

3n olarak yazabiliriz: x = 3n. fiimdi afla¤›daki eflitli¤e bak›n:

x = 3n = (n – 1) + n + (n + 1).

Demek ki, x, üç ard›fl›k say›n›n (n – 1’in, n’nin ve n + 1’in) top-

lam›d›r. (Not: x > 3 oldu¤undan, n – 1 $ 1’dir.)

Sav›m›z kan›tlanm›flt›r.

Üçüncü Soru. Hangi say›lar befl ard›fl›k say›n›n toplam›d›r?

Üçüncü Sorunun Yan›t›. 5 ve 10 d›fl›nda, befle bölünen her
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say› befl ard›fl›k say›n›n toplam›d›r. Örne¤in,

15 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5

20 = 2 + 3 + 4 + 5 + 6

25 = 3 + 4 + 5 + 6 + 7

Bu dizelge de kan›t› afla¤› yukar› veriyor. Eflitli¤in sa¤ tara-

f›n›n ortanca say›, toplam›n beflte biri. x, befle bölünen ama ne

5 ne de 10 olan bir say› olsun. x = 5n olarak yazal›m. fiimdi x,

n – 2, n – 1, n, n + 1, n + 2

ard›fl›k say›lar›n›n toplam›d›r. (Not: x $ 15 oldu¤undan, n – 2 $

1’dir.)

Dördüncü Soru. Hangi say›lar yedi ard›fl›k say›n›n toplam›-

d›r?

Dördüncü Sorunun Yan›t›. Bu sorunun yan›t› da ikinci ve

üçüncü sorular›n yan›t› gibidir. 7, 14 ve 21 d›fl›nda yediye bö-

lünen her say› yedi ard›fl›k say›n› toplam›d›r. Biçimsel kan›t›

okura b›rak›yorum.

Beflinci Soru. En az iki ard›fl›k say›n›n toplam› olan say›la-

r›n 1’den büyük bir tek say›ya bölündüklerini, yani 2n biçimin-

de yaz›lamayacaklar›n› kan›tlay›n.

Beflinci Sorunun Yan›t›. x, en az iki ard›fl›k say›n›n toplam›

olan bir say› olsun. Diyelim, x say›s›,

b, b + 1, b + 2, ..., b + r

(r + 1 tane) ard›fl›k say›n›n toplam› (r $ 1 elbette.) Yani

x = b + (b + 1) + (b + 2) + ... + (b + r). (1)

Bu toplamda r + 1 tane b var. Demek ki, toplam

(r + 1)b + [1 + 2 + ... + r]

say›s›na eflit. 1’den r’ye kadar olan say›lar›n toplam› r(r + 1)/2’ye

eflittir1. Demek ki

x = (r + 1)b + r (r + 1)/2.

r + 1’i d›flar› ç›karal›m ve eflitli¤i 2’yle çarpal›m.

2x = (r + 1)(2b + r) (2)
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elde ederiz. E¤er r + 1 ve 2b + r say›lar›ndan birinin tek oldu¤u-

nu kan›tlarsak iflimiz ifltir, çünkü bu tek say› x’i bölmek zorun-

da. Kan›tlayal›m: E¤er r + 1 tekse bir sorun yok. E¤er r + 1 çift-

se, r tektir ve dolay›s›yla 2b + r de tektir. Kan›t›m›z bitmifltir.

Yukardaki kan›tta, (1) eflitli¤inden (2) eflitli¤ini elde etti¤imiz

okurun gözünden kaçmamal›d›r. Birazdan bu olguyu kullanaca¤›z.

Alt›nc› Soru. Hangi say›lar iki veya daha çok ard›fl›k say›-

n›n toplam› olarak yaz›labilir?

Alt›nc› Sorunun Yan›t›. Önce bir tahminde bulunmak gere-

kiyor. fiimdiye de¤in bulduklar›m›z› gözden geçirelim:

Her fleyden önce beflinci soruya göre, 1, 2, 4, 8, 16 gibi 2n

biçiminde yaz›lan say›lar iki ya da daha fazla ard›fl›k say›n›n

toplam› olamazlar. Öbür say›lara bakal›m.

Birinci soruya göre, 1 d›fl›nda her tek say› iki ard›fl›k say›-

n›n toplam›d›r.

Üçe bölünen say›lara bakal›m. ‹kinci soruya göre, 6, 9, 12,

15 gibi üçe bölünen say›lar üç ard›fl›k say›n›n toplam›d›r. 3 tek

oldu¤undan, 3 de iki ard›fl›k say›n›n toplam›d›r. Demek ki üçe

bölünen her say› en az iki ard›fl›k say›n›n toplam›d›r.

fiimdi de befle bölünen say›lara bakal›m. Üçüncü soruya göre,

5 ve 10 d›fl›nda befle bölünen her say› befl ard›fl›k say›n›n toplam›-

d›r. Tek oldu¤undan, 5 de iki ard›fl›k say›n›n toplam›d›r. Ya 10?

10 = 1 + 2 + 3 + 4

oldu¤undan, 10 da ard›fl›k say›lar›n toplam›d›r. Sonuç olarak

befle bölünen her say› en az iki ard›fl›k say›n›n toplam›d›r.

S›ra 7’ye bölünen say›lara geldi. Dördüncü soruya göre 7,

14 ve 21 d›fl›nda yediye bölünen her say› yedi ard›fl›k say›n›n

toplam›d›r. 7 ve 21 tektir, dolay›s›yla iki ard›fl›k say›n›n topla-

m›d›rlar. 14’ü ard›fl›k say›lar›n toplam› olarak yazmak biraz

daha zor, ama yaz›l›yor:
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14 = 2 + 3 + 4 + 5.

Demek ki yediye bölünen her say› en az iki ard›fl›k say›n›n

toplam›d›r.

Tahminimiz ne olmal›? 2n biçiminde yaz›lamayan her say›

en az iki ard›fl›k say›n›n toplam› olabilir mi? Galiba, ama pek

emin de¤iliz.

11’e bölünen say›lara bakal›m. Bu say›lar›n ço¤unun 11 ar-

d›fl›k say›n›n toplam› oldu¤unu art›k tahmin edebiliriz. Say›m›-

za x diyelim. x’i 11’e bölelim. Ç›kan say›ya n diyelim. fiimdi

afla¤›daki 11 say›y› toplayal›m:

n – 5, n – 4, n – 3, n – 2, n – 1, n, n + 1, n + 2, n + 3, n + 4, n + 5.

11n, yani x buluruz. Ama burda n – 5 > 0 olmal›, yani x/11 – 5

> 0 olmal›, yani x > 55 olmal›. Peki, x = 11, 22, 33, 44, 55 ise

ne yapaca¤›z? Bu say›lar en az iki ard›fl›k say›n›n toplam› m›d›r?

11, 33 ve 55 tek olduklar›ndan bu say›lar› iki ard›fl›k say›n›n

toplam› olarak yazabiliriz. 22 ve 44 de en az iki ard›fl›k tamsa-

y›n›n toplam›d›r:

22 = 4 + 5 + 6 + 7

44 = 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9.

Demek ki 11’e bölünen her say› en az iki ard›fl›k say›n›n

toplam›d›r.

Galiba tahminimiz do¤ru, galiba 2n biçiminde yaz›lamayan

her say› (yani 1’den büyük bir tek say›ya bölünen her say›) en

az iki ard›fl›k say›n›n toplam›d›r. Art›k sav›m›z› yazabiliriz:

Sav. 2n biçiminde yaz›lamayan her say› en az iki ard›fl›k sa-

y›n›n toplam›d›r. Ve en az iki ard›fl›k say›n›n toplam› olan hiç-

bir say› 2n biçiminde yaz›lamaz.

Sav›n Kan›t›. Sav›m›z›n ikinci bölümünü beflinci soruda ka-

n›tlam›flt›k. Birinci bölümünü kan›tlayal›m. x, 2n biçiminde ya-

z›lmayan bir say› olsun. Demek ki x, 1’den büyük bir tek say›-

ya bölünür. x’i bölen tek say›y› 2k + 1 olarak yazal›m ve böl-

me iflleminin sonucuna a diyelim. Demek ki,
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x = (2k + 1)a. (3)

fiimdi a – k’yle a + k aras›ndaki 2k + 1 say›y› toplayal›m.

(a – k) + (a – k + 1) + ... + (a – 1) + a + (a + 1) + ... 

+ (a + k – 1) + (a + k).

Bu toplamda bir sürü terim sadeleflir. Örne¤in, birinci ve

sonuncu terimlerdeki k’ler sadeleflir, ikinci ve sondan ikinci te-

rimlerdeki k – 1’ler sadeleflir... a’lar d›fl›ndaki bütün terimler

sadeleflir. Sonuç olarak 2k + 1 tane a’y› toplar›z, yani toplam›n

sonucu (2k + 1)a’d›r, yani x’tir. E¤er toplamdaki ilk say›, yani

a – k, pozitif ise, x’i bu biçimde 2k + 1 ard›fl›k say›n›n toplam›

olarak yazabiliriz. a – k " 0 ise ne yapaca¤›z?

Bundan böyle a – k’n›n pozitif olmad›¤›n› varsayal›m, yani a

" k eflitsizli¤ini varsayal›m. Bu durumda ne yapmal›y›z? Önce ya-

n›t› vereyim. Yan›t› nas›l buldu¤umu sonra aç›klayaca¤›m3.

b = k – a + 1 (4)

ve

r = 2a – 1 (5)

olsun. b’nin en az 1 oldu¤una dikkatinizi çekerim. b’den b + r’ye

kadar olan say›lar›, yani

b, b + 1, b + 2, ..., b + r

say›lar›n› toplayal›m:

b + (b + 1) + (b + 2) + ... + (b + r).

Toplam›n x’e eflit oldu¤unu kan›tlayaca¤›m. Beflinci soru-

daki gibi hesaplarsak, toplam›n

(r + 1)b + r(r + 1)/2

say›s›na eflit oldu¤unu görürüz. Bu say›y› (3), (4) ve (5)’teki ta-

n›mlar› kullanarak hesaplayal›m:

(r + 1)b + r(r + 1)/2 = (r + 1)(2b + r)/2

=5 2a(2b + 2a – 1)/2

= a(2b + 2a – 1)

=4 a(2(k – a + 1) + 2a – 1)

= a(2k + 1) =3 x.

Sözverdi¤imiz gibi toplam›n x oldu¤unu bulduk.
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Sonuç olarak, 2n biçiminde yaz›lamayan her x say›s›n›n en

az iki ard›fl›k say›n›n toplam› oldu¤unu bulduk.

Hatta toplamam›z gereken ard›fl›k say›lar› da bulduk: Önce

x’i (2k + 1)a olarak yazal›m.

• E¤er a > k ise, x, a – k’den a + k’ye kadar olan 2k + 1 ar-

d›fl›k say›n›n toplam›d›r.

• E¤er a " k ise, x, k – a + 1’den k + a’ya kadar olan 2a ar-

d›fl›k say›n›n toplam›d›r.

fiimdi a " k fl›kk›nda, ard›fl›k say›lar› nas›l buldu¤umu gös-

tereyim. x = (2k + 1)a eflitli¤ini biliyoruz ve x’i en az iki ard›fl›k

say›n›n toplam› olarak yazmak istiyoruz. Ard›fl›k say›lar› bildi-

¤imizi varsayal›m bir an. Diyelim bu say›lar b’yle b + r aras›n-

daki say›lar. b’yle r’yi bulmak istiyoruz. b’yle b + r aras›ndaki

say›lar› toplarsak

(r + 1)(2b + r)/2

buluruz. Demek ki,

(2k + 1)a = x = (r + 1)(2b + r)/2,

yani

2a(2k + 1) = (r + 1)(2b + r).

r’yi 2a = r + 1 eflitli¤ini sa¤layacak biçimde seçelim. Demek ki,

r = 2a – 1. Bu (5) eflitli¤ini verir. b’yi de 2k + 1 = 2b + r eflitli-

¤ini sa¤layacak biçimde seçelim. Demek ki

2k = 2b + r – 1 = 2b + (2a – 1) – 1,

yani b = k – a + 1. Bu da (4) eflitli¤idir.

Yedinci Soru. Asal bir say›n›n en az üç ard›fl›k say›n›n top-

lam› olamayaca¤›n› kan›tlay›n.

Yedinci Sorunun Yan›t›. x bir asal say› olsun. Bir an için

x’in en az üç ard›fl›k say›n›n toplam› oldu¤unu varsayal›m. Di-

yelim, x asal say›s›,

b, b + 1, b + 2, ..., b + r

say›lar›n›n toplam› (burada r $ 2 ve b > 0.) Bir çeliflki elde ede-

ce¤iz. Aynen beflinci sorudaki gibi,
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2x = (r + 1)(2b + r) (2)

eflitli¤ini elde ederiz.

E¤er r + 1 tekse, (2) eflitli¤inden dolay›, r + 1, x’i böler. x asal

oldu¤undan, r + 1 = x olmal›. Bu ve (2)’den 2b + r = 2 ç›kar. Ama

b > 0 ve r $ 2, dolay›s›yla 2b + r = 2 eflitli¤i olanaks›z.

E¤er r + 1 çiftse, r tektir. r tek oldu¤undan, 2b + r de tek-

tir. (2) eflitli¤inden dolay›, 2b + r, x’i böler. x asal oldu¤undan,

2b + r = x olmal›. Bundan ve (2)’den, 2 = r + 1 ç›kar. Yani r =

1 ve bu bir çeliflkidir. Önermemiz kan›tlanm›flt›r.

Sekizinci Soru. Hangi say›lar 
��veya daha çok ard›fl›k say›-

n›n toplam›d›r?

Sekizinci Sorunun Yan›t›. Asal olmayan ve 2n biçiminde ya-

z›lamayan her say› en az üç ard›fl›k say›n›n toplam›d›r.

Sekizinci Sorunun Yan›t›n›n Kan›t›: Bu sav›m›z› kan›tlamak

için alt›nc› ve yedinci sorular›n yan›tlar›ndan yararlanaca¤›z.

E¤er x en az üç ard›fl›k say›n›n toplam›ysa, alt›nc› soruya

göre x, 2n biçiminde yaz›lamaz ve yedinci soruya göre x asal

olamaz. fiimdi bu önermenin tersini kan›tlayaca¤›z: E¤er x asal

de¤ilse ve 2n biçiminde yaz›lm›yorsa, x en az üç ard›fl›k say›n›n

toplam›d›r.

x’in asal olmad›¤›n› ve 2n biçiminde yaz›lamayaca¤›n› var-

sayal›m. Demek ki öyle bir k $ 1 ve a $ 2 vard›r ki,

x = (2k + 1)a

eflitli¤i geçerlidir. E¤er a > k ise, alt›nc› soruda x’in 2k + 1 tane

ard›fl›k say›n›n toplam› oldu¤unu gördük. Demek ki bu durum-

da bir sorun yok. E¤er a " k ise, gene alt›nc› soruda x’in 2a ta-

ne (yani en az 4 tane) ard›fl›k say›n›n toplam› oldu¤unu gördük.

Bu durumda da bir sorun yok. Hiç sorun kalmad›!
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