Ardisik Sayilarin Toplami

u yazida “say1” sozcuguni, 1, 2, 3, 4, 5 gibi, pozitif tamsa-
Byllar icin kullanacagiz. Konumuz ardigik sayilarin toplami.
7 ve 8 gibi, ya da 7, 8 ve 9 gibi ardarda gelen sayilara ardisgik
denir. Ornegin, 17 iki ardisik sayinin toplamidir:

17 =8 + 9.

21, ti¢ ardisik saymin toplamidir:

21=6+7+8.

21, ayn1 zamanda alt1 ardisik sayinin toplamidir:

21=1+2+3+4+5+6.

45, iki ya da daha cok ardisik saymin toplami olarak beg
degisik bicimde yazilir:

45=22 +23
=14 + 15 + 16
=7+8+9+10+ 11
=5+6+7+8+9+10
=1+2+3+4+5+6+7+8+9

44, sekiz ardigik sayinin toplamidir:

44=2+3+4+5+6+7+8+9
(ve 44, iki ya da daha c¢ok ardigik sayinin toplami olarak basg-
ka tiirlti yazilamaz.) Ama 1, 2 ve 4 sayilari iki ya da daha ¢ok
ardigik sayinin toplami degildirler. 7 ve 11 sayilari iki ardigik
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saymnin toplami olarak yazilabilirler ama ti¢ veya daha fazla ar-

disik saymnin toplami olarak yazilamazlar.

Bu yazida hangi sayilarin en az iki ve en az {i¢ ardisik sayi-
nin toplami oldugunu bulmaya ¢alisacagz.

Cogu zaman oldugu gibi (ama her zaman degil), burda da,
arastirmaya deneyle baslamak yararli olabilir. Ornegin 1°den
50’ye kadar olan sayilardan hangilerinin en az iki ardisik sayi-
nin toplami oldugunu bulmaya calisirsaniz, hem sorunun yani-
tin1 tahmin edebilirsiniz, hem de tahmininizin dogru oldugunu
nasil kanitlamaniz gerektigini anlayabilirsiniz.

Ilk elli sayiya gozatalim. Bu sayilari en az iki ardigik saymin
toplami olarak yazmaya calisalim. Asagidaki tabloda en kisa ve
en uzun toplamlari bulacaksiniz:

1 yazilamaz 26 5+6+7+8

2 yazilamaz 27 13+14,2+3+4+5+6+7
3 1+2 28 1+2+3+4+5+6+7

4 yazlamaz 29 14+ 15

5 2+3 30 9+10+11;4+5+6+7+8
6 1+2+3 31 20+ 21

7 3+4 32 yazlamaz

8 yazilamaz 33 16+17;3+4+5+6+7+8
9 4+52+3+4 34 7+8+9+10

10 1+2+3+4 35 17+18;2+3+4+5+6+7+8
11 5+6 36 11+12+13;1+2+...+8
12 3+4+5 37 13 +14

13 6+7 38 8+9+10+11

14 2+3+4+5 39 19+20;4+5+6+7+8+9
15 7+81+2+3+4+5 40 6+7+8+9+10

16 yazilamaz 41 20+21

17 8+9 42 13+14+15;3+4+...+9
18 S5+6+7;3+4+5+6 43 21 +22

19 9+10 44 2+3+4+5+6+7+8+9
20 2+3+4+5+6 45 22 4+23;14+2+...+9

21 10+11;1+2+3+4+5+6 46 10+11+12+13

22 4+5+6+7 47 23 +24

23 11 +12 48 15+16 +17

24 7+8+9 49 24 + 25

25 12+13;3+4+5+6+7 50 8+9+10+ 11 +12

Birinci Soru. Hangi sayilar ardisik iki sayimin toplanudir?

Birinci Sorunun Yamiti. Okur yaniti okumadan 6nce diisiin-
melidir. Psikolojik olarak yardim edecekse soyleyeyim: Pek o ka-
dar zor bir soru degil. Birka¢ deneme sorunun yanitini verecektir.
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Biz de deneyelim:

1+2 = 3
2+3 = 5§
344 =7
4+5 = 9
S+6 =11
6+7 =13
7+8 =15
8+9 =17
9+10 = 19
10+ 11 = 21
11 +12 = 23

Goruldugu gibi, 3, 5,7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23 sayi-
larini iki ardisik sayinin toplami olarak yazabildik. Bu sayila-
rin hep tek sayir olduklari goziiniizden kagmamistir. Dogru,
eger iki ardisik sayiy1 toplarsak hep tek sayi elde ederiz.

Neden?

Kanitlayalim. Ardigik iki sayidan biri tektir, 6biri ¢ift; do-
layisiyla bu iki sayiy1 topladigimizda tek say: elde ederiz. De-
mek ki iki ardisik saymin toplami hep tek sayidir.

Bunun tersi de hemen hemen dogrudur: 1 diginda her tek
sayl, iki ardisik sayinin toplamidir. Ornegin, 125, 62 + 63 ola-
rak; 147, 73 + 74 olarak yazlabilir. 1 diginda her tek sayinin
iki ardigik sayinin toplami oldugunu kanitlayabilir miyiz?

Evet. Kanit1 da bayagi kolay: x # 1 herhangi bir tek say1 ol-
sun. x tek oldugundan, x’i 2z + 1 olarak yazabiliriz. Simdi x’i,
n + (n + 1) olarak, yani iki ardigik sayinin toplami olarak yaza-
biliriz. (Not: x > 1 oldugundan, » > 1’dir.)

Ikinci Soru. Hangi sayilar ii¢ ardisik saymin toplanudir?

Ikinci Sorunun Yamti. Yukardaki gibi birka¢ deneme yap-
mak sorunun yanitini verecektir:
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1+2+3=6

2+3+4=9

3+4+5=12
4+5+6=15
S+6+7=18
6+7+8=21

Hep iige bolunen sayilar elde ediyoruz. Hepsini mi? Hayir!
3 sayisl, ti¢ ardisik sayinin toplami degildir. Ama 3 disinda tice
boliinen her sayi ti¢ ardisik sayinin toplamudir... gibi goziiki-
yor... Demek ki savimiz su olmali: U¢ ardisik sayinin toplami
tce boluniir ve 3 disinda tige boliinen her say ti¢ ardisik sayi-
nin toplamidir. Savimizi kanitlayalim.

Uc ardisik say1 alalim. Bu sayilarin ortancasina 7 diyelim.
Demek ki ti¢ sayimiz # — 1, n ve n + 1. Bu u¢ say1y1 toplayalim:
m-1)+n+(n+1)=3n
elde ettik. Bu say1 tice boluntir. Demek ki, her ti¢ ardisik say1-

nin toplamu tige boliniir.

Simdi de tice bolunen ama 3 olmayan herhangi bir say: ele
alalim. Bu sayiya x diyelim ve x’in ii¢ ardisik sayinin toplami
oldugunu kanitlayalim. Yukardaki dizelge asagi yukar: kaniti
veriyor: Esitligin solundaki ortanca sayi, toplamin tigte biri. x’i
uce bolelim. Cikan sayiyi, bir oncekini ve bir sonrakini topla-
yalim. x’i elde ederiz. Ornegin, x = 27 ise, x/3 = 9°dur ve 27 =
8 + 9 + 10’dur.

Bicimsel olarak soyle kanitlariz: x tige bolindugunden, x’i
3n olarak yazabiliriz: x = 3. Simdi asagidaki esitlige bakin:

x=3n=m-1)+n+ (n+1).
Demek ki, x, {i¢ ardigik sayinin (7 — 1’in, #’nin ve 7 + 1’in) top-
lamidir. (Not: x > 3 oldugundan, n — 1 > 1°dir.)

Savimiz kanitlanmistir.

Uciincii Soru. Hangi sayilar bes ardisik saymmn toplamidir?
Uciincii Sorunun Yamiti. § ve 10 disinda, bese boliinen her
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say1 bes ardisik sayinin toplamidir. Ornegin,
15=1+2+3+4+5
20=2+3+4+5+6
25=3+4+5+6+7
Bu dizelge de kaniti1 asagi yukari veriyor. Esitligin sag tara-
finin ortanca sayi, toplamin beste biri. x, bese boliinen ama ne
5 ne de 10 olan bir say1 olsun. x = 57 olarak yazalim. Simdi x,
n-2,n—-1,nn+1,n+2
ardisik sayilarinin toplamudir. (Not: x > 15 oldugundan, n — 2 >
1°dir.)

Dordiincii Soru. Hangi sayilar yedi ardisik saymun toplami-
dir?

Dordiincii Sorunun Yaniti. Bu sorunun yanit1 da ikinci ve
uciinci sorularin yaniti gibidir. 7, 14 ve 21 disinda yediye bo-
linen her say1 yedi ardisik sayimi toplamidir. Bigimsel kaniti
okura birakiyorum.

Besinci Soru. En az iki ardisik saymin toplami olan sayila-
rin 1°den biiyiik bir tek sayrya boliindiiklerini, yani 2" bicimin-
de yazilamayacaklarm kamtlaymn.

Besinci Sorunun Yamiti. x, en az iki ardisik saymin toplami
olan bir say1 olsun. Diyelim, x sayisi,

b,b+1,b+2,...b+r
(r + 1 tane) ardigik sayimnin toplami (r > 1 elbette.) Yani
x=b+b+1)+b+2)+...+(b+7). (1)
Bu toplamda 7 + 1 tane b var. Demek ki, toplam
(r+1)b+[1+2+...+7]
sayisina esit. 1’den 7’ye kadar olan sayilarin toplami 7(r + 1)/2’ye
esittirl. Demek ki
x=r+1)b+r(r+1)2.
r + 1’1 disar1 ¢ikaralim ve esitligi 2’yle ¢arpalim.
2x = (r+ 1)(2b + 1) (2)
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elde ederiz. Eger 7 + 1 ve 2b + r sayilarindan birinin tek oldugu-

nu kanitlarsak isimiz istir, ¢inki bu tek say1 x’i bolmek zorun-
da. Kanitlayalim: Eger 7 + 1 tekse bir sorun yok. Eger r + 1 cift-
se, 7 tektir ve dolayisiyla 2b + r de tektir. Kanmitimiz bitmistir.
Yukardaki kanitta, (1) esitliginden (2) esitligini elde ettigimiz
okurun goziinden kagmamalidir. Birazdan bu olguyu kullanacagz.

Altina Soru. Hangi sayilar iki veya daba cok ardisik sayi-
min toplamu olarak yazilabilir?

Altinc Sorunun Yanit1. Once bir tahminde bulunmak gere-
kiyor. Simdiye degin bulduklarimizi gbzden gecirelim:

Her seyden Once besinci soruya gore, 1, 2, 4, 8, 16 gibi 2”
bi¢ciminde yazilan sayilar iki ya da daha fazla ardisik sayinin
toplami olamazlar. Obiir sayilara bakalim.

Birinci soruya gore, 1 disinda her tek say1 iki ardigik sayi-
nin toplamudir.

Uce boliinen sayilara bakalim. Ikinci soruya gore, 6, 9, 12,
15 gibi tige boliinen sayilar ti¢ ardisik sayinin toplamidir. 3 tek
oldugundan, 3 de iki ardisik sayinin toplamidir. Demek ki tige
boliinen her say1 en az iki ardigik sayinin toplanudir.

Simdi de bese boliinen sayilara bakalim. Ugiincii soruya gore,
5 ve 10 disinda bege boliinen her say1 bes ardigik saymnin toplami-
dir. Tek oldugundan, § de iki ardigik saymin toplamidir. Ya 10?

10=1+2+3+4
oldugundan, 10 da ardisik sayilarin toplamidir. Sonug olarak
bese boliinen her sayi1 en az iki ardisik sayinin toplamidir.

Sira 7’ye boliinen sayilara geldi. Dordiincii soruya gore 7,
14 ve 21 disinda yediye boliinen her sayi yedi ardisik sayinin
toplamudir. 7 ve 21 tektir, dolayisiyla iki ardigik sayinin topla-
mudirlar. 14’4 ardigik sayilarin toplami olarak yazmak biraz
daha zor, ama yaziliyor:

1 Bu esitlik ¢cok bilinen bir esitliktir. [11]’in Pisagor ve Sayilar yazisina bakiniz.
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14=2+3+4+5.

Demek ki yediye boliinen her say1 en az iki ardigik sayinin
toplamudir.

Tahminimiz ne olmali? 2” bi¢iminde yazilamayan her say1
en az iki ardisik saymin toplami olabilir mi? Galiba, ama pek
emin degiliz.

11’e boliinen sayilara bakalim. Bu sayilarin ¢ogunun 11 ar-
disik sayinin toplami oldugunu artik tahmin edebiliriz. Sayimi-
za x diyelim. x’i 11’e bolelim. Cikan sayiya 7 diyelim. Simdi
asagidaki 11 sayiy1 toplayalim:
n-5Sn-4,n-3,n-2,n-1,nn+1,n+2,n+3,n+4,n+3.
11#n, yani x buluruz. Ama burda #» — 5 > 0 olmali, yani x/11 -5
> 0 olmali, yani x > 55 olmali. Peki, x = 11, 22, 33, 44, 55 ise
ne yapacagiz? Bu sayilar en az iki ardisik sayinin toplami midir?
11, 33 ve 55 tek olduklarindan bu sayilar iki ardigik saymin
toplami olarak yazabiliriz. 22 ve 44 de en az iki ardisik tamsa-
ymun toplamidir:

22=4+5+6+7
44=2+3+4+5+6+7+8+09.

Demek ki 11°e boliinen her sayi en az iki ardigik sayinin
toplamudir.

Galiba tahminimiz dogru, galiba 2” bigiminde yazilamayan
her say1 (yani 1’den biiyiik bir tek sayiya boliinen her say1) en
az iki ardigik sayinin toplamidir. Artik savimizi yazabiliriz:

Sav. 2" biciminde yazilamayan her say: en az iki ardisik sa-
yimin toplanudir. Ve en az iki ardisik saymin toplami olan hig-
bir sayi 2" biciminde yazilamaz.

Savin Kaniti. Savimizin ikinci bolimiini besinci soruda ka-
nitlamigtik. Birinci bolimiini kanitlayalim. x, 2” biciminde ya-
zilmayan bir say1 olsun. Demek ki x, 1’den biiytk bir tek sayi-
ya bolunir. x’i bolen tek sayiy1 2k + 1 olarak yazalim ve bol-
me isleminin sonucuna a diyelim. Demek ki,
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x =2k + 1)a. (3)
Simdi a — k’yle a + k arasindaki 2k + 1 sayiy1 toplayalim.
(a-k)+a-k+1D)+..+@a-1+a+(a+1)+..
+(a+k=-1)+(a+k).
Bu toplamda bir siirii terim sadelesir. Ornegin, birinci ve

sonuncu terimlerdeki k’ler sadelesir, ikinci ve sondan ikinci te-
rimlerdeki k& — 1’ler sadelesir... @’lar disgindaki butiin terimler
sadelesir. Sonug olarak 2k + 1 tane a’y1 toplariz, yani toplamin
sonucu (2k + 1)a’dir, yani x’tir. Eger toplamdaki ilk sayi, yani
a — k, pozitif ise, x’i bu bi¢cimde 2k + 1 ardigik sayinin toplami
olarak yazabiliriz. a — k < 0 ise ne yapacagiz?

Bundan béyle a — k’nin pozitif olmadigini varsayalim, yani a
< k esitsizligini varsayalim. Bu durumda ne yapmaliyiz? Once ya-
nit1 vereyim. Yaniti nasil buldugumu sonra agiklayacagim3.

b=k-a+1 (4)
ve

r=2a-1 ()
olsun. b’nin en az 1 olduguna dikkatinizi cekerim. b’den b + r’ye
kadar olan sayilari, yani
b,b+1,b+2,...b+r
sayilarini toplayalim:
b+ b+1)+b+2)+...+(b+r).
Toplamin x’e egit oldugunu kanitlayacagim. Besinci soru-
daki gibi hesaplarsak, toplamin
(r+ )b +r(r+1)2
sayisina esit oldugunu goririiz. Bu sayiyi (3), (4) ve (5)’teki ta-
nimlar1 kullanarak hesaplayalim:
(r+ Db +r(r+ 12 = (r+1)2b+7)2
=5 2a(2b + 2a - 1)/2

= a2b+2a-1)
= a2(k-a+1)+2a-1)
= a2k +1)=3x.

Sozverdigimiz gibi toplamin x oldugunu bulduk.
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Sonug olarak, 2" bigiminde yazilamayan her x sayisinin en
az iki ardigik saymnin toplami oldugunu bulduk.

Hatta toplamamiz gereken ardisik sayilari da bulduk: Once
x’1 (2k + 1)a olarak yazalim.

® Eger a > k ise, x, a — k’den a + k’ye kadar olan 2k + 1 ar-
disik sayinin toplanudir.

e Egera<kise, x, k—a+ 1’den k + a’ya kadar olan 24 ar-
disik sayinin toplamudir.

Simdi a < k sikkinda, ardisik sayilari nasil buldugumu gos-
tereyim. x = (2k + 1)a esitligini biliyoruz ve x’i en az iki ardisik
saymin toplami olarak yazmak istiyoruz. Ardisik sayilar bildi-
gimizi varsayalim bir an. Diyelim bu sayilar b’yle b + r arasin-
daki sayilar. b’yle #’yi bulmak istiyoruz. b’yle b + r arasindaki
sayilar1 toplarsak

(r+1)2b +1)/2
buluruz. Demek ki,

2k + 1a=x = (r + 1)(2b + 1)/2,
yani
202k + 1) = (r + 1)(2b + 7).
r’yi 2a = r + 1 esitligini saglayacak bi¢imde secelim. Demek ki,
r = 2a — 1. Bu (5) esitligini verir. b’yi de 2k + 1 = 2b + r esitli-
gini saglayacak bi¢cimde secelim. Demek ki
2k=2b+r-1=2b+ (2a-1)-1,

yani b = k —a + 1. Bu da (4) esitligidir.

Yedinci Soru. Asal bir sayimin en az ii¢ ardisitk saymn top-
lami olamayacagimi kanmitlaymn.

Yedinci Sorunun Yaniti. x bir asal say1 olsun. Bir an icin
x’in en az ug ardisik sayinin toplami oldugunu varsayalim. Di-
yelim, x asal sayisi,

b,b+1,b+2,...b+r
sayilarinin toplami (burada 7 > 2 ve b > 0.) Bir celigki elde ede-
cegiz. Aynen besinci sorudaki gibi,
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2x = (r + 1)(2b + 1) (2)

esitligini elde ederiz.

Eger r + 1 tekse, (2) esitliginden dolayi, 7 + 1, x’i boler. x asal
oldugundan, 7 + 1 = x olmali. Bu ve (2)’den 2b + r = 2 ¢ikar. Ama
b >0 ver>2, dolayisiyla 2b + r = 2 esitligi olanaksiz.

Eger r + 1 ciftse, r tektir. r tek oldugundan, 2b + r de tek-
tir. (2) esitliginden dolay1, 2b + r, x’i boler. x asal oldugundan,
2b + r = x olmali. Bundan ve (2)’den, 2 = 7 + 1 ¢ikar. Yani r =
1 ve bu bir celiskidir. Onermemiz kanitlanmustir.

Sekizinci Soru. Hangi sayilar ti¢ veya daha ¢cok ardisik say:-
mn toplanudir?

Sekizinci Sorunun Yaniti. Asal olmayan ve 2" biciminde ya-
zilamayan her sayi en az ii¢ ardisik sayimin toplanudir.

Sekizinci Sorunun Yanitinin Kaniti: Bu savimizi kanitlamak
icin altinci ve yedinci sorularin yanitlarindan yararlanacagiz.

Eger x en az i¢ ardisik sayinin toplamiysa, altinci soruya
gore x, 2" biciminde yazilamaz ve yedinci soruya gore x asal
olamaz. Simdi bu 6nermenin tersini kanitlayacagiz: Eger x asal
degilse ve 2" biciminde yazilmiyorsa, x en az ti¢ ardigik sayinin
toplamudir.

x’in asal olmadigini ve 2” biciminde yazilamayacagini var-
sayalim. Demek ki o6yle bir k > 1 ve a > 2 vardir ki,

x=2k+1)a

esitligi gecerlidir. Eger a > k ise, altinc1 soruda x’in 2k + 1 tane
ardigik sayinin toplami oldugunu gordiik. Demek ki bu durum-
da bir sorun yok. Eger a < k ise, gene altinci soruda x’in 24 ta-
ne (yani en az 4 tane) ardisik sayinin toplami oldugunu gordiik.
Bu durumda da bir sorun yok. Hi¢ sorun kalmadi!
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