
Tuhaf Bir Eflitlik
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Önemsiz ama ilginç bir eflitlikten söz edece¤im bu yaz›mda.

Afla¤›daki eflitliklere göz at›n:

2 + 2 = 2 × 2

1 + 2 + 3 = 1 × 2 × 3

Bu eflitliklere benzeyen,

a + b + c + d = a × b × c × d

eflitli¤ini sa¤layan a, b, c, d tamsay›lar› var m›? Genel olarak,

a1 + ... + an = a1 × ... × an (1)

denkleminin tamsay›larda çözümü hakk›nda ne söyleyebiliriz?

Bu tür sorular› pek sevmem do¤rusu. Bana biraz fazla “be-

dava” soru gibi gelir, yani soru sormak için soru sormak...

Neyse...

Bu tür eflitliklerin hepsini bulabiliriz. Bulaca¤›z da...

‹ki örnek daha vereyim:

1 + 1 + 2 + 4 = 1 × 1 × 2 × 4

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 3 + 4 = 1 × 1 × 1 × 1 × 1 × 3 × 4

Çok daha genel bir örnek vereyim. Herhangi iki pozitif do-

¤al say› alal›m: a ve b. fiimdi a × b ve a + b say›lar›n› bulal›m.

Aradaki fark› alal›m, diyelim

i = (a × b) ! (a + b).

fiimdi, i tane 1’i ve a’y› ve b’yi toplay›p çarpal›m:



1 × ... × 1 × a × b = a × b = i + a + b = 1 + .. + 1 + a + b

eflitli¤i geçerlidir.

Örne¤in, a = 2, b = 3 ise, (ki o zaman i = 1’dir) yukarda ver-

di¤imiz,

1 + 2 + 3 = 1 × 2 × 3

örne¤ini buluruz.

E¤er a = 2, b = 4 ise,

1 + 1 + 2 + 4 = 1 × 1 × 2 × 4

örne¤ini buluruz.

E¤er a = 2, b = 2 ise, (ki o zaman i = 0’d›r) yukarda verdi-

¤imiz,

2 + 2 = 2 × 2

örne¤ini buluruz.

Yukardaki yöntemi a, b ve c tamsay›lar›na da uygulayabiliriz.

i = (a × b × c) ! (a + b + c)

olsun. i tane 1’i, a’y›, b’yi ve c’yi çarp›n ve toplay›n, ayn› say›-

y› bulursunuz:

1 × ... × 1 × a × b × c = a × b × c = i + a + b + c

= 1 + ... + 1 + a + b + c.

Ayn› yöntemi herhangi n say›ya uygulayabiliriz.

Bütün çözümler yukardaki yöntemle bulunur. Bunu kan›t-

layal›m.

Diyelim a1, ..., an say›lar› a1 × ... × an = a1 + ... + an eflitli¤i-

ni sa¤l›yorlar.

Bu say›lar›n küçükten büyü¤e do¤ru s›raland›¤›n› varsaya-

biliriz, yani

1 $ a1 $ ... $ an (2)

eflitsizliklerini varsayal›m. (1) ve (2)’yi kullanarak,

a1 × ... × an = a1 + ... + an $ nan

eflitsizli¤ini elde ederiz. En sol ve en sa¤daki an’leri sadelefltirirsek,

a1 × ... × an!1 $ n (3)

eflitsizli¤i ç›kar. Sol tarafta n ! 1 tane say› var ve herbiri en az 1.
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Birinci fi›k. Diyelim a1 ) 1. O zaman (3)’ün solundaki say›-

lar en az 2 oldu¤undan, (3)’ten

2n!1 $ n

eflitsizli¤i geçerli olur. Bu eflitsizlikten de n = 1 ya da n = 2 ç›-

kar (Neden?)

E¤er n = 1 ise, diyecek laf›m›z kalmaz. Bir say›n›n kendi

kendisiyle toplam› ve çarp›m› elbette ayn›d›r! E¤er n = 2 ise, (3)

eflitsizli¤i “a1 $ 2” yani a1 = 2 demektedir. Dolay›s›yla,

2 + a2 = a1 + a2 = a1 × a2 = 2a2,

ve a2 = 2. Bu, verdi¤imiz ilk örnekti.

‹kinci fi›k. fiimdi diyelim a1 = ... = ai = 1 ve ai+1 ) 1. O zaman,

ai+1 × ... × an = a1 × ... × an = a1 + ... + an = i + ai+1 + ... + an

ve

i = (ai+1 × ... × an) ! (ai+1 + ... + an).

Böylece bütün çözümlerin yönetimizle bulunmufl oldu¤unu

kan›tlad›k.
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