Zar Sayisi

3,4, 5, 6.Ya iki zar atildiginda kag sonug elde edilir? 36
degil, ciinkii, 6rnegin, 5-3’le 3-5 arasinda bir ayrim ya-

Tek bir zar atildiginda alt1 sonuctan biri elde edilir: 1, 2,

pilmaz, bu zarlar bir sayilir (penciise.) 21 sonug elde edilir:
1-1, 1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6, 2-2, 2-3, 2-4, 2-5, 2-6, 3-3, 3-4,
3-5, 3-6, 4-4, 4-5, 4-6, 5-5, 5-6, 6-6.

Ya ii¢ zar atildiginda kag sonug elde edilir? Bu birinci soru.
Ama bu soru ¢ok kolay...

Dort zar atildiginda ne olur?

Ya bes zar atildiginda?

Ya n zar auldiginda?

Once yanit1 vereyim...

Ama once diisiintin. Kendiniz bulmaya ¢alisin. Birkag yanit
bulacaksimz. Zevk alacaksinmiz. Nihai yaniti bulamayabilirsi-
niz. Onemli degil. Bulsaniz ne olacak ki! Sanki 7 zarl tavla mi
oynayacaksiniz!

Dustinmek ve dustinmekten zevk almak yaniti bulmaktan
¢ok daha 6nemlidir.

Su anda kitab1 kapatin. Kitab1 okumayin... Kitabinin okun-
masini istemeyen ender yazarlardan biriyim, hartta belki de tek
yazarim!
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Yanit1 veriyorum. Vazgectim.... Simdi vermeyecegim. Yazi-
nin sonunda verecegim.

n tane zar atacagiz. Diyelim a; tane 1 geldi, a, tane 2 gel-
di... a4 tane 6 geldi. Gelen zarlari (aq, a,, a3, a4, as, ag) bigimin-
de gosterebiliriz. Demek ki,

{(ay, ayy a3, a4, as, ag) 2 ay + ay + az + a4 + as + ag = n}
kiimesinin eleman sayisini hesaplayacagiz.

Simdi bir numara yapacagim. Yukardaki 6 yerine k yazaca-
gim ve

{(ay, ary s ap) s ay +ay + ... + ay =nj
kiimesinin eleman sayisini hesaplayacagim. Daha kolay olacak!
Daha sonra k = 6 alacagim. Bu birinci numara. Ve aslinda en
buiyiikk numara bu, 7’yi degistirecegimize, yani zar sayisini de-
gistirecegimize zarin ylz sayisini, yani £’y1 degistiriyoruz!

Bu kiimeye bir ad verelim: A(k, #). Demek ki,

Ak, n) = {(aq, ayy -.. s ap) 1 ay +ay + ... + a, = n}.

A(k, n) kiimesinin eleman sayisi, k yuzli n zar atuldiginda
elde edilen olay sayisidir. Bu sayiya da f(k, n) diyelim. Asil
amacimiz f(6, n) sayisini hesaplamak...

A(k, n) kiimeleriyle A(k + 1, n) kimeleri arasinda bir iligki
vardir, o da sudur: Ikinci kiimede birinci kiimeden bir fazla sa-
y1 (k + 1’inci yiiz) vardir, o da a,,; sayisidir ve bu say1 0’la 7
arasinda degisir! Daha bicimsel bir yazilimla:

A(k+ ]; 7’l) = {(a],-.-,ak, ﬂk+1): ﬂl +a2 +...+ ak +ak+1 — 7’1}
n
=U_{@rar)iay +. ey =n -1}

Esitligin en sagindaki kiimeler kesismiyorlar ve herbirinin
eleman sayis1 A(k, n — r) kiimesinin eleman sayis1 kadar. De-

mek ki,
flk+Lm)=>"_ flkyn—1)=>"_, flk,s).

(En sagdaki esitlik i¢in, s = 7 — 7 yapin.) Bunu aklinizda tuta-
lim.)
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Ikinci numaraya geldi sira: f(k, #)’ler arasinda soyle bir ilis-
ki var:
flk+1,n+1)=flkyn+1)+ f(k+1,n).
Kanitlayalim bunu. Biraz 6nce kamtladigimiz esitligi (iki
kez) kullanacagiz.

fle+ 1, +1) = D" flk,s) = flkym+ 1)+ D" flk, s)
= flkyn+ 1)+ f(k +1,n)
Esitligimiz kanitlandi. Simdi bir onceki esitligi unutalim ve

sadece bunu aklinizda tutalim...
Simdi en son numara... Diyorum ki f(k, n) sayisi

n+k-1
k-1
sayisina, yani (n + k — 1)!/n!(k — 1)! sayisina esittir...1
Once k = 1 igin kanitlayalim. Bir yandan f(1, ») sayist bir
yuzli bir zar1 n kez atugimizda elde edecegimiz olay sayisidir,

bu da 1’dir.
Ote yandan,
n+k-1
k-1

sayisi (k = 1 iken),

sayisina, yani

n!/n!0! = nl/n! =1
sayisina esittir... Demek ki dogrulugunu iddia ettigim esitlik k£ = 1
icin dogru.

1 Bu sayilar, Matematik ve Oyun adli kitabimin Pokerin Matematigi adli ya-
zisinda tanimlanmugtir.
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Simdi # = 1 i¢in kanitlayayim. Bir yandan f(k, 1) sayisi k
yuzli bir zar1 1 kez attigimizda elde edecegimiz olay sayisidir,

ki bu da k’dir.
n+k-1
k-1

Ote yandan,
k
k-1

sayisina, yani k!/(k — 1)!1! = k!/(k - 1)! = k’ye esit... Demek ki
iddia ettigim esitlik 7 = 1 i¢in de dogru.

sayist (n = 1 iken),

Dolayisiyla 7 + k = 1 iken esitlik dogru.
Simdi esitligin 7 + k sayisi i¢in dogru oldugunu varsayip,
n + k + 1 sayisi i¢in kanitlayacagiz. Daha dogrusu,

n+k-1 b n+k-1
f<k,n>=( k_lj ve fl +1,n—1>:[ . J

esitliklerini (tiimevarim varsayimi) varsayip,

A n+k
M +L”)=( b J

esitligini kanitlayacagiz. Bu kanit yontemine “n + k tizerinden
timevarimla kanit” denir.2 Biraz 6nce unutmamaniz gerektigi-
ni soyledigim esitligi ve tiimevarim varsayimim kullanarak ka-
nitlayacagim:

2 Bu kanit yéntemi, Matematik ve Oyun adli kitabimin Sonsuz Inis, Sonsuz Cikis
adli yazisinda agiklanmistir.
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Flk+1, 1) = fik, n>+f</e+1,n—1>=["+k‘1J+(”+k‘lJ

k-1 k
_(n+k—1)! (n+k—1)!_k(n+/e—l)!+n(n+k—1)!
Nk -1)! " (m—1)1k n'k!
3 k+n (n+k)! (n+k
=k = T Tk { k ]

Boylece istedigimiz esitligi
m+D)(n+2)(n+3)n+4)(n+5)
120

esitligini kanitlamig olduk. Eger k = 6 alirsak, alt1 ytizlii bir za-
r1 n defa attigimizda olay sayisinin
m+D)n+2)(n+3)(n+4(n+))
120

oldugunu goriiriiz.
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