Sapka Problemi

yaratmig. Hatta Amerika’nin en saygideger gazetelerin-
den biri olarak kabul edilen The New York Times’ta
uzun bir yaziya konu olmus. Bu yazinin ilk kismi1 da The New

Bu ayin konusu olan problem Amerika’da bayagi heyecan

York Times’ta yayimlanan o yazidan kaynaklanmistir.

Sapka Problemi adiyla bilinen bu problem soyle.

Bir odaya 7 kisi girecek. Odada bu kisilerin baglarina, yaz
tura atarak ya beyaz ya da siyah sapka konacak. Yani herkesin
basinda ytizde elli olasilikla beyaz sapka olacak, yiizde elli ola-
silikla siyah sapka. Herkes baskasinin bagindaki sapkanin ren-
gini gorecek, ama kimse kendi basindaki sapkanin rengini go-
remeyecek... Oyuncular ayni anda ya kafalarindaki sapkanin
rengi konusunda bir tahminde bulunacaklar ya da pas gegecek-
ler. Eger higbiri yanilmazsa (pas gecen hi¢ yanilmaz) ve arala-
rindan en az biri dogru yanit verirse her oyuncu 1 milyon do-
lar alacak. Yoksa herbiri hava alacak.

Ornegin biri disginda hepsi pas gegerse ve o pas gecmeyen
(camgobegi ya da fistiki gibi herhangi bir tahminde degil!) si-
yah ya da beyaz tahmininde bulunursa, yiizde 50 olasilikla her
oyuncu 1 milyon dolar alacak, yuzde elli olasilikla kimse para
kazanamayacak.
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Eger iki kisi pas ge¢meyip
tahminde bulunursa, o zaman
yuzde 25 olasilikla oyuncular
paray1r kazanacaklar (1 milyon
dolar1 cebe indirmek icin tah-
minde bulunan iki kiginin de

dogru tahminde bulunmasi gere-
kiyor.) Demek ki sadece bir kiginin pas ge¢meyip tahminde bu-
lundugu strateji iki kisinin tahminde bulundugu stratejiden da-
ha iyi, hatta iki kat daha iyi.

Herkes pas gecerse, kimse dogru tahminde bulunmadigin-
dan, kimse para kazanamayacak...

Bu # kisi odaya girmeden 6nce toplanip en iyi strateji hak-
kinda kafa yoruyorlar. En iyi stratejilerinin (varsa) en az % 50
oldugunu gordik. Yizde elliden daha iyi bir strateji var mi?

Amerika’nin bir¢ok tinlii matematikgisi, (ki bir¢ogu Ameri-
kali degildir) siz bu yaziy1 okudugunuz sirada belki de, bu ko-
nu uzerinde kafa yoruyor.

Oyunun kodlar teorisiyle ilgisi var, yani bilgisayarlarla, sif-
relemeyle, bilgi yollamayla, yani ¢cagimizla... Matematik kimi-
leyin de bir ige yarar!

Bir¢ok matematikgi, problemi ilk duydugunda, en iyi stra-
tejinin yukarda acikladigim yuizde elli parayr kazandiran stra-
teji oldugunu dustiniiyormus. Ama daha sonra daha iyi strate-
jilerin varhgini kavriyorlarmus.

Problemi ilk kez Kaliforniya Universitesi'nden Dr. Todd
Ebert doktorasini yazarken bulmus. Soruyu 6grencilerine sor-
mus. Bir sabah uyandiginda, internet’te herkesin bu problemle
ugrastigini gormiis...

Yine Kaliforniya tniversitesinden Prof. Berlekamp 7 = 3 ol-
dugunda, ytzde 75 kazandiran bir stratejinin oldugunu bul-
mus. Biz de bulalim.
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Soyle diisiinelim. Ug sapkanin iiciiniin de ayni renk olma
olasilig1 1/4’tiir, ¢uinki 1/8 olasilikla ii¢ sapka beyaz, 1/8 olasi-
likla ti¢ sapka siyah olacaktir. Dolayisiyla ti¢ sapkanin renk da-
gilminin 2-1 olma olasihgr 3/4’tiir. Demek ki, kargisindaki iki
sapkanin ayni renkte oldugunu gorenler aksi tahminde bulu-
nurlarsa, yani iki siyah sapka goren beyaz, iki beyaz sapka go-
ren siyah derse ve digerleri pas gegerse, 3/4 olasilikla dogru tah-
minde bulunulacaktir.

Bunu soyle de gosterebiliriz. Oyunculara 1, 2, 3 diyelim ve
bu stratejiyle oynanan oyunun akigina bakalim:

1 2 3 Tahmin Sonug

Beyaz Beyaz Beyaz Herkes “siyah” der Kaybedilir

Beyaz Beyaz Siyah 3 “siyah” der, digerleri pas geger Kazanilir

Beyaz Siyah Beyaz 2 “siyah” der, digerleri pas gecer Kazanilir

Beyaz Siyah Siyah 1 “beyaz” der, digerleri pas gecer Kazamlir

Siyah Beyaz Beyaz 1 “siyah” der, digerleri pas gecer Kazanilir

Siyah Beyaz Siyah 2 “beyaz” der, digerleri pas gecer Kazanilir

Siyah Siyah Beyaz 3 “siyah” der, digerleri pas geger Kazanilir
Siyah Siyah Siyah Herkes “beyaz” der Kaybedilir

Eger n = 15 ise, 15/16 olasilikla kazandiran bir strateji bu-
lunmus.

Oyuncu sayisi arttik¢a, bilinen bir stratejinin kazanma ola-
siligr artiyor, hatta » sonsuza gittiginde bu bilinen stratejinin
olasiligi 1’e yakinsiyormus.

Biz Turkler bu oyunu biraz degistirelim. Oyuncular — hep
birlikte degil de — teker teker tahminde bulunsunlar. Bu oyun-
da en iyi strateji var midir, varsa bu en iyi stratejinin basari san-
s1 yuzde kactir?

Yukardaki gibi diigtinecegiz. Kisi sayisina » diyelim. Herke-
se siyah sapka gelme olasihig1 1/27°dir, dolayisiyla en az bir ki-
siye beyaz sapka gelme olasiligi 1 — 1/27°dir. Eger en az bir ki-
siye beyaz sapka gelirse, oyunun — birazdan agiklayacagim
stratejiyle — kazanilacagini iddia ediyorum.
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Strateji soyle: Oyuncular siraya dizilsinler: 1, 2, ..., 7 ve bu
sirayla tahminde bulunsunlar. Her oyuncu, kendisinden sonra
gelen oyunculardan herhangi birinin basinda beyaz sapka gor-
miyorsa (yani (kendisinden sonra gelen biitiin oyuncularin
sapkalar1 siyahsa), “beyaz” tahmininde bulunsun, eger gori-
yorsa pas gecsin. Yani beyaz sapka goriildikge pas gecilecek,
goriilmiiyorsa “beyaz” denilecek... Ilk yanit verenden sonraki
oyuncular pas gecsinler...

Ornegin, 1 numarali oyuncu eger hickimsede beyaz sapka
gormilyorsa, yani herkeste siyah sapka goruyorsa “beyaz” der
(daha sonrakiler pas gecer), eger en az bir kiside beyaz sapka
goriiyorsa pas geger (ve sira ikinci oyuncuya geger.)

Birinci oyuncu pas ge¢misse, o zaman en az bir kiside beyaz
sapka var demektir. En sonuncu beyaz sapka sahibi, -daha 6nce
tahminde bulunulmamigsa- kendisinden sonra beyaz sapka gor-
mediginden tahminde bulunacak (daha oncekiler pas ge¢mis ol-
malilar, daha sonrakiler de pas gececekler) ve oyun kazanilacak.

Uc oyuncuyla neler olduguna bakalim. Sapka dagilimlarini
BBB, BBS,... gibi gosterelim. Ornegin BSB, birinci ve iigiincii
oyuncularda beyaz, ikinci oyuncuda siyah sapka oldugunu gos-

teriyor.
1 2 3 Sonug
BBB Pas Pas Beyaz Kazanilir
BBS Pas Beyaz Kazanilir
BSB Pas Pas Beyaz Kazanilir
BSS Beyaz Kazanilir
SBB Pas Pas Beyaz Kazanilir
SBS Pas Beyaz Kazanilir
SSB Pas Pas Beyaz Kazanilir
SSS Beyaz Kaybedilir

Goruldugu gibi 7/8 olasilikla oyun kazaniliyor.
Genel olarak oyunda 7 kisi varsa, oyun 1 — 1/27 olasilikla
kazanilir.
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Daha iyi bir strateji de olamaz, ¢iinkii, birinci kisi, tahmin-
de bulundugunda, en az 1/27 olasilikla oyun kaybedilecektir,
demek ki yukarida acgiklamaya calistigim stratejiden daha iyi
bir stratejide, birinci oyuncu hep pas gecmelidir. Birinci oyun-
cu hep pas gectiginde de bir sonraki oyuncuya higbir ipucu ver-
meyecektir, dolayisiyla ikinci oyuncuyla birinci oyuncu arasin-
da bir fark kalmayacaktir, ve ikinci oyuncu da pas ge¢gmek zo-
runda kalacaktir... Bu boyle devam eder.
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