Godel’in Bir Baska Teoremi

uramla uygulama uyumlu bir yasam i¢inde midir? Kuram-
Ksal olarak kanitlanmig bir 6nerme, uygulamada da gegerli
midir, gercekten dogru mudur? Ornegin,
1,4 < N2 6nermesinin bir kanit1 varsa (ki | ~- |
var), bu 6nerme gercekten dogru mudur? '
Yani evdeki hesap ¢arsiya hep uyar mi?
Daha matematiksel bir deyigle, bir mate-
matik kuraminda kanitlanan bir teorem,
o kuramin evrenlerinde de gegerli midir?

Okur, okumaya basladig1 yazinin il-
ging olmasini diler. Yazar da okurun

yaziy1 ilging bulmasinmi ister. Dolayisiy-

Kurt 6del

la, yukardaki sorunun yanitinin “hayir”
olmasi hem okurun hem de yazarin igine gelir. Ne yazik ki ya-
nit EVET’tir. Gene de okurdan yaziy1 okumasini stirdiirmesini
diliyoruz, ¢tinkii sonlara dogru okurun hosuna gidecegini um-
dugumuz bir teorem sunacagiz.

Yukarda, matematiksel bir kuramdan ve bu kuramin evren-
lerinden sozettik. Sorumuzun ve yanitinin anlam kazanabilme-
leri igin bu iki kavramin agiklanmasi gerekiyor.
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Her matematik kuraminin bir belitler (yani aksiyomlar) kii-
mesi vardir. Ornegin, belitlerden biri, “herhangi bir dogruya
herhangi bir noktadan bir kogsut! (paralel) gecer,” olabilir. Bir
baskasi, “En az dort tane nokta vardir,” olabilir.

Her matematik kuraminin evrenleri vardir. Bir kuramin ev-
reni her seyden once bir kimedir. Bu kiimede, kuramda (yani
belitlerde) adi gegen nesneler tanimlanir. Ve o kuramin belitle-
rinin gegerli olmasi istenir. Yukardaki iki belitten olusan kura-
min evrenlerinde, 6nce nokta ve dogru kavramlari tanimlanir;
ve bu tamimlar 6yle yapilir ki her noktadan her dogruya gergek-
ten bir kosut gecer, ve gercekten o evrende en az dort tane nok-
ta vardir. Ornegin, ortaokuldan bildigimiz iki boyutlu Oklid
uzay1 bu iki belitten olusan kuramin bir evrenidir. Bu kuramin
bir bagka evrenini daha bulalim. Bu evrende yalnizca 4 tane
noktamiz olsun: A, B, C ve D noktalari. 6 tane dogrumuz ola-
cak. Bu dogrulara AB, CD, AC, BD, AD ve BC adin1 verelim.
Son olarak, hangi noktanin hangi dogrunun ustiinde oldugunu
soyleyelim: AB dogrusunun yalnizca iki noktasi vardir, A ve B
noktalari; BC dogrusunun yalnizca iki noktasi vardir, B ve C
noktalari, vb. Evrenimizi acgikladik. Bu evrenin asagida bir de
resmini ¢izelim:

Bu evrende kuramimizin belitleri gercekten dogrudur. Or-
negin, C noktasindan AB dogrusuna bir kosut gecer: CD dog-
rusu. A noktasindan CB dogrusuna bir kosut geger: AD dogru-

1 Bu yazida, ortak noktalari olmayan (yani kesismeyen) iki dogruya kosut dog-
rular diyoruz. Ayrica bir dogrunun kendisine kogut oldugunu da varsayiyoruz.
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su. Her ne kadar, resimde AD dogrusuyla CB dogrusu kesisi-
yor gibi gozukiiyorlarsa da, aslinda kesismezler, ¢iinkii evreni-
mizde yalmizca dort nokta vardir, ve resimde kesistikleri nokta
evrenimizde degildir.

Yukardaki iki belitten olusan kuramin baska evrenleri de
vardir. Bu kuramin bes noktali ve iki dogrulu bir evren 6rnegi

/

daha verelim:

Elbet matematikte 6nemi olan kuramlar ve evrenler ¢ok da-
ha karmagiktirlar. Burada basit ornekler vererek kavramlarin
kolayca anlagilmalarini saglamak istedim.

Gordugumiiz gibi bir kuramin bir¢ok evreni olabiliyor.

Bir kuramda ¢alisan matematikgi, belitleri dogru olarak ka-
bul eder ve o belitlerden yola ¢ikarak teoremler kanitlar. Orne-
gin, 2 + 2 = 4 esitligi aritmetik kuraminin; “Bir ticgenin i¢ aci-
larinin toplami 180 derecedir,” 6nermesi bildigimiz Oklid
(diizlem) geometrisinin teoremleridir.

Simdi yukarda sordugumuz soruyu bir kez daha soralim.
Bir matematik kuraminda kanitlanmig bir teorem, o kuramin
evrenlerinde dogru mudur? Yaniti daha 6nce vermistik. Evet!
Ornegin 2 + 2 = 4 aritmetik kuramimin bir teoremi oldugun-
dan, aritmetik kuraminin her evreninde bu esitlik gegerlidir.

Bundan da su ¢ikar: Bir 6nerme, bir kuramin bir evreninde
yanligsa, o kuramda o 6nermenin kaniti olamaz. Cinki kaniti
olsaydi, o 6nerme her evrende dogru olurdu. Ornegin, yukar-
daki 5§ noktali evrende her iki noktadan bir dogru ge¢miyor.
Demek ki, o iki belitten olusan kuramda “Her iki noktadan bir
dogru gecer” 6nermesi bir teorem degildir. Bu 6nermenin kar-
sionermesi de, yani, “Hi¢bir dogrunun tstiinden ge¢medigi iki
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nokta vardir”, onermesi de bir teorem degildir. Ciinkii, dort
noktali evrende bu karsi 6nerme yanlstir.

Simdi yazinin ilging bolimiine geldik. Yukardaki soruyu
tersyiiz edelim. Bir kuramin biitin evrenlerinde gecerli olan
matematiksel bir 6nerme, o kuramda kanitlanabilir mi, yani bir
teorem midir? Daha felsefi bir dille, her zaman dogru olan ka-
nitlanabilir mi? Bu soru gergekten ilging ve 6nemli bir sorudur.
Kanitlama yoOntemlerimiz, yani matematik, gerceklerin kagit
ustiinde gosterilmesine yeterli midir? Yoksa daha gii¢li bir ma-
tematige mi gereksiniyoruz?

Yaniti vermeden 6nce bu sorunun uygulamada pek isimize
yaramayacagi olgusuna parmak basalim. Genellikle bir kura-
min sonsuz tane evreni vardir. Bu sonsuz tane evrenin her biri-
ne teker teker bakamayacagimizdan, bir 6nermenin her evren-
de dogru olup olmadigini anlayamayiz. Uygulama alani bulun-
masa bile bu sorunun ve yanitinin kuramsal matematik ve du-
stince ve matematik tarihinde yeri ¢ok 6nemlidir.

Bu ikinci sorunun da yaniti evet’tir. Kurt Godel 1930 yilla-
r1 civarinda bu soruyu ‘evet’ olarak yanitladiginda yiizyilimizin
en 6nemli teoremlerinden birini kanitladiginin bilincindeydi.
Godel’in bu teoremi matematiksel mantik denilen konunun en
onemli teoremlerinden biridir.
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