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Matematikçi bir arkadafl›m›n efli güle güle anlatt›. Befl ya-

fl›ndaki o¤luna babas›n›n bahçede ne yapt›¤›n› sormufl.

Çocuk bahçeye ç›k›p bir de bakm›fl ki, baba, bir a¤ac›n alt›na

uzanm›fl, a¤z›nda bir ot, gökyüzüne dalg›n dalg›n bak›yor. Ço-

cuk eve dönüp annesine,

– Anne, demifl, babam bahçede matematik çal›fl›yor.

Matematikçi arkadafl›m› iyi tan›d›¤›mdan, gerçekten bahçe-

de çal›flt›¤›n›, yani düflündü¤ünü, bir teoremin peflinde oldu¤u-

nu biliyorum.

Bütün gün dalga geçebilmek matematikçinin en tatl› düflü-

dür. Matematikçi ne zaman dalga geçmeye hak kazan›r? Kan›t-

lanacak teorem, yan›tlanmam›fl soru kalmad›¤›nda, daha do¤-

rusu tüm matematiksel sorular bilgisayarlar taraf›ndan yan›tla-

nabildi¤inde. ‹flte matematikçinin düflü budur. Matematiksel

bir dilde sorulacak bir sorunuz mu var, verin bilgisayara, bek-

leyin, sonlu bir zaman sonra bilgisayar sorunuzun yan›t›n› size

sunsun... Bu “sonlu zaman” bilgisayar›n gücüne göre de¤iflebi-

lir, ama burada bizi ilgilendirmiyor bu sonlu zaman›n ne denli

sonlu oldu¤u. ‹ster befl dakika, ister befl yüzy›l olsun. Sonlu za-

man olsun da... Öyle bir yöntem (buna bilgisayar yaz›l›m› da

diyebilirsiniz) bulmal› ki, hiç düflünmeye gerek kalmadan soru-



lan matematiksel bir soru bu yöntemle çözülsün. Sor sorunu,

uygula yöntemini, al yan›t›n›...

Bu düfl gerçekleflebilir mi? ‹flte bu yaz›n›n konular›ndan bi-

ri de bu.

“Bertrand Russsell’›n Paradoksu” bafll›kl› yaz›da matema-

tikte bulunan bir çeliflkiden sözetmifltim. Bu çeliflkiyi Bertrand

Russell gidermifltir. Çeliflki giderilmesine giderilmifltir ama, ma-

tematikçilerde bir de kuflku yaratm›flt›r: Matematikte baflka çe-

liflki var m›d›r? Matematikte çeliflki olmad›¤›ndan nas›l emin

olabiliriz? Bu soruyu matematikçilerin sormalar› çok do¤al.

Yaflamlar›n› adad›klar› u¤rafl alan› çeliflkiliyse befl para etmez.

Matematik, do¤an›n ve do¤aya hükmeden yasalar›n anlafl›lma-

s›n› sa¤lamal›d›r. Matemati¤in bu görevini hiçbir matematikçi

yads›maz. Oysa “1 = 2” önermesinin kan›tlanmas› bu amac›n

biraz uza¤›nda oldu¤umuzu göstermez mi?

Matematikte çeliflkinin olup olmad›¤›n›n bilinmemesi ra-

hats›z edici bir durum. fiimdiye dek bafl›n› birazc›k kald›rma

yüreklili¤ini gösterebilen çeliflkilerin

yokedilmesi rahatlamam›z için ye-

terli bir neden de¤il. Her an k›y›da

köflede bekleyen bir baflka çeliflkiyle

karfl›laflabiliriz. Daha da kötüsü ola-

bilir, ayr›msamadan bir çeliflkiyi bir

teoremin kan›t›nda kullanabiliriz.

Ve çeliflkinin yard›m›yla kan›tlanan

o teorem, günün birinde -farz› ma-

hal- çok h›zl› uçaklar›n yap›m›nda

kullan›labilir ve kullan›lan teorem yanl›fl oldu¤undan, uçak ye-

rinden k›m›ldamayabilir, hatta belki de -belli mi olur?- kalkar

da duramaz. Demek istedi¤im, ifl ciddi, hafife almaya gelmez.
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Dav›d Hilbert

1 Hilbert’in yaflam öyküsü için Kaynakça [45]’e baflvurabilirsiniz.



David Hilbert1 (1862–1943) bu sorunu ciddiye al›p bir ça-

re aranmas›n› isteyen ilk matematikçidir. Hilbert, ad›yla an›lan

bir program yapar. Bu programa göre matematik biçimselleflti-

rilmelidir. Örne¤in belitler aç›k seçik bir kâ¤›da yaz›lmal›d›r, ki

herkes neyin belit olup neyin olmad›¤›n› bilebilsin. Yaln›z belit-

ler de¤il, kan›tlama yöntemleri de belirtilmelidir. Yani matema-

tiksel bir kan›t›n ne oldu¤u, nas›l yap›ld›¤› bilinmelidir. Ç›ka-

r›m kurallar› teker teker yaz›lmal›d›r bir kâ¤›da, ki hangi öner-

menin hangi önermeden ç›kar›labilece¤ini bilelim, ki her akl›na

esen “iflte bir teorem kan›tlad›m” diye ortaya ç›kamas›n. Yani,

bir bak›ma, matematik dünyas› disiplin alt›na al›nmal›d›r. Bu

kolay. Matematik biçimsellefltirilebilir. Ç›kar›m kurallar› kâ¤›t

üstüne dökülebilir. Bunda bir sorun yok. Hilbert’in baflka is-

tekleri de vard›r. Örne¤in, hangi teoremin kan›tlan›p kan›tlan-

mad›¤› konusunda matematikçiler kavga etmesinler ister. Han-

gi kan›t›n do¤ru, hangi kan›t›n yanl›fl oldu¤u sorusuna kolay-

l›kla karar verilebilsin. Bu istek de -kuramsal olarak en az›n-

dan- karfl›lan›r. Yeterli zaman›m›z›n oldu¤unu varsayarsak, her

matematiksel kan›t biçimsellefltirilebilir, bu biçimsellefltirilmifl

kan›t bir bilgisayara verilebilir, ve bilgisayar sonlu bir zaman-

da kan›t›n do¤ru ya da yanl›fl oldu¤unu bize söyler. Uygulama-

da zaman sorunumuz varsa da, kuramsal olarak bir sorun yok.

Hilbert bu isteklerle yetinmez. As›l amac› matematikçileri çelifl-

ki korkusundan kurtarmak de¤il miydi? Bir iki ricas› daha var-

d›r. Gelifltirilen bu matematik dizgesinde (sisteminde) matema-

ti¤in çeliflkisiz oldu¤u kan›tlanmal›d›r. 

Matemati¤in çeliflkisiz oldu¤u kan›tlanacak... Emirle, ricay-

la, yalvar›p yakarmakla teorem kan›tlanm›yor ki. Bu zorlu bir

teorem. 

1930’da Kurt Gödel bir teorem kan›tlar. Hatta iki teorem

kan›tlar. Bu teoremler pek Hilbert’in istedi¤i, umdu¤u teorem-

ler de¤ildir. Ama matematikte her zaman umulan bulunmuyor.
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Gödel’in kan›tlad›¤› teoremlerden biri flu teoremdir:

Teorem 1. Matemati¤in çeliflkisiz oldu¤u kan›tlanamaz.

Teorem, “matemati¤in çeliflkisiz oldu¤unu kan›tlayama-

d›m, denedim yapamad›m” demiyor. “Kan›tlanamaz” diyor.

Yani boflu bofluna kimse denememeli. Kan›tlanamaz! Matema-

ti¤in çeliflkisiz oldu¤unu anlamak olanaks›zd›r. Öte yandan

matemati¤in çeliflkili oldu¤u kan›tlanabilir. Nas›l kan›tlan›r?

Bir çeliflki bulunursa kan›tlan›r! fiimdilik böyle bir çeliflki bulu-

namam›flt›r. Bulunabilece¤ini de sanm›yorum. Daha önceki ya-

z›mda da söyledi¤im gibi, çeliflki bulundu¤unda dünyan›n -ya

da matemati¤in- sonu gelmez. Matematikte bir iki küçük de¤i-

fliklikle çeliflki giderilir. Bu kan›mda yaln›z de¤ilim. Matema-

tikçilerin büyük ço¤unlu¤u benim gibi düflünür.

Hilbert’in isteklerinden biri de, her 2 önermesi için, ya

2’n›n ya da ¬2’n›n kan›tlanabilmesi olabilirdi. Hilbert flöyle

düflünmüfl olabilir: Bir önerme ya do¤rudur ya da yanl›flt›r;

do¤ruysa kan›tlanmal›, yanl›flsa o önermenin olumsuzu kan›t-

lanmal›. Örne¤in, her do¤al say› dört tamsay›n›n karelerinin

toplam›na eflitse, bu önerme kan›tlanmal›; eflit de¤ilse, hiç bir

dört tamsay›n›n karelerinin toplam› olmayan bir do¤al say›n›n

varl›¤› kan›tlanmal›.

Yukarda Gödel’in ikinci bir teorem kan›tlad›¤›n› söylemifl-

tim. Gödel’in ikinci teoremi Hilbert’in bu olas› iste¤ine de

olumsuz yan›t verir. Gödel, tüm matematikle ilgilenece¤ine

aritmetikle ilgilenir. Yani do¤al say›lar ve toplama ve çarpma

ifllemleriyle. Do¤al say›lar, toplama ve çarpmayla ilgili her

önermenin do¤rulu¤u ya da yanl›fll›¤› kan›tlanabilir mi? Gö-

del’in yan›t› flöyle: Hay›r! Yani,

Teorem 2. Do¤al say›larla, toplamayla ve çarpmayla ilgili

öyle bir önerme vard›r ki, aritmetik kuram›n›n kabul edilen be-
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litleriyle ne bu önerme ne de bu önermenin olumsuzu kan›tla-

nabilir2.

Aritmetik kuram›n›n belitleri nelerdir? Bu belitler bildi¤i-

miz önermelerdir. Örne¤in, belitlerden biri, her x, y, z için,

x(y + z) = xy + xz

der, bir baflkas› her x, y, z için,

x + (y + z) = (x + y) + z

der. Bunlar gibi herkesin bildi¤i önermelerdir aritmetik kura-

m›n›n belitleri3. Gödel öyle bir 2 önermesi bulur ki bu belitler-

den ne 2 ne de ¬2 kan›tlanabilir. Çok önemli bir noktaya oku-

run dikkatini çekmek istiyorum. Ya 2 ya da ¬2 önermesi do¤al

say›larda do¤rudur. Çünkü, bir önerme do¤ru de¤ilse, o öner-

menin tersi, yani olumsuzu do¤rudur. Ama “do¤ru olmak”la

“kan›tlanmak” ayr› kavramlar. Gödel’in buldu¤u en önemli ol-

gu budur. Bir önerme do¤ru olabilir, ama kan›tlanamayabilir.

Çünkü, do¤ru olarak kabul edilen belitler o önermenin kan›t-

lanmas› için yeterli olmayabilirler, zay›f kalabilirler.

Okurun akl›na son derece ilginç bir düflünce gelebilir flu an-

da. Okur flöyle düflünebilir:

– Madem, diyebilir okur, ne 2’y› ne de ¬2’y› kan›tlayabili-

yorum, ikisinden birini (örne¤in hangisi do¤al say›larda do¤-

ruysa) belit olarak kabul edeyim, diyelim, 2’y› eski belitlerimin

aras›na sokay›m. Böylece daha zengin bir kuram elde ederim.

Bu yeni kuramda ne kendisini ne de olumsuzunu kan›tlayama-

yaca¤›m bir baflka önerme bulunabilir mi?

Okurun kafas›ndan geçenler Gödel’in de kafas›ndan geç-

mifltir. Öyle bir 3 önermesi bulur ki, bu zengin kuramda da ne

3 ne de ¬3 kan›tlanabilir.

O zaman okur 3’y› da eklemek isteyebilir belitlerine. Ekle-

sin. Gödel bofl durmaz. Bu kez ne kendisinin ne de tersinin ka-
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2 Gödel’in bu teoremi, Kaynakça [46]’da kan›tlanm›flt›r.
3 Bu belitlerin aras›nda tümevar›mla kan›t› olanakl› k›lan bir belit ailesi vard›r.



n›tlanamayaca¤› bir 4 önermesi bulur. Gödel’le okur aras›nda-

ki bu oyun böylece sürer gider.

Bu oyundan s›k›lan okurun akl›na bu kez flu düflünce gelebilir:

– Do¤al say›larla, toplamayla ve çarpmayla ilgilenmiyor

muyuz? ‹lgileniyoruz. Ve ne istiyoruz? Herhangi bir 2 önerme-

si için, ya 2’n›n ya da ¬2’n›n bir teorem olmas›n› istiyoruz. Gü-

zel. Do¤al say›lardan, toplamadan ve çarpmadan sözeden tüm

önermelerden do¤al say›lar kümesinde do¤ru olanlar›n› seçe-

lim. Bu önermeleri belit olarak kabul edelim. Herhangi bir

önerme ya do¤ru ya da yanl›fl oldu¤undan, her 2 önermesi için

ya 2 ya da ¬2 belittir; dolay›s›yla ya 2 ya da ¬2 bir teoremdir.4

Okurun bu güzel düflüncesi ne yaz›k ki bir ifle yaramaz. Be-

litlerin bir ifle yarayabilmesi için hangi önermenin belit, hangi

önermenin belit olmad›¤›n› bilebilmeliyiz. Yani elimizde hangi

önermenin belit oldu¤una karar verebilecek bir algoritma (ya

da bir bilgisayar yaz›l›m›) olmal›. Öyle de¤il mi? Hangi öner-

menin belit oldu¤u bilinmeden, hangi önermenin teorem oldu-

¤u bilinebilir mi? Belitler de birer teorem de¤il midirler? Gödel

iflte burada da bir kez daha ortaya ç›kar:

Teorem 3. Toplama ve çarpmayla ilgili önermelerden han-

gilerinin do¤al say›larda do¤ru oldu¤una karar verebilecek bir

bilgisayar yaz›l›m› yap›lamaz.

Gödel, bir kez daha, kesin olarak “yap›lamaz” diyor. “De-

nemeye kalk›flmay›n,” diyor “boflu bofluna yorulacaks›n›z.”

fiimdi, yaz›n›n bafl›nda sözetti¤im matematikçi düflüne geri

dönelim. Matematikçi tembellik yapabilir mi? Teoremlerini bir

bilgisayara kan›tlatt›rabilir mi? Neyin do¤ru, neyin yanl›fl oldu-

¤una bir bilgisayarla karar verebilir mi? Üçüncü teoreme göre

veremez. Toplama ve çarpma gibi baflat ve basit kavramlarla il-

gili sorular bile yan›ts›z kalabilir.
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4 Her belit bir teoremdir. Hem de bir sat›rl›k kan›t› olan bir teorem!


