Hilbert’in Programu ve
Godel’in Teoremleri

atematikgi bir arkadagimin esi gle giile anlatti. Bes ya-
M§1ndaki ogluna babasinin bahcede ne yaptigini sormus.
Cocuk bahgeye ¢ikip bir de bakmuis ki, baba, bir agacin altina
uzanmis, agzinda bir ot, gokyuziine dalgin dalgin bakiyor. Co-
cuk eve doniip annesine,

— Anne, demis, babam bahcede matematik ¢alisiyor.

Matematikgi arkadagimi iyi tanidigimdan, gergekten bahge-
de ¢alistigini, yani distindugunii, bir teoremin pesinde oldugu-
nu biliyorum.

Biitiin giin dalga gegebilmek matematikg¢inin en tath disu-
diir. Matematikgi ne zaman dalga ge¢gmeye hak kazanir? Kanit-
lanacak teorem, yanitlanmamis soru kalmadiginda, daha dog-
rusu tim matematiksel sorular bilgisayarlar tarafindan yanitla-
nabildiginde. Iste matematik¢inin diisii budur. Matematiksel
bir dilde sorulacak bir sorunuz mu var, verin bilgisayara, bek-
leyin, sonlu bir zaman sonra bilgisayar sorunuzun yanitini size
sunsun... Bu “sonlu zaman” bilgisayarin giiciine gore degisebi-
lir, ama burada bizi ilgilendirmiyor bu sonlu zamanin ne denli
sonlu oldugu. Ister beg dakika, ister bes yiizyil olsun. Sonlu za-
man olsun da... Oyle bir yontem (buna bilgisayar yazilimi da
diyebilirsiniz) bulmali ki, hi¢ diisiinmeye gerek kalmadan soru-
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lan matematiksel bir soru bu yontemle ¢ozilstin. Sor sorunu,
uygula yontemini, al yanitini...

Bu diis gerceklesebilir mi? Iste bu yazinin konularindan bi-
ri de bu.

“Bertrand Russsell’in Paradoksu” baglikli yazida matema-
tikte bulunan bir celiskiden s6zetmistim. Bu celiskiyi Bertrand
Russell gidermistir. Celiski giderilmesine giderilmistir ama, ma-
tematikgilerde bir de kusku yaratmistir: Matematikte baska ge-
ligki var midir? Matematikte celiski olmadigindan nasil emin
olabiliriz? Bu soruyu matematikgilerin sormalari ¢ok dogal.
Yasamlarini adadiklari ugras alani celigkiliyse bes para etmez.
Matematik, doganin ve dogaya hitkmeden yasalarin anlagilma-
sint saglamalidir. Matematigin bu gorevini hicbir matematikgi
yadsimaz. Oysa “1 = 2” Onermesinin kanitlanmasi bu amacin
biraz uzaginda oldugumuzu gostermez mi?

Matematikte celigkinin olup olmadiginin bilinmemesi ra-
hatsiz edici bir durum. Simdiye dek bagini birazcik kaldirma

yurekliligini gosterebilen ¢eligkilerin
yokedilmesi rahatlamamiz igin ye-
terli bir neden degil. Her an kiyida
kosede bekleyen bir bagka celigkiyle
kargilasabiliriz. Daha da kotusti ola-
bilir, ayrimsamadan bir ¢eligkiyi bir
teoremin kanitinda kullanabiliriz.
Ve c¢eligkinin yardimiyla kanitlanan

o teorem, guniin birinde -farzi ma-
David Hilbert hal- ¢ok hizli ugaklarin yapiminda
kullanilabilir ve kullanilan teorem yanlis oldugundan, ugak ye-
rinden kimildamayabilir, hatta belki de -belli mi olur?- kalkar
da duramaz. Demek istedigim, is ciddi, hafife almaya gelmez.

1 Hilbert’in yasam oykusi i¢in Kaynakca [45]’e bagvurabilirsiniz.
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David Hilbert! (1862-1943) bu sorunu ciddiye alip bir ¢a-
re aranmasint isteyen ilk matematikgidir. Hilbert, adiyla anilan
bir program yapar. Bu programa gore matematik bicimsellegti-
rilmelidir. Ornegin belitler agik segik bir kagida yazilmalidir, ki
herkes neyin belit olup neyin olmadigini bilebilsin. Yalniz belit-
ler degil, kanitlama yontemleri de belirtilmelidir. Yani matema-
tiksel bir kanitin ne oldugu, nasil yapildigi bilinmelidir. Cika-
rim kurallari teker teker yazilmalidir bir kdgida, ki hangi 6ner-
menin hangi 6nermeden ¢ikarilabilecegini bilelim, ki her aklina
esen “iste bir teorem kanitladim” diye ortaya ¢ikamasin. Yani,
bir bakima, matematik diinyas:i disiplin altina alinmalidir. Bu
kolay. Matematik bigimsellestirilebilir. Cikarim kurallar1 kagit
ustiine dokiilebilir. Bunda bir sorun yok. Hilbert’in baska is-
tekleri de vardir. Ornegin, hangi teoremin kanitlanip kanitlan-
madig1 konusunda matematikgiler kavga etmesinler ister. Han-
gi kanitin dogru, hangi kanitin yanlig oldugu sorusuna kolay-
likla karar verilebilsin. Bu istek de -kuramsal olarak en azin-
dan- kargilanir. Yeterli zamanimizin oldugunu varsayarsak, her
matematiksel kanit bicimsellestirilebilir, bu bicimsellestirilmis
kanit bir bilgisayara verilebilir, ve bilgisayar sonlu bir zaman-
da kanitin dogru ya da yanlis oldugunu bize soyler. Uygulama-
da zaman sorunumuz varsa da, kuramsal olarak bir sorun yok.
Hilbert bu isteklerle yetinmez. Asil amaci matematikgileri gelis-
ki korkusundan kurtarmak degil miydi? Bir iki ricasi daha var-
dir. Geligtirilen bu matematik dizgesinde (sisteminde) matema-
tigin ¢eligkisiz oldugu kanitlanmalidir.

Matematigin geliskisiz oldugu kanitlanacak... Emirle, ricay-
la, yalvarip yakarmakla teorem kanitlanmiyor ki. Bu zorlu bir
teorem.

1930’da Kurt Godel bir teorem kanitlar. Hatta iki teorem
kanitlar. Bu teoremler pek Hilbert’in istedigi, umdugu teorem-
ler degildir. Ama matematikte her zaman umulan bulunmuyor.
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Godel’in kanitladigi teoremlerden biri su teoremdir:
Teorem 1. Matematigin celiskisiz oldugu kanmitlanamaz.

Teorem, “matematigin ¢eliskisiz oldugunu kanitlayama-
dim, denedim yapamadim” demiyor. “Kanitlanamaz” diyor.
Yani bosu bosuna kimse denememeli. Kanitlanamaz! Matema-
tigin celiskisiz oldugunu anlamak olanaksizdir. Ote yandan
matematigin celigkili oldugu kanitlanabilir. Nasil kanitlanir?
Bir celigki bulunursa kanitlanir! Simdilik boyle bir ¢eliski bulu-
namamistir. Bulunabilecegini de sanmiyorum. Daha énceki ya-
zimda da soyledigim gibi, celiski bulundugunda diinyanin -ya
da matematigin- sonu gelmez. Matematikte bir iki kiiciik degi-
siklikle celigki giderilir. Bu kanimda yalniz degilim. Matema-
tikgilerin buyiik ¢cogunlugu benim gibi dustiniir.

Hilbert’in isteklerinden biri de, her o Onermesi igin, ya
o’nin ya da -o’nin kanitlanabilmesi olabilirdi. Hilbert soyle
disiinmus olabilir: Bir 6nerme ya dogrudur ya da yanlistir;
dogruysa kanitlanmali, yanligsa o 6nermenin olumsuzu kanit-
lanmali. Ornegin, her dogal say1r dort tamsayinin karelerinin
toplamina egitse, bu 6nerme kanitlanmali; esit degilse, hi¢ bir
dort tamsayinin karelerinin toplami olmayan bir dogal sayinin
varhigi kanitlanmali.

Yukarda Godel’in ikinci bir teorem kanitladigini soylemis-
tim. Godel’in ikinci teoremi Hilbert’in bu olasi istegine de
olumsuz yanit verir. Godel, tim matematikle ilgilenecegine
aritmetikle ilgilenir. Yani dogal sayilar ve toplama ve ¢arpma
islemleriyle. Dogal sayilar, toplama ve c¢arpmayla ilgili her
onermenin dogrulugu ya da yanhsghg: kanitlanabilir mi? Go-
del’in yaniti soyle: Hayir! Yani,

Teorem 2. Dogal sayilarla, toplamayla ve carpmayla ilgili
oyle bir onerme vardir ki, aritmetik kuramimn kabul edilen be-
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litleriyle ne bu 6nerme ne de bu 6nermenin olumsuzu kanitla-
nabilir?.

Aritmetik kuraminin belitleri nelerdir? Bu belitler bildigi-

miz énermelerdir. Ornegin, belitlerden biri, her x, y, 2 icin,
xX(y +2) =Xy + X2

der, bir baskas: her x, vy, z i¢in,

x+(y+2)=(x+y)+z2
der. Bunlar gibi herkesin bildigi onermelerdir aritmetik kura-
minin belitleri3. Goédel 6yle bir a 6nermesi bulur ki bu belitler-
den ne o ne de -a kanitlanabilir. Cok 6nemli bir noktaya oku-
run dikkatini ¢ekmek istiyorum. Ya o ya da —=o 6nermesi dogal
sayilarda dogrudur. Clinki, bir 6nerme dogru degilse, o 6ner-
menin tersi, yani olumsuzu dogrudur. Ama “dogru olmak”la
“kamitlanmak” ayr1 kavramlar. Godel’in buldugu en 6nemli ol-
gu budur. Bir 6nerme dogru olabilir, ama kanitlanamayabilir.
Cunki, dogru olarak kabul edilen belitler o 6nermenin kanit-
lanmasi icin yeterli olmayabilirler, zayif kalabilirler.

Okurun aklina son derece ilging bir diisiince gelebilir su an-
da. Okur soyle dustinebilir:

— Madem, diyebilir okur, ne o’y1 ne de =a’y1 kanitlayabili-
yorum, ikisinden birini (6rnegin hangisi dogal sayilarda dog-
ruysa) belit olarak kabul edeyim, diyelim, o’y1 eski belitlerimin
arasina sokayim. Boylece daha zengin bir kuram elde ederim.
Bu yeni kuramda ne kendisini ne de olumsuzunu kanitlayama-
yacagim bir baska 6énerme bulunabilir mi?

Okurun kafasindan gegenler Godel’in de kafasindan geg-
mistir. Oyle bir B énermesi bulur ki, bu zengin kuramda da ne
B ne de =B kanitlanabilir.

O zaman okur B’y1 da eklemek isteyebilir belitlerine. Ekle-
sin. Godel bos durmaz. Bu kez ne kendisinin ne de tersinin ka-

2 Godel’in bu teoremi, Kaynak¢a [46]’da kanitlanmustir.
3 Bu belitlerin arasinda tiimevarimla kaniti1 olanakli kilan bir belit ailesi vardir.
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nitlanamayacag bir y 6nermesi bulur. Goédel’le okur arasinda-
ki bu oyun boylece siirer gider.

Bu oyundan sikilan okurun aklina bu kez su diistince gelebilir:

— Dogal sayilarla, toplamayla ve ¢arpmayla ilgilenmiyor
muyuz? Ilgileniyoruz. Ve ne istiyoruz? Herhangi bir a. nerme-
si igin, ya o’nin ya da =o’nin bir teorem olmasini istiyoruz. Gii-
zel. Dogal sayilardan, toplamadan ve carpmadan sézeden tiim
onermelerden dogal sayilar kiimesinde dogru olanlarini sece-
lim. Bu onermeleri belit olarak kabul edelim. Herhangi bir
onerme ya dogru ya da yanlis oldugundan, her o 6nermesi igin
ya o ya da —a belittir; dolayisiyla ya o ya da -a bir teoremdir.*

Okurun bu giizel disiincesi ne yazik ki bir ise yaramaz. Be-
litlerin bir ise yarayabilmesi i¢in hangi 6nermenin belit, hangi
onermenin belit olmadigini bilebilmeliyiz. Yani elimizde hangi
onermenin belit olduguna karar verebilecek bir algoritma (ya
da bir bilgisayar yazilimi) olmali. Oyle degil mi? Hangi 6ner-
menin belit oldugu bilinmeden, hangi énermenin teorem oldu-
gu bilinebilir mi? Belitler de birer teorem degil midirler? Godel
iste burada da bir kez daha ortaya ¢ikar:

Teorem 3. Toplama ve carpmayla ilgili 6nermelerden han-
gilerinin dogal sayilarda dogru olduguna karar verebilecek bir
bilgisayar yazilimi yapilamaz.

Godel, bir kez daha, kesin olarak “yapilamaz” diyor. “De-
nemeye kalkismayin,” diyor “bosu bosuna yorulacaksiniz.”

Simdi, yazinin basinda sozettigim matematikg¢i dustine geri
donelim. Matematikgi tembellik yapabilir mi? Teoremlerini bir
bilgisayara kanitlattirabilir mi? Neyin dogru, neyin yanls oldu-
guna bir bilgisayarla karar verebilir mi? Ucgiincii teoreme gore
veremez. Toplama ve ¢arpma gibi basat ve basit kavramlarla il-
gili sorular bile yanitsiz kalabilir.

4 Her belit bir teoremdir. Hem de bir satirlik kanit1 olan bir teorem!
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