
Yan›t› Bilinmeyen Bir Soru
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Önce yan›t›n› dünyada kimsenin bilmedi¤i bir soru soraca-

¤›m, sonra yan›t›n› dünyada kimsenin bilmedi¤i bu soru

üzerine birkaç kolay soru yan›tlayaca¤›m.

Herhangi bir pozitif do¤al say› alal›m, diyelim p. ‹lerde p’yi

asal alaca¤›z ama flimdilik p’nin asall›¤›n›n önemi yok.

Önce bir tan›m: Fp = {0, 1, 2, …, p ! 1} olsun.

Demek ki p’den küçük do¤al say›lardan oluflan Fp kümesi-

nin tam p ö¤esi var.

Fp kümesinden iki say› flöyle toplan›r (ve çarp›l›r): O iki sa-

y›y› bildi¤imiz gibi toplar›z (çarpar›z), sonra o toplam› (çarp›-

m›) p’ye bölüp kalan›na bakar›z. Bu kalan da Fp kümesindedir.

Örne¤in p = 7 ise,

2 + 3 = 5

3 + 4 = 0

3 + 5 = 1

4 + 4 = 1

5 + 6 = 4

2 × 3 = 6

3 × 5 = 1

4 × 6 = 3.



Örne¤in, 3 × 5 = 1, çünkü 15’i 7’ye bölersek geriye 1 kal›r.

Bir baflka örnek: p = 11 ise,

6 + 6 = 1

8 + 9 = 6

4 + 6 = 10

5 + 6 = 0

4 × 6 = 2

8 × 9 = 6

10 × 10 = 1

Son bir örnek daha:  p = 12 ise,

3 × 4 = 0

2 × 6 = 0

4 × 6 = 0

Fp kümesinde ç›karma da yap›labilir. Örne¤in, p = 13 ise,

!1 = 12

!2 = 11

!3 = 10

!4 = 9

!5 = 8

!6 = 7

Dolay›s›yla,

6 ! 7 = !1 = 12

3 ! 9 = !6 = 7

2 ! 12 = !10 = 3

Soru flu:

Öyle bir asal p ve Fp’nin öyle bir A altkümesini bulun ki,

1. 0 4 A.

2. A’dan her iki say›n›n çarp›m› yine A’da olsun, yani A

çarpma alt›nda kapal› olsun; simgesel deyiflle AA 1 A olsun.

3. Fp’nin 0 olmayan her x say›s› için, A kümesinde, x = a !
b eflitli¤ini sa¤layan bir ve bir tek (a, b) çifti olsun. Simgesel de-

184



yiflle, Fp = A ! A ve A’n›n a, b, c, d ö¤eleri a ! b = c ! d eflitli-

¤ini sa¤l›yorsa, a = c ve b = d olsun.

Bu koflullar› sa¤layan üç asal say› biliniyor: p = 3, 7 ve 73.

Birinci Örnek: p = 3, Fp = {0, 1, 2} ve A = {1, 2}. O zaman,

1 = 2 ! 1

2 = 1 ! 2.

Sa¤daki say›lar›n A’da olduklar›na dikkatinizi çekerim. Ay-

n› zamanda, A çarpma ifllemi alt›nda kapal›.

‹kinci Örnek: p = 7, Fp = {0, 1, 2, ,3 , 4, 5, 6}, A = {1, 2, 4}.

O zaman,

1 = 2 ! 1

2 = 4 ! 2

3 = 4 ! 1

4 = 1 ! 4

5 = 2 ! 4

6 = 1 ! 2

Sa¤daki say›lar›n A’da olduklar›na ve A’n›n çarpma alt›nda

kapal› oldu¤una yine dikkatinizi çekerim.

Üçüncü Örnek: p = 73, Fp = {1, 2, 3, …, 72}, A = {1, 2, 4,

8, 16, 32, 64, 55, 37}. O zaman,

5 = 37 ! 32

7 = 8 ! 1

9 = 64 ! 55

10 = 1 ! 64

11 = 2 ! 64 vb.

Bu üç asaldan baflka, yukardaki koflullar› sa¤layan bir

A’n›n oldu¤u bir asal bilinmiyor. Belki de bu koflullar› sa¤layan

bir baflka asal say› yoktur.

Bu soruyu yan›tlayabilirseniz dünyaca ünlü bir matematik-

çi olursunuz.
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Sorunun (projektif) geometriyle ilgisi var.

Her üç örnekte de, A kümesi 2 ve 2’nin üslerinden olufluyor.

Örne¤in, p = 73 oldu¤unda, kolayca hesaplanabilece¤i üzere,

A = {20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28}

= {1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 55, 37}.

E¤er p, yukardaki koflullar› sa¤layan bir A kümesinin oldu-

¤u bir asalsa, afla¤›daki savlar› kan›tlayal›m:

Birinci Sav: p = &A&2 ! &A& + 1. (Burada &A&, A’n›n ele-

man say›s› anlam›na gelir.)

Kan›t: A2, A’n›n (a, b) çiftleri kümesi olsun. Yani

A2 = {(a, b) : a, b 3 A}

olsun. A2 kümesinin &A&2 tane eleman› vard›r.

5(A2) de, A2 kümesinin “çarpraz›” olsun. Yani

5(A2) = {(a, a) : a 3 A}

olsun. 5(A2) kümesinin &A& tane eleman› vard›r.

Dolay›s›yla, A2 \ 5(A2) kümesinin, yani

{(a, b) : a, b 3 A ve a ) b}

kümesinin &A&2 ! &A&tane eleman› vard›r.

Fp \ {0} kümesi, Fp’nin 0 olmayan elemanlar› olsun. Bu kü-

menin p ! 1 tane eleman› vard›r.

Fp’nin 0 olmayan her x say›s› için, A kümesinde, x = a ! b

eflitli¤ini sa¤layan bir ve bir tek (a, b) çifti oldu¤una göre,

f(a, b) = a ! b

olarak tan›mlanan f : A2 \ 5(A2) # Fp \ {0} göndermesi (fonksi-

yonu) birebir ve örtendir, yani bir efllemedir. Dolay›s›yla A2 \

5(A2) ve Fp \ {0}kümelerinin eleman say›s› birbirine eflittir. De-

mek ki &A&2 ! &A& = p ! 1 eflitli¤i geçerlidir. Bu da afla¤› yu-

kar› kan›tlamak istedi¤imiz eflitlik.

‹kinci Sav: 1 3 A.

Kan›t: A kümesinden herhangi bir eleman alal›m, bu elema-
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na a diyelim. Fp kümesi sonlu oldu¤undan, Fp kümesinin

a, a2, a3, a4, ...

elemanlar› hepsi birbirinden de¤iflik olamaz. Demek ki an = am

eflitli¤ini sa¤layan birbirinden de¤iflik n ve m do¤al say›lar› var.

E¤er n > m ise, bu eflitlikten an ! m = 1 eflitli¤i ç›kar. A kümesi

çarpma alt›nda kapal› oldu¤undan, an ! m say›s›, yani 1, A kü-

mesindedir.

Üçüncü Sav: E¤er x 3 Fp \ {0} ise, Fp \ {0} kümesinde xy = 1

eflitli¤ini sa¤layan bir y eleman› vard›r.

Kan›t: Fp kümesi sonlu oldu¤undan, Fp kümesinin

x, x2, x3, x4, ...

elemanlar› hepsi birbirinden de¤iflik olamaz. Demek ki xn = xm

eflitli¤ini sa¤layan birbirinden de¤iflik n ve m do¤al say›lar› var.

E¤er n > m ise, bu eflitlikten xn ! m = 1 eflitli¤i ç›kar. fiimdi, y =

xn ! m ! 1 istedi¤imiz eflitli¤i sa¤lar.

Dördüncü Sav: 2 3 A.

Kan›t: a, b elemanlar›, 1 = a ! b eflitli¤ini sa¤layan A’n›n

elemanlar› olsun. Her iki taraf› da b!1 eleman›yla çarpal›m: b!

1 = ab!1 ! 1. Bu son eflitlikten, 1 = ab!1 ! b!1 ç›kar. Demek ki,

1 = a ! b

1 = ab!1 ! b!1

Dolay›s›yla a = ab!1, yani b = 1. Bundan da a = 2 ç›kar. De-

mek ki 2 3 A.

A kümesi çarpma alt›nda kapal› oldu¤undan, yukardaki

savdan, 2, 4, 8, 16, ... say›lar›n›n da A’da olduklar› anlafl›l›r.

Beflinci Sav: 3 4 A.

Kan›t: E¤er 3 3 A ise, o zaman, 2 = 4 ! 2 ve 2 = 3 ! 1 eflit-

liklerinden, 4 = 3 ç›kar, yani 1 = 0, bu imkâns›zd›r. Demek ki

3 3 A.
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Alt›nc› Sav: E¤er p ) 3 ise 5 4 A.

Kan›t: Diyelim 5 3 A. O zaman, 4 = 5 ! 1 ve 4 = 8 ! 4 eflit-

liklerinden, 5 = 8 ç›kar, yani 3 = 0, yani p = 3. Oysa, varsay›-

ma göre p ) 3. Demek ki 5 4 A.

Savlar› (ve kan›tlar›) ço¤altmay› size b›rak›yorum.
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