Yanit1 Bilinmeyen Bir Soru

nce yanitini diinyada kimsenin bilmedigi bir soru soraca-
O gim, sonra yanitin1 diilnyada kimsenin bilmedigi bu soru
tizerine birkag¢ kolay soru yanitlayacagim.

Herhangi bir pozitif dogal say1r alalim, diyelim p. Ilerde p’yi
asal alacagiz ama simdilik p’nin asalliginin 6nemi yok.

Once bir tanim: F,=1{0,1,2,...,p -1} olsun.

Demek ki p’den kiigiik dogal sayilardan olusan [, kiimesi-
nin tam p Ogesi var.

[, kiimesinden iki say1 soyle toplanir (ve arpilir): O iki sa-
yiy1 bildigimiz gibi toplariz (¢arpariz), sonra o toplami (¢arpi-
mi1) p’ye boliip kalanina bakariz. Bu kalan da [, kiimesindedir.
Ornegin p = 7 ise,

2+3=95
3+44=0
3+5=1
44+4=1
S5+6=4
2x3=6
3x5=1
4x6=3.
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Ornegin, 3 x § = 1, ciinkii 15’1 7’ye bolersek geriye 1 kalir.
Bir bagka ornek: p = 11 ise,

6+6=1
8+9=6
4+6=10
S5+6=0
4x6= 2
8x9=6
10x10= 1
Son bir 6rnek daha: p = 12 ise,
3x4=0
2x6=0
4x6=0
[, kiimesinde ¢ikarma da yapilabilir. Ornegin, p = 13 ise,
-1=12
-2 =11
-3=10
—4=9
-5=38
-6=7
Dolayisiyla,
6-7=-1=12
3-9=-6=7
2-12=-10= 3
Soru su:

Oyle bir asal p ve F,’nin 6yle bir A altkiimesini bulun ki,

1.0 ¢ A.

2. A’dan her iki sayimnin ¢arpimi yine A’da olsun, yani A
carpma altinda kapali olsun; simgesel deyisle AA < A olsun.

3., ’nin 0 olmayan her x sayisi igin, A kiimesinde, x = a -
b esitligini saglayan bir ve bir tek (a, b) cifti olsun. Simgesel de-
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yisle, F, = A — A ve A’min a, b, ¢, d 68eleri a — b = ¢ — d esitli-
gini sagliyorsa, a = ¢ ve b = d olsun.
Bu kosullari saglayan ti¢ asal say1 biliniyor: p = 3, 7 ve 73.

Birinci Ornek: p = 3, [Fp ={0, 1,2} ve A = {1, 2}. O zaman,
1=2-1
2=1-2.
Sagdaki sayilarin A’da olduklarina dikkatinizi cekerim. Ay-
n1 zamanda, A ¢arpma iglemi altinda kapal.

Ikinci Ornek: p = 7, F,=1{0,1,2,,3,4,5,6},A=(1,2,4}.
O zaman,

1=2-1
2=4-2
3=4-1
4=1-4
5=2-4
6=1-2

Sagdaki sayilarin A’da olduklarina ve A’nin ¢carpma altinda
kapali olduguna yine dikkatinizi ¢cekerim.

Ugiincii Ornek: p = 73,F, = {1,2, 3, ..., 72}, A = {1, 2, 4,
8, 16, 32, 64, 55, 37}. O zaman,

5 =37-32
7=8-1
9 =64-55
10 = 1-64

11 = 2-64 vb.

Bu ii¢ asaldan baska, yukardaki kosullari saglayan bir
A’nin oldugu bir asal bilinmiyor. Belki de bu kosullar1 saglayan
bir bagka asal say1 yoktur.

Bu soruyu yanitlayabilirseniz diinyaca tinlt bir matematik-
¢i olursunuz.
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Sorunun (projektif) geometriyle ilgisi var.
Her ti¢ 6rnekte de, A kiimesi 2 ve 2’nin uslerinden olusuyor.
Ornegin, p = 73 oldugunda, kolayca hesaplanabilecegi iizere,
A ={20,2122/23 24 25 26 27 28}
= (1,2, 4,8, 16, 32, 64, 55, 37).
Eger p, yukardaki kosullar1 saglayan bir A kimesinin oldu-
gu bir asalsa, asagidaki savlari kanitlayalim:

Birinci Sav: p = |A | 2 |A| + 1. (Burada |A | , A’nin ele-
man sayist anlamina gelir.)

Kanmit: A2, A’nin (a, b) ciftleri kiimesi olsun. Yani

A2 ={(a,b):a,b e A}

olsun. A2 kiimesinin |A | 2 tane elemani vardir.

8(A2) de, A2 kiimesinin “garprazi” olsun. Yani

8(A2) ={(a,a) :a € A}

olsun. 8(A2) kiimesinin |A | tane elemani vardir.

Dolayisiyla, A2\ §(A2) kiimesinin, yani

{(a,b) :a,b € Avea=Db)

kiimesinin |A |2 — | A|tane elemani vardur.

[, \ {0} kiimesi, [F,’nin 0 olmayan elemanlart olsun. Bu kii-
menin p — 1 tane elemani vardir.

[, ’nin O olmayan her x sayist igin, A kiimesinde, x = a — b
esitligini saglayan bir ve bir tek (a, b) cifti olduguna gore,

fla,b)=a->b

olarak tanimlanan f: A2\ §(A2) — [, \ {0} gondermesi (fonksi-
yonu) birebir ve ortendir, yani bir eslemedir. Dolayisiyla A2\
8(A2?) ve [, \ {O}kiimelerinin eleman sayist birbirine esittir. De-
mek ki |A|2- |A| = p — 1 esitligi gecerlidir. Bu da asag1 yu-
kar1 kanitlamak istedigimiz esitlik.

Ikinci Sav: 1 € A.
Kanit: A kiimesinden herhangi bir eleman alalim, bu elema-
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na a diyelim. [, kiimesi sonlu oldugundan, [F, kiimesinin

a, a, a3, a4, ...
elemanlar1 hepsi birbirinden degisik olamaz. Demek ki a” = a™
esitligini saglayan birbirinden degisik 7 ve m dogal sayilar1 var.
Eger n > m ise, bu esitlikten a7~ = 1 esitligi ¢ikar. A kiimesi
carpma altinda kapali oldugundan, a” -  sayisi, yani 1, A kii-
mesindedir.

Uciincii Sav: Eger x [, \ {0} ise, [, \ {0} kiimesinde xy = 1
esitligini saglayan bir y elemani vardir.

Kant: [, kiimesi sonlu oldugundan, [, kiimesinin

x, x2, x3, x4, ...

elemanlari hepsi birbirinden degisik olamaz. Demek ki x7 = x
esitligini saglayan birbirinden degisik 7 ve m dogal sayilari var.
Eger n > m ise, bu esitlikten x7 -7 = 1 esitligi ¢ikar. Simdi, y =
xn-m=1istedigimiz esitligi saglar.

Dordiincii Sav: 2 € A.

Kanit: a, b elemanlari, 1 = a — b esitligini saglayan A’nin
elemanlari olsun. Her iki tarafi da b1 elemaniyla ¢arpalim: b~
1 = gb-1 — 1. Bu son esitlikten, 1 = ab-! — b1 ¢ikar. Demek ki,

1l=a-b
1=abl-b1

Dolayisiyla a = ab-1, yani b = 1. Bundan da a = 2 ¢ikar. De-
mek ki 2 € A.

A kumesi ¢arpma altinda kapali oldugundan, yukardaki
savdan, 2, 4, 8, 16, ... sayilarinin da A’da olduklar1 anlagilir.

Besinci Sav: 3 ¢ A.

Kanit: Eger 3 € A ise, 0 zaman, 2 =4 -2 ve 2 = 3 — 1 esit-
liklerinden, 4 = 3 cikar, yani 1 = 0, bu imkansizdir. Demek ki
3 e A
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Altinct Sav: Eger p # 3 ise 5 ¢ A.

Kanit: Diyelim 5 € A. O zaman, 4 =5 -1 ve 4 = 8 — 4 esit-
liklerinden, 5 = 8 cikar, yani 3 = 0, yani p = 3. Oysa, varsayi-
ma gore p # 3. Demek ki § ¢ A.

Savlari (ve kanitlari) cogaltmayi size birakiyorum.
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