
N‹M
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Doktora yapt›¤›m okulun en büyük odas› “toplumsal etkin-

liklere” ayr›lm›flt›. Bu odan›n hemen yan›nda küçücük bir

çay oca¤› vard›. Matematikçiler çal›flmaktan bunald›klar›nda,

sohbet etmek istediklerinde o odaya gelip dinlenirlerdi. Kimi

bütün gününü o odada geçirirdi. Doktora tezlerini o odada ya-

zanlar bile vard›. Oysa her ö¤renciye ayr› bir çal›flma odas› ve-

rilmiflti. Ama çay odas›n›n ayr› bir havas›, kendine özgü bir ko-

kusu vard›; kitap, çay, kahve ve tebeflir tozu alafl›m›, doyum ol-

maz bir koku...

Çay odas›n›n bafll›ca iki etkinli¤i matematik ve oyundu.

Dans partileri düzenledi¤imiz, do¤umgünlerini kutlad›¤›m›z,

bayramlarda yemek yedi¤imiz, içki içti¤imiz olurdu ama gene

de bu etkinliklerin hiçbiri matematik ve oyun denli bu odan›n

karakterini belirlememifl, havas›na yerleflmemiflti. Araflt›rma

konular›nda ilginç ya da zor problemlerle karfl›laflan ö¤renciler

problemlerini öbür matematikçilere anlat›rlar, onlara dan›fl›r-

lard›. Duvar› boydan boya kaplayan 5-6 metre geniflli¤inde ko-

caman bir karatahta vard›. O karatahtada onu aflk›n matema-

tikçinin çal›flt›¤› olurdu. Kimi zaman ayn› problem üzerine...

Kimileyin, bir matematikçi ilgisini çeken bir bilimsel yaz›y›

öbürlerine anlat›rd›. Okula yeni girmifl doktora ö¤rencileri bi-



tirmek üzere olanlara sorular sorarlard›. Ya da bir profesörün

dersi tart›fl›l›r, zor bölümler ayd›nl›¤a kavuflurdu. Haftada bir

gece de o odada aram›zdan biri araflt›rma konusunu anlat›rd›.

San›r›m biz ö¤renciler ö¤rendiklerimizin ço¤unu o odada

ö¤rendik.

Hergün akflamüstü saat dörtte o odada çay, kahve ve kek ve-

rilirdi. ‹flte o zaman odan›n keyfine doyum olmazd›. Elliye yak›n

ö¤renci ve hoca odaya doluflurdu. Büyük matematikçilerin çay

içifllerini, kek yiyifllerini seyrederdik. Nedense onlar›n çaylar› ve

kekleri bizimkilerden çok daha lezzetliymifl gibi gelirdi bize.

Odan›n ikinci önemli etkinli¤i oyundu. Asl›nda matematik-

le oyunu birbirinden ay›rmak pek do¤ru de¤il ya... Matematik-

çilerin büyük ço¤unlu¤u oyunbazd›r, hiç oyun oynamayanlar›n

bile araflt›rmalar›na yaklafl›m› bir oyuncunun oyuna yaklafl›-

m›ndan pek farkl› de¤ildir ço¤u zaman. Her türden oyun oyna-

n›rd› o odada: satranç, briç, tavla, go, poker (geceleri ve gizli

gizli, ama az paras›na, zaten param›z m› vard›!) s›k oynad›¤›-

m›z klasik oyunlard›. Bu oyunlar›n d›fl›nda az bilinen ilginç

oyunlar da oynard›k. Örne¤in “negatif satranç”.

Negatif satrançta kaybeden kazan›r, kazanan kaybeder. Al-

mak zorunlu, flah al›nd›¤›nda oyun bitmez (dolay›s›yla flah çe-

kildi¤inde “flah” demenin anlam› ve gere¤i yok) ve hiç askeri

kalmayan oyuncu oyunu kazan›r.

Oynad›¤›m›z bu tür oyunlarda amac›m›z oyun oynamak

de¤ildi. Gerçek amac›m›z oyunun çözümlemesini (analizini)

yapmak, hangi oyuncunun kazanaca¤›n›, yani hangi oyuncu-

nun 
��������������	sinin oldu¤unu, bunu bulamasak bile en

iyi oyun stratejisini bulmakt›. Örne¤in, negatif satrançta, beya-

z›n, flimdi an›msayamad›¤›m1 bir hamleyle oyuna bafllad›¤›nda,

oyunu kaybedece¤ini afla¤› yukar› kan›tlam›flt›k (siyah ak›ll›ca

oynarsa elbet.)
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1 Bu hamle d2–d4 müydü bu hamle acaba?



Kazanan strateji nedir? Örne¤in Matematik ve Korku bafl-

l›kl› yaz›daki birinci oyunda (sayfa 100-101), birinci oyuncunun

kazanan stratejisi vard›r. ‹kinci oyuncu ne oynarsa oynas›n, bi-

rinci oyuncuyu kazand›ran bir oyun vard›r. (Birinci oyuncunun

hamleleri ikinci oyuncunun hamlelerine göre de¤iflir elbet.)

Sonlu ve sakl› bilgisi olmayan oyunlara de¤gin bildi¤imiz

bir teorem vard›. Bu teoremi aç›klamadan önce teoremde kul-

lanaca¤›m›z terimleri aç›klayay›m.

E¤er bir oyun her zaman sonlu say›da hamlede bitiyorsa ve

oyunun her evresinde, hamle s›ras› gelen oyuncunun sonlu ta-

ne hamle seçene¤i varsa, o oyuna sonlu oyun denir. Örne¤in

satranç sonlu bir oyundur. Çünkü satranc›n her an›nda her

oyuncunun sonlu tane seçene¤i vard›r ve her satranç oyunu ya

iki oyuncudan birinin yengisiyle ya da beraberlikle biter2. Pifl-

ti, poker gibi kâ¤›t oyunlar› biter, yani sonlu oyunlard›r. Öte

yandan tavla sonlu bir oyun de¤ildir, her iki oyuncunun da bi-

rer k›r›¤› olabilir ve -kuramsal olarak, uygulamada olmasa bi-

le- sonsuza de¤in gele atabilirler3.

E¤er bir oyunda, her oyuncu kendisinin ve öbür oyuncunun

gelecekte yapabilece¤i (ve yapamayaca¤›) bütün hamleleri bile-

biliyorsa, o oyunun sakl› bilgisi olmad›¤› söylenir. Satrançta

sakl› bilgi yoktur. Öte yandan tavlada sakl› bilgi vard›r. At›la-

cak zar› iki oyuncu da bilmez. Pokerde, pifltide ve briçte de sak-

l› bilgi vard›r, öbür oyuncunun elindeki kâ¤›tlar› bilemeyiz.

fiimdi bildi¤imiz teoremi yazabiliriz:
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2 Satranc›n sonlu hamlede bitmesi için flu iki kural konulmufltur: 1) fiimdi an›m-
sayamad›¤›m belli bir say›da hamle boyunca en az bir piyon yerinden k›m›lda-
mazsa oyun berabere biter, 2) Bir piyon gidebildi¤i en son kareye geldi¤inde ya
ata ya file ya kaleye ya da vezire dönüflür.

3 Tavlaya “yirmi el boyunca iki oyuncu da gele atarsa oyun berabere biter” di-
ye bir kural getirilse bile, tavla sonlu bir oyun olmayabilir. Bu konu Matema-
tik ve Oyun kitab›mdaki Tavla Üzerine Bir Soru adl› yaz›da ele al›nm›flt›r.
(Bkz. Matematik ve Oyun, Nesin Yay›nc›l›k 2008.)



Teorem 1. E¤er iki kifli aras›nda oynanan bir oyun sonluy-

sa ve oyunun sakl› bilgisi yoksa ve oyun beraberli¤e izin vermi-

yorsa, iki oyuncudan birinin kazanan stratejisi vard›r4.

Satrançta beraberlik oldu¤undan, satranca bu teoremi uy-

gulayamay›z. Öte yandan, beraberlik durumunda siyah›n ka-

zand›¤›n› varsayacak olursak, Teorem 1’den flu sonuç ç›kar:

Teorem 1’in Bir Sonucu. Satrançta ya beyaz›n kazand›¤› ya

da siyah›n en az berabere kalabildi¤i bir strateji vard›r.

Beyaz›n m› yoksa siyah›n m› böyle bir stratejisi oldu¤u bi-

linmiyor. Satranç öylesine karmafl›k bir oyun ki bu varoldu¤u

bilinen strateji bilgisayarlar yard›m›yla bile bulunam›yor.

Bu teoremin kan›t› pek zor de¤ildir. Yaz›n›n sonunda kan›-

t›n› bulabilirsiniz.

Bildi¤imiz ikinci bir teorem daha vard›. Satrançta siyahlar

beyaz askerlerle oynayamazlar. Beyazlar da siyah askerlere do-

kunamazlar. Yani satrançta bir oyuncunun yapabilece¤i, öbür

oyuncunun (s›ra kendisinde olsayd›) yapamayaca¤› hamleler

vard›r. Bir oyuncu için yasal olup da öbür oyuncu için yasal ol-

mayan hamlelerin olmad›¤› oyunlara tarafs›z oyun denir. Ör-

ne¤in üç tafl oyunu tarafs›z bir oyundur.

Sonlu, tarafs›z, beraberlikle bitmeyen ve sakl› bilgisi olma-

yan oyunlara güzel oyun diyelim. Art›k bildi¤imiz teoremi

aç›klayabiliriz:

Teorem 2. Her güzel oyun bir N‹M oyununa eflde¤erdir5.
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4 Bu teoremi bu yaz›n›n sonunda kan›tlayaca¤›z.
5 Bu teoremin kan›t›n› bugün de bilmiyorum. Ama biz teoremin do¤ru oldu¤u-

nu san›yorduk.



N‹M oyunlar›n›n ne oldu¤unu birazdan anlataca¤›m, ama

önce “eflde¤er” teriminin anlam›n› aç›klayay›m. ‹kinci teoreme

göre, bir “güzel oyun”da kazanan stratejisi olan oyuncuyu bul-

mak, bir N‹M oyununda kazanan stratejisi olan oyuncuyu bul-

mak kadar zordur. Yani G bir güzel oyunsa, öyle bir N‹M

(oyunu) vard›r ki, bu N‹M’de kazanan strateji bulundu¤unda,

G oyununun da kazanan stratejisi bulunur.

N‹M oyunlar›n›n tan›m›n› bir örnek-

le verelim. ‹lk örne¤imiz (1,0,2,0,0,1)’lik

N‹M oyunu. Bu oyunu oynamak için bir

kâ¤›t parças›na yandaki flekli çizin.

Her oyuncu s›ras› geldi¤inde ayn› s›-

radan ardarda gelen noktalar› silebilir.

Örne¤in birinci oyuncu son s›ran›n sa¤-

dan ikinci, üçüncü ve dördüncü noktala-

r›n› silebilir. Oyun o zaman yandaki du-

rumu al›r.

fiimdi s›ra ikinci oyuncuda. ‹kinci oyuncu son s›ran›n soldan

ikinci ve alt›nc› noktalar›n› bir ç›rp›da silemez. Çünkü bu nokta-

lar art›k ardarda gelmiyor, aradaki noktalar silinmifl. Ayn› neden-

den ikinci s›ran›n birinci ve üçüncü noktalar›n› da silemez. Ama

ikinci s›ray› tümden silebilir. Ya da ikinci s›ran›n sa¤›ndaki iki

noktay› silebilir. Hiç nokta silmemezlik

edemez, her oyuncu en az bir nokta silme-

li (yoksa oyun sonlu olmazd›!) Diyelim

ikinci oyuncu alttan ikinci s›ray› tümüyle

sildi. Oyun yandaki duruma gelir.

fiimdi s›ra gene birinci oyuncuda...

En son hamleyi yapan, yani en son noktay› silen oyuncu

oyunu kaybeder.

Yukardaki N‹M oyununa (1, 0, 2, 0, 0, 1)’lik N‹M oyunu

demifltik, çünkü bu N‹M oyununa
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1 tane 1 noktal›k s›ra

0 tane 2 noktal›k s›ra

2 tane 3 noktal›k s›ra

0 tane 4 noktal›k s›ra

0 tane 5 noktal›k s›ra

1 tane 6 noktal›k s›ra

ile bafllad›k.

Örne¤in (3, 2, 0, 0, 1, 2)’lik N‹M yan-

daki gibi bafllar.

Görüldü¤ü gibi her N‹M oyunu her

hamleden sonra bir baflka N‹M oyununa

dönüflüyor. Yukarda, örnek olarak sundu-

¤umuz (1, 0, 2, 0, 0, 1)’lik N‹M, birinci

oyuncunun ilk hamlesinden sonra

(2,1,2)’lik N‹M’e dönüflmüfl. ‹kinci oyun-

cunun hamlesinden sonraysa (2,1,1)’lik

N‹M’e dönüflmüfl. Bu, genel olarak her oyun için geçerlidir. Her

oyun, her hamleden sonra bir baflka oyuna dönüflür.

N‹M oyunlar›n›n çözümlemesi pek kolay de¤ildir. Ancak

baz› kolay N‹M’lerin analizini yapabiliriz.

(n)’lik bir N‹M’i ele alal›m. Bu oyunda n tane bir noktal› s›-

ra vard›r ve bu oyunu oynamak için zekâya gerek yoktur. Her

oyuncunun ancak bir hamlesi vard›r: bir noktay› (ya da bir s›-

ray›, ayn› fley) silmek. E¤er n çiftse birinci oyuncu, tekse ikinci

oyuncu kazan›r elbette. Bunu cebirsel olarak flöyle gösterelim:

K(2n) = 1 ve K(2n+1) = 0.

Bu, flu demektir: (2n)’lik N‹M’leri birinci oyuncu,

(2n+1)’lik N‹M’leri ikinci oyuncu kazan›r.

fiimdi (n, m)’lik N‹M’lere bakal›m. Bu oyunlar› kim kaza-

n›r? Daha do¤rusu kimin kazanan stratejisi vard›r? Bu oyunlar-

da n tane 1 noktal› s›ra ve m tane 2 noktal› s›ra var. Yani ol-

dukça kolay bir oyun. Ama herhangi bir N‹M oyunu, oyunun

bir aflamas›nda (n, m)’lik bir N‹M oyununa dönüflebilir. Bu ne-
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denden dolay› (n, m)’lik N‹M’leri hangi oyuncunun kazanaca-

¤›n› bilmek önemlidir.

E¤er m = 0 ise, yani hiç iki noktal› s›ra yoksa, bu asl›nda

(n)’lik bir N‹M’dir ve bu oyunlar›n çözümlemesini yukarda

yapm›flt›k.

fiimdi de (n, 1)’lik N‹M’lere bakal›m. n tane 1 noktal› s›ra

ve bir tane 2 noktal› s›ra var. Bu durumda ilk oynayan kazan›r.

Neden? fiu nedenden: ‹lk oynayan oyuncu, ikilik s›radan bir ya

da iki nokta silerek oyunu ister (n+1)’lik, ister (n)’lik N‹M’e

dönüfltürebilir. Hangisini yapmal›? E¤er n çiftse, ikilik s›radan

bir nokta silip oyunu (n+1)’lik N‹M’e dönüfltürür. n+1 tek ol-

du¤undan, bu durumda oyunu kazan›r. E¤er n tekse, ikilik s›-

ray› tümüyle silip ortadan kald›rmal›. Böylece oyun (n)’lik

N‹M’e dönüflür. n tek oldu¤undan gene oyunu kazan›r.

Örne¤in (5, 1)’lik N‹M’de ikilik s›ra tümüyle silinmeli. Öte

yandan (6, 1)’lik N‹M’de ikilik s›ran›n yaln›zca bir noktas› si-

linmeli.

Böylece,

K(n, 1) = 1 (1)

eflitli¤ini bulmufl olduk. Daha önce de

K(2n, 0) = 1 (2)

ve

K(2n+1, 0) = 0 (3)

eflitliklerini bulmufltuk.

fiu teoremi kan›tlayaca¤›z:

Teorem 3. m > 0 olsun.

a) E¤er n ve m çiftse K(n, m) = 0’d›r.

b) E¤er n ve m’den en az biri tekse K(n, m) = 1’dir.

Teoreme göre n ve m çiftse (m > 0), ikinci oyuncunun kaza-

nan stratejisi vard›r. E¤er n ve m say›lar›ndan en az biri tekse,

birinci oyuncunun kazanan bir stratejisi vard›r. Yani K(n, m)
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say›s› n+m say›s›n›n tekli¤ine ve çiftli¤ine göre de¤iflir.

Görüldü¤ü gibi n ve m say›lar› rastgele seçilirse, birinci

oyuncu daha s›k kazanacak.

Teorem 3’ün Kan›t›: m > 0 olsun. (n, m)’lik bir N‹M’de

hamle seçenekleri nelerdir? S›ras› gelen oyuncunun üç seçene¤i

vard›r:

1) E¤er bir noktal›k bir s›ra varsa, yani n > 0 ise, s›ras› ge-

len oyuncu o bir noktal›k s›ray› silerek, oyunu (n–1, m)’lik

N‹M’e dönüfltürebilir.

2) S›ras› gelen oyuncu iki noktal›k bir s›ray› silerek, oyunu

(n,m–1)’lik N‹M’e dönüfltürebilir.

3) S›ras› gelen oyuncu iki noktal›k bir s›radan bir nokta si-

lerek oyunu (n+1, m–1)’lik N‹M’e dönüfltürebilir.

E¤er bu üç oyundan birinde ikinci oyuncu kazan›yorsa ilk

hamleyi yapan oyunu kazan›r. Bu dedi¤imi flöyle aç›klamaya

çal›flay›m. Birinci oyuncuya A diyelim, ikinci oyuncuya da B.

S›ra A’da. Diyelim A, N‹M oyununu ikinci oyuncunun kazana-

bilece¤i bir duruma getirdi. Bu yeni oyuna B bafllayaca¤›ndan,

bu yeni oyunda ikinci oyuncu A’d›r. Demek ki A’n›n B’ye oy-

nas›n diye b›rakt›¤› oyunu A kazan›r.

Öte yandan bu üç oyunu da birinci oyuncu kazan›yorsa, ilk

hamleyi yapan kaybeder. Çünkü ilk hamleyi yapan oyuncu, ya-

ni A, öbürüne kazanabilece¤i bir oyun b›rakacakt›r, baflka se-

çene¤i yoktur.

Yani K(n–1, m) = 0 ise, ya da K(n, m–1) = 0 ise, ya da

K(n+1, m–1) = 0 ise, (n, m)’lik N‹M’i oyuna ilk bafllayan oyun-

cu kazan›r: Yukardaki üç say›dan hangisi 0 ise, birinci oyuncu

oyunu o oyuna dönüfltürür. Öte yandan bu üç say›dan birinin 0

olmas› demek, bu üç say›n›n çarp›m›n›n 0 olmas› demektir. Bu

üç say›dan hiçbiri s›f›r de¤ilse, birinci oyuncunun yapabilece¤i

pek bir fleyi yok demektir. ‹kinci oyuncu oyunu kazan›r. Birinci

oyuncunun yapabilece¤i tek fley, ikinci oyuncunun hata yapaca-
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¤›n› umarak, oyunu çözümlemesi zor bir duruma sokmal›d›r.

Bu üç say›dan hiçbirinin s›f›r olmamas› demek, yani hepsinin

1 olmas› demek, bu üç say›n›n çarp›m›n›n 1 olmas› demektir.

Ne bulduk? fiunu bulduk:

E¤er K(n–1,m)K(n,m–1)K(n+1,m–1) = 1 ise, K(n,m) = 0’d›r.

E¤er K(n–1,m)K(n,m–1)K(n+1,m–1) = 0 ise, K(n,m) = 1’dir.

Burada küçük bir teorem kan›tlad›k:

K(n, m) = 1 – K(n–1, m)K(n, m–1)K(n+1, m–1) (4)

Ancak bu eflitlikte n > 0 varsayd›¤›m›z› unutmayal›m. n = 0

ise, yukardaki formülü uygulayamay›z, çünkü (–1, m)’lik N‹M

yok. Olmas›n! Biz de

K(–1, m) = 1 (5)

olarak tan›mlar›z. Böylece (4) eflitli¤i bir anlam kazan›r ve iyi

bir anlam kazan›r, yani formül n = 0 iken de do¤rudur.

(1, 2, 3, 4, 5) formüllerini kullanarak K(n, m)’yi hesaplayabi-

liriz:

K(0,2) = 1 – K(–1,2)K(0,1)K(1,1) = 1 – 1×1×1 = 0

K(1,2) = 1 – K(0,2)K(1,1)K(2,1) = 1 – 0×1×1 = 1

K(2,2) = 1 – K(1,2)K(2,1)K(3,1) = 1 – 1×1×1 = 0

K(3,2) = 1 – K(2,2)K(3,1)K(4,1) = 1 – 0×1×1 = 1

K(4,2) = 1 – K(3,2)K(4,1)K(5,1) = 1 – 1×1×1 = 0 ...

Bu de¤erleri bulmak için bir önce buldu¤umuz de¤erleri kul-

land›k. Örne¤in, K(4, 2)’yi bulmak için K(3, 2)’yi, K(3, 2)’ yi

bulmak için K(2, 2)’yi kulland›k. Bu de¤erlere dikkatle bak›ld›-

¤›nda, n çiftse K(n, 2) = 0, tekse K(n, 2) = 1 oldu¤u anlafl›l›r. Bu,

tümevar›mla kolayl›kla kan›tlanabilir. Bu da kan›tlamak istedi-

¤imiz ve kan›tlamak üzere oldu¤umuz teoremle uyumlu.

fiimdi K(n,3)’ü hesaplayal›m. Teoreme göre sonuç hep 1

ç›kmal›. Bakal›m: (4) formülüne göre,

K(n, 3) = 1 – K(n–1, 3)K(n, 2)K(n+1, 2).

Burada ya n ya da n+1 çift say›d›r. Demek ki ya K(n, 2) ya

da K(n+1, 2) s›f›rd›r. Dolay›s›yla K(n, 3) = 1’dir.
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S›ra K(n, 4)’ün hesaplanmas›nda. (4) formülünü uygulayal›m:

K(n, 4) = 1 – K(n–1, 4)K(n, 3)K(n+1, 3).

Öte yandan 

K(n, 3) = K(n+1, 3) = 1 

eflitliklerini biliyoruz. Demek ki, 

K(n, 4) = 1 – K(n–1, 4). 

Bu son eflitli¤e göre 

K(n–1, 4) = 1 ise, K(n, 4) = 0’d›r. 

K(n–1, 4) = 0 ise, K(n, 4) = 1’dir. 

Ama K(–1, 4) = 0 oldu¤undan, e¤er n çiftse, K(n, 4) = 0’d›r,

e¤er n tekse, K(n,4) = 1’dir. Bu sonuç da teoremimizle uyumlu.

Bundan sonras›n› okur tümevar›mla kan›tlayabilir.

Hangi (n, m)’lik N‹M’leri kazanaca¤›m›z› gösterdik göster-

mesine ama kazanaca¤›m›z oyunlar› nas›l kazanaca¤›m›z› ko-

layca anlafl›l›r bir biçimde söylemedik. Diyelim hamle s›ras›

bizde ve öbür oyuncu önümüze (n, m)’lik bir oyun sundu:

1) E¤er m = 0 ise, ne yap›laca¤› belli. Bir noktal›k bir s›ray›

sileceksiniz. E¤er n tek ise kaybedeceksiniz, m çift ise kazana-

caks›n›z.

2) E¤er m = 1 ise, iki noktal› s›radan oynayacaks›n›z. O s›-

ran›n ya bir noktas›n› ya da iki noktas›n› birden sileceksiniz.

Bunu öyle yapacaks›n›z ki, geriye kalan noktalar›n say›s› tek

olsun. Demek ki e¤er n çiftse ikili s›radan bir nokta sileceksi-

niz, e¤er n tekse ikili s›ray› oldu¤u gibi sileceksiniz. Bundan

böyle m > 1 oldu¤unu varsayal›m.

3) E¤er n çift, m tekse, iki noktal› bir s›ray› silin. Böylece

oyun (n, m–1)’lik bir N‹M’e dönüflür.

4) E¤er n tek, m çiftse, bir noktal› bir s›ray› silin. Böylece

oyun (n–1, m)’lik N‹M’e dönüflür.

5) E¤er hem n, hem de m çiftse, ne yaparsan›z yap›n, öbür

oyuncu iyi oynad›¤›nda kazanamazs›n›z. Bir hata yapmas›n›

beklemeniz gerekmektedir. Hata yapma olas›l›¤›n› artt›rmak

için oyunu fazla kolaylaflt›rmay›n, tek noktal› bir s›ray› silin5.
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Birinci Teoremin Kan›t›: Söz verdi¤imiz gibi birinci teoremi

kan›tlayaca¤›z. Sonlu bir oyunumuz var. Diyelim O oyunu.

A sonlu oldu¤undan, öyle bir n say›s› vard›r ki, en fazla n

hamlede oyun biter. Bu say›lar›n en küçü¤üne O oyununun

uzunlu¤u ad›n› verelim. Yani O oyununun uzunlu¤u en uzun

süren O oyununun hamle say›s›. Örne-

¤in üç tafl oyununun uzunlu¤u 9’dur.

Çünkü üç tafl oyunu en fazla 9 ham-

le sonra biter ve gerçekten de 9 hamle sü-

ren oyunlar olur. Yani üç tafl oyunlar›n-

da en uzun oyun 9 hamledir.

Teoremimizi tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. Ne üzerine tüme-

var›mla? O oyununun uzunlu¤u üzerine tümevar›mla.

Uzunlu¤u 0 olan oyunlar zaten bitmifl oyunlard›r. Ya birinci

oyuncu kazanm›flt›r ya da ikinci. E¤er birinci oyuncu kazanm›fl-

sa, birinci oyuncunun kazanan stratejisi vard›r. E¤er ikinci oyun-

cu kazanm›flsa, ikinci oyuncunun kazanan stratejisi vard›r. Kaza-

nan stratejisi olan oyuncu k›l›n› k›p›rdatmadan kazan›r.

fiimdi oyunumuzun uzunlu¤u 0’dan büyük olsun. Bu uzun-

lu¤a n diyelim. Tümevar›m varsay›m›yla, teoremimizin, uzun-

lu¤u n’den küçük olan oyunlar için do¤ru oldu¤unu biliyoruz.

Anlat›mda kolayl›k sa¤lamas› için oyunda ilk hamleyi bi-

zim yapaca¤›m›z› varsayaca¤›z. Kendimize A diyece¤iz, öbür

oyuncuya B.

Her oyun gibi oyunumuz da bir hamleden sonra bir baflka

oyuna dönüflür, üstelik uzunlu¤u daha k›sa olan bir oyuna. ‹lk

hamle için k tane seçene¤imizin oldu¤unu varsayal›m. Demek ki

189

5 Bu yaz›y› yazd›ktan çok sonra Kaynakça [7]’ye bakt›¤›mda, Teorem 2’nin do¤-
ru oldu¤u N‹M oyunlar›n›n burda anlatt›¤›mdan de¤iflik olduklar›n› gördüm.
Kaynakça [3]’teki N‹M oyunlar› bu yaz›daki N‹M oyunlar›ndan daha basit ve
o oyunlar› hangi oyuncunun nas›l oynayarak kazanaca¤› biliniyor. O N‹M
oyunlar›n› bu kitab›n bir sonraki bas›m›na alaca¤›m.. N‹M oyunlar› ve baflka
oyunlar üzerine Kaynakça [3]’te çok daha fazla bilgi bulabilirsiniz.

● ●
● ●
●

● ●
● ●

●



O oyununda ilk hamleyi yapt›¤›m›zda kendimizi k oyundan bi-

rinde buluruz. Bu oyunlara O1, ..., Ok diyelim. Bir hamle yap›l-

d›¤›ndan, elde edilen bu k oyunun her birinin uzunlu¤u en faz-

la n – 1’dir. Dikkat edilmesi gereken bir nokta var, o da flu: bu

k oyundan her birine öbür oyuncu, yani B bafllayacak. E¤er bu

k oyundan birinde ikinci oyuncunun kazanan stratejisi varsa o

oyunu üreten hamleyi yapar›z. Böylece B oyunu kazanamaz ve

kazanan bir stratejimiz olur. E¤er böyle bir hamle yoksa, yani

türeyen k oyunun herbirinde birinci oyuncu kazan›yorsa, kaza-

nan stratejimizi yoktur, B’nin vard›r. Teorem kan›tlanm›flt›r.
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