
Ç›karma ve Kare Alma Alt›nda
Kapal› Kümeler
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Do¤al say›lar kümesi N, yani {0, 1, 2, 3, 4, ... } kümesi, top-
lama ve çarpma ifllemleri alt›nda kapal›d›r; bir baflka deyifl-

le, iki do¤al say›y› toplarsak ya da çarparsak gene bir do¤al say›
buluruz. Öte yandan do¤al say›lar kümesi ç›karma alt›nda kapa-
l› de¤ildir, örne¤in 3 ! 5 iflleminin sonucu bu kümede de¤ildir.

Tamsay›lar kümesi Z = { ..., !2, !1, 0, 1, 2 ,... } toplama,
çarpma ve ç›karma alt›nda kapal›d›r, ama bölme alt›nda kapa-
l› de¤ildir. Örne¤in 3’ü 5’e bölme iflleminin sonucu bu kümede
de¤ildir.

Kesirli say›lar kümesi Q ve gerçel (reel) say›lar kümesi R,
toplama, çarpma, ç›karma ve bölme alt›nda kapal›d›r1.

Bu yaz›da say› kümelerinin çeflitli ifllemler alt›nda kapal›
altkümelerini bulaca¤›z.

1. A 1 R bir gerçel say›lar kümesi olsun. E¤er A kümesi ç›-
karma alt›nda kapal›ysa, bir baflka deyiflle,

her x, y 3 A için, x ! y 3 A ise,
o zaman A kümesi toplama alt›nda da kapal›d›r, yani,

her x, y 3 A için, x + y 3 A

1 Tek koflulla: Bir say›y› 0’a bölemeyiz.



tümcesi do¤rudur. Çünkü,
x + y = x ! ((x ! x) ! y)

eflitli¤i do¤rudur. Bir baflka deyiflle, toplamay› ç›karma cinsin-
den yazabiliriz. Yine bir baflka deyiflle, sadece ç›karma yapma-
s›n› bilen bir makina, bilgisayar, ayg›t, alet, hatta insan, topla-
ma yapmas›n› da biliyordur.

Öte yandan ç›karmay› toplama cinsinden yazamay›z. Örne-
¤in, do¤al say›lar kümesi N, yani,

N = {0, 1, 2, 3, 4, 5, …}
kümesi toplama alt›nda kapal›d›r, ama ç›karma alt›nda kapal›
de¤ildir.

2. E¤er A kümesi ç›karma, kare alma ve ikiye bölme alt›n-
da kapal›ysa, yani,

a) Her x, y 3 A için, x ! y 3 A ise,
b) Her x 3 A için, x2 3 A ise, ve
c) Her x 3 A için, x/2 3 A ise,

o zaman, A kümesi çarpma alt›nda da kapal›d›r, çünkü,
xy = [(x + y)2 ! x2 ! y2]/2

eflitli¤i geçerlidir. (Birinci sorudan A’n›n toplama alt›nda kapa-
l› oldu¤unu biliyoruz.) Yani sadece ç›karma, kare alma ve 2’ye
bölmeyi bilen bir makina, toplama ve çarpmay› da biliyordur.

3. E¤er A kümesi ç›karma ve kare alma alt›nda kapal›ysa ve
1/2 say›s›n› içeriyorsa, yani,

a) Her x, y 3 A için, x ! y 3 A ise,
b) Her x 3 A için, x2 3 A ise, ve
c) 1/2 3 A ise,

o zaman, A kümesi çarpma alt›nda da kapal›d›r, çünkü, 1/4 =
(1/2)2 say›s› A’dad›r ve

x/2 = (x + 1/4)2 ! x2 ! (1/4)2

eflitli¤inden, e¤er x 3 A ise, x/2’nin de A’da oldu¤u anlafl›l›r. Böy-
lece, ikinci sorudan A’n›n çarpma alt›nda kapal› oldu¤u anlafl›l›r.
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4. E¤er A kümesi ç›karma ve kare alma alt›nda kapal›ysa,
A kümesi çarpma alt›nda da kapal› m›d›r?

Yan›t olumsuz. Yani ç›karma ve kare alma alt›nda kapal›
olan ama çarpma alt›nda kapal› olmayan bir gerçel say› küme-
si vard›r.

‹kinci ve üçüncü sorudan da belli ki, böyle bir gerçel say›
kümesi ikiye bölme alt›nda kapal› de¤ildir ve 1/2’yi içeremez.

fiimdi ç›karma ve kare alma alt›nda kapal› olan ama çarpma
alt›nda kapal› olmayan bir gerçel say› kümesi kümesi bulal›m.

,, bildi¤imiz pi say›s› olsun. ,, ,2, ,3, ,4, .... say›lar›n› tam-
say›larla çarp›p toplayal›m. Yani, ai 3 Z için,

a1, + a2,2 + a2,2 + ... + an,n

türünden yaz›lan say›lar kümesine bakal›m. Örne¤in,
,,
!5,,
2,3

, ! 4,2 + 3,3 + 7,5

bu tür say›lardand›r. Bu tür say›lardan oluflan kümeye A diyelim:
A = { a1, + a2,2 + ... + an,n : n 3 N, ai 3 Z }.

Bu küme ç›karma ve kare alma alt›nda kapal› ve 1/2’yi içer-
miyor2. Ama A ne yaz›k ki çarpma alt›nda da kapal›. Yani A,
arad›¤›m›z küme de¤il.

fiimdi A’daki elemanlar›n karelerine bakal›m:
(a1, + a2,2 + ... + an,n)2 = a1

2,2 + 2a1a2,3 + ... + an
2,2n.

Görüldü¤ü gibi, karelerde, ,3’ün önünde bulunan say›, ya-
ni ,3’ün katsay›s› her zaman çift bir tamsay›. fiimdi, A’daki sa-
y›lardan ,3’ün katsay›s› çift olanlar› bir kümede toplayal›m:
B = { a1, + a2,2 + 2a3,3 + a4,4 + ... + an,n : n 3 N, ai 3 Z }.

Örne¤in,
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2 Bu kümenin 1/2’yi içermemesi, kan›t› oldukça zor bir teoremdir. Biraz ilerde
bu teoremden sözedece¤iz.



, 3 B

!5, 3 B

,2 3 B

,4 3 B

2,3 3 B

, ! 4,2 + 7,5 3 B

, ! 4,2 + 2,3 + 7,5 3 B

(‹lk dört say›da ,3’ün katsay›s› 0, ki 0 çift bir say›d›r.) Ama
,3 4 B

!5, + ,3 4 B

, + 7,3 4 B

, ! 4,2 ! 3,3 + 7,5 4 B

Kolayl›kla görülece¤i üzere B kümesi ç›karma ve kare alma
alt›nda kapal›d›r. Ama çarpma alt›nda kapal› de¤ildir, örne¤in
, ve ,2 say›lar› B kümesindedir, ama bu iki say›n›n çarp›m›
olan ,3 say›s› B kümesinde de¤ildir.

Yukarda, ,3’ün B’de olmad›¤›n› söyledik. Bu do¤ru mu?
Evet. Ama kan›t› hiç de kolay de¤ildir. Bunu kan›tlamak için
matematikte geçen yüzy›l kan›tlanan ve bugün art›k çok bilinen
flu teoreme ihtiyaç vard›r:

Teorem. , say›s› cebirsel de¤ildir, yani e¤er

ao + a1, + a2,2 + ... + an,n = 0
ise ve her ai bir tamsay›ysa, o zaman her ai s›f›ra eflittir.

Sonuç: E¤er ai 3 Z ise ve a3 tekse, a1, + a2,2 + ... + an,n 4 B.
Sonucun Kan›t›: Sonucun do¤ru olmad›¤›n› varsay›p bir çe-

liflki elde edece¤iz.
Diyelim, sonucun tersini söyleyen bir örnek var: a3 tek bir

tamsay› olsun, ama ao + a1, + a2,2 + ... + an,n say›s› B’de ol-
sun. O zaman bu say›y›

b1, + b2,2 + 2b3,3 + ... + bm,m
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olarak yazabiliriz (bi 3 Z). Demek ki,
ao + a1, + a2,2 + ... + an,n = b1, + b2,2 + 2b3,3 + ... + bm,m.

Gerekirse, sa¤daki ya da soldaki terimin sonuna 0,k türün-
den (s›f›ra eflit) say›lar ekleyerek n = m eflitli¤ini varsayabiliriz:

a1, + a2,2 + ... + ak,k = b1, + b2,2 + 2b3,3 + ... + bk,k

fiimdi sa¤daki say›y› soldaki say›dan ç›karal›m:
(a1 ! b1), + (a2 ! b2),2 + (a3 ! 2b3),3 + ... + (ak ! bk),k = 0.

Yukardaki teoreme göre bu son eflitli¤in bütün katsay›lar›
s›f›r olmal›. Ama a3 ! 2b3 s›f›r olamaz, neden derseniz, a3 tek,
2b3 çift... Bir çeliflki elde ettik ve sonucumuzu kan›tlad›k.

, yerine, yukardaki teoremi do¤rulayan baflka say›lar da
alabilirdik. Örne¤in, , ! 1, ,2, e (logaritman›n Neper sabiti) gi-
bi. Ama , yerine (2 alamazd›k. Çünkü (2 cebirsel bir say›d›r:
2 ! ((2)2 = 0.

5. Yukardaki B kümesi kesirli say›lardan oluflmuyor, yani
Q say›lar kümesinin bir altkümesi de¤il, çünkü , kesirli bir sa-
y› de¤ildir. Ç›karma ve kare alma alt›nda kapal›, ama çarpma
alt›nda kapal› olmayan ve kesirli say›lardan oluflan bir küme
var m›d›r?

Yoktur!
Ç›karma ve kare alma alt›nda kapal› bir kesirli say›lar kü-

mesi çarpma alt›nda da kapal›d›r. Bunu kan›tlayal›m.
A ç›karma ve kare alt›nda kapal› bir kesirli say›lar kümesi

olsun. u ve v kesirli say›lar›n›n A’da olduklar›n› varsayal›m.
uv’nin A’da oldugunu kan›tlayaca¤›z.

u = a/b ve v = c/d olarak yazal›m. (Burada a, b, c ve d birer
tamsay›). e tamsay›s›, ad ve bc tamsay›lar›n›n en büyük ortak
böleni olsun, yani e = ebob(ad, bc). e, ad’yi böldü¤ünden,

u = a/b = (e/bd)(ad/e) 3 (e/bd)Z.
Ayn› nedenden, yani e, bc’yi böldü¤ünden,

v = c/d = (e/bd)(bc/e) 3 (e/bd)Z.
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Demek ki uv 3 (e2/b2d2)Z. Dolay›s›yla, uv’nin A’da oldu¤u-
nu kan›tlamak için, e2/b2d2 say›s›n›n A’da oldu¤unu kan›tlamak
yeterli. e2/b2d2 say›s›n›n A’da oldu¤unu kan›tlamak için de e/bd

say›s›n›n A’da oldu¤unu kan›tlamak yeterli. Kan›tlayal›m.
e = ebob(ad, bc) oldu¤undan, öyle x ve y tamsay›lar› vard›r

ki, adx + bcy = e eflitli¤i do¤rudur. Demek ki,
e/bd = (adx + bcy)/bd = (a/b)x + (c/d)y 3 A.

‹stedi¤imizi kan›tlad›k.

6. Bilim aflk›na, bilmek aflk›na, daha do¤rusu soru sormak
aflk›na (bilmek kimin umurunda!) soru sormaya devam edelim.
Yan›t› bulmak önemli, önemsiz de¤il, ama soruyu sormak da
önemli, hatta soruyu sormak yan›t› bulmaktan daha da önem-
li. Soru sormadan yan›t bulunur mu!? Önce soru, sonra yan›t!..

Matematik e¤itimin baflat eksikli¤i budur: Matematik e¤itimi
yan›t bulmaya yöneliktir, soru sormaya de¤il. Oysa do¤ru soru
sorabilmek için daha çok çal›flmak, daha çok düflünmek gerekir.

fiimdi flu tür say›lara bakal›m:
{a + b(2 : a, b 3 Q}.

Burada Q, kesirli say›lar kümesini simgeliyor. Bu küme ma-
tematikte Q[(2] olarak gösterilir. Q[(2] kümesi, ç›karma, top-
lama, çarpma alt›nda kapal›d›r. Hatta bölme alt›nda da kapa-
l›d›r. Sadece 0’a bölemeyiz. Bu kümenin birkaç ö¤esini yazal›m:

3/5 ! 7√2/4, 1 + (2, (2, 5, !3, 1/(2...
Son say› bu kümede çünkü,

1/(2 = (2/2 = (1/2)(2
Q[(2] kümesinin, ç›karma ve kare alma ifllemleri alt›nda

kapal›, ama çarpma ifllemi alt›nda kapal› olmayan bir altküme-
si var m›? Varsa hangisi, yoksa neden yok?

Bu tür sorular› ço¤altabiliriz elbet. Örne¤in ayn› soruyu Q[(3]
kümesi için de sorabiliriz. Soru sormaktan kolay (zor!) ne var!

Yan›t› flu anda bilmedi¤imi itiraf ediyorum.
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