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Afla¤›da yedi matematiksel olgu bulacaks›n›z. Bu olgular›n

herbiri bir teoremdir, kan›tlanm›fllard›r. Ancak bu olgular,

matematikte çok özel bir yeri olan Seçme Beliti kullan›larak ka-

n›tlanm›flt›r. Seçim Beliti’nden yaz›n›n sonunda sözedece¤im.

Birinci Soru: Bildi¤imiz R × R Öklid düzleminin öyle bir

altkümesini bulun ki, düzlemin her do¤rusunun üstünde bu alt-

kümeden tam iki nokta olsun (ne fazla ne eksik…)

Yani, öyle bir X 1 R2 bulacaks›n›z ki, e¤er l 1 R2 bir do¤-

ruysa, l 2 X kümesinde tam iki nokta olacak.

Aray›n. Çok aray›n. ‹stedi¤iniz kadar aray›n. E¤er matema-

tikçi de¤ilseniz, baz› özel bilgilere sahip de¤ilseniz bulamaya-

caks›n›z.



‹kinci Soru: Bu soruyu okudu¤unuzda, soruyu do¤ru anla-

mad›¤›n›z› sanaca¤›n›za dair iddiaya girebilirim.

Yar›çap› 1 olan bir küre al›n. Bu küreyi, öyle sonlu say›da

parçaya ay›r›n ki, o sonlu parçalar› gene yar›çap› 1 olan iki kü-

re elde edecek biçimde birlefltirebilin… Hem de parçalar› e¤ip

bükmeden, çekip çekifltirmeden… Sadece parçalar› havada

döndürerek ve öteleyerek...

Matematikte buna 
�����������	
�����
	��ad› verilir.

Üçüncü Soru:
a) 0, 1, 2, 3, gibi say›lara do¤al say› denir. Bofl olmayan her

do¤al say› kümesinden bir eleman (eflantiyon) seçebiliriz; örne-

¤in kümenin en küçük eleman›n› eflantiyon olarak seçebiliriz...

Sözgelimi, bu yöntemle, {1, 5, 8} kümesinden 1’i, çift say›lar

kümesinden 0’›, asal say›lar kümesinden 2’yi seçeriz.

b) !2, !1, 0, 1, 2, 3 gibi say›lara tamsay› denir. Bofl olma-

yan her tamsay› kümesinden de belli bir yöntemle bir eleman

seçebiliriz. Örne¤in flu yöntemi deneyelim: Tamsay› kümemize

X diyelim; e¤er X’in en büyük eleman› varsa o en büyük elema-

n›, yoksa X 2 N kümesinin en küçük eleman›n› seçelim. (Bura-
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da N, do¤al say›lar kümesini simgeliyor.) Böylece her tamsay›

kümesinden bir eleman seçmifl olduk.

c) 2/3, !3/4, 6/2 (yani 3), 0/7 (yani 0) gibi say›lara kesirli sa-
y›lar denir. Kesirli say›lar kümesi Q simgesiyle gösterilir:

Q = {a/b : a, b 3 Z ve b ) 0}.

Pozitif kesirli say›lar kümesi Q%0 olarak gösterilir:

Q%0 = {a/b : a, b 3 N, b ) 0}.

Bofl olmayan bir pozitif kesirli say›lar kümesinden bir say›

nas›l seçeriz? Kümeye X diyelim. fiu kümeyi tan›mlayal›m:

A(X) = {a + b : a/b 3 X}

A(X) bofl olmayan bir do¤al say› kümesi oldu¤undan en kü-

çük eleman› vard›r. Bu elemana n diyelim. fiimdi,

{a/b 3 X : a + b = n}

kümesine bakal›m. Bu, sonlu bir kesirli say›lar kümesidir, dola-

y›s›yla bir en küçük eleman› vard›r. ‹flte X’in bu eleman›n› seçe-

lim. X’ten bu yöntemle seçti¤imiz elemana ƒ(X) ad›n› verelim.

Örne¤in,

X = {a/b : a asal ve a2 + b2 say›s› 4’e ve 5’e bölünmez}

ise,

A(X) = {a + b : a asal ve a2 + b2 say›s› 4’e ve 5’e bölünmez} 

= {5, 6, ...}

kümesidir. A(X) kümesinin en küçük eleman› 5’tir (a = 3, b =

2 ya da a = 2, b = 3.) Dolay›s›yla yukarda aç›klad›¤›m›z yön-

temle X’ten 2/3’ü seçeriz, yani ƒ(X) = 2/3’tür.

d) Bofl olmayan kesirli say› kümelerinden de birer eleman se-

çebiliriz. X 1Q bofl olmayan bir küme olsun. E¤er X 2Q%0 bofl

de¤ilse, yukardaki yöntemi kullanal›m ve ƒ(X 2 Q%0) eleman›n›

seçelim. E¤er X 2 Q%0 boflkümeyse, (!X) 2 Q%0 kümesi bofl de-

¤ildir, o zaman da X’yen !ƒ((!X) 2 Q%0) eleman›n› seçelim.

e) Gerçel say›lar kümesinin

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b), 

(!., a], (!., a), [a, .), (a, .), (!., !.)

gibi altkümelerine aral›k ad› verilir. Gerçel say›lar›n bofl olma-
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yan aral›klar›ndan da belli bir yöntemle bir eleman seçebiliriz.

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b) aral›klar›ndan “orta noktay›”, yani

(a + b)/2 noktas›n›, (!., a], (!., a) aral›klar›ndan a ! 1 nokta-

s›n›, [a, .), (a, .) aral›klar›ndan a + 1 noktas›n› ve (!., !.)

aral›¤›ndan (gene orta noktay›!) 0 noktas›n› seçelim.

f) Yapamayaca¤›n›z› iddia etti¤im as›l sorum flu: Bofl olma-

yan gerçel say› kümelerinin herbirinden belli bir yöntemle bir

say› seçebilir misiniz?

Dördüncü Soru: Gerçel say›lar kümesinin öyle bir X altkü-

mesini bulun ki, her r gerçel say›s› belli bir x1, …, xn 3 X ve q1,

…, qn 3Q için, q1x1 + q2x2 + … + qnxn olarak yaz›ls›n ve r’nin

bu tür bir baflka yaz›l›m› (s›ralama fark› d›fl›nda) olmas›n.

Beflinci Soru: Q’nün afla¤›daki iki özelli¤i sa¤layan A altkü-

melerine bakal›m:

1) E¤er x ve y kesirli say›lar› A’daysalar, x ! y say›s› da

A’dad›r.

2) 1 4 A.

Böyle bir küme var m›d›r? Evet! Örne¤in çift tamsay›lar kü-

mesi, yani 2Z. Çift tamsay›lar›n fark› gene bir çift say›d›r ve 1

çift say› de¤ildir.

Peki, Q kümesinin bu tür altkümelerinin en büyü¤ünü bu-

labilir miyiz?

Yan›t gene evet!

A = {2a/b : a 3 Z, b 3 Z ve b bir tek tamsay›},

yani pay› çift olan kesirli say›lar›n kümesi iflte böyle bir küme-

dir (kan›t› kolay) ve bu tür kümelerin en büyü¤üdür (kan›t› bi-

raz daha zor.)

Bunlar yap›labilir. fiimdi gerçel say›lar kümesine geçelim.

Afla¤›daki özellikleri sa¤layan bir A bulmaya çal›fl›n:

1) A 1 R.

2) A ç›karma alt›nda kapal›.
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3) 1 4 A.

4) A, yukardaki özellikleri tafl›yan kümelerin en büyü-

¤ü olsun. Yani B kümesi yukardaki üç özelli¤i sa¤l›yorsa ve A

1 B ise, A = B olsun.

Deneyin, e¤er Seçim Beliti’ni bilmiyorsan›z, yukardaki dört

özelli¤i sa¤layan bir A kümesi bulamayacaks›n›z.

Alt›nc› Soru: Bir a¤aç nedir? Sorum bu de¤il. Bu sorunun

cevab›n› verece¤im. Bir a¤aç flöyle bir fleydir:

Kara noktalara budak diyelim. Her budaktan ç›kan dallara

da dal diyelim… Birbirinin peflis›ra gelen dal dizilerine de yol di-

yelim. Örne¤in yukarda kesik çizilmifl üç dal bir yol oluflturur.

fiu teoremi kan›tlamaya çal›fl›n:

E¤er bir a¤ac›n her buda¤›ndan sonlu say›da dal ç›k›yorsa,

ama a¤açta sonsuz say›da dal varsa, o zaman, a¤açta sonsuz sa-

y›da dal›n (ya da buda¤›n) oldu¤u bir yol vard›r.

Bu teorem matematikte König Önsav› olarak bilinir.

Yedinci soru. E¤er sonsuz bir küme {a0, a1, a2, a3,…} biçi-

minde do¤al say›larla say›land›r›l›yorsa, bu kümeye say›labilir

sonsuzlukta küme diyelim. Örne¤in, do¤al say›lar say›labilir

sonsuzluktad›r. Çift say›lar da say›labilir sonsuzluktad›r. Asal

say›lar kümesi de. Asal say›lar kümesini flöyle say›land›rabiliriz:
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a0 = 2

a1 = 3

a2 = 5

a3 = 7

a4 = 11

an = n+1’inci asal

Genel olarak, do¤al say›lar kümesinin her sonsuz altküme-

si say›labilir sonsuzluktad›r.

Z kümesi de say›labilir sonsuzluktad›r:

a0 = 0

a1 = 1

a2 = !1

a3 = 2

a4 = !2

a5 = 3

a6 = !3

a7 = 4

... ...

a2n = !n

a2n+1= n + 1

Kesirli say›lar kümesi Q de say›labilir sonsuzluktad›r.

Öte yandan gerçel say›lar kümesi R say›labilir sonsuzlukta

de¤ildir. De¤ildir ama say›labilir sonsuzlukta bir altküme içe-

rir: do¤al say›lar kümesi N’yi.
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Her sonsuz kümenin, say›labilir sonsuzlukta bir altkümesi

olmas› gerekmez mi? Evet diyorsan›z hakl›s›n›z, olmas› gerekir.

Kan›tlay›n o zaman! E¤er seçme belitini bilmiyorsan›z baflara-

mayacaks›n›z.

Seçim belitini bilmeyen okurun bu olgular› kan›tlayamaya-

ca¤›n› söylemifltim. Bu, bir kan› ya da yarg› de¤ildir, bir kesin-

liktir. Seçim beliti kullan›lmadan bu olgular›n kan›tlanamaya-

ca¤› kan›tlanm›flt›r.

Seçim beliti nedir?

Çok bilinen bir örnekle anlatmaya çal›flay›m. Önünüzde

sonsuz tane ayakkab› çifti varsa, her ayakkab› çiftinden birini

seçebilirsiniz, örne¤in sol ayakkab›y› seçebilirsiniz. Önünüzde

sonsuz tane eldiven çifti varsa da, böyle bir seçim yapabilirsi-

niz. Ama ya önünüzde sonsuz tane çorap çifti varsa? Her çorap

çiftinden birini seçmek için bir yöntem bulamazs›n›z.

‹flte Seçim Beliti, hiçbiri bofl küme olmayan sonsuz tane kü-

meden, belirli bir kural olmadan, birer eleman seçmemizi sa¤lar.
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