Secim Beliti

sagida yedi matematiksel olgu bulacaksiniz. Bu olgularin

herbiri bir teoremdir, kanitlanmiglardir. Ancak bu olgular,
matematikte ¢ok 6zel bir yeri olan Se¢me Beliti kullanilarak ka-
nitlanmusgtir. Se¢im Beliti’nden yazinin sonunda sozedecegim.

Birinci Soru: Bildigimiz R x R Oklid diizleminin 6yle bir
altktimesini bulun ki, dizlemin her dogrusunun tstiinde bu alt-
kiimeden tam iki nokta olsun (ne fazla ne eksik...)

Yani, oyle bir X < R2 bulacaksiniz ki, eger / = R2 bir dog-
ruysa, ¢ N X kiimesinde tam iki nokta olacak.

Arayin. Cok arayin. Istediginiz kadar arayin. Eger matema-
tik¢i degilseniz, baz1 6zel bilgilere sahip degilseniz bulamaya-
caksiniz.
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Ikinci Soru: Bu soruyu okudugunuzda, soruyu dogru anla-
madiginizi sanacaginiza dair iddiaya girebilirim.

Yarigapi 1 olan bir kiire alin. Bu kiireyi, 6yle sonlu sayida
parcaya ayirin ki, o sonlu pargalari gene yarigapi 1 olan iki kii-
re elde edecek bigimde birlestirebilin... Hem de pargalar1 egip
biikmeden, ¢ekip ¢ekistirmeden... Sadece parcalari havada
dondiirerek ve oteleyerek...

Matematikte buna Banach-Tarski paradoksu ad verilir.

Uciincii Soru:

a) 0, 1, 2, 3, gibi sayilara dogal say1 denir. Bosg olmayan her
dogal say1 kiimesinden bir eleman (esantiyon) secebiliriz; 6rne-
gin kiimenin en kugiik elemanini esantiyon olarak secebiliriz...
Sozgelimi, bu yontemle, {1, 5, 8} kiimesinden 1’i, ¢ift sayilar
kimesinden 0’1, asal sayilar kiimesinden 2’yi seceriz.

b) -2, -1, 0, 1, 2, 3 gibi sayilara tamsay: denir. Bos olma-
yan her tamsay1 kiimesinden de belli bir yontemle bir eleman
segebiliriz. Ornegin su yontemi deneyelim: Tamsay1 kiimemize
X diyelim; eger X’in en buylk elemani varsa o en buiyiik elema-
ni, yoksa X N N kiimesinin en kiiciik elemanini segelim. (Bura-
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da N, dogal sayilar kiimesini simgeliyor.) Boylece her tamsayi
kiimesinden bir eleman se¢mis olduk.

c) 2/3,-3/4, 6/2 (yani 3), 0/7 (yani 0) gibi sayilara kesirli sa-
yilar denir. Kesirli sayilar kimesi Q simgesiyle gosterilir:

Q={alb:a,be Zveb=0}.
Pozitif kesirli sayilar kiimesi Q=0 olarak gosterilir:
Q20 ={alb :a,b e N, b#0}.

Bos olmayan bir pozitif kesirli sayilar kiimesinden bir say1

nasil seceriz? Kiimeye X diyelim. Su kiimeyi tanimlayalim:
AX)={a+b:alb e X}

A(X) bog olmayan bir dogal say1 kiimesi oldugundan en kii-

ciik elemani vardir. Bu elemana 7 diyelim. Simdi,
{albe X:a+b=n)

kiimesine bakalim. Bu, sonlu bir kesirli sayilar kimesidir, dola-
yistyla bir en kiiciik elemani vardir. Iste X’in bu elemanini sege-
lim. X’ten bu yontemle sectigimiz elemana f(X) adini verelim.

Ornegin,

X ={alb : a asal ve a2 + b2 sayis1 4’e ve 5’e bolinmez}
ise,

A(X)

{a + b : a asal ve a2 + b2 sayis1 4’e ve 5’e bolinmez)}
=1{5,6,..}

kiimesidir. A(X) kiimesinin en kigiik elemani 5’tir (a = 3, b =

2 yadaa=2,b=23.) Dolayisiyla yukarda agikladigimiz yon-

temle X’ten 2/3’ segeriz, yani f(X) = 2/3’tir.

d) Bos olmayan kesirli say1 kiimelerinden de birer eleman se-
cebiliriz. X < Q bos olmayan bir kiime olsun. Eger X n Q20 bog
degilse, yukardaki yontemi kullanalim ve f(X m Q20) elemanin
secelim. Eger X n Q20 bogkiimeyse, (—X) N Q>0 kiimesi bos de-
gildir, o zaman da X’yen —f((—X) N Q20) elemanini secelim.

e) Gergel sayilar kiimesinin

la, ], [a, D), (a, D], (a, b),
(-0, al, (=0, a), [a, =), (a, ®), (=0, —0)
gibi altkiimelerine aralik adi verilir. Gergel sayilarin bos olma-

171



yan araliklarindan da belli bir yontemle bir eleman segebiliriz.
la, b], [a, b), (a, b], (a, b) araliklarindan “orta noktay1”, yani
(a + b)/2 noktasini, (-0, a], (o, a) araliklarindan a — 1 nokta-
sini, [a, o), (a, o) araliklarindan @ + 1 noktasim1 ve (—o0, —o0)
arahigindan (gene orta noktayi!) O noktasini segelim.

f) Yapamayacaginizi iddia ettigim asil sorum su: Bos olma-
yan gercel say1 kiimelerinin herbirinden belli bir yontemle bir
say1 secebilir misiniz?

Dordiincii Soru: Gergel sayilar kimesinin 6yle bir X altkii-
mesini bulun ki, her r gercel sayisi1 belli bir x4, ..., x,, € X ve ¢,
ey 4, € Qigin, gx1 + g9x5 + ... + g,,x,, 0larak yazilsin ve 7’nin
bu tiir bir bagka yazilimi (siralama fark: disinda) olmasin.

Besinci Soru: Q’niin asagidaki iki 6zelligi saglayan A altki-
melerine bakalim:

1) Eger x ve y kesirli sayilari A’daysalar, x — y sayis1 da
A’dadir.

2)1 ¢ A.

Boyle bir kiime var midir? Evet! Ornegin ¢ift tamsayilar kii-
mesi, yani 2Z. Cift tamsayilarin fark: gene bir ¢ift sayidir ve 1
cift say1 degildir.

Peki, Q kimesinin bu tir altkiimelerinin en buytigunii bu-
labilir miyiz?

Yanit gene evet!

A={2alb:aeZ,b e Zve b bir tek tamsay1},
yani payi cift olan kesirli sayilarin kiimesi iste boyle bir kiime-
dir (kanit1 kolay) ve bu tur kiimelerin en buyugudir (kaniti bi-
raz daha zor.)

Bunlar yapilabilir. Simdi gergel sayilar kiimesine gegelim.
Asagidaki ozellikleri saglayan bir A bulmaya calisin:

1) AcR.
2) A ¢ikarma altinda kapall.
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3)1 ¢ A.
4) A, yukardaki ozellikleri tasiyan kiimelerin en buyi-
gu olsun. Yani B kiimesi yukardaki ti¢ 6zelligi sagliyorsa ve A
c Bise, A = B olsun.
Deneyin, eger Se¢im Beliti’ni bilmiyorsaniz, yukardaki dort
ozelligi saglayan bir A kimesi bulamayacaksiniz.

Altinct Soru: Bir aga¢ nedir? Sorum bu degil. Bu sorunun
cevabini verecegim. Bir aga¢ soyle bir seydir:

Kara noktalara budak diyelim. Her budaktan ¢ikan dallara
da dal diyelim... Birbirinin pesisira gelen dal dizilerine de yol di-
yelim. Ornegin yukarda kesik cizilmis ii¢ dal bir yol olusturur.

Su teoremi kanitlamaya ¢aligin:

Eger bir agacin her budagindan sonlu sayida dal ¢ikiyorsa,
ama agagcta sonsuz sayida dal varsa, o zaman, agacta sonsuz sa-
yida dalin (ya da budagin) oldugu bir yol vardir.

Bu teorem matematikte Kénig Onsavt olarak bilinir.

Yedinci soru. Eger sonsuz bir kiime {a,, a4, a,, a3,...} bigi-
minde dogal sayilarla sayilandiriliyorsa, bu kiimeye sayilabilir
sonsuzlukta kiime diyelim. Ornegin, dogal sayilar sayilabilir
sonsuzluktadir. Cift sayilar da sayilabilir sonsuzluktadir. Asal
sayilar kiimesi de. Asal sayilar kiimesini soyle sayilandirabiliriz:
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a0=2

a;=3
a =35
az="7
as=11

a,, = n+1’inci asal

Genel olarak, dogal sayilar kiimesinin her sonsuz altkiime-

si sayilabilir sonsuzluktadir.

Z ktumesi de sayilabilir sonsuzluktadir:

)
a
a
as
a4
as
6
az

ary

—-n

Aryp1= N+ 1

Kesirli sayilar kiimesi Q de sayilabilir sonsuzluktadir.

Ote yandan gergel sayilar kiimesi R sayilabilir sonsuzlukta

degildir. Degildir ama sayilabilir sonsuzlukta bir altkiime ice-

rir: dogal sayilar kiimesi N’yi.

174



Her sonsuz kiimenin, sayilabilir sonsuzlukta bir altkiimesi
olmasi gerekmez mi? Evet diyorsaniz haklisiniz, olmasi gerekir.
Kanitlayin o zaman! Eger se¢me belitini bilmiyorsaniz basara-
mayacaksiniz.

Se¢im belitini bilmeyen okurun bu olgular: kanitlayamaya-
cagini soylemistim. Bu, bir kani ya da yarg: degildir, bir kesin-
liktir. Secim beliti kullanilmadan bu olgularin kanitlanamaya-
cagi kanitlanmustir.

Secim beliti nedir?

Cok bilinen bir 6rnekle anlatmaya calisayim. Oniiniizde
sonsuz tane ayakkabu ¢ifti varsa, her ayakkabu ciftinden birini
secebilirsiniz, 6rnegin sol ayakkabiy1 segebilirsiniz. Oniiniizde
sonsuz tane eldiven cifti varsa da, boyle bir se¢cim yapabilirsi-
niz. Ama ya oniintizde sonsuz tane ¢orap cifti varsa? Her ¢orap
ciftinden birini se¢cmek i¢in bir yontem bulamazsiniz.

Iste Secim Beliti, hicbiri bos kiime olmayan sonsuz tane kii-
meden, belirli bir kural olmadan, birer eleman se¢gmemizi saglar.
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