
Develerle Eflekler
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MATEMAT‹⁄E G‹R‹fi

Matematik 101 dersindesiniz, ilk dersiniz, birinci günü-
nüz... Hiç matematik bilmedi¤inizi varsay›yor hocan›z...

Kümelerden bafllayacaks›n›z matemati¤e... ‹lk dersiniz oldu-
¤undan daha önce hiç küme görmedi¤iniz varsay›l›yor.

Nedir küme? Tan›ms›z bir nesnedir... Tan›mlayamay›z. Bir
kümenin ö¤eleri (elemanlar›) olabilir, bir tek bunu biliyorsunuz
küme hakk›nda. Bir kümenin olup olmad›¤›n› bile bilmiyorsunuz.

Hocan›z tahtaya hiç ö¤esi olmayan bir kümenin oldu¤unu
yaz›yor:

Birinci Belit (Aksiyom). Hiç ö¤esi olmayan (en az) bir kü-

me vard›r.

Bundan böyle bu karar› kabul edeceksiniz: Hiç ö¤esi olma-
yan bir küme vard›r!

Baflka kümelerin olup olmad›¤›n› bilmiyorsunuz ama, hiç
olmazsa hiç ö¤esi olmayan bir kümenin oldu¤unu (art›k) bili-
yorsunuz, hocan›z söyledi!

Hiç ö¤esi olmayan bir küme örne¤i mi istiyorsunuz? ‹flte:
S›n›f›n›zdaki develer bir küme oluflturuyorsa, bu kümenin bü-
yük bir olas›l›kla hiç ö¤esi yoktur.



Tavuklar kümesinden de söz edebilirdik!
Ya da inekler kümesinden...
Hiç ö¤esi olmayan birkaç küme olabilir... Neden olmas›n?

Örne¤in, s›n›f›n›zdaki develer kümesiyle s›n›f›n›zdaki eflekler
kümesinin ö¤eleri yoktur. Bu iki küme birbirine eflit midir? Da-
ha do¤rusu eflit olmal› m›d›r?

Bir ö¤renci,
! Bence eflit olmamal›, diyebilir, ne de olsa biri develer kü-

mesi, öbürü eflekler kümesi... Ö¤eleri farkl›...
Beriki,
! Evet ama, diyebilir, bu eflekler kümesi efleksiz, develer kü-

mesi de devesiz... Efleksiz eflekler kümesi elbette devesiz develer
kümesine eflit olmal›...

! Olmamal›...
! Olmal›...
! Ne yani bu s›n›ftaki her eflek bir deve mi? (Kahkahalar)
Ö¤renciler iki gruba ayr›labilirler: Hiç ö¤esi olmayan bir

tek kümenin var olmas›n› isteyenler ve hiç ö¤esi olmayan bir-
çok de¤iflik kümenin var olabilece¤ini savunanlar.

S›n›f›n en akl›evveli, belki de hoca, hiç ö¤esi olmayan bir
tek kümenin oldu¤unu kan›tlamaya kalk›flabilir:

! A ve B hiç ö¤esi olmayan iki küme olsun... A’n›n B’ye eflit
oldu¤unu kan›tlamak istiyoruz... Nas›l yapaca¤›z?

O anda s›n›ftan biri,
! Ama, diyebilir, biz iki kümenin ne zaman birbirine eflit ol-

du¤unu bilmiyoruz ki...
! Evet, diyebilir bir di¤eri, A’n›n B’ye eflit oldu¤unu (ya da

olmad›¤›n›) kan›tlamak için, her fleyden önce A’n›n B’ye eflit ol-
mas›n›n ne demek oldu¤unu bilmeliyiz...

! Bu konuda bir karar al›nmad›, tahtaya belit yaz›lmad›...
! Evet al›nmad›...
! Sadece hiç ö¤esi olmayan bir kümenin varl›¤›n› belirten

bir karar ald›k... Eflitlik konusuna hiç de¤inmedik...
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! Ayn› ö¤eleri olan kümeler birbirine eflit olsun... diyebilir
içinizden biri, belki de siz atars›n›z bu güzel fikri...

Hocan›z bu karar› kabul edip tahtaya ikinci karar› yazar:

‹kinci Belit. Ayn› ö¤eleri olan iki küme birbirine eflittir.

Yani A kümesinin her ö¤esi B kümesinin bir ö¤esiyse ve B

kümesinin her ö¤esi A kümesinin bir ö¤esiyse, o zaman A kü-
mesi B kümesine eflit olur. Bu bir karard›r. Böyle olacak!

fiimdi hocan›z hiç ö¤esi olmayan bir tek kümenin oldu¤unu
kan›tlayabilir. fiöyle kan›tlar:

! An›msarsan›z, hiç ö¤esi olmayan iki küme alm›flt›m. Bu
iki kümenin birbirine eflit oldu¤unu kan›tlamak istiyordum...
Kümelerimize A ve B adlar›n› vermifltik...

Heyecanla kan›t›n devam›n› bekliyorsunuzdur. Hocan›z
sözlerine devam eder:

! Bir anl›k gafletle, diyelim ki A kümesi B kümesine eflit de-
¤il... O zaman ne olur?

! Ne olur? diye sorars›n›z merakla.
! Ne olacak, ya A’da olup da B’de olmayan ya da B’de olup

da A’da olmayan bir ö¤e vard›r... ‹kinci karara (belite) göre öy-
le olmas› gerekir... Evet... E¤er bu iki küme birbirine eflit de¤il-
se, ikisinden birinde öbüründe olmayan bir ö¤e vard›r...

! Eeee?.. diye sorabilir bir ö¤renci.
! Eeee’si mi var! ‹ki kümenin birinde, öbüründe olmayan

bir ö¤e olacak... diye yan›tlar hoca.
! Eeeee?
! Duymad›n›z galiba!..
! Duydum, duydum... ‹ki kümenin birinde öbüründe olma-

yan bir ö¤e olacak...
! Böyle saçma fley olur mu?
! Nesi saçma ki bunun?
! Dedik ya... ‹ki kümenin birinde bir ö¤e olacak...
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! Aaaa!
! Aaaa ya!.. Bu kümelerin ö¤eleri yok... Dolay›s›yla, birin-

de olup da öbüründe olmayan bir ö¤e olamaz...
! Demek ki iki küme birbirine eflit olmak zorunda...
! Evet öyle...
! Yani bu odadaki her eflek asl›nda bir devedir...
! Evet... Neyse ki odada eflek yok!

Madem hiç ö¤esi olmayan bir tek küme var, bu kümeye bir
ad verelim: Boflküme!

Ertesi derste hocan›z tahtaya bir teorem yazar, bu ikinci te-
oreminizdir.

Teorem. Boflkümenin her ö¤esi (2’ye eflittir.1

Herkes güler.
! Saçma...
! Deli saçmas›...
gibi sözlerle ö¤renciler karfl› ç›karlar.
! Nas›l do¤ru olabilir ki, diye sorar biri, boflkümenin hiç

ö¤esi yok ki (2’ye eflit olsun!
Bir baflkas› arkadafl›n› destekler:
! Do¤ru... Boflkümenin (2’ye eflit olacak hiç ö¤esi yok...
Hoca,
! Do¤ru söylüyorsunuz... Boflkümenin (2’ye eflit olacak

ö¤esi yok. Ama (2’ye eflit olmayacak da hiç ö¤esi yok...
Hoca sözlerine devam eder:
! Bir an için diyelim dedi¤im yanl›fl: Varsayal›m ki boflküme-

nin her ö¤esi (2’ye eflit de¤il. O zaman, boflkümede (2’ye eflit ol-
mayan bir ö¤e olmal›... Ama boflkümede hiç ö¤e yok ki, boflkü-
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mede (2’ye eflit olmayan bir ö¤e olsun! Varsay›m›mdan bir saç-
mal›k elde ettim. Demek ki boflkümenin her ö¤esi (2’ye eflit...

! Ben inanm›yorum, diyebilir bir ö¤renci, ayn› ak›l yürüt-
meyle boflkümenin her ö¤esinin (3’e eflit oldu¤unu da kan›tla-
yabiliriz. (2, (3’e eflit olmad›¤›ndan, bu kan›t do¤ru olamaz.

O zaman hocan›z flöyle yan›tlar kuflkucu ö¤renciyi:
! Evet, boflkümenin her ö¤esi (3’e de eflittir, ama bundan

(2’nin (3’e eflit oldu¤u ç›kmaz... Çünkü boflkümenin hiç ö¤esi
yok... E¤er boflkümenin bir ö¤esi olsayd›, o ö¤e hem (2’ye hem
de (3’e eflit olaca¤›ndan, (2 = (3 eflitli¤ini elde ederdik... Ney-
se ki boflkümede hiç ö¤e yok...

“Boflküme” sözcü¤ünü yazmas› uzun oldu¤undan, boflkü-
me yaz›da k›saca / olarak gösterilir.

Ö¤renciler art›k bir küme odu¤unu biliyorlar, ama yaln›zca
bir tek küme oldu¤unu biliyorlar: Boflküme. Boflkümeden bafl-
ka küme var m›? Yoksa yaratmak gerekir...

Hiç ö¤esi olmayan kümeden bir tane oldu¤undan, yarata-
ca¤›m›z yeni kümelerin ö¤eleri olmal›... Ne olmal› bu ö¤eler?
Elimizde hiç ö¤e yok ki... Yoksa önce ö¤e mi yaratmal›y›z? Bel-
ki de... Daha iyi bir fikir, geçmiflte yaratt›¤›m›z kümeleri ö¤e
olarak kullanmakt›r. Bir kümenin ö¤eleri de küme olsunlar...
Eski kümeleri ö¤e olarak kullanarak yeni kümeler yaratal›m...
Elimizde flimdilik bir tek küme oldu¤undan, ö¤e olarak flimdi-
lik sadece boflkümeden yararlanabiliriz. Demek ki yarataca¤›-
m›z ikinci kümenin bir tek ö¤esi olabilir: Boflküme. Tek ö¤esi
olan ve bu tek ö¤enin boflküme oldu¤u bir küme yaratal›m.
Ama daha önce bunu mümkün k›lan bir kural koyal›m.

Üçüncü Belit. E¤er x bir kümeyse, ö¤e olarak sadece ve sa-

dece x’i içeren bir küme vard›r.
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Bu yeni küme {x} olarak gösterilir. x kümesi bu kümenin
bir ö¤esidir ve bu kümenin baflka ö¤esi yoktur.

Demek ki, bu kararla al›nan kümelerin en az bir ö¤esi var:
x; yani bu kararla elde edilen kümeler boflküme olamazlar.

Bu sayede flu kümeler var olur:
/

{/}
{{/}}
{{{/}}}
{{{{/}}}}

...
Böylece birbirinden de¤iflik sonsuz tane yeni küme elde ede-

biliriz. Ancak, flimdilik elde edece¤imiz her kümenin ya s›f›r ya
da bir ö¤esi olabilir. ‹ki ya da üç ö¤eli bir kümenin varl›¤›n›
gösteremeyiz.

Üç ö¤eli kümeleri elde etmek için yeni bir kurala ihtiyac›-
m›z var:

Dördüncü Belit. E¤er x ve y birer kümeyse, ö¤e olarak sa-

dece ve sadece x’in ve y’nin ö¤elerini içeren bir küme vard›r.

Bu kümeye “x bileflim y” ad› verilir ve k›saca x 0 y olarak
yaz›l›r.

Örnek:
{/} 0 {{/}} = {/, {/}}
{{/}} 0 {{{{/}}}} = {{/}, {{{/}}}}
{/, {/}} 0 {{/}, {{{/}}}} = {/, {/}, {{{/}}}}.

Ve böylece üç ö¤eli kümeler, hatta dört ö¤eli kümeler, hat-
ta hatta, sonlu olmak kofluluyla, diledi¤imiz kadar ö¤esi olan
kümeler elde edebiliriz. Örne¤in, ayn› kural› peflpefle dört kez
uygulayarak,

{/, {/}, {{/}}, {{{/}}}, {{{{/}}}}}
befl ö¤eli bir küme elde edebiliriz.2
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Say›lar
Daha 0, 1, 2, 3, 4 gibi say›lar›m›z yok. Unutmay›n ki Ma-

tematik 101 dersindeyiz. Say›lar› bulmal›y›z.
Görece¤imiz üzere, 0, 1, 2, 3 gibi say›lar›n matematiksel ta-

n›mlar›n›n, günlük hayattaki tan›mlar›yla neredeyse hiçbir ilgi-
si olmayacak. Örne¤in, 2 + 2 = 4 eflitli¤ini kan›tlamak için, il-
kokulda yap›ld›¤› gibi, iki elmaya iki elma daha eklemeyece¤iz,
matematiksel tan›mlardan yola ç›kaca¤›z, 2’nin, 4’ün ve topla-
man›n tan›m›ndan...

Önce s›f›r› (0) tan›mlayal›m:
0 = /. (0)

Bu tan›ma göre 0 bir kümedir (boflkümedir.)
0’dan sonra gelen say›y› {0} kümesi olarak tan›mlayal›m ve

bu say›ya 0+ ya da 1 ad›n› verelim:
0+ = 1 = {0}. (1)

1’den sonra gelen say›y› {0, 1} kümesi olarak tan›mlayal›m
ve bu say›ya 1+ ya da 2 ad›n› verelim:

1+ = 2 = {0, 1}. (2)
2’den sonra gelen say›y› {0, 1, 2} kümesi olarak tan›mlaya-

l›m ve bu say›ya 2+ ya da 3 ad›n› verelim:
2+ = 3 = {0, 1, 2}. (3)

3’ten sonra gelen say›y› {0, 1, 2, 3} kümesi olarak tan›mla-
yal›m ve bu say›ya 3+ ya da 4 ad›n› verelim:

3+ = 4 = {0, 1, 2, 3}. (4)
fiimdi flu eflitliklere bakal›m:

4 = 3+ =4 {0, 1, 2, 3} = {0, 1, 2} 0 {3} =3 3 0 {3}
3 = 2+ =3 {0, 1, 2} = {0, 1} 0 {2} =2 2 0 {2}
2 = 1+ =2 {0, 1} = {0} 0 {1} =1 1 0 {1}
1 = 0+ =1 {0} = / 0 {0} =0 0 0 {0}
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Böylece, hem tan›mlad›¤›m›z bu say›lar›n birer küme ol-
duklar›n› kan›tlar›z, hem de bu say›lar›n,

n+ = n 0 {n}
eflitli¤ini sa¤lad›¤›n› görürüz. Tan›mlanm›fl her n say›s›ndan
“bir sonraki” say›ya n+ diyelim ve bu say›y›,

n+ = n 0 {n} (n)
olarak tan›mlayal›m.

Bu sayede, 4’ten sonra gelen say›lar› da buluruz:
4+ =n 4 0 {4} =4 {0, 1, 2, 3} 0 {4} = {0, 1, 2, 3, 4}.

Bu say›y› 5 olarak gösterece¤iz elbet.
Ve 5’ten sonra gelen say›:
5+ =n 5 0 {5} =4 {0, 1, 2, 3, 4} 0 {5} = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

TOPLAMA
Say›lar› tan›mlad›k. fiimdi say›lar› toplamas›n› ö¤renelim.
Tan›mla bafll›yorum. n ve m birer say› olsunlar.

n + 0 = n (*)
n + m+ = (n + m)+ (**)

E¤er tan›mlar yerinde tan›mlarsa, iki art› ikinin dört olma-
s›, yani 2 + 2 = 4 eflitli¤inin bir teorem olmas› gerekir... Hatta
n+ = n + 1 olmas› gerekir. Bunu hemen kan›tlayal›m:

n + 1 = n + 0+ = (n + 0)+ = n+

‹flte kan›tlad›k!

Teorem. 2 + 2 = 4.
Kan›t: Önce 2 + 1 = 3 eflitli¤ini kan›tlayal›m:

2 + 1 = 2 + 0+ =* (2 + 0)+ =+0 2+ = 3.
fiimdi, bu eflitli¤i kullanarak 2 + 2 = 4 eflitli¤ini kan›tlayabiliriz:

2 + 2 = 2 + 1+ =** (2 + 1)+ = 3+ = 4.

Yukardaki tan›mlardan yola ç›karak, her n için 0 + n = n
eflitli¤ini de kan›tlayabiliriz. Örne¤in 0 + 5 = 5 eflitli¤ini... Hat-
ta hatta 0 + 1000 = 1000 eflitli¤ini...
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Yukardaki (+0) tan›m›nda, 0 + n = n denmiyor, n + 0 = n
deniyor. Ve biz, n + m = m + n eflitli¤ini bilmedi¤imizden, (+0)
tan›m›ndan 0 + n = n eflitli¤ini ç›karam›yoruz. Bu eflitlik için bi-
raz u¤raflmak gerekir.

Teorem. 0 + n = n.
Kan›t: Bu eflitli¤i “n üzerinden tümevar›mla” kan›tlayaca-

¤›z; yani eflitli¤i önce n = 0 için kan›tlayaca¤›z, daha sonra, eflit-
li¤in n için geçerli oldu¤unu varsay›p, ayn› eflitli¤in n’den son-
ra gelen ilk say› olan n+ için de geçerli oldu¤unu kan›tlayaca-
¤›z. Bir baflka deyiflle tümevar›mla kan›t iki aflamada yap›l›r:3

Birinci Aflama: Önce 0 + 0 = 0 eflitli¤ini kan›tla.
‹kinci Aflama: Daha sonra, 0 + n = n eflitli¤ini do¤ru kabul

edip, 0 + n+ = n+ eflitli¤ini kan›tla.
Birinci aflama (*) tan›m›nda verilmifl zaten. ‹kinci aflamay›

kan›tlayal›m:
0 + n+ =** (0 + n)+ = n+

Yukardaki birinci eflitlik (**) tan›m›ndan, ikinci eflitlik de 
“0 + n = n” 

varsay›m›m›zdan ç›k›yor. Teoremimiz kan›tlanm›flt›r.

Teorem. n + m = m + n.
Kan›t: Bu teoremi de tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. ‹ster n

üzerinden, ister m üzerinden... Biz, m üzerinden tümevar›m ya-
pal›m. Yani, teoremi önce m = 0 için kan›tlayal›m (birinci afla-
ma.) Arkas›ndan, teoremin m için do¤ru oldu¤unu varsay›p,
ayn› teoremi m+ için kan›tlayal›m (‹kinci Aflama.)
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li oldu¤unu da kan›tlayabilirdik. Daha do¤rusu, do¤al say›lar kümesi,
tümevar›mla kan›t›n geçerli olabilece¤i biçimde tan›mlanm›flt›r. Ama, konuyu
zorlaflt›rmamak için tümevar›mla kan›t›n neden geçerli oldu¤unu burada
kan›tlamayaca¤›z.

4 Asl›nda, görüldü¤ü gibi n + 0 ve 0 + n terimleri birbirine eflit de¤ildir. Sadece
bu terimlerin de¤erleri birbirine eflittir!



Birinci Aflama: n + 0 = 0 + n eflitli¤ini kan›tlamak istiyoruz.
Birinci terim (*) tan›m›na göre n’ye eflit. ‹kinci terim de yukarda-
ki teoreme göre n’ye eflit. Demek ki bu iki terim birbirine eflit.4

‹kinci Aflama: n + m = m + n eflitli¤ini varsay›p, n + m+ =
m+ + n eflitli¤ini kan›tlamak istiyoruz. Bafllayal›m:

n + m+ =** (n + m)+ = (m + n)+ =** m + n+ = ...
Birinci eflitlik toplaman›n tan›m›ndan ç›k›yor. ‹kinci eflitlik

varsay›m. Üçüncü eflitlik gene toplaman›n tan›m›ndan ç›k›yor.
Devam›n› getiremedik... Tak›ld›k...

Ama daha önce m + n+ = m+ + n eflitli¤ini kan›tlam›fl olsay-
d›k sorun kalmazd›. Demek ki bu teoremden önce 

m + n+ = m+ + n
eflitli¤ini kan›tlamam›z gerekiyordu. Kan›tlayal›m:

Önsav. m + n+ = m+ + n.
Önsav›n Kan›t›: Kan›t› n üzerine tümevar›mla yapaca¤›z.

Önce n = 0 için, yani m + 0+ = m+ + 0 eflitli¤ini, kan›tlamal›y›z:
m + 0+ =** (m + 0)+ =* m+ =* m+ + 0

ve önsav n = 0 için kan›tlanm›fl oldu.
fiimdi, önsav›n n için geçerli oldu¤unu varsay›p, önsav› n+

için geçerli oldu¤unu kan›tlamal›y›z. Yani m + n+ = m+ + n eflit-
li¤ini varsay›p, m + n++ = m+ + n+ eflitli¤ini kan›tlamal›y›z. Ka-
n›tl›yoruz:

m + n++ =+ (m + n+)+ = (m+ + n)+ =+ m+ + n+

‹kinci eflitlik tümevar›m varsay›m›m›zdan kaynaklanmaktad›r.
Böylece önsav›m›z kan›tlanm›fl oldu.
fiimdi teoremimizi, kald›¤›m›z yere yukardaki önsav›n eflit-

li¤ini yerlefltirerek kan›tlayabiliriz:
n + m+ =+ (n + m)+ = (m + n)+ =** m + n+ = m+ + n.
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ÇARPMA
S›ra çarpmaya geldi. Çarpmay› flöyle tan›mlayal›m:

n × 0 = 0 (°)
n × m+ = n × m + n (°°)

Teorem. 2 × 2 = 4.
Kan›t: Önce 2 × 1 = 2 eflitli¤ini kan›tlayal›m:

2 × 1 = 2 × 0+ =°° 2 × 0 + 2 =° 0 + 2 = 2.
Burada, birinci eflitlik 1’in tan›m›ndan ileri gelmektedir. So-

nuncu eflitlik de bir üstteki Toplama bölümünde kan›tlanm›flt›.
fiimdi 2 × 2 = 4 eflitli¤ini kan›tlayabiliriz:

2 × 2 = 2 × 1+ =°° 2 × 1 + 2 = 2 + 2 = 4.
Burada, birinci eflitlik 2’nin ve çarpman›n tan›m›ndan ileri

gelmektedir. Sondan bir önceki eflitlik kan›t›m›z›n bafl›nda kan›t-
lanm›flt›r. Sonuncu eflitlik Toplama bölümünde kan›tlanm›flt›.

Dileyen okur,
n × m = m × n

n + (m + p) = (n + m) + p
n × m = m × n

n × (m × p) = (n × m) × p,
n × (m + p) = n×m + n×p

gibi bilinen eflitlikleri kan›tlayabilir.
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