
Sonsuz Toplamlar
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Bir yaz›mda, kimbilir hangisinde,

1/1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + 1/5 + 1/6 + ...

toplam›n›n sonsuz oldu¤unu, yani

1/1

1/1 + 1/2

1/1 + 1/2 + 1/3

1/1 + 1/2 + 1/3 + 1/4

1/1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + 1/5

1/1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + 1/5 + 1/6

...

dizisindeki say›lar›n her say›y› belli bir süre sonra aflt›¤›n› ka-

n›tlam›flt›m.1 Kan›t› oldukça basittir. 

Bu tür sonsuz tane say›n›n toplam›na matematikte seri de-

nir. Daha do¤rusu Bat›l›lar seri derler, biz de ayn› terminoloji-

yi kabul ederiz.

Yukardaki seriye 
���������	��ad› verilir.

Ayn› yaz›mda,

1 Matematik ve Sonsuz adl› kitab›m›n Sonsuz Toplamlar adl› yaz›s›nda kan›t-
lanm›flt› bu.



1/12 + 1/22 + 1/32 + 1/42 + 1/52 + ... 

serisinin (ben “toplam›n›n” diyece¤im) sonlu oldu¤unu, hatta

,2/6’ya eflit oldu¤unu (kan›tlamadan, kan›t› pek kolay de¤ildir)

söylemifltim. Bu eflitlik ‹sviçreli büyük matematikçi Euler tara-

f›ndan kan›tlam›flt›r.

Bundan da,

1/13 + 1/23 + 1/33 + 1/43 + ...

toplam›n›n ,2/6’den daha küçük bir say› oldu¤u anlafl›l›r (çün-

kü 1/n3 $ 1/n2.) Bu ,2/6’dan küçük say›n›n hangi say› oldu¤u

bilinmiyor. Nas›l bir say› oldu¤u da pek bilinmiyor; tek bildi-

¤imiz, bu say›n›n kesirli bir say› olmad›¤›. Bu da oldukça yeni,

1990’lar›n bafl›nda kan›tland›.

Öte yandan,

1/14 + 1/24 + 1/34 + 1/44 + ...

toplam›n›n kaç oldu¤u biliniyor. Genel olarak, e¤er n çift bir

say›ysa,

1/1n + 1/2n + 1/3n + 1/4n + ...

toplam›n›n ,2’yle kesirli bir say›n›n çarp›m› oldu¤u biliniyor,

ama e¤er n % 5 tek bir say›ysa, bu toplam üzerine herhangi bir

fley bilindi¤ini sanm›yorum.

Bir baflka seri:

1/(1×3) + 1/(5×7) + 1/(9×11) + 1/(13×15) + ... = ,/8

Nas›l, güzel de¤il mi? Böyle bir eflitli¤i ilk kez bulmak insa-

na büyük bir haz vermeli.

Harmonik serideki gibi her say›n›n tersini toplayaca¤›m›za,

sadece asal say›lar›n terslerini toplayal›m:

1/2 + 1/3 + 1/5 + 1/7 + 1/11 + 1/13 + 1/17+….

Asal say›lar›n tüm say›lardaki yo¤unlu¤u oldukça az oldu¤un-

dan2, bu toplam›n sonlu bir say› olma olas›l›¤› yüksek, ama ne ya-

z›k ki sonlu de¤il, bu seri de sonsuz. Bu teorem de Euler’in.

144

2 Asal say›lar›n yo¤unlu¤u 0’d›r. Yani, tüm say›lar aras›ndan rastgele bir say› se-
çecek olursak, bu say›n›n asal olma olas›l›¤› yoktur, bu say› asal olamaz!



Seriler, matematikte bafll› bafl›na bir araflt›rma konusudur.

Çok ilginçtir. Çok zordur. Yan›tlanmam›fl soru dolar taflar.

Biz biraz daha kolay bir seriyle ilgilenelim.

Harmonik seriye, yani

1/1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + 1/5 + 1/6 +...

toplam›na geri dönelim. Bu toplam›n sonsuz oldu¤unu söyle-

mifltim.

Onluk sistemdeki yaz›l›m›nda içinde 0 rakam› olan say›la-

r›n terslerinin toplam›n›n, yani

1/10 + … + 1/90 + 1/100 + 1/101 + … + 1/109 + 1/110 + 1/120 + …

toplam›n›n sonsuz oldu¤unu kan›tlamak zor de¤il. Kan›tlayal›m:

1/10 + … + 1/90 + 1/100 + 1/101 + … + 1/109 + 1/110 + 1/120 + …

toplam›ndan, son rakam› 0 olmayanlar› atarsak daha küçük

bir toplam elde ederiz. Dolay›s›yla,

1/10 + 1/20 + … + 1/90 + 1/ 100 + 1/110 + ….

toplam›n›n sonsuz oldu¤unu kan›tlarsak iflimiz ifl. Ama bu sa-

y›, harmonik serinin onda biri, harmonik serinin de sonsuz ol-

du¤unu biliyoruz, demek ki

1/10 + … + 1/90 + 1/100 + 1/101 + … + 1/109 + 1/110 + 1/120 + …

toplam› da sonsuzdur.

Peki, onluk sistemdeki yaz›m›nda içinde 0 rakam› olmayan

say›lar› toplarsak ne olur? Yani,

1/1 + … + 1/9 + 1/11 + … + 1/19 + 1/21 + … + 1/29 + 1/31

+ ... + 1/99 + 1/111 + ... + 1/119 + 1/121 + ... + 1/129 + ...

toplam› sonlu mudur, sonsuz mu?

Sonludur. Kan›tlayal›m.

Yukardaki toplama S diyelim. S’yi bulmak istiyoruz. S son-

lu bir say› da olabilir, sonsuz da...

Önce bir tan›m yapal›m: - = 1/1 + … + 1/9.

fiimdi dizideki 11, 12, ..., 19, 21, ... , 29, ... , 99, 111, 112

gibi en az iki basamakl› say›lar›n son basamaklar›n› at›p yerine

0 koyal›m. Böylece, 11, ... , 19 say›lar› 10 olur; 21, ..., 29 say›-

lar› 20 olur; 111, ..., 119 say›lar› 110 olur... Bu ifllemle, ilk se-
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rideki 9 de¤iflik say› ayn› say›ya dönüflür ve elde etti¤imiz yeni

dizi eski diziden daha büyük olur:

S = (1/1 + … + 1/9) + (1/11 + … + 1/19) + (1/21 + … + 1/29) +

1/31 + ... + 1/99 (1/111 + ... + 1/119) + (1/121 + ... + 1/129) + ...

<- + (1/10 + … + 1/10) + (1/20 + … + 1/20) + 1/30 + ... + 1/90 +

(1/110 + ... + 1/110) + (1/120 + ... + 1/120) + ... =- + 9×1/10 +

9×1/20 + 9×1/30 + ... + 9×1/90 + 9×1/110 + 9×1/120+... = - +

9/10(1/1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/9 + 1/11 + 1/12 + ...) = - + 9S/10.

Demek ki S < - + 9S/10 eflitsizli¤ini bulduk. Bundan da S <

10- ç›kar. Demek ki S sonlu bir say›ym›fl...

Yukardaki kan›t pek do¤ru de¤il. Çünkü bir üstteki parag-

rafta S’nin de¤erini bulmak için, S’nin sonlu oldu¤unu (söyle-

meden) varsayd›k: S’den 9S/10’u ç›kard›k. E¤er S sonsuzsa

böyle bir ifllem yapamay›z elbet.

Ama en az›ndan, S sonluysa, S’nin en fazla 10- oldu¤unu

kan›tlad›k. fiimdi S’nin sonlu oldu¤unu kan›tlayal›m.

fiu tan›mlar› yapal›m:

S1 = 1/1 + … + 1/9

S2 = 1/1 + … + 1/99 (paydadaki say›larda hiç s›f›r yok)

S3 = 1/1 + ... + 1/999 (paydadaki say›larda hiç s›f›r yok)

S4 = 1/1 + ... + 1/9999 (paydadaki say›larda hiç s›f›r yok)

....

Sonlu oldu¤unu kan›tlamak istedi¤imiz S say›s› bu say›lar›n

limitidir:

S = limn # .
Sn

Biz her Sn say›s›n›n 10-’dan küçük oldu¤unu kan›tlayaca-

¤›z, Böylece S say›s›n›n da 10-’dan küçük oldu¤u anlafl›lm›fl

olacak.

Bunu n üzerinden tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. S1, -’ya eflit

oldu¤undan, 10-’dan küçüktür elbet. fiimdi Sn’in 10-’dan kü-

çük oldu¤unu varsay›p, Sn+1’in 10-’dan küçük oldu¤unu kan›t-

layal›m. Yukarda yapt›klar›m›z› burada da yapacak olursa,
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buluruz. “Tümevar›m varsay›m›” olan Sn < 10- eflitsizli¤ini de

kullanarak,

buluruz. Demek ki S $ 10-. Böylece kan›t›m›z tamamlanm›fl oldu.

Demek ki bu toplam sonluymufl ve 10-’dan küçükmüfl.

Kaç oldu¤unu bilmiyorum. Acaba bilen var m›? Sanmam...

Beni bu güzel soruyla tan›flt›ran Özlem Beyarslan’a sonsuz

teflekkürler.
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