Sonsuz Toplamlar

Bir yazimda, kimbilir hangisinde,

11 +12+1/3+1/4+1/5+1/6 + ...
toplaminin sonsuz oldugunu, yani
1/1
11 +1/2
1/1 + 1/2 + 1/3
1/1+1/2+1/3 + 1/4
/1 + 12+ 1/3+1/4+1/5
1/1+12+1/3+1/4+1/5 +1/6

dizisindeki sayilarin her sayiy1 belli bir siire sonra astigimi ka-
nitlamigtim.! Kaniti1 oldukga basittir.

Bu tir sonsuz tane sayinin toplamina matematikte seri de-
nir. Daha dogrusu Batililar seri derler, biz de ayni terminoloji-
yi kabul ederiz.

Yukardaki seriye harmonik seri adi verilir.

Ayni yazimda,

1 Matematik ve Sonsuz adl kitabimin Sonsuz Toplamlar adli yazisinda kanit-
lanmist1 bu.
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112+ 1/22 + 1/32 + 1/42 + 1/52 + ...
serisinin (ben “toplaminin” diyecegim) sonlu oldugunu, hatta
n2/6’ya esit oldugunu (kanitlamadan, kanit1 pek kolay degildir)
soylemistim. Bu esitlik Isvigreli biiyitk matematik¢i Euler tara-
findan kanitlamistir.
Bundan da,
113 + 1723 + 1/33 + 1/43 + ...
toplaminin ©2/6’den daha kiiciik bir say1 oldugu anlasilir (¢tin-
ki 1/n3 < 1/n2.) Bu n2/6’dan kiiciik sayinin hangi say1 oldugu
bilinmiyor. Nasil bir say1 oldugu da pek bilinmiyor; tek bildi-
gimiz, bu sayinin kesirli bir say1 olmadigi. Bu da olduk¢a yeni,
1990’larin basinda kanitlandi.
Ote yandan,
/14 + 1724 + 1/3% + 1/44 + ...
toplaminin ka¢ oldugu biliniyor. Genel olarak, eger 7 cift bir
saylysa,
117 + 127 + 1/37 + 1/47 + ...
toplaminin n2’yle kesirli bir sayinin ¢arpimi oldugu biliniyor,
ama eger n > 5 tek bir sayiysa, bu toplam tizerine herhangi bir
sey bilindigini sanmiyorum.
Bir bagka seri:
V(1x3) + 1/(5x7) + 1/(9x11) + 1/(13x15) + ... = w/8
Nasil, giizel degil mi? Boyle bir esitligi ilk kez bulmak insa-
na buyiik bir haz vermeli.
Harmonik serideki gibi her sayinin tersini toplayacagimiza,
sadece asal sayilarin terslerini toplayalim:
12 +1/3+1/5+1/7 +1/11 + 1/13 + 1/17+....
Asal sayilarin tiim sayilardaki yogunlugu olduk¢a az oldugun-
dan2, bu toplamin sonlu bir say1 olma olasilig1 yiiksek, ama ne ya-
zik ki sonlu degil, bu seri de sonsuz. Bu teorem de Euler’in.

2 Asal sayilarin yogunlugu 0°dir. Yani, tim sayilar arasindan rastgele bir say1 se-
cecek olursak, bu sayinin asal olma olasilig1 yoktur, bu say1 asal olamaz!
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Seriler, matematikte bagl basina bir arastirma konusudur.
Cok ilgingtir. Cok zordur. Yanitlanmamis soru dolar tasar.

Biz biraz daha kolay bir seriyle ilgilenelim.

Harmonik seriye, yani

1+ 12 +1/3 +1/4 +1/5 + 1/6 +...
toplamina geri donelim. Bu toplamin sonsuz oldugunu soyle-
mistim.

Onluk sistemdeki yaziliminda i¢inde O rakami olan sayila-
rin terslerinin toplaminin, yani
1710 + ... + 1/90 + 17100 + 1/101 + ... + 1/109 + 1/110 + 1/120 + ...
toplaminin sonsuz oldugunu kanitlamak zor degil. Kanitlayalim:
110 + ... + 1/90 + 17100 + 1/101 + ... + 1/109 + 1/110 + 1/120 + ...
toplamindan, son rakami O olmayanlari atarsak daha kiiciik
bir toplam elde ederiz. Dolayisiyla,

1/10 + 1/20 + ... + 1/90 + 1/ 100 + 1/110 + ....
toplaminin sonsuz oldugunu kanitlarsak isimiz is. Ama bu sa-
y1, harmonik serinin onda biri, harmonik serinin de sonsuz ol-
dugunu biliyoruz, demek ki
1/10 + ... + 1/90 + 1/100 + 1/101 + ... + 1/109 + 1/110 + 1/120 + ...
toplami da sonsuzdur.

Peki, onluk sistemdeki yaziminda i¢inde 0 rakami olmayan
sayilari toplarsak ne olur? Yani,

M+ +1/9+ 111+ ...+ 1/19+ 1721 + ... + 1/29 + 1/31
+ o+ 1799 + T/111 + o+ 1/119 + 17121 + .o + 17129 + ...
toplami sonlu mudur, sonsuz mu?

Sonludur. Kanitlayalim.

Yukardaki toplama S diyelim. S’yi bulmak istiyoruz. S son-
lu bir say1 da olabilir, sonsuz da...

Once bir tanim yapalim: o = 1/1 + ... + 1/9.

Simdi dizideki 11, 12, ..., 19, 21, ..., 29, ..., 99, 111, 112
gibi en az iki basamakl sayilarin son basamaklarini atip yerine
0 koyalim. Boylece, 11, ..., 19 sayilar1 10 olur; 21, ..., 29 say1-
lar1 20 olur; 111, ..., 119 sayilari1 110 olur... Bu islemle, ilk se-
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rideki 9 degisik say1 ayni sayiya dontsiir ve elde ettigimiz yeni
dizi eski diziden daha biytik olur:

S=(11+ .. + 1/9) + (111 + .. + 1/19) + (121 + ... + 1/29) +
1/31 + ... + 1/99 (/111 + ... + 1/119) + (1/121 + ... + 1/129) + ...
<o+ (1/10 + ... + 1/10) + (1720 + ... + 1/20) + 1/30 + ... + 1/90 +
(1/110 + ... + 1/110) + (1/120 + ... + 1/120) + ... =o. + 9x1/10 +
Ix1/20 + 9x1/30 + ... + 9x1/90 + 9x1/110 + 9x1/120+... = o +
910(1/1 + 12 +1/3 + ... + 1/9 + 1/11 + 1/12 + ...) = a. + 95/10.

Demek ki S < o + 95/10 esitsizligini bulduk. Bundan da S <
10a ¢ikar. Demek ki S sonlu bir sayiymus...

Yukardaki kanit pek dogru degil. Cunku bir ustteki parag-
rafta $’nin degerini bulmak i¢in, $’nin sonlu oldugunu (soyle-
meden) varsaydik: S’den 98/10’u ¢ikardik. Eger S sonsuzsa
boyle bir igslem yapamayiz elbet.

Ama en azindan, S sonluysa, $’nin en fazla 10a oldugunu
kanitladik. Simdi $’nin sonlu oldugunu kanitlayalim.

Su tanimlar1 yapalim:

Si=11+...+1/9

Sy = 1/1 + ... + 1/99 (paydadaki sayilarda hig sifir yok)

S3 =11 + ... + 1/999 (paydadaki sayilarda hig sifir yok)

S4 =11+ ... + 1/9999 (paydadaki sayilarda hig sifir yok)

Sonlu oldugunu kanitlamak istedigimiz S sayis1 bu sayilarin
limitidir:
S

Biz her S, sayisinin 10a’dan kiigiik oldugunu kanitlayaca-

S=hmn—>oo n

g1z, Boylece S sayisinin da 10c’dan kiiciik oldugu anlagilmig
olacak.

Bunu 7 tizerinden timevarimla kanitlayacagiz. S, a’ya esit
oldugundan, 10a’dan kiiciiktiir elbet. Simdi §,’in 10a’dan ki-
¢ciik oldugunu varsayip, S,,,;’in 10a’dan kiiciik oldugunu kanit-
layalim. Yukarda yaptiklarimizi burada da yapacak olursa,
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Sn+1 < OL+1—(;

buluruz. “Timevarim varsayimi” olan S, < 10a esitsizligini de
kullanarak,

9
Sy <o +—2
ALERAET)

<o +9a=10a

buluruz. Demek ki S < 10a.. Boylece kanitimiz tamamlanmig oldu.
Demek ki bu toplam sonluymus ve 10a’dan kiigiikmiis.
Kag oldugunu bilmiyorum. Acaba bilen var mi? Sanmam...
Beni bu giizel soruyla tanistiran Ozlem Beyarslan’a sonsuz
tesekkurler.
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