Kesirli Sayilar1 Saymak

ltidan yukari sayamayan aritmetigi zayif bir kabilenin re-
Aisligine en fazla hayvan olan kisi getirilirmis. Hayvanlar
nasil sayarlardi diye merak ediyor insan. Kimin daha fazla hay-
vani oldugunu bulmak i¢in saymaya gerek yoktur ki! Hayvan-
lar1 karsilastirmak/eslestirmek yeterlidir. Iki reis adaymnin hay-
vanlar1 yanyana iki agila konur, sonra agillardan hayvanlar bi-
rer birer ¢ikarilir. Agili ilk bosalan secimi kaybeder.

Ilkel bir kabilenin buldugu bu iki kiimeyi karsilastirma yon-
temini Bati uygarligi ¢cok ge¢ bulmustur. Bu yontem 19. yiizyi-
lin ikinci yarisinda Alman matematik¢i Georg Cantor tarafin-
dan kesfedilmigtir.

Ornegin su soruyu soralim:

N, dogal sayilar kiimesi olsun. Yani,

N=1{0,1,2,3,..}

olsun. S de, 0’dan biiyiik dogal sayilar kiimesi olsun. Yani,
S={1,2,3,4,..}

kiimesi olsun. Bu iki kiimeden hangisinde daha fazla say1 vardir?

Okur, buyiik bir olasilikla N kiimesinde daha fazla say1 ol-
dugunu soyleyecektir. Clnki, diyecektir okur, S kiimesi N kii-
mesinin bir altkiimesidir, yani $’nin her 6gesi N kiimesindedir;
ayrica N kiimesinde S kiimesinde olmayan 0 sayisi vardir; de-
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mek ki N kiimesinde bir fazla 6ge vardir...

Aristo da boyle dusiinurdi. Aristo, “Biitun, par¢adan daha
buyiktir” derdi. Aristo mantiginda bu boyleydi. Ama artik de-
gil, en azindan matematikte degil. Daha dogrusu cesitli buyuk-
lik kavramlar: vardir.

Cantor’un ve giinimiiziin matematiginin “6ge sayist” tani-
mina gore, her iki kiimede de ayni sayida 6ge vardir. Ilkel ka-
bilenin eslestirme yontemini kullanalim:

N=1{0,1,2,3,4,5,6,..}
idilil
S=1{1,2,3,4,5,6,7,..)

Demek ki $ kiimesinin 6geleriyle N kiimesinin 6geleri ara-
sinda eglesme var: N kiimesinin her 6gesini, N kiimesinin bir ve
bir tek 6gesine es distirebiliyoruz.

Cantor’un tanimina gore, eger iki kiime arasinda bir “egles-
me” varsa, o zaman iki kiimenin “6ge sayisi esittir.” Dolayisiy-
la N ve S kiimelerinin 6ge sayisi birbirine esittir.

Ornegin, Cantor’a gore, ¢ift tamsayilar biitiin tamsayilar
kadardir, ne fazla ne eksik. Yani,

Z={..-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
tamsayilar kiimesiyle

2 ={ ...,—6,-4,-2,0,2,4,6,... }
cift tamsayilar kimesinin 6ge sayilar1 (Cantor’un tanimina go-
re) birbirine esittir.

Z kiimesiyle 27 kiimesinin nasil eslestirildigi bariz: 7 tam-
sayisini 27 tamsayisiyla eglestirin:

Z=A{..-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
VR R AR AR A
2 ={ ..., —6,-4,-2,0,2,4,6,... }

“QOyle degildir, goriildiigii gibi Z kiimesinde 27 kiimesinden
daha ¢ok 6ge vardir” demeyin. Cantor’un tanimina gore her iki
kuimede de esit sayida 6ge vardir.
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“Ama iki kiime birbirine esit degil ki...” de demeyin... Ciin-
ki ben iki kiimenin birbirine esit oldugunu s6ylemedim ki, yal-
nizca “ayni sayida” elemanlari oldugunu soyledim.

3/4, 1/2, —=56/7 gibi sayilara kesirli say1 denir. Kesirli sayi-
lar, iki @ ve b # 0 tamsayilar1 i¢in a/b bigiminde yazilabilen sa-
yilardir. V2 kesirli bir say1 degildir. V2’nin kesirli olmadiginin
kanitini yazilarimda daha once birkag¢ vermistim, bir kez daha
vermeyecegim. 7 sayist da kesirli degildir. Ama § sayis1 kesirli-
dir, ciinkii § = 5/1 esitligi gecerlidir. V4 ve 2n/3w sayilar1 da ke-
sirlidir.

Pozitif kesirli sayilarla dogal sayilar arasinda bir eslesme
vardir.

Birinci Yontem. Ornegin soyle:
0/1—> 0
1/1 >
1/2 >
2/1 >
1/3 >
3/1 >
1/4 —>
2/3 -
3/2 >
4/1 —»
1/5 - 10
51 —11
1/6 —>12
2/5 »>13
3/4 >14
4/3 —>15
5/2 —>16
6/1 »17

O & NN N L»i A WD -
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Iki kiimeyi nasil eslestirdigimi anlatayim: a/b kesirli sayila-
rin1 once a + b sayisinin buyukligiine gore diziyoruz, sonra kii-
ciik @’dan biiyiik a’ya gidiyoruz. Tabii aradan daha once sira-
ladigimiz sayilari ¢ikariyoruz. Ornegin, a + b = 8 olan kesirli
alb sayilarini soyle diziyoruz:

1/7, 315, 513, 7/1.
(2/6, 4/4, 6/2 daha once dizilmisti.) Daha sonra su kesirli sayi-
lar geliyor:
1/8, 217, 415, 5/4, 7/2, 8/1.
Ardindan
1/9, 317, 713, 9/1
sayilar1 geliyor.

Bu yontemle 52/47 kesirli sayisinin hangi dogal sayiyla eg-

lestirildigini bulmak pek kolay degildir.

Farey’in Yontemi. Cok tuhaf gelebilecek bir baska eglestir-

me daha vardir. Ilkokulda sik sik yapilan
(alb) + (c/d) = (a + c)(b + d)
hatasini kullanir bu yontem. 0/1 ve 1/0 “say1”larindan baslaya-
lim (son “say1”y1 umursamayin simdilik):
0/1, 1/0

Bu iki “say1”nin tam ortasina, “toplam”lar1 olan (0/1) +

(1/0) = 1/1 sayisin1 yazalim:
0/1, 1/1, 1/0

Iki yeni araligimiz var: [0/1, 1/1] ve [1/1, 1/0] araliklar1. Bu

araliklara uclarin “toplam”larini, yani,
0/1+1/1=1/2ve 1/1 + 1/0 = 2/1
sayilarini yazalim:
01, 172, 1/1, 2/1, 1/0

Bu bes say1 dort yeni aralik belirliyor. Bu dort araliga, ara-

liklarin uglarinin “toplam”larini yazalim:
0/1, 1/3, 1/2, 2/3, 1/0, 1/1, 3/2, 2/1, 3/1, 1/0
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Bunu boylece stirdiirelim. Bir sonraki asamada
0/1, 1/4, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 1/1, 4/3, 3/2, 5/3,
2/1, 572, 3/1, 4/1, 1/0
sayilar1 belirir.

Boyle devam ederek her kesirli sayiy1 yalniz bir kez ve sade-
lesmis bicimde yazariz... Bunun bildigim kaniti uzun ama ol-
dukca kolaydir. Bu yiizden kanitini vermeyecegim burada.

Simdi kesirli sayilar1 Farey’in yukardaki agikladigim yon-
temle, belirig sirasina gore sayin. Yalniz 1/0’1 atlamay1 unutma-
yin, Oyle bir say1 yoktur!
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