
Asal Say›lar
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Birden ve kendisinden baflka say›ya bölünmeyen say›lara

asal say› denir.1 Örne¤in 17 asald›r, çünkü 1 ve 17’den bafl-

ka say›ya (tam olarak) bölünmez. Öte yandan 35 asal de¤ildir,

5’e ve 7’ye bölünür. Teknik nedenlerden 1 asal kabul edilmez.

100’den küçük asallar› bulmak pek zor de¤ildir. ‹flte o asal-

lar: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,

59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. Demek ki 100’den küçük 25

tane asal varm›fl. Yani 100’den küçük rastgele seçilmifl bir sa-

y›n›n asal olma olas›l›¤› 1/4’tür.

Matematiksel kan›tlar aras›nda bir güzellik yar›flmas› yap›l-

sa, Öklid’in (MÖ. 300) “sonsuz tane asal say› vard›r” önerme-

sinin kan›t› hiç kuflkusuz ilk on s›rada yer al›rd›. Bu teorem Ök-

lid’in ünlü Ö¤eler adl› yap›t›n›n dokuzuncu cildinde kan›tlan›r.

Öklid’in teoreminin güzelli¤inin göklere ç›kar›lmad›¤› ve kan›t-

lanmad›¤› popüler matematik kitab› yok gibidir. Birazdan bu

güzel teoremi -ve çok daha fazlas›n›- kan›tlayaca¤›z.

Bir say›n›n asal olup olmad›¤›n› nas›l anlar›z? Say›m›za n

diyelim. n’yi n’den küçük say›lara bölmeye çal›flal›m. E¤er

n’den küçük, 1’den büyük bir say› n’yi tam bölüyorsa, n, tan›-

1 Bu yaz›da, “say›” sözcü¤ünü 1, 2, 3, 4 gibi tamsay›lar için kullanaca¤›z.



m› gere¤i, asal olamaz. Öyle bir say› bulamazsak, n asald›r.

Ne var ki bu yöntemle büyük say›lar›n asall›¤›na karar ver-

mek çok zaman al›r. Bu yöntem ve çeflitlemeleri d›fl›nda bir sa-

y›n›n asall›¤›na karar verebilecek genel bir yöntem de bilinme-

mektedir. Örne¤in, flu çeflitleme düflünülebilir: n’yi n’den küçük

her say›ya bölece¤imize, n’yi &n’den küçük say›lara bölmeye

çal›flabiliriz. Çünkü n = ab ve a % &n ise, b ' &n’dir. Dolay›s›y-

la n asal de¤ilse, &n’den küçük bir say›ya bölünür. Böylece yap-

mam›z gereken bölme say›s› azal›r. Bir baflka kolayl›k da flöyle

sa¤lanabilir: n’nin asal olup olmad›¤›na karar vermek için n’yi

&n’den küçük her say›ya bölmeye çal›flaca¤›m›za, &n’den küçük

asallara bölmeye çal›flmam›z yeterlidir. Bu birazdan kan›tlaya-

ca¤›m›z birinci teoremden ç›kar. Böylece, n’nin asall›¤›na karar

vermek için yapmam›z gereken bölme say›s› daha da azal›r.

Öte yandan bu yöntemi kullanabilmek için &n’den küçük asal-

lar› bilmek gerekir. Bu asallar› bildi¤imizi varsaysak bile, böl-

me say›s› gene de büyük say›lar için çok fazlad›r. Örne¤in, n =

100.000.000.001’in asal olup olmad›¤›n› anlamaya çal›flt›¤›m›-

z› varsayal›m bir an. E¤er n asal de¤ilse ve küçük bir asala (ör-

ne¤in 97’ye) bölünebiliyorsa, n’nin asal olmad›¤›na oldukça ça-

buk karar veririz. Ama ya n asalsa ya da küçük bir asala bö-

lünmüyorsa? Onbinlerce bölme ifllemi yapmam›z gerekecek.

Yukarda aç›klad›¤›m›z yöntem Yunanl› matematikçi Era-

tosthenes taraf›ndan M.Ö. 3. yüzy›lda bulunmufltur. Bu yön-

temle 50 rakaml› bir say›n›n en geliflmifl bilgisayar yard›m›yla

asal olup olmad›¤›n› anlamak trilyonlarca y›l al›r. Yaflam ger-

çekten k›sa!

Baz› özel say›lar›n asall›¤›na karar vermek için özel yöntemler

gelifltirilebilir. Örne¤in son rakam› çift olan bir tek asal say› var-

d›r, o da 2’dir. Çünkü son rakam› çift olan bir say› 2’ye bölünür.

Asal olmayan say›lara bir baflka örnek vereyim. xa – 1 biçi-

minde yaz›lan say›lar x –1’e bölünürler:

xa – 1 = (x – 1)(xa–1 + xa–2 + ... + x + 1).
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Dolay›s›yla, bir a > 1 say›s› için, xa – 1 biçiminde yaz›lan bir

say›n›n asal olabilmesi için x’in 2 olmas› gerekmektedir. Ma-

dem öyle, 2a – 1 biçiminde yaz›lan say›lara bakal›m. Bu say›lar

asal m›d›r?

Sav: E¤er a asal de¤ilse 2a – 1 de asal olamaz.

Kan›t: Bunu kan›tlamak için önce a = bc yazal›m. a asal ol-

mad›¤›ndan bu eflitli¤i sa¤layan b > 1 ve c >

1 say›lar› vard›r. Sonra x’i 2b olarak tan›m-

lay›p küçük bir hesap yapal›m: 

2a – 1 = 2bc – 1 = (2b)c – 1 = xc – 1. 

Ama xc – 1 say›s›n›n x – 1’e bölündü¤ünü

yukarda görmüfltük. Demek ki 2a – 1, x – 1’e

bölünür ve asal olamaz. Dolay›s›yla, 2a – 1’in

asal olmas› için a’n›n asal olmas› gerekmek-

tedir. Kan›t›m›z bitmifltir.

Asal bir a için 2a – 1 biçiminde yaz›lan say›lara Mersenne

say›lar› denir.2 Peki, a asalsa,

Ma = 2a – 1

olarak tan›mlanan say› da asal m›d›r? ‹lk Mersenne say›lar›na

bakal›m:

M2 = 3

M3 = 7

M5 = 31

M7 = 127

Bu say›lar›n her biri asal. Ama bundan sonraki ilk Mersen-

ne say›s›, yani M11, asal de¤il: M11 = 23 × 89.

Hangi asallar için Ma asald›r? Yan›t bilinmiyor.
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1972’de M19937’in asal oldu¤unu Bryant Tuckerman bilgi-

sayar yard›m›yla keflfetti.

1975’te, on befl yafl›nda iki lise ö¤rencisi, Laura Nickel ve

Curt Noll, M19937’in o zamana dek bilinen en büyük asal oldu-

¤unu bir gazeteden ö¤renince, çal›flmaya koyuldular ve üç y›l

sonra, 1978’te, bilgisayarlar›n› 350 saat çal›flt›rd›ktan sonra,

M21701’in asal oldu¤unu buldular. Ve birdenbire ünlendiler.

fiubat 1979’da Noll, M23209’un asal oldu¤unu buldu.

‹ki ay sonra, Amerikal› David Slowinski M44497’nin asal ol-

du¤unu gösterdi.

May›s 1983’te gene Slowinski, M86243’ün asal oldu¤unu

bilgisayar yard›m›yla tam 1 saat 3 dakika 22 saniyede kan›tla-

d›. Ama 86.243 sihirli say›s›n› bulmak için aylarca u¤raflt›. Bi-

linen klasik yöntemle (yani kendisinden küçük say›lara bölme-

ye çal›flarak) M86243’ün asal oldu¤unu kan›tlamak, evrenin öm-

rünü aflard›! M86243’ün tam 25.962 rakam› oldu¤unu da ayr›ca

belirtelim. Bu kadar bozuk paray› üstüste y›¤san›z, para kule-

niz evrenin s›n›rlar›n› aflar! [43]

Yukardaki asal› bulan Slowinski, 19 Eylül 1983’te

M132049’un asal oldu¤unu bilgisayarlarla anlad›. Bundan çok

daha önce, Manfred Schroeder adl› bir matematikçi, matema-

tiksel yöntemlerle, sezgisinin de yard›m›yla, 2130.000 civarlar›n-

da bir asal oldu¤unu tahmin etmiflti zaten.

Mart 1992’de M756839’un asal oldu¤u anlafl›ld›.

12 Ocak 1994’te, Paul Gage ve yine David Slowinsky bilgi-

sayar a¤lar›nda M859433’ün asal oldu¤unu kan›tlad›klar›n› du-

yurdular. Hesaplar›n› gene bilgisayarla yapm›fllard› elbet.

fiimdi, So = 4, Sk+1 = Sk
2 ! 2 olsun. Örne¤in, S1 = 42 !2 =

14’tür. Bunun gibi, S2 = S1
2 !2 = 142 !2 = 194’tür. Bir q asal› için,

Mq’nün asal olmas› için gerekli ve yeterli koflul, Mq’nün Sq’yü böl-

mesidir. Bu teste Lucas testi denilir. Lucas testi sayesinde çok bü-

yük asallar oldukça kolay say›lacak ifllemlerle bulunabilir.

130



Bu sonuçlara, ancak bilgisayarlara güvenebildi¤imiz derece-

de güvenebiliriz elbet. Bilgisayarlar da hata yaparlar!

Büyük say›lar›n asal olup olmad›klar›n› anlamak, flifreli me-

sajlarda (kriptoloji) çok önemlidir ve geliflmifl ülkelerin ordular›

bu yüzden asal say›larla çok ilgilenirler. Gizli mesaj yollamak is-

teyen, mesaj›yla birlikte iki büyük asal say›n›n çarp›m›n› da yol-

lar. fiifreyi çözmek için, flifreyle birlikte yollanan say›y› bölen o

iki asal› bilmek gerekir, ki bu da d›flardan birisi için (say›lar bü-

yük oldu¤undan) hemen hemen olanaks›zd›r. ‹ki say›y› çarpmak

kolayd›r ama bir say›y› çarpanlar›na ay›rmak çok daha zordur.

fiifrelemede Mersenne say›lar› kullan›lmaz. Çünkü az say›-

da (30 küsur tane olmal›) asal Mersenne say›s› bilindi¤inden,

flifreyle birlikte yollanan say›n›n asal bir Mersenne say›s›na bö-

lünüp bölünmedi¤ini anlamak kolayd›r.

Asal olmayan bir say›y› bölenlerine ay›rman›n Fermat’n›n

buldu¤u flu yöntem vard›r. E¤er n say›s› iki pozitif do¤al say›

için x2 ! y2 biçiminde yaz›l›yorsa, o zaman,

n = (x ! y)(x + y)

eflitli¤i do¤rudur ve x, y +1 olmad›¤› sürece, n’yi çarpanlar›na

ay›rm›fl oluruz. Bunun tersi de afla¤› yukar› do¤rudur. E¤er n = ab

ise ve n çift de¤ilse, o zaman,

x = (a + b)/2

ve

y = (a + b)/2

alarak, n = x2 ! y2 eflitli¤ini elde ederiz. Demek ki, çift olmayan

bir n do¤al say›s›n› çarpanlar›na ay›rmak için, n = x2 ! y2 eflit-

li¤ini sa¤layan x ve y bulmal›y›z. Bu eflitlik yerine y2 = x2 ! n

yazal›m ve x yerine teker teker say›lar› koyup x2 ! n say›s›n› he-

saplayal›m. Bu say› tam bir kare (y2) oldu¤unda n = x2 ! y2 eflit-

li¤ini bulmufl oluruz. Elbette x’in &n’den büyük olmas› gerek-

mektedir, yoksa x2 ! n pozitif bile olamaz. Ayr›ca, x2 ! n say›-

s›n›n tam bir kare olmas› için 0, 1, 4, 5, 6 ve 9’la bitmesi gerek-

mektedir, 2, 3, 7 ve 8’le biten say›lar kare olamazlar.
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Bu yöntemi n = 91 için deneyelim. x > &91 olmas› gerekti¤in-

den, x = 10’dan bafllamal›y›z. x = 10 ise, x2 ! n = 102 ! 91 = 9 =

32 dir ve y = 3 olabilir. Demek ki,

91 = n = 102 ! 32 = (10 ! 3)(10 + 3) = 7 × 13

eflitli¤i geçerlidir.

Ayn› yöntemi n = 143 için deneyecek olursan›z, gene yan›t›

hemen bulursunuz: x = 12, y = 1.

Mersenne say›lar›na çok benzeyen baflka say›lara bakal›m.

2a + 1 biçiminde yaz›lan say›lar asal m›d›r? Bu say›lar›n hangi

a’lar için asal olduklar›n› bilmiyoruz ama hangi a’lar için asal

olamayacaklar›n› biliyoruz: E¤er a, 2’nin bir gücü de¤ilse, yani

2n biçiminde yaz›lamazsa, bu say›lar asal olamazlar. Bunu bi-

razdan kan›tlayaca¤›z (Teorem 9.) Fermat,

Fn = 22n + 1

biçiminde yaz›lan bütün say›lar›n asal olduklar›n› san›yordu.

Bu yüzden bu say›lara Fermat say›lar› denir. Gerçekten de ilk

befl Fermat say›s›,

Fo = 3

F1 = 5

F2 = 17

F3 = 257

F4 = 65537

asald›r. Fermat, bütün Fermat say›lar›n›n

asal olduklar›n› kan›tlamaya u¤raflt› ama ba-

flaramad›. Baflar›s›zl›¤›n›n nedeni vard›: San›-

s› do¤ru de¤ildi. F5 asal de¤ildir. F5 on basa-

makl› bir say› oldu¤undan asall›¤›n› kan›tla-

mak kolay de¤ildi. Euler (1707!1783), F5’in

641’e bölündü¤ünü gösterdi:

F5 = 641 × 6700417.

Demek ki a = 2n biçiminde yaz›labilse bile, 2a + 1 asal ol-

mayabiliyor.
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Lucas F6’n›n asal olmad›¤›n› kan›tlad›. Daha sonra,

1880’de, Landry,

F6 = 274177 × 67280421310721

eflitli¤ini buldu. F7 ve F8 de asal de¤iller. Bu say›lar›n asal olma-

d›klar›, çok geç bir tarihte, 1970 ve 1981’de anlafl›ld›. W. Keller,

1980’de F9448’in asal olmad›¤›n› gösterdi. Bu say› 19 × 29450 + 1’e

bölünür. 1984’de gene W. Keller, F23471’in asal olmad›¤›n› kan›t-

lad›. Bu say›n›n 107000’den fazla basama¤› vard›r ve 5 × 223473 +

1’e bölünür.

n % 5 için, asal bir Fn’nin olup ol-

mad›¤› flimdilik bilinmiyor. Asall›¤›

bilinmeyen en küçük Fermat say›lar›

flunlar: F22, F24, F28.

Son y›llarda bir say›n›n asall›¤›na

yüzde olarak oldukça çabuk karar

verebilen yöntemler gelifltirildi. Ör-

ne¤in, “fiu say› yüzde 99,978 olas›-

l›kla asald›r,” gibi önermeler bilgisa-

yarlar›n yard›m›yla oldukça k›sa sa-

y›labilecek zamanda kan›tland›. Bu konuda bilgim k›s›tl› oldu-

¤undan daha fazla söz söyleyemeyece¤im.

11, 111, 1111, 11111 gibi her rakam› 1 olan say›lar asal

m›d›r? ‹çinde n tane 1 olan say›ya Bn diyelim. E¤er çift say›da

1 varsa, yani n çiftse, Bn, 11’e bölünür ve B2 d›fl›nda bunlardan

hiçbiri asal olamaz. E¤er n üçe bölünüyorsa Bn de üçe bölünür

ve asal olamaz.

Hangi n’ler için Bn asald›r? Bu asallardan kaç tane vard›r?

B2, B19, B23, B317, B1031 asal say›lar, bu biliniyor. Bunlardan

baflka? Ben bilmiyorum. Bu say›lardan daha büyük bir asal

varsa, n > 10.000 olmas› gerekti¤ini Harvey Dubner adl› biri

kan›tlam›fl, daha do¤rusu hesaplam›fl. Bkz. Kaynakça [43].
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Asallar matematikte çok önemlidir elbet. Bu yaz›da bu

önemli konuda bir iki teorem kan›tlayaca¤›z. ‹lk teoremimizi

okurlar›n ço¤u biliyordur.

Teorem 1. 1’den büyük her say›3 bir asala bölünür.

Kan›t: Bunun kan›t› oldukça kolayd›r: a > 1 bir say› olsun.

a’n›n bir asala bölündü¤ünü kan›tlamak istiyoruz.

E¤er a asalsa bir sorun yok: a, a’y› böler ve teoremimiz ka-

n›tlanm›fl olur (a bir asala (kendisine!) bölünür.)

E¤er a asal de¤ilse, a’y› bölen ve 1 < b < a eflitsizliklerini

sa¤layan bir b vard›r. E¤er b asalsa bir sorun yok: b, a’y› böler

ve teoremimiz kan›tlanm›fl olur.

E¤er b asal de¤ilse, b’yi (ve dolay›s›yla a’y› da) bölen ve 1 <

c < b eflitsizliklerini sa¤layan bir c vard›r. E¤er c asalsa bir so-

run yok: c, a’y› böler ve teoremimiz kan›tlanm›fl olur.

E¤er c asal de¤ilse, c’yi (ve dolay›s›yla a’y› da) bölen ve 1 <

d < c eflitsizliklerini sa¤layan bir d vard›r. E¤er d asalsa bir so-

run yok: d, a’y› böler ve teoremimiz kan›tlanm›fl olur.

E¤er d asal de¤ilse.......

Nereye dek gidebiliriz? Bulaca¤›m›z her say› bir öncekinden

küçük ve 1’den büyük oldu¤undan sonsuza dek bunu böyle

sürdüremeyiz. Bir zaman sonra durmal›y›z, yani bir zaman son-

ra a’y› bölen bir asal buluruz. Teoremimiz kan›tlanm›flt›r.

Birazdan, yukarda güzelli¤inden sözetti¤imiz Öklid Teore-

mini kan›tlayaca¤›z: Sonsuz tane asal say› vard›r. Ayn› yöntem-

le baflka sonuçlar da ç›karaca¤›z. ‹lk önce biraz ilkokul aritme-

ti¤i yapal›m.

E¤er a ve b say›lar› n’ye bölünüyorsa, bu iki say›n›n topla-

m› da n’ye bölünür. Örne¤in hem 78, hem 66 üçe bölündü¤ün-

den, 78 + 66 da, yani 144 de, üçe bölünür.
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Öte yandan e¤er a ve b say›lar›ndan yaln›zca biri n’ye bö-

lünüyor, öbürü bölünmüyorsa, bu iki say›n›n toplam› n’ye bö-

lünmez. Örne¤in 78 üçe bölünür, 67 bölünmez. Dolay›s›yla 78

+ 67 üçe bölünmez.

Bir üst paragraftaki b’yi 1 olarak al›rsak, a’y› bölen 1’den

büyük bir say›n›n a + 1’i bölemeyece¤i ç›kar. Demek ki a ve

a+1 say›lar›n›n 1’den baflka ortak böleni yoktur.

Hem ikiye, hem de üçe bölünen bir say›ya 1 eklersek, elde

etti¤imiz say› ne ikiye ne de üçe bölünür. Bunun gibi, 2 × 3 × 4

× 5 × 6 × 7, yani 5040, 2’ye, 3’e, 4’e, 5’e, 6’ya, 7’ye bölünür,

ama bu say›ya 1 ekleyerek elde etti¤imiz 5041, bunlardan hiç-

birine bölünmez.

Ayn› fley a ve a – 1 say›lar› için de geçerlidir. Örne¤in,

5040’› bölen 1’den büyük hiçbir say› 5039’u bölemez.

5039 ve 5041 say›lar›n›n 7 ve 7’den küçük hiçbir asala bö-

lünmediklerini gördük. Öte yandan, Teorem 1’e göre, bu say›-

lardan her biri bir asala bölünmeli. Demek ki 7’den büyük bir

asal vard›r. Bunun gibi 2’yle 11 aras›ndaki say›lar›n çarp›m›na

1 eklersek, elde edilen say› bir asala bölünür ve bu asal 11’den

büyük olmak zorundad›r. Bu ak›l yürütmeyi genellefltirece¤iz:

Teorem 2. Sonsuz tane asal say› vard›r.

Kan›t: n > 1 herhangi bir say› olsun. 2’den n’ye kadar bü-

tün say›lar› birbiriyle çarpal›m: 2 × 3 × ... × (n–2) × (n–1) × n.

Kocaman bir say› elde ettik. Bu say› n! olarak simgelenir. n! sa-

y›s› n + 1’den küçük bütün say›lara bölünür elbet, çünkü n! bu

say›lar›n çarp›m›. Demek ki n! + 1 say›s› 1’le n aras›ndaki hiç-

bir say›ya bölünemez. Öte yandan, Teorem 1’e göre n! + 1 sa-

y›s› bir asala bölünmeli. Demek ki n’den büyük bir asal vard›r.

Ne bulduk? Her say›dan büyük bir asal bulduk. Dolay›s›y-

la sonsuz tane asal vard›r, çünkü her asaldan büyük bir baflka

asal vard›r. ‹kinci teorem kan›tlanm›flt›r.
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Ne denli yal›n bir kan›t de¤il mi? Ve flafl›rt›c›. fiu nedenden

flafl›rt›c›: Kan›t, n’den sonra gelen ilk asal› bulmuyor; yaln›zca

n’den büyük bir asal›n varl›¤› kan›tlan›yor. Örne¤in 1 milyon-

dan büyük bir asal vard›r. Hangi asal? Yan›t yok! Kan›t, han-

gi asal›n 1 milyondan büyük oldu¤unu göstermiyor. “Öyle bir

asal var” demekle yetiniyor.

Asl›nda kan›t›m›z n’den büyük asallar üzerine hiç de bilgi

vermiyor de¤il. En az›ndan, her n için, n < p ' n! + 1 eflitsizlik-

lerini sa¤layan bir p asal›n›n oldu¤unu kan›tl›yor.

Teorem 3. Her n > 1 için, n < p ' n! + 1 eflitsizliklerini sa¤-

layan bir asal vard›r.

Hangi n asal say›lar› için n! + 1 asald›r? Bence bu pek ilginç

bir soru de¤il ama, merakl›lar böyle sorular soruyorlar. Yan›t

bilinmiyor. 1987’de H. Dubner, n = 13649 için, ki bu asal bir

say›d›r, 5862 basamakl› n! + 1 say›s›n›n asal oldu¤unu gösterdi.

Yukardaki teoeremde, n! + 1 say›s›n› biraz daha küçültebi-

liriz. Teorem 2’nin kan›t›n›n hemen hemen ayn›s›, n! yerine,

n’den küçük ya da eflit asallar›n çarp›m›n› alabilece¤imizi gös-

teriyor. Örne¤in, n = 29 ise,

29 < p ' 2×3×5×7×11×13×17×19×23×29 + 1

eflitsizli¤ini sa¤layan bir asal vard›r.

Bütün bunlar akla bir baflka soru getiriyor. Ardarda gelen,

örne¤in, her bin say›dan en az biri asal m›d›r? Baflka bir deyifl-

le, n herhangi bir say›ysa,

n + 1, n + 2, n + 3, ..., n + 1000

say›lar›ndan biri mutlaka asal m›d›r?

Bu soruyu yan›tlamak için yeterli bilgiye sahibiz. Yan›t

olumsuzdur. Yan›t›n olumsuz oldu¤unu kan›tlayal›m.

Bir örnekle bafllayal›m. 7! = 2 × 3 × 4 × 5 × 6 × 7, yani

5040, 2’ye, 3’e, 4’e, 5’e, 6’ya ve 7’ye bölünür. Dolay›s›yla
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5042, 2’ye

5043, 3’e

5044, 4’e

5045, 5’e

5046, 6’ya

5047, 7’ye

bölünür ve bu say›lardan hiçbiri asal olamaz. Bunun gibi, afla-

¤›daki bin say›,

1001! + 2, 1001! + 3, ... , 1001! + 1001

s›ras›yla 2’ye, 3’e, ..., 1001’e bölünürler ve hiçbiri asal olamaz.

Bu yapt›¤›m›z› genellefltirmek iflten bile de¤ildir:

Teorem 4. Ardarda gelen her n say›dan birinin mutlaka

asal oldu¤u bir n yoktur.

Asallarla ilgili bir baflka soruya geçelim. Say›lar› üç küme-

ye ay›rabiliriz:

A kümesi = {3’e bölünen say›lar }

B kümesi = {3’e bölündü¤ünde kalan›n 1 oldu¤u say›lar}

C kümesi = {3’e bölündü¤ünde kalan›n 2 oldu¤u say›lar}

Yani,

A = {3, 6, 9, 12, 15, 18,...}

B = {4, 7, 10, 13, 16, 19,...}

C = {5, 8, 11, 14, 17, 20,...}

B kümesinden herhangi iki say› alal›m: n1 ve n2. Bu say›lar

3’e bölündü¤ünde 1 kal›yor. Dolay›s›yla n1 = 3q1 + 1 ve n2 =

3q2 + 1 olarak yazabiliriz. fiimdi n1 ve n2’yi birbiriyle çarpal›m:

n1n2 = (3q1+1)(3q2+1) = 9q1q2 + 3q1+3q2 +1 = 3(3q1q2+q1+q2)+1

Dolay›s›yla n1n2 say›s› 3’e bölündü¤ünde 1 kal›r. Ne kan›t-

lad›k? B kümesindeki say›lar›n çarp›mlar›n›n gene B kümesin-

de oldu¤unu kan›tlad›k. Bunu kullanarak afla¤›daki teoremi

kan›tlayaca¤›z:
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Teorem 5. C kümesinde sonsuz tane asal vard›r.

Kan›t: C kümesindeki bir say›, A kümesindeki bir say›ya

bölünemez, çünkü A kümesindeki say›lar 3’e bölünüyor, oysa

C kümesindekiler 3’e bölünmüyorlar. Demek ki C kümesinde-

ki bir say›y› bölen say›lar B ve C kümesinde olmal›d›r. Ama

hepsi birden B’de olamaz, çünkü B’nin ö¤eleri kendileriyle çar-

p›ld›¤›nda gene B’den bir say› verir. Demek ki C kümesinin her

say›s›, gene C kümesinden bir asala bölünür.

fiimdi n % 3 herhangi bir say› olsun. n! – 1 say›s›n› ele ala-

l›m. Bu say›ya x diyelim. x, C’dedir, çünkü, x = (n! – 3) + 2 ola-

rak yaz›labilir ve n! – 3 üçe bölünür. Demek ki C kümesinde x’i

bölen bir asal vard›r. Öte yandan x’i bölen say›lar n’den bü-

yüktür elbet. Ne kan›tlad›k? n kaç olursa olsun, C kümesinde

n’den büyük bir asal vard›r. Yani C’de sonsuz tane asal vard›r.

Okur buna benzer bir kan›tla afla¤›daki teoremi kan›tlayabilir:

Teorem 6. 4’e bölündü¤ünde kalan› 3 olan sonsuz tane asal

vard›r.

18’inci yüzy›l›n sonlar›na do¤ru, Frans›z matematikçisi Le-

gendre (1752!1833) son iki teoremi genellefltirmek istedi. fiu

soruyu sordu:

Soru. a ve b, 1’den baflka ortak böleni olmayan iki say› ol-

sun. ax+b biçiminde yaz›lan sonsuz tane asal var m›d›r?

Teorem 5’ten a = 3, b = 2 için, Teorem 6’dan da a = 4, b = 3

için yan›t›n olumlu oldu¤u anlafl›l›yor. Legendre bu soruyu genel

olarak yan›tlamak istedi. Örne¤in 25x + 6 biçiminde yaz›lan son-

suz tane asal var m›d›r? E¤er x = 1 ise 31 buluruz ki, 31 asald›r.

E¤er x = 2, 3, 4 ise, s›ras›yla 56, 81, 106 buluruz ve bunlardan

hiçbiri asal de¤ildir. x = 5 oldu¤unda 131 ç›kar ve 131 asald›r.
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Legendre sorunun yan›t›n›n olumlu oldu¤undan hiç kuflku

duymad›, ancak kan›tlamakta güçlük çekti. 1785’te defterine

“bunu bilimsel olarak kan›tlamal›” diye not düflmüfl. On dört

y›l sonra, 1798’de, “do¤rulu¤undan kuflku duymamal›y›z” di-

ye yazm›fl. Sonra da kan›tlamaya çal›flm›fl. Baflaramadan...

‹kinci denemesini Say›lar Kuram› adl› kitab›na ald›¤›n› biliyo-

ruz [26]. Ama bu denemesi de yanl›fl. Kan›t›n yanl›fll›¤›n›n ne

zaman anlafl›ld›¤›n› bilmiyorum. 1837’de, meslektafl› Legendre

gibi Frans›z olan G. L. Dirichlet (1805!1859) teoremi do¤ru

olarak kan›tlad› [8]:

Teorem 7. a ve b ortak böleni olmayan iki do¤al say›ysa,

ax+b biçiminde yaz›lan sonsuz tane asal say› vard›r.

Dirichlet’nin yönteminden bir baflka teorem daha elde edi-

lebilir:

Teorem 8. a, b ve c ortak böleni olmayan üç pozitif do¤al

say› olsunlar. ax2 + bxy + cy2 biçiminde yaz›lan sonsuz tane

asal vard›r.

Sadece ve sadece asal say›lar› ve her asal say›y› veren bir

formül var m›d›r? Genel olarak san›lan›n tersine böyle bir for-

mül vard›r. Öyle bir formül vard›r ki, bu formülle yaln›z ve yal-

n›z asal say›lar elde edilir ve her asal say› bu formülle elde edi-

lir. Oldukça kolay bir formüldür bu. ‹flte formül:

n ve m herhangi iki do¤al say› olsun.

k = m(n + 1) ! (n! + 1)

olarak tan›mlans›n. fiimdi,

p = [(n ! 1)(|k2 ! 1| ! (k2 ! 1))/2] + 2

her n ve m say›s› için asald›r! Ayr›ca her asal say› bu biçimde

elde edilebilir.
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Bu formülle s›k s›k 2 elde ederiz, ama 2 d›fl›ndaki her asal

say› bu formülle ancak bir kez, yani bir tek n ve m de¤erleri için

elde edilebilir.

E¤er k2 ! 1 % 0 ise, yukardaki formül hep p = 2 verir. Ama

k2 ! 1 < 0 ise, yani k2 < 1 ise, yani k2 = 0 ise, yani k = 0 ise, ya-

ni m(n + 1) ! (n! + 1) = 0 ise, yani,

m = (n! + 1)/(n + 1)

ise, yukardaki formül p = n + 1 verir. Bu say› asald›r, çünkü

Wilson’›n ünlü teoremine göre, m’nin tamsay› olabilmesi için,

yani n + 1’in n! + 1’i bölebilmesi için, n + 1’in asal olmas› ge-

rekmektedir.

Örne¤in, n = 2 ve m = 1 ise, p = 3 bulunur. E¤er n = 4 ve m =

5 ise, p = 5 bulunur. E¤er, n = 6 ve m = 103 ise, p = 7 bulunur.

Gelecek asal›, yani 11’i bulmak için, yani p = 11 ç›kmas› için,

n’nin 10 olmas›, m’nin de

(10! + 1)/11

yani 329.891 olmas› gerekmektedir. Hangi n ve m say›lar› için

p = 13 bulunaca¤›n› okur kolayl›kla bulabilir.

Hardy ve Wright, bir ( = 1,9287800… say›s› için,

say›s›n›n (n tane 2 var) bir asal oldu¤unu gösterdiler4. Örne¤in

ƒ(1) = 3, ƒ(2) = 13, ƒ(3) = 16381. ƒ(4)’ü hesaplamak zor, ba-

samak say›s› 5000 civar›nda. Öte yandan, ( say›s›n› belirlemek

için, asal say›lar› bilmek gerekti¤inden, bu formül pek ifle yara-

maz. Gene de öyle bir ( say›s›n›n varl›¤› ilginç.

Her asal› veren bir formül var ama, her asal› veren bir po-

linomun5 olmad›¤› biliniyor. E¤er katsay›lar› tamsay› olan her

polinomun sonsuz tane asal olmayan say› verdi¤i bilinir.

1772’de Euler, n2 + n + 41 polinomunun n = 0,1,2,…,39

için asal say›lar verdi¤ini buldu. Ancak bu polinom n = 40 için
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41’e bölünür ve asal de¤ildir.

Fermat say›lar› üzerine bir teorem kan›tlayaca¤›m›za söz-

vermifltik. Sözümüzü tutuyoruz:

Teorem 9. E¤er a = 2n biçiminde yaz›lamazsa, 2a + 1 asal

olamaz.

Kan›t: Önce flunu belleyelim: x herhangi bir say› ve a > 1 bir

tek say›ysa, xa + 1 say›s› asal olamaz, çünkü x + 1’e bölünür.

fiöyle bölünür:

xa + 1 = (x+1)(xa–1 – xa–2 + xa–3 – xa–4 + ... – x + 1.)

fiimdi a’n›n bir tek say›ya bölündü¤ünü varsayal›m. 2a +

1’in asal olamayaca¤›n› kan›tlamak istiyoruz. a’y› bölen tek sa-

y›ya m diyelim. Demek ki a = nm ve m bir tek say›. x = 2n ol-

sun. Küçük bir hesap yapal›m:

2a + 1 = 2nm + 1 = (2n)m + 1 = xm + 1.

m tek oldu¤undan, ilk paragrafta gördü¤ümüz gibi, x + 1, xm

+ 1’i böler. Yani x + 1, 2a + 1’i böler.

Demek ki a bir tek say›ya bölünüyorsa, 2a + 1 asal olamaz.

Dolay›s›yla a, 2’nin bir kat› olmal›.

Asallar üzerine bildiklerimiz bilmediklerimizin yan›nda hiç

kal›r. Bildiklerimiz aras›ndan en önemlilerinden biri Fer-

mat’n›n Küçük Teoremi ad›yla an›lan flu teoremdir:

Teorem 10. (Fermat’n›n Küçük Teoremi.) n bir say›ysa ve

p asalsa, p, n p – n say›s›n› böler. Dolay›s›yla e¤er p, n’yi böl-

müyorsa, n say›s› np–1–1’i böler.

Bu teorem, n üzerine tümevar›mla kolayl›kla kan›tlanabilir.

Örne¤in 23, 223–2 say›s›n› böler, çünkü 23 asald›r. 23, 2’yi

bölmedi¤inden, 23, 222–1 say›s›n› da böler.

Bunun tersi do¤ru mudur? Yani e¤er p > 1 bir tamsay›ysa

ve p, 2p–1 – 1’i bölüyorsa, p asal m›d›r?
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Eski Çinliler de bu soruyu sormufllar ve yapt›klar› hesaplar-

da p hep asal ç›km›flt›r. Gerçekten de 1 < p < 300 için bu do¤-

rudur. Öte yandan p = 341 = 11 × 31 için do¤ru de¤ildir: 341

asal olmamas›na karfl›n 2340 – 1’i böler. Demek ki Çinliler ya-

n›lm›fllar. Bir iki deney yaparak matematiksel bir gerçek bulun-

maz. Kan›t gerekir. [11]

E¤er p, 2p – 2’yi bölüyorsa ama asal de¤ilse, p’ye �����������ad› verilir. Örne¤in 341 bir yalanc› asald›r.6 561, 645,

1105, 1387, 1729, 1905 de yalanc› asallard›r. Kaç tane yalan-

c› asal vard›r? Sonsuz tane vard›r, çünkü e¤er p bir yalanc› asal-

sa, 2p–1 de bir yalanc› asald›r. Okur bunu al›flt›rma olarak ka-

n›tlayabilir. Demek ki 2341 – 1 bir yalanc› asald›r.

Her p için, 2p – 1 tek bir say›d›r. Dolay›s›yla yukardaki yön-

temle bulunan yalanc› asallar hep tektirler. Bundan da flu “do-

¤al” soru ç›kar: Çift yalanc› asal var m›d›r? Evet! 1950’de D.H.

Lehmer 161.038’in bir yalanc› asal oldu¤unu kan›tlad›.

161.038 say›s›n› bulmak kolay de¤il ama, bu say›n›n yalanc›

asall›¤›n› kan›tlamak oldukça kolay. Kan›tlayal›m. 161.038’in

2161.038 – 2’yi böldü¤ünü kan›tlamak istiyoruz. Önce 161.038’i

asallar›na ay›ral›m: 

161.038 = 2 × 73 × 1103. 

Demek ki 73 ve 1103’ün a : = 2161.037–1 say›s›n› böldü¤ünü ka-

n›tlamal›y›z. 161.037’yi asallar›na ay›ral›m: 

161.037 = 32 × 29 × 617 = 9 × b. 

Burda b = 29 × 617 olarak ald›k elbet. E¤er c = 29 ise, bundan

da flu ç›kar:

a = 2161.037 – 1 = (29)b – 1 = cb – 1. 

Demek ki c – 1, yani 29 – 1, yani 511, yani 7 × 73, a’y› bölüyor-

mufl. Dolay›s›yla 73 de a’y› bölüyordur. fiimdi s›ra 1103’ün a’y›

böldü¤ünü kan›tlamakta. Ayn› ak›l yürütmeyi yapaca¤›z.

d : = 32 × 617 ve e = 229
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olsun. Hesaplayal›m:

a = 2161.037 – 1 = (229)d – 1 = ed – 1. 

Demek ki

e – 1 = 1103 × 486.737,

a’y› bölüyormufl. Kan›t›m›z bitmifltir.

1951’de N.W.H. Beeger sonsuz tane çift yalanc› asal oldu-

¤unu kan›tlad›.

E¤er p > 1, her n için n p – n’yi bölüyorsa ve asal de¤ilse,

p’ye çok yalanc› asal ad› verilir. Çok yalanc› asal say› var m›-

d›r? Evet. En küçük çok yalanc› asal say› 561’dir. 561 = 3 × 11

× 17 oldu¤undan 561 asal de¤ildir. Öte yandan, 561, her n için

n561–n’yi böler. Bunu da kan›tlamak oldukça kolayd›r. Kan›t

için okur Kaynakça [23]’e bakabilir.

Fermat’n›n Küçük Teoremi’ne göre (Teorem 10), e¤er p

asalsa,

1p–1, 2p–1, ..., (p–1)p–1

say›lar› p’ye bölündü¤ünde 1 kal›r. Dolay›s›yla bu p–1 say›n›n

toplam› olan

1p–1 + 2p–1+ ... + (p–1) p–1

say›s› p’ye bölündü¤ünde kalan p – 1’dir. Bunun tersi de do¤-

ru mudur? Yani n herhangi bir say›ysa ve

1n–1 + 2n–1 + ...+ (n–1)n–1

say›s› n’ye bölündü¤ünde kalan n – 1 ise, n asal m›d›r? 1950’de

Bedocchi ad›nda bir matematikçi 1985’de yan›t›n n < 101700

için “evet” oldu¤unu gösterdi. Genel sorunun yan›t› bugün de

bilinmiyor:

Soru: n herhangi bir say›ysa ve 1n–1+2n–1+ ...+(n–1)n–1 say›-

s› n’ye bölündü¤ünde kalan n – 1 ise, n asal m›d›r?

Gerçek asallara geri dönelim. Wilson Teoremi, hemen he-

men Fermat’n›n Küçük Teoremi kadar önemlidir:

143



Teorem 11. E¤er p asalsa, p, (p – 1)! + 1’i böler.

Asallar üzerine yan›t› bilinmeyen bir baflka soru geçeyim.

Goldbach, bir mektubunda afla¤›daki soruyu Euler’e sordu

(1772):

Goldbach San›s› (1): 5’ten büyük her say› üç asal›n topla-

m›na eflittir.

Euler, Goldbach’a sorunun yan›t›n› bilmedi¤ini, ama soru-

nun afla¤›daki soruyla eflde¤er oldu¤unu yazd›:

Goldbach San›s› (2): 4’ten büyük her çift say› iki asal›n top-

lam›d›r.

Örne¤in,

4 = 2+2

6 = 3+3

8 = 3+5

10 = 3+7 = 5+5

12 = 5+7

14 = 3+11 = 7+7

16 = 3+13 = 5+11

18 = 5+13 = 7+11

20 = 3+17 = 7+13

22 = 3+19 = 5+17 = 11+11

24 = 5+19 = 7+17 = 11+13

26 = 3+23 = 7+19 = 13+13

Yüz milyondan küçük say›lar için Goldbach san›s›n›n do¤-

ru oldu¤u biliniyor. Önermenin her say› için do¤ru oldu¤u bi-

linmiyor, ancak do¤ru oldu¤u san›l›yor. Bu san›y› kan›tlayabi-

lirseniz ölümsüzler aras›nda yerinizi al›rs›n›z.
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Asal say›lar üzerine dahaca çözülememifl bir baflka ünlü sa-

n› vard›r:

‹kiz Asallar San›s›: Sonsuz tane ikiz asal say› vard›r.

E¤er iki asal say›n›n aras›ndaki fark 2 ise, bu iki asal say›-

ya ikiz denir. Örne¤in, (3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31),

(41,43) ikiz asal say›lard›r. Sonsuz tane ikiz asal›n olup olma-

d›¤› bilinmiyor. “Bilinse ne olur, bilinmese ne olur?” demeyin.

Yan›t› bilinmeyen her soru ilginçtir, üzerinde düflünmeye de¤er.

‹nsan yaln›zca “düflünen hayvan” de¤ildir, nedenli nedensiz

düflünen hayvand›r.

1966’da, sonsuz tane asal p say›s› için, p + 2 say›s›n›n ya

asal ya da iki asal›n çarp›m› oldu¤u kan›tland›.

Bilinen en büyük ikiz asallar 1.706.595 × 211235 ± 1 asalla-

r›d›r, 1990’da Parady, Smith ve Zarantonello taraf›ndan bu-

lunmufllard›r. (Tabii bu yaz›n›n yaz›ld›¤› tarihe kadar...)

Üçüz asal var m›d›r? (3,5,7)’den baflka yoktur. Okur bunu

kolayl›kla kan›tlayabilir. Bir ipucu verelim: e¤er n bir tamsay›y-

sa, n, n+2, n+4 say›lar›ndan biri 3’e bölünür.

Yukarda sonsuz tane asal say›n›n oldu¤unu gördük. Gene de

o kadar fazla asal say› yoktur. Örne¤in, çift say›lar (2 d›fl›nda)

asal olamayacaklar›ndan, say›lar›n “yar›s›ndan fazlas›” asal de-

¤ildir. 1’le n aras›ndan rastgele bir say› seçsek, bu say›n›n asal ol-

ma olas›l›¤› kaçt›r? Bu olas›l›k n’ye göre de¤iflir elbet. E¤er n =

100 ise, bu olas›l›¤›n 1/4 oldu¤unu yaz›n›n en bafl›nda görmüfltük.

E¤er n bir tamsay›ysa, "(n), n’den küçük asallar›n say›s› ol-

sun. "(n)/n, n’den küçük rastgele seçilmifl bir say›n›n asal olma

olas›l›¤›d›r. n sonsuza gitti¤inde, bu olas›l›¤›n de¤eri kaçt›r?

Okur, n büyüdükçe, asal seçme olas›l›¤›n›n da küçülece¤ini ve

n sonsuza gitti¤inde bu olas›l›¤›n 0’a yak›nsayaca¤›n› tahmin

edebilir. Bu tahmin do¤rudur:
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limn)* "(n)/n = 0.

Bundan çok daha iyi bir sonuç bilinmektedir. "(n)/n ve

1/log(n), n büyüdükçe birbirlerine çok yak›nsamaktad›rlar.8 Bafl-

ka bir deyiflle, e¤er n büyükse, "(n) afla¤› yukar› n/log(n) dur, ya-

ni "(n) + n/log(n). Bu sonuca Asal Say›lar Teoremi ad› verilir.

Asal say›lar son derece ilginç bir konudur. Asal say›lar ko-

nusunda bilgilenmek isteyen okur [33] ve [40]’a bakabilir. He-

le Euler’in sonsuz tane asal say›n›n oldu¤unu (bir kez daha) ka-

n›tlayan bir kan›t› vard›r ki...
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8 Buradaki log, e temelindeki logaritmad›r.


