Flavio’nun Sorusu

ecenlerde Portekiz’deydim. Matematik¢i oldugumu ogre-
Gnen liseli bir geng, adi Flavio, kolay anlagilan, ¢6ziimii igin
pek fazla matematik bilgisi gerekmeyen ilging matematik soru-
lar1 sordu bana. Tam bu kosede sorulacak tirden sorular... Ki-
mi soru i¢in li¢ ay boyunca diisinmus ve sonunda ¢6ztimii bul-
mus. Hosuma gitti. Her zaman dedigim gibi, okullarimizda ve-
rilen aligkanhigin tam tersine, 6nemli olan yaniti bulmak degil,
dustinmektir. O geng, sorunun yanitini bulamayabilirdi, ama
inatla Gi¢ ay ayni soru tizerinde calisabilmek baglibasina bir er-
demdir, hatta bence tiniversiteye girmekten daha da onemlidir.

Iste o gencin sorularindan biri:

Bin ogrencili bir yatili okulda her 6grenciye 1’den 1000’e
kadar numaralanmig dolaplar verilmis. Ancak cilingirin yapti-
g1 bir hata sonucu, dolaplardan birinin kilidi déndtigiinde (ya-
ni dolap acildiginda ya da kapandiginda), o dolabin numarasi-
nin kat1 olan dolaplarin da kilidi dontiyormus (yani agiksa ka-
paniyor, kapaliysa agiliyormus.) Ornegin 8 numarali dolap
acildiginda ya da kapandiginda, 16 numarali dolap agiksa ka-
paniyor, kapaliysa agiliyormus. 24, 32, 40, ... numarali dolap-
lar da ayni akibete ugruyormus.
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Dolaplarin hepsi baslangigta kapaliymis. Ogrenciler sirayla
okula girmisler ve dolaplarinin kilitlerini birer kez dondiirmiis-
ler. Once bir numarali dolabin sahibi 6grenci girmis ve dolabi-
n1 agmis. Biitiin dolaplar agilmis elbet. Sonra iki numarali do-
labin sahibi 6grenci girmis, a¢ik dolabini kapatmig ve boylece
¢ift numarali dolaplar kapanmis. Sonra ti¢ numarali dolabin
sahibi gelmis, acik dolabini kapatmis ve boylece kapali olan 6
acilmisg, acgik olan 9 kapanmuisg, kapali olan 12 agilmus...

Soru su: 1000 ogrenci de dolaplarinin kilitlerini sirayla
dondurdiklerinde, hangi dolaplar agik kalir?

Onemli olan her dolabin kag defa acilip kapandig1. Eger do-
lap tek sayida acilip kapaniyorsa, acik kalacaktir, yoksa kapali
kalacaktir. Bir dolap kag¢ defa acilip kapanir? Kag sayiya bolu-
niiyorsa o kadar acilip kapanir. Ornegin, 20 numaral dolap,

1,2,4,5,10,20
numarali ogrenciler tarafindan acilip kapanir, yani tam alti
kez, demek ki 20 numarali dolap sonunda kapali kalacaktir.
Ote yandan 36 numarali dolap,
1,2,3,4,6,9,12,18, 36
numaral 6grenciler tarafindan acilip kapanir, yani tam dokuz
kez, demek ki 36 numarali dolap sonunda ag¢ik kalacaktir.

Dolayisiyla herhangi bir 7 dogal sayisinin ka¢ dogal sayiya
boliindugiini bulmaliyiz.

Dogal sayimizi asallarina ayiralim:

n =P P72 P33 ... i

Buradaki pq, py, ..., p, sayilari birbirinden degisik 7’yi bo-
len tiim asallardir. Simdi 7’yi bolen sayilar1 bulalim. #’yi bolen
her say1, 0 < by <ay, 0< b, <ay, ..., 0 < b, <a, esitsizliklerini
saglayan by, ..., b, tamsayilari igin,

P1b1 pab2 p3bs . p/br
bi¢iminde yazilir. Herbir b; igin a; + 1 se¢cimimiz var. Demek ki
n’nin
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(@ +1)ay, + 1) ... (a,+ 1)
tane boleni var. Bu sayi ¢iftse # sayili dolap kapali kalacaktr,
tekse acik kalacaktir. Bu sayimin ¢ift olmasi icin yeterli ve ge-
rekli kosul g; + 1 sayilarindan birinin ¢ift olmasidir, yani g; sa-
yilarindan birinin tek olmasidir. Ote yandan yukardaki sayinin
tek olmasi i¢in yeterli ve gerekli kosul, a; + 1 sayilarindan her-
birinin tek olmasi, yani herbir g; sayisinin ¢ift olmasidir. Her
a;/nin ¢ift olmasi da @’nin bir tamsayinin karesi olmasi demek-
tir. Neden? Ciinkii her g; ciftse, a; sayisin1 2¢; olarak yazabili-
riz. O zaman da,
n=P191 Py®2 P33 .. P = 121 Pr22 323 L p R
= (P11 P22 P33 .. P,r)?

esitligi gecerlidir. Bunun tersi de dogrudur: Eger 7 bir tamsay:-
nin karesiyse, a;’lerin herbiri ¢ift olmak zorundadir.

Sonug olarak, 1, 4, 9, 16, 25, 36 gibi bir tamkare olan do-
laplar agik kalacak, tamkare olmayanlar kapali kalacaklardir.
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