
Eflyap› Göndermeleri
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Do¤al say›lar kümesi, yani 0, 1, 2, 3 gibi tamsay›lar› içeren

küme N simgesiyle gösterilir:

N = {0, 1, 2, 3, ... }

ƒ(x) = 2x göndermesi (fonksiyonu, kural›, ad›n› siz koyun),

bir do¤al say›y› bir baflka do¤al say›ya gönderir (2’yle çarpar).

Örne¤in,

ƒ(0) = 0

ƒ(1) = 2

ƒ(2) = 4

ƒ(5) = 10

dir.

Bu ƒ göndermesinin flu özelli¤i vard›r: x ve y hangi do¤al

say› olurlarsa olsunlar,

ƒ(x + y) = ƒ(x) + ƒ(y)

eflitli¤i do¤rudur, çünkü,

ƒ(x+y) = 2(x+y) = 2x + 2y = ƒ(x) + ƒ(y)

eflitlikleri geçerlidir.

Birinci Soru: ƒ(x + y) = ƒ(x) + ƒ(y) eflitli¤ini sa¤layan tüm

ƒ: N # N

göndermelerini bulun.



Bu soru her matematik bölümünde, hatta kimi zaman birin-

ci y›lda, yan›tlan›r. Biz de yan›tlayal›m.

Teorem: E¤er ƒ: N # N göndermesi, her x ve y için 

ƒ(x + y) = ƒ(x) + ƒ(y) 

eflitli¤ini sa¤l›yorsa, öyle bir a do¤al say›s› vard›r ki, her x için,

ƒ(x) = ax eflitli¤i geçerlidir.

Kan›t: Her fleyden önce ƒ(0) = 0 eflitli¤ini kan›tlayal›m:

ƒ(0) = ƒ(0 + 0) = ƒ(0) + ƒ(0)

eflitliklerinden, ƒ(0) = 0 ç›kar.

fiimdi ƒ(1)’e a diyelim: ƒ(1) = a. Dedik! Herhangi bir x do-

¤al say›s› alal›m. ƒ(x) = ax eflitli¤ini kan›tlamak istiyoruz. Ka-

n›tlayal›m:

E¤er x = 0 ise, ax = a0 = 0 = ƒ(0) = ƒ(x) ve bu durumda ƒ(x)

= ax eflitli¤i do¤ru.

E¤er x = 1 ise, ax = a1 = a = ƒ(1) = ƒ(x) ve bu durumda ƒ(x)

= ax eflitli¤i gene do¤ru.

Ya x = 2 ise? O zaman da do¤ru:

ƒ(x) = ƒ(2) = ƒ(1+1) = ƒ(1)+ƒ(1) = a+a = 2a = a2 = ax.

fiimdi x = 3 olsun:

ƒ(x) = ƒ(3) = ƒ(2+1) = ƒ(2)+ƒ(1) = a2+a = a3 = ax.

Eflitlik gene do¤ru.

Tümevar›mla1, ƒ(x) = ax eflitli¤inin her zaman do¤ru oldu-

¤u kan›tlanabilir.

Bir baflka “kan›t” da flöyle yap›labilir. x’i, x tane 1’in top-

lam› olarak yazal›m:

x = 1 + 1 + … + 1

ve bu eflitli¤e ƒ’yi uygulayal›m:

ƒ(x) = ƒ(1 + 1 + … + 1)
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1 Bu kan›t yöntemi, Matematik ve Oyun adl› kitab›m›n Sonsuz ‹nifl, Sonsuz
Ç›k›fl adl› yaz›mda aç›klanm›flt›r.



Sa¤ taraftaki say›y› hesaplayabiliriz:

ƒ(1 + 1 + … + 1) = ƒ(1) + ƒ(1) + … + ƒ(1) = a + a + … + a = ax.

Diledi¤imizi kan›tlad›k, demek ki ƒ(x) = ax imifl...

‹kinci Soru: N* = N \ {0} = {1, 2, 3, 4,...} kümesi olsun. Her

x ve y için, ƒ(xy) = ƒ(x) ƒ(y) eflitli¤ini sa¤layan tüm ƒ: N* # N*

göndermelerini bulun.

Bu sorunun yan›t›n›n da matematik bölümlerinde görülme-

si gerekmektedir.

Her fleyden önce, ƒ(1) = ƒ(1.1) = ƒ(1)ƒ(1) eflitliliklerinden

dolay›, ƒ(1) = 1 olmal›d›r.

fiimdi ƒ’nin öbür say›larda ald›¤› de¤erleri bulal›m.

ƒ(xy) = ƒ(x)ƒ(y) eflitli¤inden, ƒ(xyz) = ƒ(x)ƒ(y)ƒ(z) eflitli¤i

de ç›kar. Hatta daha genel olarak,

ƒ(x1x2 … xn) = ƒ(x1)ƒ(x2) … ƒ(xn)

eflitli¤i do¤rudur. Örne¤in,

ƒ(30) = ƒ(2×3×5) = ƒ(2)ƒ(3)ƒ(5)

ƒ(60) = ƒ(2×2×3×5) = ƒ(2)ƒ(2)ƒ(3)ƒ(5)

eflitlikleri do¤rudur. Dolay›s›yla, ƒ göndermesinin asal say›lar-

da ald›¤› de¤erleri bilirsek, ƒ’nin her say›da ald›¤› de¤eri bula-

biliriz. Yani,

ƒ(2), ƒ(3), ƒ(5), ƒ(7), ƒ(11), ƒ(13), …

say›lar›n› bilmemiz gerekiyor.

ƒ göndermesi asal say›larda hangi de¤eri alabilir? Her de¤e-

ri alabilir. Bu de¤erler üzerine herhangi bir koflul koymaya

hakk›m›z yok. Örne¤in, ƒ göndermesi, bir asal say›y› bir son-

raki say›ya yolluyorsa, yani,

ƒ(2) = 3

ƒ(3) = 4

ƒ(5) = 6

ƒ(7) = 8

ƒ(11) = 12

…
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ise,

ƒ(60) = ƒ(2×2×3×5) = ƒ(2)ƒ(2)ƒ(3)ƒ(5) = 3×3×4×6 = 216

d›r.

Demek ki, her x ve y için, ƒ(xy) = ƒ(x)ƒ(y) eflitli¤ini sa¤la-

yan ƒ: N* # N* göndermeleri, ƒ’nin asallarda ald›¤› de¤erler

taraf›ndan belirleniyor. Bu göndermeler hakk›nda baflka bir fley

söyleyemeyiz. Daha matematiksel bir deyiflle, bulmaya çal›flt›-

¤›m›z göndermeler kümesiyle, asal say›lardan N* kümesine gi-

den göndermeler aras›nda birebir bir eflleflme vard›r.

Üçüncü Soru: Her x ve y için, ƒ(xy) = ƒ(x)f(y) eflitli¤ini sa¤-

layan tüm ƒ: N* # N* göndermelerini bulal›m.

Afla¤›daki eflitli¤e gözat›n:

ƒ(x)f(y)f(z) = (ƒ(x)f(y))f(z) = ƒ(xy)f(z) = ƒ((xy)z) = ƒ(xyz) = ƒ(x)f(yz)

E¤er, bir x için ƒ(x) ) 1 ise, yukardaki eflitlikten, her y ve z

için,

ƒ(yz) = ƒ(y)ƒ(z)

ç›kar. ‹kinci soruda bu göndermelerin asal say›larda ald›klar›

de¤erler taraf›ndan belirlendi¤ini kan›tlam›flt›k. (Ama bu son

tümcenin hiç mi hiç önemi yok bizim için. Devam edelim.)

ƒ(x)f(n) = ƒ(xn) = ƒ(xx…x) = ƒ(x)ƒ(x) … ƒ(x) = ƒ(x)n.

Demek ki, ƒ(n) = n.

Sonuç olarak, yukardaki koflulu sa¤layan iki gönderme vard›r:

1) Her n için ƒ(n) = 1 ve

2) Her n için ƒ(n) = n.

Dileyen okur, her x için ƒ(xx) = ƒ(x)ƒ(x) koflulunu sa¤layan

göndermelere bakabilir, ben bakmad›m!
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