Esyap1 Gondermeleri

ogal sayilar kiimesi, yani 0, 1, 2, 3 gibi tamsayilar1 igeren
kume N simgesiyle gosterilir:
N={0,1,2,3,..}
f(x) = 2x gondermesi (fonksiyonu, kurali, adini siz koyun),
bir dogal sayiy1 bir bagka dogal sayiya gonderir (2’yle ¢arpar).

Ornegin,
f(0)=0
f(1)=2
f2)=4
f(5) =10
dir.

Bu f gondermesinin su 6zelligi vardir: x ve y hangi dogal
say1 olurlarsa olsunlar,

flx+y)=flx)+ f(y)

esitligi dogrudur, ¢uinki,
flx+y) = 2(x+y) = 2x + 2y = f(x) + f(y)
esitlikleri gecerlidir.

Birinci Soru:  f(x +y) = f(x) + f(y) esitligini saglayan tiim

f:N->N
gondermelerini bulun.
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Bu soru her matematik boliimiinde, hatta kimi zaman birin-
ci yilda, yanitlanir. Biz de yanitlayalim.

Teorem: Eger f: N — N gondermesi, her x ve y icin
flx +y) = f(x) + f(y)
esitligini sagliyorsa, 6yle bir a dogal sayisi vardir ki, her x icin,
f(x) = ax esitligi gecerlidir.

Kanit: Her seyden once f(0) = 0 esitligini kanitlayalim:
£(0) = £(0 + 0) = £(0) + f(0)
esitliklerinden, f(0) = 0 cikar.

Simdi f(1)’e a diyelim: f(1) = a. Dedik! Herhangi bir x do-
gal sayisi alalim. f(x) = ax esitligini kanitlamak istiyoruz. Ka-
nitlayalim:

Eger x = 0 ise, ax = a0 = 0 = f(0) = f(x) ve bu durumda f(x)
= ax esitligi dogru.

Eger x = 1 ise, ax =al = a = f(1) = f(x) ve bu durumda f(x)
= ax esitligi gene dogru.

Ya x = 2 ise? O zaman da dogru:

f(x) = f(2) = f(1+1) = f(1)+f(1) = a+a = 2a = a2 = ax.

Simdi x = 3 olsun:

f(x) = f(3) = f(2+1) = f(2)+f(1) = a2+a = a3 = ax.

Esitlik gene dogru.

Ttumevarimlal, f(x) = ax esitliginin her zaman dogru oldu-
gu kanitlanabilir.

Bir bagka “kanit” da soyle yapilabilir. x’i, x tane 1’in top-
lami olarak yazalim:

x=1+1+..+1
ve bu esitlige f’yi uygulayalim:
flx)=f(1+1+...+1)

1 Bu kamt yéntemi, Matematik ve Oyun adli kitabimin Sonsuz Inis, Sonsuz
Cikig adli yazimda aciklanmustir.
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Sag taraftaki sayiy1 hesaplayabiliriz:
fA+1+..+)=f()+f()+...+f(l)=a+a+ ... +a=ax.
Diledigimizi kanitladik, demek ki f(x) = ax imis...

Ikinci Soru: N* = N\ {0} = {1, 2, 3, 4,...} kiimesi olsun. Her
x ve yigin, f(xy) = f(x) f(y) esitligini saglayan tim f: N* — N*
gondermelerini bulun.

Bu sorunun yanitinin da matematik bélimlerinde gortilme-
si gerekmektedir.

Her seyden once, f(1) = f(1-1) = f(1)f(1) esitliliklerinden
dolay1, f(1) = 1 olmahdir.

Simdi f’nin obir sayilarda aldig: degerleri bulalim.

flxy) = f(x)f(y) esitliginden, f(xyz) = f(x)f(y)f(z) esitligi
de ¢ikar. Hatta daha genel olarak,

Floxrxg o x) = floeg) f(x2) oo fl)
esitligi dogrudur. Ornegin,
£(30) = £(2x3x5) = FRIFB)F(S)

£(60) = f(2x2x3x5) = F2)[2)f3)f(5)
esitlikleri dogrudur. Dolayisiyla, f gondermesinin asal sayilar-
da aldig1 degerleri bilirsek, f’nin her sayida aldigi degeri bula-
biliriz. Yani,

£2), £3), £(5), £(7), F11), F(13), ...
sayilarini bilmemiz gerekiyor.

f gondermesi asal sayilarda hangi degeri alabilir? Her dege-
ri alabilir. Bu degerler tizerine herhangi bir kosul koymaya
hakkimiz yok. Ornegin, f gondermesi, bir asal sayiy1 bir son-
raki sayiya yolluyorsa, yani,

f2)=3
f3) =4
fi5)=6
f(7)=8
f(11) =12
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ise,
f(60) = f(2x2x3x5) = f(2)f(2)f(3)f(5) = 3x3x4x6 = 216
dir.

Demek ki, her x ve y igin, f(xy) = f(x)f(y) esitligini sagla-
yan f: N* —» N* gondermeleri, f’nin asallarda aldig1 degerler
tarafindan belirleniyor. Bu gondermeler hakkinda bagka bir sey
soyleyemeyiz. Daha matematiksel bir deyisle, bulmaya ¢alisti-
gimiz gondermeler kiimesiyle, asal sayilardan N* kiimesine gi-
den gondermeler arasinda birebir bir eglesme vardir.

Uciincii Soru: Her x ve y icin, f(x¥) = f(x)f) esitligini sag-
layan tim f: N* - N* gondermelerini bulalim.

Asagidaki esitlige gozatin:
F()fz) = (f(x)ON2) = f(x2)2) = F((xY)?) = f(x92) = f(x)f02)

Eger, bir x icin f(x) # 1 ise, yukardaki esitlikten, her y ve z
icin,

fyz) = f()f(z)

cikar. Ikinci soruda bu gondermelerin asal sayilarda aldiklar
degerler tarafindan belirlendigini kanitlamigtik. (Ama bu son
timcenin hi¢ mi hi¢ 6nemi yok bizim i¢in. Devam edelim.)

FEOf) = f(xm) = Flax..x) = FEF() oo flx) = Fla)m,

Demek ki, f(n) = n.

Sonug olarak, yukardaki kogulu saglayan iki gonderme vardir:

1) Her n icin f(n) = 1 ve

2) Her n i¢in f(n) = n.

Dileyen okur, her x icin f(x*) = f(x)/®) kosulunu saglayan
gondermelere bakabilir, ben bakmadim!
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