
Çekirge Kaç S›çrar ya da
“Rastgele Yürüyüfl”
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Bir çekirge çok ama çok uzun bir yol üstünde. Çekirge öne

ya da arkaya 1 metre s›çrayabiliyor. Belli bir olas›l›kla öne,

belli bir olas›l›kla arkaya s›çr›yor. Örne¤in, öne ya da arkaya

s›çramak için çekirge yaz› tura atabilir, yaz› gelirse öne, tura

gelirse arkaya s›çrayabilir. Ya da zar atabilir, flefl gelirse arka-

ya, gelmezse öne s›çrayabilir.

Diyelim çekirge p olas›l›kla öne, q olas›l›kla arkaya s›çrad›.

Elbette p + q = 1’dir. Çekirgenin, bir zaman sonra (yani sonlu

bir zaman içinde, ama zaman limiti olmaks›z›n), örne¤in, 1000

metre ileri gitme olas›l›¤› kaçt›r?

Çekirge önce arkaya, sonra iki kez öne, sonra befl kez gene

arkaya s›çrayabilir. Yani çekirgenin 1000 metrelik yolu birden-

bire, dosdo¤ru gitmesi gerekmez. Bir arkaya, iki öne giderek de

1000 metre öne gidebilir.

En iyisi çekirgeyi bir say› do¤rusu üstünde yol al›rken gös-

termek:

Çekirgenin bafllang›çta bulundu¤u noktaya s›f›r (0) diyelim

(Resimde bu nokta Ç harfiyle gösterilmifl.) Öbür noktalar› tam-

say›larla al›fl›k oldu¤umuz üzere numaralayal›m: Ç’nin sa¤›n-
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daki ilk noktaya 1, solundaki ilk noktaya –1 diyelim...

Çekirge p olas›l›kla 1 metre sa¤a, q olas›l›kla 1 metre sola

gidiyor. Bir süre sonra çekirgenin 1000 metre sa¤a gitme olas›-

l›¤› kaçt›r?

Elbette p ne kadar büyükse, çekirgenin 1000 metre sa¤a git-

me olas›l›¤› da o kadar büyüktür.

Örne¤in, e¤er p = 1 ise, yani çekirge hep sa¤a do¤ru ilerli-

yorsa, o zaman yüzde yüz olas›l›kla çekirge 1000 noktas›na

ulafl›r (ve tam 1000 s›çray›flta ulafl›r.)

Öte yandan p = 0 ise, çekirge hep sola gitmek zorundad›r

ve hiçbir zaman 1000’e varamaz.

Ya p = 1/2 ise?

Ya da p baflka bir say›ysa? O zaman çekirgenin 1000’e

ulaflma olas›l›¤› kaçt›r?

Çekirgenin n’ye ulaflma olas›l›¤›na xn diyelim. Yukarda

x1000’i sorduk. E¤er n > 0 ise, xn = x1
n dir. Çünkü çekirgenin n

metre sa¤a gidebilmesi için, çekirgenin n kez 1 metre sa¤a git-

mesi gerekmektedir. Dolay›s›yla, sorumuzun yan›t›n› bulmak

için x1’i hesaplamak yeterlidir.

Çekirge p olas›l›kla daha birinci s›çray›flta 1’e ulaflacakt›r.

Öte yandan q olas›l›kla ilk s›çray›flta !1’e gelecektir. Bu ikinci

durumda, 1’e gelebilmek için çekirgenin 2 metre sa¤a s›çraya-

bilmesi gerekmektedir. Yani, çekirge 1’e ulaflmak için

a) Ya ilk s›çray›fl›nda sa¤a s›çrayacakt›r (p olas›l›kla),

b) Ya da ilk s›çray›fl›nda sola s›çrayacakt›r (q, yani 1 ! p

olas›l›kla) ve bundan sonra iki ad›m sa¤a s›çramas› gerekecek-

tir (x2 olas›l›kla.)

Demek ki, x1 = p + (1 ! p)x2 eflitli¤i geçerlidir. Ama x2 = x1
2.

Demek ki,

x1 = p + (1 ! p)x1
2

eflitli¤i geçerlidir.
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Bu, ikinci dereceden bir denklemdir:

(1 ! p)x1
2 ! x1 + p = 0.

Çözelim:

0 = (1 ! p)x1
2 ! x1 + p = (1 ! x1)(p ! (1 ! p)x1),

yani

ya x1 = 1 ya da x1 = p/(1 ! p).

Hangisi? E¤er p % 1/2 ise (yani p % q ise), p/(1 ! p) % 1 ol-

du¤undan (neden?), bu fl›kta do¤ru yan›t 1’dir. Demek ki, p %

1/2 ise çekirgenin sonlu (ama belirsiz) bir süre sonra 1’e gelme

olas›l›¤› yüzde yüzdür, dolay›s›yla 1000’e, ya da pozitif herhan-

gi bir say›ya varma olas›l›¤› yüzde yüzdür.

E¤er p $ 1/2 ise, yani p $ q ise bu olas›l›k kaçt›r? Gene x1’i

hesaplamak yeter elbette. Yukardakinden daha ayr›nt›l› bir çö-

zümleme (analiz) yapmal›y›z.

Afla¤›daki flekle bir göz atal›m.

En alt sol noktadan, yani (0, 0) noktas›ndan bafllayarak, çe-

kirge do¤ru üzerinde sola s›çrad›¤›nda yukardaki flekilde bir

ad›m yukar› ç›kal›m ( * ), sa¤a s›çrad›¤›nda yukardaki flekilde

bir ad›m sa¤a gidelim ( # ).

(1, 0), (2, 1), (3, 2) gibi, flekilde koyu renkle belirtilmifl nok-

talara var›l›rsa, çekirgenin do¤ru üzerinde 1 noktas›na ulaflt›¤›
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anlafl›l›r. Örne¤in yukardaki flekilde (1, 0) noktas›na var›l›rsa,

çekirge hemen, daha ilk hamleden 1 noktas›na s›çram›fl demek-

tir. E¤er (2, 1) noktas›na var›l›rsa, çekirge do¤ru üzerinde önce

bir ad›m sola ( * ), sonra iki ad›m sa¤a ( # ) s›çram›fl demek-

tir. E¤er (3, 2) noktas›na var›l›rsa, çekirge do¤ru üzerinde ya

sol-sa¤-sol-sa¤-sa¤ yapm›flt›r ya da sol-sol-sa¤-sa¤-sa¤. Yani (3,

2) noktas›na iki de¤iflik biçimde ulafl›labilir. (4, 3) noktas›na da

befl de¤iflik biçimde ulafl›r:

sol-sa¤-sol-sa¤-sol-sa¤-sa¤ = *#*#*##

sol-sa¤-sol-sol-sa¤-sa¤-sa¤ = *#**###

sol-sol-sa¤-sa¤-sol-sa¤-sa¤ = **##*##

sol-sol-sa¤-sol-sa¤-sa¤-sa¤ = **#*###

sol-sol-sol-sa¤-sa¤-sa¤-sa¤ = ***####

Genel olarak, çekirge (0, 0) noktas›ndan bafllayarak kaç çe-

flitli yoldan (n + 1, n) noktas›na ulaflabilir? Bilmiyorum ve

umarsam›yorum ve bilmeyi de arzulam›yorum. Biz gene de bu

bilmedi¤imiz say›ya ƒ(n) diyelim. Örne¤in,

ƒ(0) = 1

ƒ(1) = 1

ƒ(2) = 2

ƒ(3) = 5

(0, 0) noktas›ndan (n + 1, n) noktas›na giden her yolda, çe-

kirge n kez sola ( * ), n+1 kez sa¤a ( # ) gitmelidir. Bunun da

olas›l›¤› qnpn+1 dir. Demek ki çekirgenin n kez sola, n + 1 kez

sa¤a giderek 1 noktas›na ulaflma olas›l›¤›, ƒ(n)qnpn+1 dir. Dola-

y›s›yla, çekirgenin 1 noktas›na ulaflma olas›l›¤›,

dir. E¤er p % q ise, bu say›n›n 1 oldu¤unu biliyoruz. Bunu yu-

karda hesaplam›flt›k. Ya p $ q ise?

Toplumsal infiale yol açabilecek flu eflitli¤e bakal›m:
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E¤er p $ q ise, q % p oldu¤undan ve bu durumda olas(q, p) =

1 oldu¤undan, yukardaki eflitlikten, e¤er p $ q ise,

olas(p, q) = (p/q)olas(q, p) = p/q

bulunur.

Demek ki, p $ q oldu¤unda, x1 = p/q imifl.

Dolay›s›yla x1000 = (p/q)1000 dir, genellikle oldukça küçük

bir olas›l›kt›r bu da...

Bu tür soruyu bir do¤ru üzerinde de¤il de bir düzlemde so-

rabilirsiniz, çekirge kuzeye, güneye, do¤uya, bat›ya s›rayabile-

ce¤i bir düzlemde... Çok daha zor... Bu tür sorular, matemati-

¤in “rastgele yürüyüfl” denen alan›na girer.
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