Cekirge Kag Sicrar ya da
“Rastgele Yiiriiyiis”

ir ¢ekirge cok ama ¢ok uzun bir yol ustiinde. Cekirge one
Bya da arkaya 1 metre si¢rayabiliyor. Belli bir olasilikla 6ne,
belli bir olasilikla arkaya sigriyor. Ornegin, 6ne ya da arkaya
sicramak i¢in ¢ekirge yazi tura atabilir, yaz1 gelirse One, tura
gelirse arkaya sigrayabilir. Ya da zar atabilir, ses gelirse arka-
ya, gelmezse one sigrayabilir.

Diyelim ¢ekirge p olasilikla 6ne, g olasilikla arkaya si¢radi.
Elbette p + g = 1’dir. Cekirgenin, bir zaman sonra (yani sonlu
bir zaman i¢inde, ama zaman limiti olmaksizin), 6rnegin, 1000
metre ileri gitme olasilig kagtir?

Cekirge once arkaya, sonra iki kez 6ne, sonra beg kez gene
arkaya sicrayabilir. Yani ¢ekirgenin 1000 metrelik yolu birden-
bire, dosdogru gitmesi gerekmez. Bir arkaya, iki 6ne giderek de
1000 metre one gidebilir.

En iyisi ¢ekirgeyi bir say1 dogrusu ustiinde yol alirken gos-
termek:
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Cekirgenin baslangicta bulundugu noktaya sifir (0) diyelim
(Resimde bu nokta C harfiyle gosterilmis.) Obiir noktalar: tam-
sayilarla alisik oldugumuz tzere numaralayalim: C’nin sagin-
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daki ilk noktaya 1, solundaki ilk noktaya -1 diyelim...

Cekirge p olasilikla 1 metre saga, g olasilikla 1 metre sola
gidiyor. Bir siire sonra ¢ekirgenin 1000 metre saga gitme olasi-
hig1 kactir?

Elbette p ne kadar biiyiikse, ¢ekirgenin 1000 metre saga git-
me olasiligi da o kadar buyuktiir.

Ornegin, eger p = 1 ise, yani gekirge hep saga dogru ilerli-
yorsa, o zaman yuzde ytiz olasilikla ¢ekirge 1000 noktasina
ulasir (ve tam 1000 sicrayista ulagir.)

Ote yandan p = 0 ise, cekirge hep sola gitmek zorundadir
ve hicbir zaman 1000’e varamaz.

Yap =1/2 ise?

Ya da p baska bir sayiysa? O zaman ¢ekirgenin 1000’e
ulagma olasiligi kagtir?

Cekirgenin 7’ye ulagma olasiligina x, diyelim. Yukarda
X1000 1 sorduk. Eger n > 0 ise, x,, = x4” dir. Cunki ¢ekirgenin 7
metre saga gidebilmesi igin, ¢ekirgenin 7 kez 1 metre saga git-
mesi gerekmektedir. Dolayisiyla, sorumuzun yanitint bulmak
icin x¢’i hesaplamak yeterlidir.

Cekirge p olasilikla daha birinci sigrayista 1’e ulasacaktir.
Ote yandan g olasilikla ilk sigrayista —1’e gelecektir. Bu ikinci
durumda, 1’e gelebilmek i¢in ¢ekirgenin 2 metre saga sicraya-
bilmesi gerekmektedir. Yani, ¢ekirge 1’e ulagsmak icin

a) Ya ilk sigrayisinda saga sigrayacaktir (p olasilikla),

b) Ya da ilk sigrayisinda sola sicrayacaktir (g, yani 1 — p
olasilikla) ve bundan sonra iki adim saga sicramasi gerekecek-
tir (x, olasilikla.)

Demek ki, x; = p + (1 — p)x, esitligi gegerlidir. Ama x, = x;2.
Demek ki,

xp=p+(1-p)xy?
esitligi gecerlidir.
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Bu, ikinci dereceden bir denklemdir:
(1-p)x2—x1+p=0.
Cozelim:
0=(1-plxi2—x;+p=(1-x1)(p—(1-p)xy),
yani

yax; =1vyadax;=p/(1-p).

Hangisi? Eger p > 1/2 ise (yani p > q ise), p/(1 — p) > 1 ol-
dugundan (neden?), bu sikta dogru yanit 1°dir. Demek ki, p >
1/2 ise cekirgenin sonlu (ama belirsiz) bir siire sonra 1’e gelme
olasilig1 yiizde yiizdiir, dolayisiyla 1000’e, ya da pozitif herhan-
gi bir sayiya varma olasihig yiizde yuizdur.

Eger p < 1/2 ise, yani p < q ise bu olasilik kagtir? Gene x;’i
hesaplamak yeter elbette. Yukardakinden daha ayrintili bir ¢6-
ziimleme (analiz) yapmaliyiz.

Asagidaki sekle bir goz atalim.

o

q(G.r
p

En alt sol noktadan, yani (0, 0) noktasindan baslayarak, ce-
kirge dogru tizerinde sola sigradiginda yukardaki sekilde bir
adim yukari ¢tkalm ( T ), saga sicradiginda yukardaki sekilde
bir adim saga gidelim ( — ).

(1, 0), (2, 1), (3, 2) gibi, sekilde koyu renkle belirtilmis nok-
talara varilirsa, ¢ekirgenin dogru tizerinde 1 noktasina ulastigi
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anlasilir. Ornegin yukardaki sekilde (1, 0) noktasina varilirsa,
cekirge hemen, daha ilk hamleden 1 noktasina sicramig demek-
tir. Eger (2, 1) noktasina varilirsa, ¢ekirge dogru tizerinde énce
bir adim sola ( T ), sonra iki adim saga ( — ) sicranmus demek-
tir. Eger (3, 2) noktasina varilirsa, cekirge dogru lizerinde ya
sol-sag-sol-sag-sag yapmustir ya da sol-sol-sag-sag-sag. Yani (3,
2) noktasina iki degisik bicimde ulagilabilir. (4, 3) noktasina da
bes degisik bi¢cimde ulagir:
sol-sag-sol-sag-sol-sag-sag = T>T>T>—
sol-sag-sol-sol-sag-sag-sag = T->TT>—>—
sol-sol-sag-sag-sol-sag-sag = TT>->T>—
sol-sol-sag-sol-sag-sag-sag = TT>T>—>—
sol-sol-sol-sag-sag-sag-sag = TTT>—>—->—

Genel olarak, cekirge (0, 0) noktasindan baslayarak kag ce-
sitli yoldan (#z + 1, n) noktasina ulasabilir? Bilmiyorum ve
umarsamiyorum ve bilmeyi de arzulamiyorum. Biz gene de bu
bilmedigimiz sayiya f(n) diyelim. Ornegin,

fl0)=1
fa)=1
f(2)=2
f3)=5

(0, 0) noktasindan (n + 1, n) noktasina giden her yolda, ce-
kirge 7 kez sola ( T ), n+1 kez saga ( — ) gitmelidir. Bunun da
olasiligr g7pm+1 dir. Demek ki ¢ekirgenin 7 kez sola, n + 1 kez
saga giderek 1 noktasina ulasma olasiligi, f(n)gmp+! dir. Dola-
yistyla, ¢ekirgenin 1 noktasina ulagma olasihigi,

olas(p, q)= Y., fei)g"p""!

dir. Eger p > q ise, bu sayinin 1 oldugunu biliyoruz. Bunu yu-
karda hesaplamistik. Ya p < g ise?
Toplumsal infiale yol acgabilecek su esitlige bakalim:
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olas(p, q)= 3" fnlg"p" " = ngof(n)q””p”

- ng;of(n)p”q”” - golas( )

Eger p < g ise, g > p oldugundan ve bu durumda olas(q, p) =
1 oldugundan, yukardaki esitlikten, eger p < q ise,

olas(p, q) = (p/g)olas(q, p) = plq
bulunur.

Demek ki, p < g oldugunda, x; = p/q imis.

Dolayisiyla x40 = (p/g)1000 dir, genellikle olduk¢a kuguk
bir olasiliktir bu da...

Bu tiir soruyu bir dogru tizerinde degil de bir diizlemde so-
rabilirsiniz, ¢ekirge kuzeye, giineye, doguya, batiya sirayabile-
cegi bir dizlemde... Cok daha zor... Bu tiir sorular, matemati-
gin “rastgele yiruyls” denen alanina girer.
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