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Matematik Diinyasi, 2010-1lI

Ders
Notlari

1. Lineer Cebir Tekrar1
V, bir K cismi iizerine 7z > 0 boyutlu bir vektor
uzayl olsun. V’nin K-vektor uzayi olarak ando-
morfizmalari, yani V’nin lineer (ya da dogrusal)
fonksiyonlar1 kiimesi, bileske ve (noktasal) topla-
ma iglemleri altinda bir halkadir. Endg(V) olarak
yazilan bu halka 7 > 1 ise degismeli degildir. Birim
elemani 1 = Idy 6zdeslik fonksiyonudur.
Eger V’nin bir
Uty ooy Uy,

tabanini segersek, bu satirlarin okurunun cok iyi
bilmesi gerektigi gibi, her andomorfizmayi bir ve
bir tek 7 x 7 boyutlu matris olarak yazabiliriz.
Boylece Endg/(V) ile 7 x n boyutlu matrisler kiime-
st M
eslemeye O diyelim:

® : Endg(V) - M, (K)
Bu 0 eglemesi yardimiyla Endg(V) halkasinin yapist
M,,,,,(K) kiimesine taginabilir: A, B € M,,,,,(K) i¢in,

A+ B=0(01(A) + 0-1(A)),

AB = O(@1(A)0-1(A))
tanimum yaparsak, M, (K) kiimesi de bir halka

xn(K) arasinda birebir bir esleme bulunur. Bu

nxnl

nxn

yapisina kavusur ve © bu iki halka arasinda bir hal-
ka izomorfizmasi olur. Bir baska deyigle, matris
halkasinin toplamasi ve carpmasi, andomorfizma-
larin toplamasini ve carpmasini (yani bilegkelerini)
matrislere yansitacak bicimde tamimlanmustir. (Ya-
ni matrislerin ¢arpimi durduk yerde tamimlandig
gibi tanimlanmamugtir; bircok matematik ogrencisi
bu temel olguya ne yazik ki yabancidir.) Bu yazida
bu olguya sik sik deginecegiz.

Endg(V) ayrica 72 boyutlu bir K-vektor uzayi-
dir da. (Boylece Endg(V) halkasi bir K-cebiri olur.)

Egeri,j=1, ..., nigin,

0
(Pi/‘(Uk):{

vj

eger k #1 ise

eger k =i ise

kosullartyla tanimlanan  ¢;; andomorfizmalari
Endg(V) vektor uzayimnin bir tabanini olustururlar.
Bu andomorfizmalar, j’inci satir ve 2’inci stitundaki
girdisi 1, ama diger tiim girdileri 0 olan matrislerdir.

Usta matematikgiler olabildigince matrislerden
kaginirlar ve matris yerine andomorfizmalarla ¢ali-
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sirlar. Ancak kimi zaman, 6rnegin determinant ya
da iz alinmasi gerektiginde, matrisler kaginilmaz
olabilir. Bu durumda gozlerden irak bir kosede
matrislere bagvurulur. Biz bu yazida hi¢ determi-
nantlara filan girmeyecegiz, bu yiizden usta mate-
matikgiler gibi yapip olabildigince andomorfizma-
larla calisacagiz. Ornegin,

0 eger [ #1 ise
PijPhe = Qo eger [ =iise
ve bunun sonucu olan
5 10 egeri #] ise
¢ = @ egeri=jise

esitlikleri bol bol kullanacagiz.

2. Grup Teorisi Tekrar1
G bir grup olsun. a, b € G igin,
[a, b] = a1b-1ab
ve A, B < G igin,
[A,B]={la,b]:aec A, b eB)
tanimlarini yapalim. Su 6zellikler bariz olmali:
B<Cise [A, B] < [A, C],
[A, B]=[B, Al,
A, B < Gise|A, B] < G.
(Ikinci ozellik [a, b]~! = [b, a] esitliginden cikar.)
Her 7 dogal sayisi igin,
G" ve G(n)
altgruplarini timevarimla soyle tanimlayalim:
GO=GO) =G
ve her n > 0 dogal sayisi icin,
Gn+l = [G, G"]
ve
Glne1) = [G), G,
Su ozelliklerin kanitlar1 kolaydir:
Gl =G,
Gml<Gn 4G,
Gnl) < G « G,
G < G,
H<Gise H* < G”
H < G ise HM < G
Biitiin bu 6zelliklerin kanit1 kolaydir.
G! yerine genellikle G’ yazilir ve bu altgruba
G ’nin tirevi adi verilir.
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Eger bir n dogal sayisi i¢cin G” = 1 ise, G’ye nil-
potant ya da sifirkuvvetli adi verilir. Eger ayrica
G711 % 1 ise G’nin stfirkuvvet derecesinin n oldu-
gu soylenir.

Eger bir n dogal sayist igin G(?) = 1 ise, G’ye ¢o-
ztiniir grup (solvable) adi verilir. Eger ayrica G(7-1)
# 1 ise G’nin ¢oziintirliik derecesinin n oldugu soy-
lenir. Kolayca goriilecegi tizere, G’nin ¢oziiniirlik
derecesinin 7 olmasi icin yeter ve gerek kosul, G~
’nin ¢oziiniirlitk derecesinin 7 olmasidir.

Bir grup (#’inci dereceden) sifirkuvvetliyse, el-
bette (en fazla #’inci dereceden) ¢oztinurdiir. Ama
bunun tersi dogru degildir; 6rnek: Sym 3. Bu grup
¢ozunurdir ama sifirkuvvetli degildir.

Liste halinde siraladigimiz 6zelliklerden son iki-
sinden, (7’inci dereceden) sifirkuvvetli ya da ¢ozi-
nur bir grubun altgruplarinin da (en fazla 7’inci de-
receden) sifirgiiclii ya da ¢oztiniir oldugu anlasilir.

Problem. Problemi matrislerle ifade edelim.

tipinde yazilan, # x n boyutlu tersinir matrisler k-
mesine B diyelim. (Boyle bir matrisin tersinir olma-
st demek ¢aprazda hi¢ 0 olmamasi demektir.) Bu
matrisler kiimesi bir gruptur. Armand Borel onu-
runa bu gruba Borel altgrubu adi verilir. Bu yazi-
da kanitlayacagimiz tizere, Borel altgrubu ¢ozu-
niirdiir. Sorumuz su: B grubu kacinci dereceden
cozunirdir? (Yamt: [log, (n—1)] + 2’inci derece-
den ¢ozunurdir.) Sifirkuvvetli midir? (Yanit: Eger
K #[, ise hayur.)

ikinci Problem.

IR * %
01 sk-ee von onn * %
00T - -ov «- **
000 o wer en 1%
1000 01

tirtinden yazilan # x 7 boyutlu matrisler kiimesine
U diyelim. Bu matrisler kiimesi de bir gruptur,
B’nin bir altgrubudur. Eger K =[F, = {0, 1} ise B =
U olur ama aksi halde U < B’dir. Ilerde B’ = U esit-
ligini kanitlayacagiz. Bu gruba maksimal tekkuv-
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vetli (unipotent) altgrup adi verilir. (Kanitlayacagi-
miz uzere) B ¢ozuniir oldugundan U da ¢ozuntir-
diir. U sadece ¢ozunur degil, ayni zamanda sifir-
kuvvetlidir. U kacinci dereceden c¢oziiniirdir? (Ya-
nit: [log, (n—1)] + 1). Ve kaginct dereceden sifir-
kuvvetlidir? (Yanit: z — 1).

Bu yazida bu problemleri ve daha fazlasini ¢o-
zecegiz. Ancak bu problemleri gruplarda ya da
matrislerle calisarak ¢ozmek hi¢ kolay degildir.
Problemi gruplardan halkalara indirgeyecegiz ve
matrisler yerine andomorfizmalarla ¢alisacagiz.
Her sey sasirtic1 bicimde kolay olacak.

3. Halkalar, Cebirler ve Idealler

V, K, 1, U1, ..., U,;, ©, yazinin girigindeki gibi

olsunlar. Her i = 1, ..., 7 i¢in,
Vi=(vq, ..y vp)

olsun ve, yazihmda kolaylik olmasi acisindan, her
i <0 i¢in V; = 0 varsayimuni yapahm. Demek ki,

0=Vy<Vi<..< V<V, 1 <<V, 1<V, 1=V
Dikkat ederseniz, B grubunun elemanlari her V; al-
tuzayini yine kendisine gotiirir ve bu ozelligi olan
her tersinir andomorfizma B’dedir; yani bir ¢ €
Endg(V) i¢in,

peBe Vip(V,) =V,

olur. Bu olguyu alabildigine somurecegiz. Simdilik
dikkat edilmesi gereken canalici nokta su: Yukar-
daki 6nermede ¢(V;) = V; esitligi yerine (V) £ V;
yazarsak, B grubu yerine Endg(V) halkasinin bir
althalkasini elde ederiz ve halkalar gruplardan ¢cok
daha basit yapilardir.

Bu fikirden yola ¢ikarak bir tamim yapalim:

I = (9 & Endg(V) s Vi g(V,) < Vi gl
olsun.

Iy, Endg(V)’nin bir althalkasidir. (Bu althalka
Endg(V) halkasinin birim elemanini 1°1 igerir ve 7 >
0 ise degismeli degildir.) Bundan boyle I, yerine S
yazalim. B = §* (= S$’nin tersinir elemanlar grubu)
esitligine dikkatinizi ¢ekeriz.

1 + I; = U esitligini de gozden kacirmayalim.
Hatta bu yazinin anafikrinin bu esitlikte sakli oldu-
gunu soyleyebiliriz.

Ama k > 0 igin I, bir halka degildir ciinki
Endg(V)’nin birim elemanini (6zdeslik fonksiyonu-
nu) igermezler, 6te yandan kolayca goriilecegi gibi
bunlar $’nin (hem sag hem sol) idealleridirler.

1<k <n—1 dogal sayilari i¢in su 6zellikler ba-
riz olmali:
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Ipsy < I <6,

I,=0,

Tply < Tpyy,

I, = 0.
(Bir halkada, halkanin I ve J idealleri i¢in, I], x € I
ve y € ] i¢in xy ve yx tiirinden yazilan elemanlar-
la gerilen ideal anlamina gelmektedir. 17 ise I...I (n
defa) anlamina gelmektedir.)

S halkasi, ® izomorfizmasi altinda, st ticgen-

sel, yani
_*** ......... **_
Qs skeer vnn onn * %
00 %o cee onn * %
000 - *
(000 e oo 0+ |

bi¢iminde yazilan matrisler kiimesine, I, idealleri ise

«—h—> «—nhk—>

00--000 :
Dl Y-k
: N
00 - ~’0'0T
00 - S 00
. |k
00 - S 00
00 - S 00

bi¢iminde yazilan matrisler kiimesine tekabiil eder.
I}, idealleri ayni zamanda birer vektor uzayla-
ridir. Boyutu,
(n—k(n—-k+1)
2
dir. Kolayca goriilecegi iizere, (¢;);_j> andomorfiz-

142+ +(n—k) =

malari I, vektor uzayinin bir tabanini olustururlar.

4. Gruplar
k21licinUy,=1+1I,olsun. U=U;=1+1;

ve U, = 1 olur. x, y € I icin,

T+x)(1+y)=1+x+y+xy)el+I,=U,
oldugundan, U, ¢carpma altinda kapalidir. Ayrica,
her x € I, igin, x” = 0 oldugundan,

(T+x)(1-x+x2-x3+ -+ (x) ) =1-x7=1
olur; demek ki, 1 + x tersinirdir ve tersi

T+ (—x+x2-x3++(x)" 1) el+1,=U,
dir. Butin bunlardan Uy’min U’nun bir altgrubu
oldugu cikar. Hatta, I, < Sve herx € I, ve b € B
c S i¢in,

brll+x)b=1+b"1xbel+1,

oldugundan, Uy, < B olur. Ayrica
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B>U>--->Up>Up,1>..>U0, 1>U,=1
olur.

Yukarda yapilanlar, U, gruplariyla I, idealleri
arasinda ¢ok ozel bir iliski olabilecegini gosteriyor.
Bundan azami olciide yararlanacagiz.

5. Hesaplar ve Sonuclar
Sav 1. [Uy, U/] < Up,,.
Kanut: S halkasinda hesaplayalim. x € I, ve y
e I, igin,
T+x,1+y]=1+x)11+y)1(1+x)(1+y)
= (T=x+a? = )(1=y+32 = )(1+x)(1+Y)

(1—(x+y) + (x2 +xy +y2) — =) (L+x+y+xY)
olur. Bu ¢arpimin terimlerini derece derece hesap-
layalim. (x ve y’nin dereceleri 1 olsun ve bu terim-
ler carpildikca dereceler toplansin.)

Sabit terim 1’dir.

Birinci dereceden terim: (x +y)—(x +y) = 0’dir.

Ikinci dereceden terim ise

xy—(x+y)? + (x2+xy+y?) = xy—yx
dir.

Geri kalan terimleri S/I, ,,1 halkasinda hesap-
layalim, yani x” ve y” disinda, x2y, xyx, yx2, yxy
gibi i¢cinde hem x hem de y beliren en az {iglinct
dereceden terimleri sifirlayalim ya da yok sayalim.

Ugiincii dereceden terim modiilo I, ,1:

—(x3+3) + (x2 + xy+y2)(x +y) = (x + y)xy = 0.

Dordiincii dereceden terim modiilo I,

(e (34 34y ) —(x2+)2)xy = 0.

Kolayca goriilecegi tizere, modiilo I, ,, 1, Uic ve
daha buyiik dereceli tim carpimlar 0’a esit olurlar
olurlar. Demek ki,

T+x,1+y] el +xy—yx +Ip, 0
ST+ Iy = Upprr
Istedigimiz kanitlanmistir. [

Yukardaki kanitta, s6z verdigimizden daha

kuvvetli bir sav kanitladik. O savi yazalim:

Sav2.x € I, vey € I, igin,

[T+x, 1+y] € 1 + xy—yx + Ippp1 <1+ I, U

Bir cebirde ya da halkada, xy—yx eleman ye-
rine [x, y] yazilir. Demek ki,

[T+x,1+y]lel+[x,y] +Ip0.1-

Bu arada [x, y]’nin cifte dogrusal (bilinear), yani
hem x’e hem de y’ye gore dogrusal oldugunu far-
kedelim, ilerde gerekecek.



Matematik Diinyasi, 2010-I1lI

Simdi I’in (¢;);,; taban elemanlart icin,
(9> Prel = PijPLe — Prr P
elemanini @’ler cinsinden hesaplayalim. Amacimiz
icin, i > j ve k > ¢ varsayimlarini yapabiliriz. Once
sunu gozlemleyelim,

0
P ki

{ eger [+ 1 ise
PPk =
Demek ki,
o/ £jivej#kise,
(9> Prel = 9;jPps —Ppo9ij = 0

eger [ =1 ise

olur.
o/=jise,k>l=i>jve
(9> Prel = (94 il = ©jj PR — OiPij
= PjjPhi = Py
olur.
ej=kise,i>j=k>/ve
[ Prel = (9 el = 90— 900
= 0P = —Pjy
olur.

Sav 3. [I, Ip) = 1,4y Hatta ber gpj € 1,y icin,

oyle bir i vardir ki,
0ij € Lo Qi € I ve @p; = (955 O]

olur.

Kamt: [I,, I})] < 1,,, icindeligi bariz. I,,;, vek-
tor uzaymnin taban vektorlerinden birini alalim; di-
yelim, k —j > a + b i¢in ¢;; andomorfizmasini al-
dik. Demek ki,

k—b>j+a.
Dolayisiyla,
k-b>2i>j+a
esitsizligini saglayan bir i segebiliriz. O zaman,
Opj = [94pp Pril € [z Ip)

olur ¢iinkii i —j 2 a ve k — i > b. Bu da istedigimiz
esitligi verir. [
Sav 4. [Ua’ Ub] = Ua+b'

Kamt: [U,, U] < U, esitsizligini Sav 1’de ka-
nitladik. Simdi diger icindeligi gosterelim.

J=fzelyp:1+ze Uy Upl + Ippia}
olsun. Ilk olarak J = I, esitligini kanitlayacagz.
Once bir sav:

Sav 5. ] toplama altinda kapalidir.
Kamt: x,y € Jolsun. o, B € [U,, Up] ver, s €
La4b41 i6IN,
l+x=a+7,
l+y=B+s
olarak yazalim. Demek ki,
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T+(x+y)+xy =(1+x)(1+y)
=(a+7)(p+s)
=of + (rp + as + rs)
esitlikleri gecerlidir. Ama [U,, U] bir altgrup ve
I,.ps1 bir ideal oldugundan, en sagdaki eleman
(U, Upl + I,,p,1 kiimesinin bir eleman: olur. Bir
basgka deyisle x + y € J olur. Yani ] toplama altin-
da kapalidir.

Sav 4’tin kanitina devam edelim. ] = I, esitli-
gini kanitlamak istedigimizi animsayalim. Sav 2’de
x el,vey e I} igin,

[T+x,1+ylel+[x,y]+p
icindeligini kanitladik. Demek ki her A € K igin,

[T+Ax,1+ylel+Ax,y] + 1,01
olur. Bundan ve Sav 3’ten, her ¢y; € I, taban ele-
mani ve her A € K icin,

[T+x,1+y] €l +hop+ Lpe
icindeligini saglayan bir x € I, ve bir y € I, ele-
manlarinin varligi ¢ikar. Demek ki her ¢p; € I,
taban elemani ve her A € K icin,

Aoy € ]
olur. Sav 5’le birlikte bu son olgu J = I,,, esitligini
verir. Demek ki
Tt Ipp < {Uq Upl + Ipipin-

Mutlu sona yaklastik:

Ui =1+ 1o < [Up, Upl + Lyypin

= [Uy Upl(1 + Ipypi1)
= [Up UplUgipst
(ikinci esitlikte o + 7 = o(1 + o 17) esitligini kullan-
dik), yani
Uasb < Up UplUpgspin
olur. Bu icindeligi a ve b yerine a + 1 ve b’ye uygu-
larsak
Uaib < Uq UplUpgipin
= [Ua’ Ub][Ua+l’ Ub] Usiba2
= [Up UplUsipsa-
Adim adim devam ederek,
Uaib < Uy, UplUy, = [Ug, Uy
esitligine variriz. [

Teorem 1. U; sifirkuvvetlidir ve sifirkuvvet si-
nift n—i’dir. Dolayistyla U, n — Vinci dereceden si-
firkuvvetlidir.

Kanit: Sav 4’ten tiimevarimla cikar. [

Teorem 2. Uy’in ¢oziiniirliik simfi[log, n] say:-
sidur.
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Kanit: Sav 4’ten tiimevarimla,
Uk) = Uy
esitligi elde edilir. Demek ki U(k) = 1 esitligini sag-
layan en kiigiik k dogal sayis1, 2% > # esitligini sag-
layan en kiiciik & sayisidir, yani
2k=1 < < 2k
esitsizliklerini saglayan biricik dogal sayisidir.
Bundan,
k-—1<logyn<k
cikar. Demek ki, k = [log, #]. ]

6. Borel Altgrubu
T, B’nin ¢aprazdaki girdileri disindaki girdileri

0 olan kiime olsun. O zaman,

T<B,

B=TU,

TnU=1
olur. Ayrica

U<«B
oldugunu biliyoruz. Yukardaki dort olgu grup te-
orisinde B = U X T olarak ozetlenir. Bu durumda,
alistk olmayanlara biraz uzun gelebilecek bir he-
sapla,

B'=U'[U, T|T'
esitligini kanitlamak pek zor degildir. Ama bizim
durumumuzda, T ~ (K*)” ve degismeli bir grup,
yani T’ = 1. Demek ki,
B'=U'[U, T]
olur. [U, T] = U esitligini kanitlayarak, B' = U
esitligine ulagmis olacagiz.
U =1 + Uj esitligini biliyoruz. Rastgele bir ¢ €
T alalim. O zaman A, ..., A,, € K* i¢in,
t=M@Pr1+ o+ Ay
olur. Elbette
= 7”1_1(Pll ot xn_l(Pnn

dir. $imdi, i > j icin, ¢;? = 0 oldugundan ve
0 egerj #k ise

Plk®ij = {(Pik eger j =k ise

oldugundan, asagidaki gri kutuda yapilan hesaba
gore,
[, 1+ 00 = 1+ (1= %)p;
olur. Demek ki her i > j ve her A € K\ {1} igin
1+ Ao;; € [T, U].
Eger K = [, ise bu bizi pek ileri gotiirmez, sadece
zaten bildigimiz 1 e [T, U] iliskisini verir. Ama K
# [, ise, o + B = 1 esitligini saglayan o, B € K\ {1}
elemanlar1 bulabiliriz (neden) ve
L+9;=(1+ag;)(l+pe;) [T, U]
olur. Bundan boyle K # [, olsun. Demek ki her 7 >
j ve her A € K igin
1+ Ao;; € [T, U].
Bu asamadan sonra Sav 4’teki gibi kaniti devam
ettirebiliriz:
Ja=fzel,:1+ze [T, Ul + 1,4}
olsun. J, toplama altinda kapali ve her 7 > j ve her
A e K i¢in A;; elemanlarint igerir. Demek ki ], =
I, ve
1+1,<[T, U] + 1,,4.
Ayni formiilde a yerine a + 1’e koyarsak,
1+1, <[T, U] + 1,4
= [T, UJ(1 + I,y)
= [T, UlU,4q
< [T, UNIT, U] + I,,»)
<[T, Ul +1,,,
elde ederiz. a = 1’den baslayarak bunu defalarca
uyguladigimizda,
U=1+1,<[T, U],
yani
U =T, U]
elde ederiz. Butiin bunlari ve sonuglarini yazalim.

Teorem 3. Eger K # [, ise, B' = U = [T, U]
olur; dolayistyla B’nin ¢oziiniirliik sinifi
[log, n] + 1
dir; ama B sifirkuvvetli degildir. Eger K = [, ise, B
= U olur.

= 1 —

=
Ai ki@ +

[ovoy] = (1e0s) (1 v0y) = (X 0w 1-0,)(Zi_ o 1+ 04)
:(Zzzlxgl(p w2 MO kk(pi]-)(zzzlkk(p ket D MORE® l-,j
=(ZZ=1>»zl<pkk Ry )(ZZ=1xk<pkk + k/@ifj

DIy (Zzzllk%kj ¥ (Zzzlﬂfw )M(Pz‘i (1505 (2 05)
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Y - 0=1+(1-27 X))o




