
1. Lineer Cebir Tekrar›

V, bir K cismi üzerine n > 0 boyutlu bir vektör

uzay› olsun. V’nin K-vektör uzay› olarak ando-

morfizmalar›, yani V ’nin lineer (ya da do¤rusal)

fonksiyonlar› kümesi, bileflke ve (noktasal) topla-

ma ifllemleri alt›nda bir halkad›r. EndK(V) olarak

yaz›lan bu halka n > 1 ise de¤iflmeli de¤ildir. Birim

eleman› 1 = IdV özdefllik fonksiyonudur.

E¤er V ’nin bir 

v1, ..., vn

taban›n› seçersek, bu sat›rlar›n okurunun çok iyi

bilmesi gerekti¤i gibi, her andomorfizmay› bir ve

bir tek n  n boyutlu matris olarak yazabiliriz.

Böylece EndK(V) ile n  n boyutlu matrisler küme-

si Mn n(K) aras›nda birebir bir eflleme bulunur. Bu

efllemeye ! diyelim:

! : EndK(V) " Mn n(K)

Bu !#efllemesi yard›m›yla EndK(V) halkas›n›n yap›s›

Mn n(K) kümesine tafl›nabilir: A, B $ Mn n(K) için,

A + B = !(!%1(A) + !%1(A)),

AB = !(!%1(A)!%1(A))

tan›m›n› yaparsak, Mn n(K) kümesi de bir halka

yap›s›na kavuflur ve ! bu iki halka aras›nda bir hal-

ka izomorfizmas› olur. Bir baflka deyiflle, matris

halkas›n›n toplamas› ve çarpmas›, andomorfizma-

lar›n toplamas›n› ve çarpmas›n› (yani bileflkelerini)

matrislere yans›tacak biçimde tan›mlanm›flt›r. (Ya-

ni matrislerin çarp›m› durduk yerde tan›mland›¤›

gibi tan›mlanmam›flt›r; birçok matematik ö¤rencisi

bu temel olguya ne yaz›k ki yabanc›d›r.) Bu yaz›da

bu olguya s›k s›k de¤inece¤iz.

EndK(V) ayr›ca n2 boyutlu bir K-vektör uzay›-

d›r da. (Böylece EndK(V) halkas› bir K-cebiri olur.)

E¤er i, j = 1, ..., n için,

koflullar›yla tan›mlanan &ij andomorfizmalar›

EndK(V) vektör uzay›n›n bir taban›n› olufltururlar.

Bu andomorfizmalar, j’inci sat›r ve i’inci sütundaki

girdisi 1, ama di¤er tüm girdileri 0 olan matrislerdir.

Usta matematikçiler olabildi¤ince matrislerden

kaç›n›rlar ve matris yerine andomorfizmalarla çal›-

fl›rlar. Ancak kimi zaman, örne¤in determinant ya

da iz al›nmas› gerekti¤inde, matrisler kaç›n›lmaz

olabilir. Bu durumda gözlerden ›rak bir köflede

matrislere baflvurulur. Biz bu yaz›da hiç determi-

nantlara filan girmeyece¤iz, bu yüzden usta mate-

matikçiler gibi yap›p olabildi¤ince andomorfizma-

larla çal›flaca¤›z. Örne¤in,

ve bunun sonucu olan

eflitlikleri bol bol kullanaca¤›z.

2. Grup Teorisi Tekrar›

G bir grup olsun. a, b $ G için,

[a, b] = a%1b%1ab

ve A, B ≤ G için,

[A, B] = '[a, b] : a $ A, b $ B(
tan›mlar›n› yapal›m. fiu özellikler bariz olmal›:

B ≤ C ise [A, B] ≤ [A, C],

[A, B]= [B, A],

A, B  G ise [A, B]  G.

(‹kinci özellik [a, b]%1 = [b, a] eflitli¤inden ç›kar.)

Her n do¤al say›s› için,

Gn ve G(n)

altgruplar›n› tümevar›mla flöyle tan›mlayal›m:

G0 = G(0) = G

ve her n ≥ 0 do¤al say›s› için,

Gn+1 = [G, Gn]

ve

G(n+1) = [G(n), G(n)].

fiu özelliklerin kan›tlar› kolayd›r:

G1 = G(1),

Gn+1 ≤ Gn  G,

G(n+1) ≤ G(n)  G,

G(n) ≤ Gn,

H ≤ G ise Hn ≤ Gn

H ≤ G ise H(n) ≤ G(n)

Bütün bu özelliklerin kan›t› kolayd›r. 

G1 yerine genellikle G ) yaz›l›r ve bu altgruba

G ’nin 
������ad› verilir.
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E¤er bir n do¤al say›s› için Gn = 1 ise, G’ye nil-

potant ya da s›f›rkuvvetli ad› verilir. E¤er ayr›ca

Gn%1 + 1 ise G’nin s›f›rkuvvet derecesinin n oldu-

¤u söylenir.

E¤er bir n do¤al say›s› için G(n) = 1 ise, G’ye çö-

zünür grup (solvable) ad› verilir. E¤er ayr›ca G(n%1)

+ 1 ise G’nin çözünürlük derecesinin n oldu¤u söy-

lenir. Kolayca görülece¤i üzere, G’nin çözünürlük

derecesinin n olmas› için yeter ve gerek koflul, G(n%

i)’nin çözünürlük derecesinin i olmas›d›r.

Bir grup (n’inci dereceden) s›f›rkuvvetliyse, el-

bette (en fazla n’inci dereceden) çözünürdür. Ama

bunun tersi do¤ru de¤ildir; örnek: Sym 3. Bu grup

çözünürdür ama s›f›rkuvvetli de¤ildir.

Liste halinde s›ralad›¤›m›z özelliklerden son iki-

sinden, (n’inci dereceden) s›f›rkuvvetli ya da çözü-

nür bir grubun altgruplar›n›n da (en fazla n’inci de-

receden) s›f›rgüçlü ya da çözünür oldu¤u anlafl›l›r.

Problem. Problemi matrislerle ifade edelim.

tipinde yaz›lan, n  n boyutlu tersinir matrisler kü-

mesine B diyelim. (Böyle bir matrisin tersinir olma-

s› demek çaprazda hiç 0 olmamas› demektir.) Bu

matrisler kümesi bir gruptur. Armand Borel onu-

runa bu gruba Borel altgrubu ad› verilir. Bu yaz›-

da kan›tlayaca¤›m›z üzere, Borel altgrubu çözü-

nürdür. Sorumuz flu: B grubu kaç›nc› dereceden

çözünürdür? (Yan›t: [log2 (n%1)] + 2’inci derece-

den çözünürdür.) S›f›rkuvvetli midir? (Yan›t: E¤er

K +  2 ise hay›r.)

‹kinci Problem.

türünden yaz›lan n  n boyutlu matrisler kümesine

U diyelim. Bu matrisler kümesi de bir gruptur,

B ’nin bir altgrubudur. E¤er K =  2 = {0, 1} ise B =

U olur ama aksi halde U < B ’dir. ‹lerde B ) = U eflit-

li¤ini kan›tlayaca¤›z. Bu gruba maksimal tekkuv-

vetli (unipotent) altgrup ad› verilir. (Kan›tlayaca¤›-

m›z üzere) B çözünür oldu¤undan U da çözünür-

dür. U sadece çözünür de¤il, ayn› zamanda s›f›r-

kuvvetlidir. U kaç›nc› dereceden çözünürdür? (Ya-

n›t: [log2 (n%1)] + 1). Ve kaç›nc› dereceden s›f›r-

kuvvetlidir? (Yan›t: n % 1).

Bu yaz›da bu problemleri ve daha fazlas›n› çö-

zece¤iz. Ancak bu problemleri gruplarda ya da

matrislerle çal›flarak çözmek hiç kolay de¤ildir.

Problemi gruplardan halkalara indirgeyece¤iz ve

matrisler yerine andomorfizmalarla çal›flaca¤›z.

Her fley flafl›rt›c› biçimde kolay olacak.

3. Halkalar, Cebirler ve ‹dealler

V, K, n, v1, ..., vn, !, yaz›n›n giriflindeki gibi

olsunlar. Her i = 1, ..., n için,

Vi = 'v1, ..., vi(
olsun ve, yaz›l›mda kolayl›k olmas› aç›s›ndan, her

i ≤ 0 için Vi = 0 varsay›m›n› yapal›m. Demek ki,

0 = V0< V1< ... < Vi< Vi+1< ... < Vn%1< Vn%1= V.

Dikkat ederseniz, B grubunun elemanlar› her Vi al-

tuzay›n› yine kendisine götürür ve bu özelli¤i olan

her tersinir andomorfizma B ’dedir; yani bir & $
EndK(V) için,

& $ B / !i &(Vi) = Vi

olur. Bu olguyu alabildi¤ine sömürece¤iz. fiimdilik

dikkat edilmesi gereken canal›c› nokta flu: Yukar-

daki önermede &(Vi) = Vi eflitli¤i yerine &(Vi) ≤ Vi

yazarsak, B grubu yerine EndK(V) halkas›n›n bir

althalkas›n› elde ederiz ve halkalar gruplardan çok

daha basit yap›lard›r.

Bu fikirden yola ç›karak bir tan›m yapal›m:

Ik = {& $ EndK(V) : !i &(Vi) 0 Vi%k}

olsun. 

I0, EndK(V)’nin bir althalkas›d›r. (Bu althalka

EndK(V) halkas›n›n birim eleman›n› 1’i içerir ve n >

0 ise de¤iflmeli de¤ildir.) Bundan böyle I0 yerine S

yazal›m. B = S* (= S ’nin tersinir elemanlar grubu)

eflitli¤ine dikkatinizi çekeriz. 

1 + I1 = U eflitli¤ini de gözden kaç›rmayal›m.

Hatta bu yaz›n›n anafikrinin bu eflitlikte sakl› oldu-

¤unu söyleyebiliriz.

Ama k > 0 için Ik bir halka de¤ildir çünkü

EndK(V)’nin birim eleman›n› (özdefllik fonksiyonu-

nu) içermezler, öte yandan kolayca görülece¤i gibi

bunlar S ’nin (hem sa¤ hem sol) idealleridirler.

1 ≤ k ≤ n % 1 do¤al say›lar› için flu özellikler ba-

riz olmal›:
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Ik+1 < Ik  S,

In = 0,

IkI! ≤ Ik+!,

Ik
n = 0.

(Bir halkada, halkan›n I ve J idealleri için, IJ, x $ I

ve y $ J için xy ve yx türünden yaz›lan elemanlar-

la gerilen ideal anlam›na gelmektedir. In ise I...I (n

defa) anlam›na gelmektedir.)

S halkas›, ! izomorfizmas› alt›nda, üst üçgen-

sel, yani

biçiminde yaz›lan matrisler kümesine, Ik idealleri ise

biçiminde yaz›lan matrisler kümesine tekabül eder. 

Ik idealleri ayn› zamanda birer vektör uzayla-

r›d›r. Boyutu,

dir. Kolayca görülece¤i üzere, (&ij)i%j≥k andomorfiz-

malar› Ik vektör uzay›n›n bir taban›n› olufltururlar.

4. Gruplar

k ≥ 1 için Uk = 1 + Ik olsun. U = U1 = 1 + I1

ve Un = 1 olur. x, y $ Ik için,  

(1 + x)(1 + y) = 1 + (x + y + xy) $ 1 + Ik = Uk

oldu¤undan, Uk çarpma alt›nda kapal›d›r. Ayr›ca,

her x $ Ik için, xn = 0 oldu¤undan,

(1 + x)(1%x + x2%x3 + $+ (%x)n%1) = 1%xn = 1

olur; demek ki, 1 + x tersinirdir ve tersi

1 + (%x + x2 %x3 + $+ (%x)n%1) $ 1 + Ik = Uk

dir. Bütün bunlardan Uk’n›n U ’nun bir altgrubu

oldu¤u ç›kar. Hatta, Ik  S ve her x $ Ik ve b $ B

0 S için,

b%1(1 + x)b = 1 + b%1xb $ 1 + Ik

oldu¤undan, Uk  B olur. Ayr›ca

B > U1> $> Uk > Uk+1 > ... >Un%1 > Un = 1

olur.

Yukarda yap›lanlar, Uk gruplar›yla Ik idealleri

aras›nda çok özel bir iliflki olabilece¤ini gösteriyor.

Bundan azami ölçüde yararlanaca¤›z.

5. Hesaplar ve Sonuçlar

Sav 1. [Uk, U!] ≤ Uk+!.

Kan›t: S halkas›nda hesaplayal›m. x $ Ik ve y

$ I! için,

[1 + x, 1 + y] = (1 + x)%1(1 + y)%1(1 + x)(1 + y)

= (1%x + x2 %$ )(1%y + y2 %$ )(1 + x)(1 + y)

= (1% (x+y) + (x2 +xy +y2)%$)(1+x+y+xy)

olur. Bu çarp›m›n terimlerini derece derece hesap-

layal›m. (x ve y ’nin dereceleri 1 olsun ve bu terim-

ler çarp›ld›kça dereceler toplans›n.)

Sabit terim 1’dir.

Birinci dereceden terim: (x + y)% (x + y) = 0’d›r.

‹kinci dereceden terim ise

xy% (x + y)2 + (x2 + xy+ y2 ) = xy%yx

dir.

Geri kalan terimleri S/Ik+!+1 halkas›nda hesap-

layal›m, yani xn ve yn d›fl›nda,  x2y, xyx, yx2, yxy

gibi içinde hem x hem de y beliren en az üçüncü

dereceden terimleri s›f›rlayal›m ya da yok sayal›m.

Üçüncü dereceden terim modülo Ik+!+1: 

% (x3 + y3) + (x2 + xy+ y2)(x + y) % (x + y)xy 2 0.

Dördüncü dereceden terim modülo Ik+!+1: 

% (x4+ y4)+(x3 + y3)(x + y ) % (x 2 + y2)xy 2 0.

Kolayca görülece¤i üzere, modülo Ik+!+1, üç ve

daha büyük dereceli tüm çarp›mlar 0’a eflit olurlar

olurlar. Demek ki,

[1 + x, 1 + y] $ 1 + xy%yx + Ik+!+1

≤ 1 + Ik+! = Uk+!.

‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r. n

Yukardaki kan›tta, söz verdi¤imizden daha

kuvvetli bir sav kan›tlad›k. O sav› yazal›m:

Sav 2. x $ Ik ve y $ I! için,

[1+x, 1+y] $ 1 + xy%yx + Ik+!+1 ≤ 1 + Ik+!. n

Bir cebirde ya da halkada, xy%yx eleman› ye-

rine [x, y] yaz›l›r. Demek ki,

[1 + x, 1 + y] $ 1 + [x, y] + Ik+!+1.

Bu arada [x, y]’nin çifte do¤rusal (bilinear), yani

hem x’e hem de y’ye göre do¤rusal oldu¤unu far-

kedelim, ilerde gerekecek.
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fiimdi I1’in (&ij)i>j taban elemanlar› için,

[&ij, &k!] = &ij&k! %&k!&ij

eleman›n› &’ler cinsinden hesaplayal›m. Amac›m›z

için, i > j ve k > ! varsay›mlar›n› yapabiliriz. Önce

flunu gözlemleyelim, 

Demek ki,

• ! + i ve j + k ise, 

[&ij, &k!] = &ij&k! %&k!&ij = 0

olur.

• ! = i ise, k > ! = i > j ve

[&ij, &k!] = [&ij, &ki] = &ij&ki %&ki&ij

= &ij&ki = &kj

olur.

• j = k ise, i > j = k > ! ve

[&ij, &k!] = [&ij, &j!] = &ij&j!%&j!&ij

= %&j!&ij = %&i!

olur.

Sav 3. [Ia, Ib] = Ia+b. Hatta her &kj $ Ia+b için,

öyle bir i vard›r ki, 

&ij $ Ia, &ki $ Ib ve &kj = [&ij, &ki]

olur.

Kan›t: [Ia, Ib] ≤ Ia+b içindeli¤i bariz. Ia+b vek-

tör uzay›n›n taban vektörlerinden birini alal›m; di-

yelim, k % j ≥ a + b için &kj andomorfizmas›n› al-

d›k. Demek ki,

k % b ≥ j + a.

Dolay›s›yla,

k % b ≥ i ≥ j + a

eflitsizli¤ini sa¤layan bir i seçebiliriz. O zaman,

&kj = [&ij, &ki] $ [Ia, Ib]

olur çünkü i % j ≥ a ve k % i ≥ b. Bu da istedi¤imiz

eflitli¤i verir. n

Sav 4. [Ua, Ub] = Ua+b.

Kan›t: [Ua, Ub] ≤ Ua+b eflitsizli¤ini Sav 1’de ka-

n›tlad›k. fiimdi di¤er içindeli¤i gösterelim.

J = {z $ Ia+b : 1 + z $ [Ua, Ub] + Ia+b+1}

olsun. ‹lk olarak J = Ia+b eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z.

Önce bir sav:

Sav 5. J toplama alt›nda kapal›d›r.

Kan›t: x, y $ J olsun. 3, 4 $ [Ua, Ub] ve r, s $
Ia+b+1 için,

1 + x = 3 + r,

1 + y = 4 + s

olarak yazal›m. Demek ki,

1 + (x + y) + xy = (1 + x)(1 + y) 

= (3 + r)(4 + s)

= 34 + (r4 + 3s + rs)

eflitlikleri geçerlidir. Ama [Ua, Ub] bir altgrup ve

Ia+b+1 bir ideal oldu¤undan, en sa¤daki eleman

[Ua, Ub] + Ia+b+1 kümesinin bir eleman› olur. Bir

baflka deyiflle x + y $ J olur. Yani J toplama alt›n-

da kapal›d›r. 

Sav 4’ün kan›t›na devam edelim. J = Ia+b eflitli-

¤ini kan›tlamak istedi¤imizi an›msayal›m. Sav 2’de

x $ Ia ve y $ Ib için,

[1 + x, 1 + y] $ 1 + [x, y] + Ia+b+1

içindeli¤ini kan›tlad›k. Demek ki her 5 $ K için,

[1 + 5x, 1 + y] $ 1 + 5[x, y] + Ia+b+1

olur. Bundan ve Sav 3’ten, her &kj $ Ia+b taban ele-

man› ve her 5 $ K için, 

[1 + x, 1 + y] $ 1 + 5&kj + Ia+b+1

içindeli¤ini sa¤layan bir x $ Ia ve bir y $ Ib ele-

manlar›n›n varl›¤› ç›kar. Demek ki her &kj $ Ia+b

taban eleman› ve her 5 $ K için,

5&kj $ J

olur. Sav 5’le birlikte bu son olgu J = Ia+b eflitli¤ini

verir. Demek ki 

1 + Ia+b ≤ [Ua, Ub] + Ia+b+1.

Mutlu sona yaklaflt›k: 

Ua+b = 1 + Ia+b ≤ [Ua, Ub] + Ia+b+1

= [Ua, Ub](1 + Ia+b+1)

= [Ua, Ub]Ua+b+1

(ikinci eflitlikte 3 + r = 3(1 + 3%1r) eflitli¤ini kullan-

d›k), yani 

Ua+b ≤ [Ua, Ub]Ua+b+1

olur. Bu içindeli¤i a ve b yerine a + 1 ve b’ye uygu-

larsak

Ua+b ≤ [Ua, Ub]Ua+b+1

≤ [Ua, Ub][Ua+1, Ub]Ua+b+2

= [Ua, Ub]Ua+b+2.

Ad›m ad›m devam ederek,

Ua+b ≤ [Ua, Ub]Un = [Ua, Ub]

eflitli¤ine var›r›z. n

Teorem 1. Ui s›f›rkuvvetlidir ve s›f›rkuvvet s›-

n›f› n%i ’dir. Dolay›s›yla U, n % 1’inci dereceden s›-

f›rkuvvetlidir.

Kan›t: Sav 4’ten tümevar›mla ç›kar. n

Teorem 2. U1’in çözünürlük s›n›f› dlog2 ne say›-

s›d›r.
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Kan›t: Sav 4’ten tümevar›mla,

U (k) = U2k

eflitli¤i elde edilir. Demek ki U (k) = 1 eflitli¤ini sa¤-

layan en küçük k do¤al say›s›, 2k ≥ n eflitli¤ini sa¤-

layan en küçük k say›s›d›r, yani

2k%1 < n ≤ 2k

eflitsizliklerini sa¤layan biricik do¤al say›s›d›r.

Bundan,

k % 1 < log2 n ≤ k

ç›kar. Demek ki, k = dlog2 ne. n

6. Borel Altgrubu

T, B’nin çaprazdaki girdileri d›fl›ndaki girdileri

0 olan küme olsun. O zaman,

T ≤ B,

B = TU,

T 6 U = 1 

olur. Ayr›ca 

U  B

oldu¤unu biliyoruz. Yukardaki dört olgu grup te-

orisinde B = U " T olarak özetlenir. Bu durumda,

al›fl›k olmayanlara biraz uzun gelebilecek bir he-

sapla,

B ) = U )[U, T ]T )
eflitli¤ini kan›tlamak pek zor de¤ildir. Ama bizim

durumumuzda, T 7 (K*)n ve de¤iflmeli bir grup,

yani T ) = 1. Demek ki,

B ) = U )[U, T ]

olur. [U, T ] = U eflitli¤ini kan›tlayarak, B ) = U

eflitli¤ine ulaflm›fl olaca¤›z.

U = 1 + U1 eflitli¤ini biliyoruz. Rastgele bir t $
T alal›m. O zaman 51, ..., 5n $ K* için,

t = 51&11 + $ + 5n&nn

olur. Elbette

t%1 = 51
%1&11 + $ + 5n

%1&nn

dir. fiimdi, i > j için, &ij
2 = 0 oldu¤undan ve 

oldu¤undan, afla¤›daki gri kutuda yap›lan hesaba

göre,

[t, 1 + &ij] = 1 + (1 % 5j
%15i)&ij

olur. Demek ki her i > j ve her 5 $ K \ {1} için 

1 + 5&ij $ [T, U ].

E¤er K =  2 ise bu bizi pek ileri götürmez, sadece

zaten bildi¤imiz 1 $ [T, U ] iliflkisini verir. Ama K

+  2 ise, 3 + 4 = 1 eflitli¤ini sa¤layan 3, 4 $ K \ {1}

elemanlar› bulabiliriz (neden) ve 

1 + &ij = (1 + 3&ij)(1 + 4&ij) $ [T, U ]

olur. Bundan böyle K +  2 olsun. Demek ki her i >

j ve her 5 $ K için 

1 + 5&ij $ [T, U ].

Bu aflamadan sonra Sav 4’teki gibi kan›t› devam

ettirebiliriz:

Ja = {z $ Ia : 1 + z $ [T, U] + Ia+1}

olsun. Ja toplama alt›nda kapal› ve her i > j ve her

5 $ K için 5&ij elemanlar›n› içerir. Demek ki Ja =

Ia, ve 

1 + Ia ≤ [T, U] + Ia+1.

Ayn› formülde a yerine a + 1’e koyarsak,

1 + Ia ≤ [T, U] + Ia+1

= [T, U](1 + Ia+1)

= [T, U]Ua+1

≤ [T, U]([T, U] + Ia+2)

≤ [T, U] + Ia+2

elde ederiz. a = 1’den bafllayarak bunu defalarca

uygulad›¤›m›zda,

U = 1 + I1 ≤ [T, U],

yani

U = [T, U]

elde ederiz. Bütün bunlar› ve sonuçlar›n› yazal›m.

Teorem 3. E¤er K +  2 ise, B )#= U = [T, U ]

olur; dolay›s›yla B ’nin çözünürlük s›n›f› 

dlog2 ne + 1

dir; ama B s›f›rkuvvetli de¤ildir. E¤er K =  2 ise, B

= U olur.
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