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Onsoz

Ali Nesin / 20 Kasim 2017

Onceki kitapta [2. Kitap| dogal sayilarla ve dogal sayilarin toplama ve
carpma iglemleriyle ve siralama iligkisiyle tanigmigtik. Bu kitapta tamsayilarla
tanigsacagiz.

Ik iki boliimde tamsayilar: oldukca yapay ve bicimsel bir bicimde tanim-
layip bazi temel 6zelliklerini gorecegiz. Okur, tamsayilar: gecmis yillardan bil-
diginden, sikici olmamak i¢in ¢ok fazla ayrintiya girmeyecegiz. Ama iigiin-
cii boliimde tamsayilar: yeniden, en bastan ve bambagka bir bakis acisiyla ele
alacagiz. Uciincii boliimde tamsayilar1 tanimlamayacagiz, sadece tamsayilarin
toplama, carpma ve siralamaya dair aksiyomlarini, yani hi¢ tartigmadan kabul
ettigimiz ozelliklerini yazip, tamsayilarin diger 6zelliklerini bu aksiyomlardan
hareketle kanitlayacagiz. Yani tliclincii béliimde yaklasimimiz “aksiyomatik”
olacak. Umarim okur ilk iki béliimii sikici, ligtincti bolimii heyecanli bulur.

Daha sonraki boliimlerde tamsayilarin daha ileri diizeyde 6zelliklerini go-
recegiz. Daha cok asallara ve asalliga odaklanacagiz. Aritmetigin Temel Te-
oremi olarak bilinen, bir dogal sayinin asallarin ¢arpimi olarak tek bir bicimde
yazilacag olgusunu kanitlayacagiz elbette, bu ¢ok énemli. Ama okurun (lise-
lerde ne yazik ki hig konu edilmeyen) Bézout Teoremi’ni es gegmemesi gerekir.
Bézout Teoremi olmadan dogal sayilarda ve tamsayilarda fazla ileri gidilemez.
Nitekim Bézout Teoremi’'nin yardimi olmadan Aritmetigin Temel Teoremi bile
kanitlanamaz.

Boliim 9 ve 10 ilk okuyusta atlanabilir ya da yaz tatilinde okunabilir. Ama
diger tiim boliimler temeldir, hepsinin dikkatlice okunmasi gerekir.

Kitab1 bagtan sonra okuyarak birgcok degerli diizeltme ve Onerilerde bulu-
nan Ali Toriin, Mehmet Kiral, ve Mustafa Yagc1 ve onlarca 6gretmene sonsuz
tesekkiirler.






1. Tamsay1 Kumesinin Tanimi

Dogal sayilarda toplama ve carpma gibi iki islem oldugunu biliyoruz, yani iki
dogal saymin toplaminin ve carpiminin gene bir dogal say1 oldugunu biliyoruz.
Ama dogal sayilarda ¢ikarma igslemi yapilamaz, bazen yapilabilse de her zaman
yapilamaz, 6rnegin dogal sayilarda 12’den 7’yi ¢ikarabiliriz ama 7’den 12’yi
cgikaramayiz, clinkii 5 bir dogal sayidir ama —5 bir dogal say1 degildir. Yani
dogal sayilarda cikarma iglemi tam bir islem degildir, olsa olsa “kismi” bir
islemdir, bazen yapilir bazen yapilmaz.

Dogal sayilarda, toplamay1 kullanarak “kismi” bir ¢ikarma iglemini su yon-
temle tanmimlayabiliriz: a ve b herhangi iki dogal say1 olsun. Eger

at+x=0b

esitligini saglayan bir z dogal sayis1 varsa, bu x dogal sayis1 bir tanedir, bu
esitligi saglayan ikinci bir 2 dogal sayis1 daha yoktur (¢linkii a+x=b=a+vy
ise a’lar1 sadelestirip = y buluruz). Yegane olan bu z sayisini b — a olarak
gosterelim. Ornegin 74+ x = 12 denklemi x = 5 igin saglandigindan, yani
745 = 12 oldugundan, verdigimiz tanim geregi 5 = 12 —7 olur. Ve 547 = 12
oldugundan ayni zamanda 12 — 5 = 7 olur. Boylece dogal sayilarda kismi bir
¢ikarma iglemi tanimlanir. Bu iglem tabii ki ilkokuldan beri bildigimiz ¢ikarma
iglemidir: 12 fasulyeden 7 fasulye gikarirsak geriye 5 fasulye kalir... Bu boliimde
7 fasulyeden 12 fasulye ¢ikarma becerisini kazanacagiz!

Dogal sayilarda ornegin 12 + x = 7 denkleminin bir ¢éziimi yoktur, do-
layisiyla dogal sayilarda 7 — 12 anlamina gelebilecek bir say1 yoktur. Dogal
sayilarin bu kusurunun tstesinden gelmek icin her x dogal sayisi icin, “eksi z”
adin1 verecegimiz ve —z olarak gosterecegimiz yepyeni ve gicir gicir bir say1
icat ediyoruz (ya da yaratiyoruz), tek bir istisnayla ama:

—0=0

esitligini kabul ediyoruz, —0 gicir gicir bir say1 olmayacak yani, —0 sayisi bir
onceki kitapta [2. Kitap] hagir negir oldugumuz 0 sayisina esit olacak. Ve iste
kiimesi tamsayilar:

Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
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Demek ki, tanim geregi, tamsayilar kiimesi dogal sayilardan ve dogal sayilarin
“eksi”lerinden olusuyor. Bir bagka deyigle N C Z oluyor ama Z kiimesinde
N’deki sayilar disinda bir de bunlarin eksileri ya da “negatif’leri var. Bu de-
digimizi daha matematiksel bir dille s6yleyelim: Eger

~N={0, -1, -2, =3, -4, ...}

tanimini yaparsak,

Z =NU-N
olur. Ayrica,
NN -N= {0}
oldugu da belli. Sekil agagida.
-N N
Z kumesi

N\ {0} kiimesindeki sayilara pozitif tamsayilar, —N\ {0} kiimesindeki
sayllara negatif tamsayilar adi verilir. Ornegin 5 pozitiftir ama —5 negatif-
tir. 0 sayisi ne pozitif ne de negatiftir.

Tamsayilar1 bicimsel, yani anlamdan uzak bir bicimde tanimladik. —5 diye
bir say1 olsun dedik ve oldu! Matematik¢inin amaci budur iste, duyumsadigi
dig diinyay1 ve evrende olan biteni bicimsel ve tamamen zihinsel bir bi¢cimde
kagida kaydetmek. Biz de 6yle yaptik. Daha fazlasini yapacagiz.

Bu boliimiin devaminda tamsayilarda toplama, ¢ikarma, carpma, iis alma
gibi iglemlerden ve tamsayilarin siralanmasindan bahsedecegiz.

Notlar

1.1. Tamsayilar kiimesinin gosterildigi Z harfi, Almanca sayilar anlamina gelen “zahlen”in
z’sidir. Dogal sayilar kiimesinin simgesi olan N de Bati dillerinde dogal anlamina gelen
“natural” kelimesinden ve tiirevlerinden kaynaklanir.

1.2. Toplama igareti olan + ilk defa 1360’da Nicole Oresme (1323-1382) tarafindan kul-
lanmilmigtir. + isareti, Latince “ve” anlamina gelen et kelimesinden iretilmistir. (et keli-
mesinden tretilen bir bagka isaret gene “ve” anlamina gelen & isaretidir.)

Fransiz Nicole Oresme Ortagag’in en ilging diisiiniirlerindendi. Ekonomi, matematik
(olasilik, koordinat sistemi), fizik (optik ve mekanik), astronomi, felsefe, din ve astroloji
gibi ¢ok gesitli konularda 6nemli etkisi olmustur. Fransiz krali Charles V’in yakin dostu
ve danigmaniydi. Astronomide ¢agdaglarimin bir¢ogu gibi yildizlarin, planetlerin, giinegin
ve diinyanin hareketi iizerine diigiinmiigtiir. Gokytiziiniin ve Diinya’nin Kitabi adl



1.3.

eserinde, Aristo’'nun iddiasinin aksine, diinyanin sabit olmayabilecegi diigiincesiyle uzun
slire bogugmus, 6rnegin diinyanin kendi etrafinda dénmesinin Dogu’dan Bati’ya dogru
esen korkung boyutlarda bir riizgara neden olacagi, dolayisiyla diinyanin donemeyecegi
diigtincesinin sagma oldugunu ve aslinda devasa yildiz ordusunun diinyanin etrafinda
doénmesindense, diinyanin kendi etrafinda dénmesinin daha kolay ve ekonomik olacagi,
bunun i¢in daha az enerji gerektigini soylemigtir. Yani kendisinden 200 y1l sonra yagamig
olan Kopernik’in kesfettigini kegfetmesine ramak kalmigtir. Ne yazik ki diinyanin bal
gibi de donebilecegine dair uzun tartigmalarini, belki de, hatta muhtemelen Kilise’den
cekinerek, diger bircok bilgin gibi kendisinin de, diinyanin degil, yildizlarin diinyanin
etrafinda dondigiinii diigiindiiglinii yazarak sonlandirmigtir.

Eksi igareti ilk kez 1489 yilinda Alman matematikgi Johannes Widmann tarafindan ti-
caret aritmetigini konu eden bir kitabinda kullanilmigtir. Kitaptan bir sayfa asagida.
Tahmin edilecegi lizere Widmann eksi igaretini borcu ya da zarar1 gostermek icin kul-
lanmistir. Daha énce, 6rnegin, 2° — 3z + 5 = 0 yazilmaz, 2> 4+ 5 = 3z yazilird.
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Johannes Widman’in kitabindan bir sayfa.
Eksiler biraz fazla uzun...

Almanya’da + ve — igaretleri kullanilirken, Fransa ve talya’da bu simgeler yerine p ve
m harfleri kullaniliyordu, p “plus” i¢in, m “minus” igin. igaret savagl Almanya’yla diger
Avrupa iilkeleri arasinda bir yiizyildan fazla devam etti. Almanlar p ve m harflerini
higbir zaman kabullenmediler, ama + ve — yavag yavag Avrupa’min diger iilkelerine
yerlesti. Nedendir bilmiyorum, + ve — simgelerine en uzun siire direnen ispanya olmus.
Matematiksel simgeler i¢in harf kullanmak bir gelenekti, ama bu harfler sayilar igin kul-
lanilan simgelerle karigiyordu, 6rnegin garpmanin simgesi olan x simgesi elle yazildiginda
z ile karigabilir, bu yiizden X yerine - kullanilir, hatta higbir sey yazilmaz.






2. i§lemler ve Siralama

Boliim 3’te tamsayilar iizerine tanimlanan toplama, ¢ikarma, carpma ve sira-
lamay1 ¢ok daha matematiksel olarak (yani aksiyomatik olarak) ele alacagiz.
Burada sadece okurun geg¢mis bilgilerini tazelemeyi amacliyoruz. Yeni bir an-
latim bigimiyle kargilagtigimizdan, bu boliimii okurken, konuyu matematiksel
olarak ele aldigimiz kanisina varabilirsiniz, aldanmayin! Asil matematigi bir
sonraki boliimde goreceksiniz.

2.1 Toplamsal Ters

Tamsayilarin toplamsal tersleri soyle tanimlanir: Bir n € N dogal sayisinin
toplamsal tersi —n tamsayisidir ve —n tamsayisinin toplamsal tersi n dogal
sayisidir.

Toplamsal ters iglemi

Tanima gore, 0’in toplamsal tersi —0, yani 0’dir. (")rnegin 5’in toplamsal
tersi —5 ve —5’in toplamsal tersi de 5’tir.

Dogal say1 olsun ya da olmasin, bir n tamsayisinin toplamsal tersi —n
olarak yazilir; mesela —5’in toplamsal tersi —(—5) olarak yazilir. Dolayisiyla,
tamm geregi, —(—5) = 5 olur. Daha genel olarak, her n tamsayis: igin

—(=n)=n

esitligi dogrudur, bir bagka deyisle bir tamsayinin toplamsal tersinin toplamsal
tersi tamsayinin kendisidir; 6rnegin

~(=5) =5 ve — (~(=5)) = -5



8 2. islemler ve Siralama

olur. Demek ki pegpese gelen iki eksi isareti gereksizdir, ikisi birden silinebilir.
Daha devam edecek olursak,

esitligini elde ederiz.

2.2 Toplama

N kiimesinde oldugu gibi Z kiimesinde de toplama ve ¢carpma iglemleri tanimla-
nabilir. Okurun zaten 6nceki yillardan aldigi egitimden bildiklerini uzun uzun
tekrarlamayacagiz, sadece birkac 6rnek vermekle yetinecegiz. Once toplama
ornekleri:

7+5 = 12,
7+ (=5) = 2,
(=7 +5 = =2
5+ (=7) = -2
(=5)+7 = 2,
(=5)+(-7) = -12,
(=5)+5 = 0,
5+ (—5) = 0

0, toplamanin etkisiz 6gesidir, yani her x € Z igin
r+0=0+z==x

olur.
r+y=y+zver+(y+z)=(x+y)+=z

gibi okurun onceki yillardan bildigi esitlikler de dogrudur, ama bunlarin sikici
ve pek yaratict olmayan kanitlarini vermeyecegiz. Birinci esitlik (yani degisme
ozelligi) sayesinde tamsayilar1 hangi sirayla topladigimizin 6nemi olmadig ve
ikinci egitlik (yani birlesme 6zelligi) sayesinde tamsayilar toplarken parantez-
lere ihtiyacimizin olmadig cikar. Ornegin ((y + z) 4+ x) + (¢ 4+ s) yerine cok
daha basit olarak = + y + z + t + s yazabiliriz.

Her z tamsayisini toplamsal tersi olan —x ile toplarsak 0 elde ederiz, yani

her z € Z igin

olur.
Toplamada sadelestirme de miimkiindiir: a + x = b + = ise a = b olur.

Alistirmalar

2.1. {z+ 2 :x € Z} kiimesinin 5 égesini bulun.

2.2. {x+z:x € Z\ N} kiimesinin 3 6gesini bulun.
2.3. {z+ (—z) : © € Z} kiimesinin kag 6gesi vardir?
24. {(z+2z)+ (—z) : © € Z} = Z esitligini kamtlayin.
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2.5. {x+2:xz € Z} = Z esitligini kamtlayin.
2.6. a € Z sabit bir tamsay1 olsun. {z + a: x € Z} = Z esitligini kanitlayin.
2.7. a € Z sabit bir tamsay1 olsun. {(x + z) + a : © € Z} # Z esitsizligini kanitlayin.
28. A={0,1} olsun. {(z+z)+a:2 €Z, a € A} = 7Z esitligini kanitlaym.
29. A={3,8}olsun. {(z+z)+a:2 €Z,ac A} =7 esitligini kanitlaym.
2.10. A={3, 7} olsun. {(z+z)+a:2 €Z, a € A} = Z esitligi dogru mudur?
2.11. z 4y = 1 denkleminin tamsayilarda kag¢ ¢éziimii vardir?

2.3 Carpma

Carpma iglemine gecelim. x ve y tamsayilarinin ¢arpimi x X y ya da z -y ya da
¢ok daha basit olarak xy olarak yazilir. Okurun tamsayilar: ¢arpmayi bildigini
varsayarak sadece birka¢ carpma ornegi vermekle yetinelim:

7x5 = 35,
7 x (=5) = 35,
(=7) x5 = —35,
(=7) x (=5) =  35.

Aynen toplamada oldugu gibi, carpmada da degisme ve birlesme 6zelligi ge-
gerlidir: Her «, y, z € Z igin,

xy = yz ve xz(yz) = (xy)z

olur. Boylece, tamsayilar1 hangi sirayla carptigimizin énemi olmadigl ve pa-
rantezlerin gereksiz oldugu anlagilir. Ornegin ((yz)x)(ts) yerine cok daha basit
olarak xyzts yazabiliriz.

1, carpmanin etkisiz 6gesidir, yani her = € Z icin

rxl=1xz==x
olur. 0 ise carpmanin yutan 6gesidir, yani her x € Z igin
rx0=0x2=0

olur. Bir saymin toplamsal tersini, sayiy1 —1 ile carparak da bulabilecegimizi
biliyorsunuzdur:
(—1) x x = —x.

Buradan da, x yerine —1 alarak,

buluruz.
Kaydadeger birkag 6zellik daha:
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Egerzy =1iseyax =y =1yadazxz=y=—1 olur.

Eger xy = 0 ise x ya da y’den en az biri 0 olmak zorundadir.

Eger ax = bx ise ve x # 0 ise a = b olur.

x,y € Z sayilan icin, ne zaman zy € N olur? Eger x ve y birer dogal
sayiysa bu olur elbette; ama ayrica x ve y sayilar1 —N kiimesinin 6geleriyse de
olur. Bir bagka deyisle

xy € N<= (z,y € Nyadaz, y € —N)

esdegerligi gecerlidir.

2.4 Us Alma

Aynen dogal sayilarda oldugu gibi, tamsayilarda da iis alma islemi vardir. Eger
n € Nve z € Zise, 2 = 1 olarak ve eger n > 0 ise 2" sayis1 z’i kendisiyle n
defa carpimi olarak tanimlanir, 6rnegin,

$2 = I, $3 = Irrr, £U4 = TTTT = 1‘2132.

Daha somut ornekler:

(—2)* = -8, 3' =81, (-3)" =81.

z? sayisina z’in karesi, 23 sayisina z’in kiipii adi verilir. z

cli kuvveti olarak ifade edilir. Karesi 4 olan tek bir dogal say1 vardir: 2. Ama
karesi 4 olan iki tamsay1 vardir: 2 ve —2.

0 ifadesinin 1 olarak tammmlandigina dikkatinizi cekerim. Bu ifade bazen
tanimsiz birakilir, ama biz burada daha ziyade cebir yapiyoruz ve cebirde 0°
ifadesinin 1 olarak tanimlanmasinda yarar vardir.

Dogal sayilarin iisleri icin gecerli olan tiim 6zdeglikler tamsayilarin tisleri
icin de gecerlidir. Ornegin,

3 4

ise z’in dordin-

(wy)n — xnyn’ xnxm — $n+m’ (xn)m — xnm'

Bu esitlikler kanitlanabilir tabii ama simdi kanitlamamay: tercih ediyoruz, bir
bagka kitaba birakiyoruz.
2™ ifadesinin iki anlami olabilir:

(™)™ ya da ™).

Bu iki say1 genellikle birbirine esit degildir. Birincisi ™™ sayisina esittir, ama
ikincisi genellikle degildir. Ornegin x = 2, n = 2 ve m = 3 ise,

(™)™ = 2™ = 20 = 64 ve 2("") = 2® = 256

olur. Demek ki “lis alma iglemi” birlesme 6zelligini saglamaz.
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—1’in kuvvetleri 6zellikle 6nemlidir, bahsetmek lazim: Eger n ¢ift bir dogal
saylysa (—1)" = 1 olur, aksi halde (—1)" = —1 olur. Bu soyle gosterilir.

(—1)" = 1 eger n ¢ift ise
| =1 eger n tek ise

Genel olarak, her x € Z icin, 2> € N olur, hatta bir tamsaymm tiim cift

kuvvetleri bir dogal sayidir, yani her o € Z ve her n € N icin 22" € N olur.

Asallara Ayrisma. 0’dan farkl dogal sayilarin asallarin ¢arpimi olarak yazil-
digim biliyoruz [2. Kitap, Teorem 6.3]. Tamsayilar, dogal sayilarin +1 ¢arpimi
oldugundan, tamsayilar1 da +1 kere asallarin carpim olarak yazabiliriz. Or-
negin,

—3516 = —20 .5 141

olur. Dogal sayilar da tabii ki eskisi gibi asallara ayrigir:
3516 = 2.5 - 141.

Demek ki her n tamsayisi, sonlu sayida pq, . . . , pr asali ve ayni sayidang, ..., ng
dogal sayis icin,

n=sm)py’ - -p*
olarak yazilir. Buradaki s(n), n’nin isaretidir, yani n pozitif bir dogal sayiysa
s(n) = 1, negatif bir tamsayiysa s(n) = —1 olur. p; asallarin kiiglikten biiytige
siralamak gelenektendir. Ayrica, 0’a egit olanlarini atarsak, n; dogal sayilarinin
pozitif olduklarini varsayabiliriz.

2.5 Cikarma

Dogal sayilarda da olan bu toplama ve carpma iglemleri disinda, tamsayilarda
bir de dogal sayilarda olmayan ¢ikarma iglemi vardir. Cikarma iglemi, toplam-
sal ters ve toplama iglemleri yardimiyla soyle tanimlanir:

r—y=x+(-y).

Ornegin,
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Toplama ¢ikarma yaparken bazi kisaltmalar yapilir:

(=7)+5 yerine —7+5,
(=7)+ (=5) yerine —-7-5

yazilir. x ve y ile ifade edecek olursak:

(—z)+vy yerine —x + v,
(—z)+ (—y) yerine —z—y

yazilir. Bu esitlikler sadece x ve y dogal sayilar: i¢in degil, tamsayilar i¢in de
gecerlidir.
r—(y—z2)=z—y+z

gibi esitliklere ya da
rt+y=z=>x=2—yY

gibi 6nermelere okurun agina oldugunu biliyoruz, dolayisiyla iistiinde durmu-
yoruz.
Cikarma iglemi birlegsme 6zelligini saglamaz, yani

r—(y—2)=@-y) -z

esitligi her z, y, z tamsayisi i¢in dogru degildir. Bkz. Aligtirma 2.23.

2.6 Dagilma Ozelligi Uzerine

Tamsayilarda toplamayla carpma arasinda ¢ok siki bir bag oldugu diistniilebi-
lir ilk bakista, ¢linkili ne de olsa pozitif bir n ile bir sayiy1 carpmak o sayiy1 ken-
disiyle n defa toplamak demek, eger n negatifse n ile carpmay toplamayla ifade
etmek de ¢ok zor degil. Ama bu his yaniltici. Toplamayla carpma arasindaki
yegane iligki aslinda dagilma 6zelligi ve dagilma 6zelligi de ¢ok gilicli bir iligki
degil.

Ornegin dagilma ozelligi sayesinde

(r—y)la—b+c)=za— b+ xc—ya+yb—yc

gibi egitlikler elde ederiz. Asagidaki esitlikler herkesin bilmesi gereken (ve ka-
nit1 gayet kolay) meshur esitliklerdir.

(x+y)? =2+ 2zy +y°
(x —y)? =2* — 2zy + 3
(z+y)(z—y) =2 —y?

Bunlar dagilma ve degisme (xy = yx) 6zelligi kullanilarak kolaylikla kanitla-
nabilir.
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Bir bagka ornek verelim:
(z—1)y—1)=2zy—az—y+1.
Muhtemelen kolay gelmistir, sonug olarak z — 1 ile y — 1’i carpiyoruz. Ama
diyelim
zy—r—y—+1
ifadesi verildi ve bizden bu ifadeyi x’li ve y’li iki ifadenin carpimi olarak yaz-
mamiz istendi, yani

wy—z—y+l=(-1)F-1)
esitligini bulmamiz istendi. Bu ¢ok daha zor bir ugragtir. Eger kolay geldiyse
daha zorunu verelim:
6zy — 8x — 9y + 12
ifadesini “carpanlarina” ayirabilir misiniz? Pek kolay degil degil mi? Ayirabi-
liriz ama:
6ry —8r — 9y + 12 = (2z — 3)(3y — 4).
Peki ya
24xyz — 30xy — 36yz — 32xz + 40x + 45y + 48z — 60

ifadesi verilseydi? Bunu ¢arpanlarina ayirabilir misiniz? Pes edilmeyecek gibi
degil... Cevab1 soyleyelim:

24zyz — 30zy — 36yz — 3222 + 40z + 45y + 482 — 60 = (22 — 3)(3y —4)(4z = 5).

Zorlandiysaniz hi¢ sorun etmeyin, herkes zorlanir. Mecbur kalmadik¢a ben
yanindan bile gegmem. Bu tiir sorular hi¢ kolay degildir. Carpmak oldukca
kolaydir, biraz sabirla
(2x —3)(3y —4)(4z — 5)

ifadesi dagilma oOzelligi kullanilarak carpilip parantezlerinden arindirilabilir
ama 24xyz — 30xy — Yyz — 8xrz 4+ 40x 4+ 45y + 12z — 60 gibi bir ifadeyi ¢arpan-
larina ayirmak daha zordur. Yani aslinda bu o kadar zor degil, biraz ugrasinca
bulunur ama bundan ¢ok daha getrefilli ifadeleri ¢arpanlarina ayirmak bayagi
daha zordur.

Ornekler

2.12. Eger z ve y'yi asal carpanlarina ayirmigsak ve = ve y’nin biiyiik bir ortak boleni varsa,
x +y ve z — y sayilarini da kolaylikla asal ¢arpanlarina ayirabiliriz. Ornegin

z = 2%3°5%7% ve y = 355211
ise
x+y = 2°3°5°77 4+ 3°5%11 = 3°5%(2%7° + 3 - 11) = 3°5%425 = 3°5%25 - 17 = 3°5*17
ve
x—y=2%3°5°7" — 3°5%11 = 3°5%(2%7° — 3. 11) = 3°5359
olur. (359 asaldir.)
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2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2. islemler ve Siralama

Toplamanin su 6zelligi 6nemlidir:
r+4+y=zise x =z —y olur.
Bu 6zelligi kanitlamak icin = + y = z esitliginin her iki tarafina —y eklemek yeterlidir:
r=r+0=z+@y+(-y)=@+y)+(-y)=2+(-y)=2—y.

Benzer sekilde,
r+y=z+tisex —t =z —y olur.

Bu ozellikler sayesinde 4z + 7 = 3z 4+ 3 denklemini ¢ozebiliriz mesela. Bunun i¢in 3z’i
esitligin soluna, 7’yi esitligin sagina tagiyalim: 4o — 3z = 3 — 7, yani 4o — 3z = —4 elde
ederiz. Ama 4z — 3z = (4 —3)z = 1z = = oldugundan, bundan, x = —4 gikar. Nitekim
x yerine —4 koyarsak hem 4x + 7 hem de 3z + 3 ifadelerinin degeri —9 olur.

122 — 5 = 4z + 11 denklemini ¢6zelim. Bunun igin «’leri bir kenara, sabit sayilar1 diger
tarafa atalim: 12z — 4x = 11 + 5, ve buradan da 8z = 16 ve x = 2 elde ederiz. Nitekim
x yerine 2 koyarsak, hem 12z — 5 ifadesi hem de 4x + 11 ifadesi 19’a esit olur.

5x — 4 = Tx + 3 denkleminin ¢oziimlerini bulalim. Bu denklemden 2z = —7 g¢ikar ve bu
son egitligin tamsayilarda bir ¢oziimii yoktur. Demek ki 5z — 4 = 7z + 3 denkleminin de
¢ozlimi yoktur.

2z — Bz —y)) — ((z — 2z — 4y)) — ((z — y) — (x + 32))) ifadesini sadelegtirelim:

(20— (32 — ) — (= — (22— 4y)) — (= — v) — (= +32)))
=2z—-3z4+y) —(z—2z+4y) —(2—y —z—32))
=2z—-3z+4+y) —(z—2zx+4dy —z4+y+z+3z2)
=R2r—-3x+y) —(—z+5y+32)
=2x—3z+vy +z—5y— 3z
= —4y — 3=z.

(3z — 2)(4y — 7) = 1 denkleminin tamsayilarda ¢oziimlerini bulalim. Bu esitligin dogru
olmasi i¢in, parantez icindeki ifadelerin ikisi birden ya 1’e ya da —1’e esit olmalidir.
Once birinci durumu ele alalm: 3z —2 =1 =4y — 7 ise ¢ = 1 ve y = 2 olmal1. Ikinci
durum: 3z — 2 = —1 = 4y — 7, yani 3z = 1 ve 4y = 6; bu durumda ¢oziim yoktur.
Demek ki (3z — 2)(4y — 7) = 1 denkleminin tamsayilarda tek bir ¢6ziimii vardir: = 1
ve y = 2.

(3¢ —2)(4y — 7) = —1 denkleminin tamsayilarda ¢6ziimlerini bulalim. Bu esitligin dogru
olmasi i¢in, parantez igindeki ifadelerin biri 1’e digeri —1’e egit olmalidir.

Once 3z —2 =1 ve 4y — 7 = —1 durumunu ele alalim. Bu durumda z = 1 ve 4y = 6
olur. 4y = 6 denkleminin tamsayilarda bir ¢éziimii olmadigindan, bu durumda sistem
¢ozililemez. Jimdi de 3x—2 = —1 ve 4y—7 = 1 durumunu ele alalim. Bu sefer ikinci denk-
lemin ¢6zlimii var ama birincisinin yok. Sonug olarak (3z —2)(4y —7) = —1 denkleminin
tamsayilarda ¢oziimii yoktur.

Bu oOrnekler kolay gelmis olmali. Asagidaki aligtirmalar da muhtemelen

kolay gelecektir. Birazdan ¢ok daha zor sorulara rastlayacagiz, bunlar1 isinma
hareketleri olarak addedebilirsiniz. Daha zor bir soru istiyorsaniz, 3x — 2 =
7Ty 4+ 4 denkleminin tamsayilardaki (ya da dogal sayilardaki) tiim ¢oziimlerini
bulmaya c¢aligabilirsiniz; 6rnegin x = —12, y = —6 bu ¢ozlimlerden biridir,
ama bagkalar1 da vardir.
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Alistirmalar

2.19.
2.20.
2.21.

2.22.

2.23.

2.24.
2.25.

2.26.
2.27.
2.28.
2.29.
2.30.
2.31.
2.32.
2.33.
2.34.
2.35.
2.36.
2.37.
2.38.
2.39.
2.40.
2.41.
2.42.
2.43.
2.44.
2.45.
2.46.
2.47.
2.48.
2.49.
2.50.
2.51.
2.52.
2.53.
2.54.
2.55.
2.56.

x = 2*3°5% ve y = 2°335% ise x + y ve & — y sayilarim asallarina ayirin.

z = 2*355% ve y = 25335% ise 6z + 8y ve 4z — 9y sayilarmi asallarina ayirin.

x = 243550y = 2°3%5% ve z = 233%5° ise x + y + 2, © — y — 2z ve xy — 22 sayilarm
asallarina ayirin.

“Tki sayinin toplaminin toplamsal tersi, sayilarin toplamsal terslerinin toplamina egittir”
ifadesini matematiksel dilde ifade edin.

Toplama igleminin birlesme 6zelligi vardir, yani « + (y + z) = (z + y) + z olur. Carpma
isleminin de birlesme 6zelligi vardir: (zy)z = z(yz). Cikarma igleminin birlesme 6zelligi
var midir? Yoktur. Nitekim z — (y — 2) = (z — y) — 2 esitligi ancak z = 0 igin dogrudur.
Bunu kanitlayin.

Bir n tamsayisi igin (1 — 3n)(n + 3) bigiminde yazilan tiim asal sayilar1 bulun.

Bir n tamsayisi icin 3n* 4 4n + 1 tiiriinden yazilan tek bir asal oldugunu kanitlaym. Bu
asali bulun.

(z—(y—z+(zr—y))) — (y— 2z + (—y + x)) ifadesini sadelegtirin.
(x—(—y—3z— (22 —y))) — B3y — 2z — (—y — x)) ifadesini sadelestirin.
z—((—y—3z— 2z —y)) — B3y — 2z — (—y — =))) ifadesini sadelegtirin.
20— (y—z+ (x—v))) — 3(y — 2z + (—y + z)) ifadesini sadelestirin.
2z —Bx+y)—((z— 2z —4y)) — ((z —y) — (x — 3z))) ifadesini sadelestirin.
2(x —3(y —z+4(x —y))) — 5(y — 2z + 2(—y + z)) ifadesini sadelestirin.
(x—y)(x+2)— (r+y)(r—2)+ (y + z)(z — y) ifadesini sadelestirin.

3z — 2 = 4z — 6 denklemini tamsayilarda ¢oziin.

3z — 10 = 4z — 6 denklemini tamsayilarda ¢oziin.

—2x — 2 = —x — 6 denklemini tamsayilarda ¢oziin.

—2z — 10 = —x — 6 denklemini tamsayilarda ¢oziin.

3z — 5 = 2z 4+ 9 denklemini tamsayilarda ¢oziin.

3z — 5 = 10z + 9 denklemini tamsayilarda ¢oziin.

3z — 5 = 8z 4+ 9 denklemini tamsayilarda ¢oziin.

(x —1)(z +1)(y — 3)(2 + 4) = 0 denklemini tamsayilarda ¢oziin.
(z — 1)> = —4 denklemini tamsayilarda ¢oziin.

(x — 2)(xz + 1) = 0 denklemini tamsayilarda ¢6ziin.

(z+3)(z — 2)(x + 1) = 0 denklemini tamsayilarda ¢oziin.
(z+3)(3x — 2)(z + 1) = 0 denklemini tamsayilarda ¢dziin.

(x +3)? = 0 denklemini tamsayilarda ¢oziin.

(z +3)%(3z — 2)*(z + 1)* = 0 denklemini tamsayilarda ¢oziin.
(x —2)(y + 1) = 1 denklemini tamsayilarda ¢6ziin.

(z —2)(z + 1) = 1 denklemini tamsayilarda ¢oziin.

(z — 2)? = 1 denklemini tamsayilarda ¢oziin.

3 = 8 denklemini tamsayilarda ¢oziin.
4

16 denklemini tamsayilarda ¢oziin.

x denklemini tamsayilarda ¢oziin.
2

x
x
22
T —x denklemini tamsayilarda ¢oziin.

(z — 2)(z + 1) = 4 denklemini tamsayilarda ¢oziin.

(x +3)(3y — 2)(z + 1) = 1 denklemini tamsayilarda ¢oziin.
(

5z — 4)(4y — 7) = 1 denkleminin tamsayilarda ¢6ziimlerini bulun.
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2.57. (3z — 5)(4y — 7) = 1 denkleminin tamsayilarda ¢oziimlerini bulun.

2.58. (3z — 10)(4y — 9) = 1 denkleminin tamsayilarda ¢oziimlerini bulun.

2.59. (3z — 4)(4y — 7) = —1 denkleminin tamsayilarda ¢oziimlerini bulun.

2.60. (5z — 3)(4y — 9) = —2 denkleminin tamsayilarda ¢oziimlerini bulun.

2.61. (5z — 3)(4y — 9) = 2 denkleminin tamsayilarda ¢oziimlerini bulun.

2.62. (3z —1)(4y — 3)(5z — 4) = 6 denkleminin tamsayilarda ¢oziimlerini bulun. (Pek hog bir
soru degil dogrusu, ¢iinkii dikkate alinmasi gereken biraz fazla gik var, bunun igin 6ziir
dilerim; gene de bu tiir denklemleri ¢6zebilmek, en azindan ¢éziim yontemlerini bilmek
gerekiyor.)

2.63. (x —2)(3y —2) = (z — 2)(5y — 4) denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimlerini bulun.

2.64. (3z — 2y)(2x — 3y) = —1 denkleminin tamsayilarda ¢oziimlerini bulun.

2.65. (x+3)(y—1) — (x +2)(y + 3) = 0 denkleminin tamsayilarda ¢oziimlerini bulun.

2.66. (22 +4%) (2% +1%) = (xz +yt)? + (xt — y2)? esitligini kanitlaym. Bu ifadeden iki karenin
toplami olan tamsayilar kiimesinin ¢arpma altinda kapali oldugunu ¢ikarin.

2.67. Her z, y € Z igin x xy = zy — x — y + 2 tanmimim yapalim.

a. zx (yxz) = (x*xy) * z esitligini kamtlayn.
b. x *xy = y *x x egitligini kanitlayn.
c. xx 1 =1 egitligini kanitlayin.
d. z % 2 = z egitligini kanitlayin.
Notlar
2.68. Siz yaglarimdayken, lisedeyken yani, hesap makinalar1 daha yeni yeni popiiler oluyordu.

Galiba popiiler tek bir marka vardi, Texas Instruments. Her yerde reklamlarini goriiyor-
duk ama agzimizin sular1 akarak bakiyorduk, ciinkii ¢ok pahaliydilar, kalitesine gore
1200 dolar ve tistii gibi kalmig aklimda. Tabii program filan da yazilabiliyordu, yani oyle
sadece toplama, ¢arpma yapabilen makinalar degildi. Ama o kadar paray1 toparlaya-
bilmemiz miimkiin degildi. Duyduk ki Polonya’da esdeger makinalar 300 dolara iireti-
liyormus. Biz, matematige merakl tli¢ arkadag 300’er dolar toparlayip babasi hariciyeci
olan bir bagka arkadagimiza makinalar: ismarladik. Tatillerde restoranlarda bulagikgilik
yaptigimdan o kadar param vardi. Arkadaglarim herhalde ailelerinden istediler. Makina-
lar geldiginde sevingten havaya ugtuk, kartlar: filan vardi, yazdigimiz programlar: daha
sonra kullanmak tizere kartlara kaydetmemiz gerekiyordu; ama gel gor ki makinalarimiz
Polonya notasyonu kullaniyordu. Yani x 4 y yerine + z y ve x X y yerine X x y yazmak
gerekiyordu. Boylece parantezlere gerek kalmiyordu, 6rnegin = X (y + z) igin

XxT + yz
yazmak, (z X y) + z igin
+ X xTyz
yazmak, = + (y X z) i¢in
+x X yz
yazmak gerekiyordu. z/y igin ise
—Ty
yazmaliydik.
v +5
t

gibi bir ifade
+ =4+ - 2zyztd
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olarak yaziliyordu. Boylece parantezlere gerek kalmiyordu. Kisa zamanda aligtik ama,
hatta o kadar aligtik ki, normal gosterime donmekte zorlandik.

Polonya notasyonunu Polonyali matematiksel mantikg Lukasiewicz 1924’te bulmustur.
Matematikte ve mantikta artik kullanilmasa da bilgisayar bilimlerinde hala kullaniliyor.

2.7 Siralama
Dogal sayilarin bildigimiz
0<1<2<3<...

siralamasini tamsayilara goyle genisletelim:

1. Dogal sayilarin siralamasi eskisi gibi olsun. Ornegin 3 hala daha 5’ten kiiciik
olacak, clinkii dogal sayilarda da oyleydi.
2. Yeni ekledigimiz “eksili sayilar”’in hepsi tiim dogal sayilardan daha kiiciik
olsun; yani her n, m € N igin,

—n<m

olsun. Ornegin —1 < 5, —5 < 1 ya da —3 < 0. Ve elbette —0 < 0.
3. Son olarak “eksili sayilarin” siralamasi dogal sayilarin siralamasinin tam
tersi olsun, bir bagka deyisle her n, m € N i¢in,

—n<-—m<m<sn
olsun. Ornegin —5 < —3 ciinkii 3 < 5.
Demek ki tamsayilar: soyle siraliyoruz:
L. -3<-2<-1<0<1<L2LK3<...

Eger < siralamas yerine (aynen < siralamasimi tanmimladigimiz gibi) < sirala-
masini tamimlarsak,

L3210kl C2<3<.
olur. Tahmin edilecegi iizere ve elbette,
r<y<= (r<yvex#y)

ve
r<y<= (r<yyadax=y)

esdegerlikleri gecerlidir. Yani < siralamasiyla < siralamasindan biri biliniyorsa,
digeri de bilinir; her birini digerinin yardimiyla tanimlayabiliriz.

x >y onermesini y < x olarak ve x > y Onermesini y < x olarak taniml-
yoruz.

Bu siralamanin resmi de soyle:
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Kiiciikten biiyiige dogru soldan saga siralanmig dogal sayilar.

Gorildigi tizere tamsayilarin ne en kiiglik 6gesi var ne de en biiyiik: Eger
x bir tamsayiysa z — 1 tamsayisi x’ten kigciiktir ve x + 1 tamsayist x’ten
biiytiktiir.

Dogal sayilarda oldugu gibi tamsayilarda da n ile n + 1 arasinda bir say1
yoktur. Yani n hangi tamsay1 olursa olsun, n < x <n 41 ise x ya n’ye ya da
n + 1’e esit olmak zorundadir.

Tamsayilarin kareleri negatif olamaz tabii, yani kareler N kiimesindedirler.
Ornegin (—5)2 = (=5)(—5) = 25 € N olur.

Tamsayilarin siralamasinin daha sonra sik sik referans verecegimiz birkag
onemli 6zelligini yazalim:

S1. Yansima. Her u € Z icin u < w olur.

S2. Antisimetri. Her u, v € Z igin, eger u < v ve v < u ise u = v olur.

S3. Gegigkenlik. Her u, v, w € Z icin, eger u < v ve v < w ise u < w olur.
S4. Tamsiralama. Her u, v € Z icin ya v < v ya da v < u olur.

ST. Toplamayla Uyum. Her u, v, w € Z icin, eger u < v ise u +w < v+ w
olur.

SC. Carpmayla Uyum. Her w, v, w € Z igin, eger u < v ve 0 < w ise
uw < yw olur.

ST ozelliginin diger istikameti de dogrudur, nitekim eger u +w < v + w
ise, her iki tarafa da —w ekleyerek ST’den dolay1 u < v elde ederiz. Mesela

u<v<=u—v<v—v<=u—v<0

olur (u < v esitsizliginin taraflarina —v eklersek u—v < 0 esitsizligini, u—v < 0
esitsizliginin taraflarina v eklersek u < v esitsizligini buluruz.) Taraflara bir
de —u eklersek, buradan

u<v<— —v<—u

esdegerligini buluruz.
S3, ST ve SC ozellikleri < yerine < igin de gegerlidir. Ama S2’de < yerine
< koyarsak S2 anlamsizlagir. S1 ve S4 igin su degisiklikler yapilmali:

S1’. Yansimama. Her u € Z i¢in u < u 6nermesi yanhstir.
S4’. Tamsiralama. Her u, v € Z igin ya u < v ya u = v ya da v < u olur.

Eger w = 0 ise SC 06zelliginin diger istikameti dogru olmayabilir tabii,
ama eger w > 0 ise, diger istikamet de dogrudur: Eger uvw < vw ve w > 0
ise u < v olmak zorundadir. Bir bagka deyisle esitsizliklerde pozitif sayilar
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sadelegtirebiliriz, 6rnegin 6x < 9y ise 2z < 3y olur. Bunu kanitlayalim. Diyelim
yw < vw ve w > 0. Amacimiz 4 < v 6nermesini kanitlamak. Olmayana ergi
yontemine bagvuracagiz. Diyelim v < v Onermesi yanlig. O zaman v < u
onermesi dogru olur, dolaysiyla v < w 6nermesi dogru olur. Ama 0 < w ol-
dugundan, SC’den dolay1 vw < ww olur. S2’den de uw = vw c¢ikar. Buradan
(u—v)w = 0 ve hemen ardindan u — v = 0 elde edilir (¢iinkii w # 0), yani
u = v bulunur. Buradan da v < v ¢ikar.

En Kiiciik ve En Biiyiik Ogeler. Bog olmayan her dogal say1 kiimesinin
bir en kiigiik 6gesi vardir, bunu biliyoruz (Iyisiralama Ozelligi, [2. Kitap, sayfa
81]). Bu 6zellik tamsayilarda gegerli degildir. Ornegin Z., Z’nin bir altktimesidir
(tabii ki!) ama Z'nin en kiiciik dgesi yoktur. Ote yandan tamsayilarda baz
altklimelerin en kii¢lik 6gesi vardir. Agiklayalim:

Eger bir X C 7Z altkiimesinin tim ogeleri belli bir a tamsayisindan bii-
yiikse, a’ya X’in bir altsinir: adi verilir. Ornegin —500, —300’den biyik
sayillardan olusan kiimenin bir altsiniridir. —400 ve —600 de bu kiimenin birer
altsiniridir. Eger a sayis1 X altkiimesinin bir altsiniriysa, a’dan kiigiik her say1
da X’in bir altsimiridir elbette. Altsinirt olan kiimelere alttan sinarly kiime
denir. Alttan sinirli olan ama bogkiime olmayan her X C 7Z altkiimesinin
en kiiciik bir dgesi vardir. Bu 6geye kiimenin minimal dgesi denir. Ornegin
—100’den biiyiik ve 7’ye boliinen en kiigiik tamsay1r —98’dir. Bu say1

min X
olarak yazilir. Bir bagka ornek:
{z € 5Z : x > —342}

kiimesi alttan sinirlidir, mesela —402 tarafindan. Bu kiimenin en kiigiik 6gesi
—340’t1r, yani
min{z € 5Z : x > —342} = —340

olur.

a ve b, X’in altsinirlari
m, X’in en kiiciik 6gesi

Benzer sekilde eger bos olmayan bir altkiimenin tiim 6geleri belli bir tam-
sayidan kiigiikse (matematiksel jargonla, altkiime ustten sinirhysa), o za-
man o kiimenin en biiytik bir 6gesi vardir. Bu 6geye kiimenin maksimal 6gesi
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denir. Ornegin —100’den kiiciik ve 7’ye boliinen en biiyiik tamsayr —105’tir.
X’in en biiyiik ogesi
max X

olarak gosterilir.

"

a ve b, X’in tstsinirlar:
M, X’in en buyiik ogesi

Bog olmayan sonlu kiimelerin her zaman en kii¢iik ve en biiyik Ggeleri
vardir tabii. Ornegin

min {—40, —30, 0, 5, 26} = —40 ve max {—40, —30, 0, 5, 26} = 26

olur.

2.8 Mutlak Deger

x herhangi bir tamsay1 olsun. max {x, —x} sayisi, yani z ile —z sayisinin en
biiyligii |z| olarak gosterilir:

|z| = max {z, —z}.

|z| sayisina z’in mutlak degeri adi verilir. Ornegin,

15| =5

- 5] =5

0] =0

|3 — 5 = |-2/=2
|—3]+ 5] = 3+5=8
I=3l=Bl = B=5=[-2[=2

olur. Demek ki dogal sayilarin mutlak degeri kendilerine egittir, negatif sayi-
larin mutlak degerleri ise sayinin toplamsal tersine egittir. Yani

)

x eger x > 0 ise
|z| = 2 :
—x eger x <0 ise

bir bagka deyisle,
reEN=|z|=2
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ve
r<0<=|z|=—2x

olur. Goriildiigi tizere, her x i¢in

—lz] <z < x|
oluyor. Bununla

—lyl <y <yl
esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak,

([ +[y]) <z +y < |z] + [y|
buluruz. Bu iki esitsizligi soyle ayiralim:
z+y <l|z[+ |yl ve —(z+y) < |z|+ ]yl
Demek ki
(@ +y) < |z + ]yl
Ama |z + y| = (2 + y). Bundan da
[z 4yl < [z + |y

gikar. Bu ¢ok meghur bir esitsizliktir. Adi bile vardir: [“J(;gen Esitsizligi. Bunu
bir teorem olarak yazmakta yarar var:

Teorem 2.1 (Ucgen Esitsizligi). Her x ve y tamsayis icin |z + y| < |z| + |y|
olur. g

Bu teoremden ilging bir egitsizlik daha cikar. x ve y iki tamsayi olsun.
Uggen esitsizliginden,

yl =z + (y —2)] <[z + [y — ],
yani
yl = |zl < |y — 2| = [z -y

cikar. x’le y’nin yerlerini degistirirsek,

|z = [yl < |z —y]
buluruz. Demek ki

£(lzl = [y < [z —yl.

Ama ||z| — |y|| = £(Jz| — |y|) oldugundan, bu da

2] = [yl < |z -y
demektir. Bir teorem daha kanitladik.

Teorem 2.2. Her x ve y tamsayist i¢in ||x| — |y|| < |x — y| olur. O
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Ornekler

2.69. 2® = |z|? esitligi dogrudur ama 2® = |z|* esitligi ancak x bir dogal sayiysa dogrudur.
Eger = negatifse, |2%| = —3 olur.

2.70. Her z ve y igin |zy| = |z| - |y| olur. Bunun kolay kanitin1 okura birakiyoruz.

2.71. Eger a < 0 ise |z| = a denkleminin hi¢ ¢éziimii yoktur. Ama |z| = 0 denkleminin
tek bir ¢6zlimii vardir: # = 0. Ve son olarak eger z > 0 ise |z| = a denkleminin iki
¢ozlimi vardir: x = a ve x = —a. Bu iki ¢6zlimii * = Z4a olarak tek bir esitlikle
gostermek cogu zaman kolaylik saglar. “x = +a” su anlama gelir: x sayisi ya a’ya ya
esittir ya da —a’ya. |z| = |a| denkleminin her zaman en az bir ¢oziimii vardir; eger z # 0

2.72.

2.73.

2.74.

2.75.

2.76.

ise iki ¢Oziimii vardir: x = +a.

|z—3| = 5 denkleminin tiim ¢ozlimlerini bulalim. Mutlak degerden kurtulmak istiyorsak,
bu denklemi iki denkleme déniigtiirmek zorundayiz. |x — 3| = 5 demek, ya z —3 =5 ya
da x — 3 = —5 demektir. Buradan da iki ¢6ziim oldugu anlagilir: x = 8 ve x = —2.

|2z — 3| = |4z — 9] denkleminin ¢éziimlerini bulalim. Bu esitlik iki durumda miimkiin:
2x —3 =4z — 9 ya da 22 — 3 = —(4x — 9). Bu denklemler de sirasiyla x = 3 ve z = 2
¢Ozliimlerini verir.

|22—3| = |5x—11| denkleminin tamsayilarda ¢oztimlerini bulalim. Bu esitlik iki durumda
miimkiin: 2z — 3 = 5z — 11 ya da 2z — 3 = —(5x — 11). Birincisi 3z = 8 demektir ki
bunun tamsayilarda bir ¢oziimii yoktur. Ikincisi ise 72 = 14 demektir, bunun ¢Oziimi de
r = 2'dir.

|2z—3| = |7z—10| denkleminin tamsayilarda ¢éziimlerini bulalim. Bu egitlik iki durumda
miimkiin: 22 —3 = 72— 10 ya da 2z —3 = —(7z—10). Birincisi 5z = 7 demektir ki bunun
tamsayilarda bir ¢oziimii yoktur. Ikincisi ise 9z = 13 demektir ki bunun da tamsayilarda
bir ¢6zlimii yoktur. Demek ki denklemimizin tamsayilarda ¢oziimii yoktur.

Eger a, b > 2 ise ab > a + b esitsizligini kanitlayalim. Asagidaki egitsizliklerin egsdeger
oldugunu kontrol etmeyi okura birakiyorum:

ab > a+b
ab—a—0b > 0
ab—a—-b+1 > 1
(a-1b-1) > 1

Eger a, b > 2 ise son esitsizlik elbette dogru.

Alstirmalar

2.77.
2.78.
2.79.
2.80.
2.81.
2.82.
2.83.
2.84.
2.85.
2.86.
2.87.
2.88.
2.89.

—5 < x < 7 esitsizliklerini saglayan ka¢ x tamsayisit vardir?

—5 < x < 7ve —3 <z < 10 egitsizliklerini saglayan kag = tamsayis1 vardir?

|z| < 10 esitsizligini saglayan kag tane x tamsayisi vardir?

|3x| < 10 esitsizligini saglayan kag tane = tamsayisi vardir?

|z — 3] < 10 esitsizligini saglayan kag tane x tamsayis1 vardir?

|2z — 3| < 10 esitsizligini saglayan kag tane z tamsayis1 vardir?

|50z — 3| < 10 esitsizligini saglayan ka¢ tane = tamsayisi vardir?

|50 — 41| < 10 esitsizligini saglayan kag tane = tamsayisi vardir?

|z — 3| < 816 esitsizligini saglayan kag tane z tamsayis1 vardir?

|50 — 41] < 200 esitsizligini saglayan kag tane = tamsayisi vardir?

|z — 3| = —2 denkleminin tamsayilardaki tiim ¢oziimlerini bulun.

|(z — 3)(z + 5)| = 0 denkleminin tamsayilardaki tiim ¢6ziimlerini bulun.
)

|(z — 3)(z + 5)| = 1 denkleminin tamsayilardaki tiim ¢6ziimlerini bulun.
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2.90.
2.91.
2.92.
2.93.
2.94.
2.95.
2.96.
2.97.
2.98.

2.99.

2.100.
2.101.
2.102.
2.103.
2.104.
2.105.
2.106.
2.107.
2.108.
2.109.
2.110.
2.111.
2.112.
2.113.

2.114.
2.115.

2.116.
2.117.

2.118.

2.119.

2.120.
2.121.
2.122.
2.123.
2.124.
2.125.
2.126.

|3z 4+ 5| = 4 denkleminin tamsayilardaki tiim ¢oziimlerini bulun.

|3z — 14| = |1 — 2z| denkleminin tamsayilardaki tiim ¢6ziimlerini bulun.
|5z — 11| = |3 — 2z| denkleminin tamsayilardaki tiim ¢6ziimlerini bulun.
|5z — 11| = |3 — 8x| denkleminin tamsayilardaki tiim ¢6ziimlerini bulun.
|x — 1| = |z + 1| denkleminin tamsayilardaki tiim ¢dziimlerini bulun.

|z — 3| = —2 denkleminin tamsayilardaki tiim ¢oziimlerini bulun.

|z — 2| = |z + 8| denkleminin tamsayilardaki tiim ¢oziimlerini bulun.

|2 — x| = |z + 8| denkleminin tamsayilardaki tiim ¢dziimlerini bulun.

|z + 3| = |z + 5| denkleminin tamsayilardaki tiim ¢dziimlerini bulun.

|z — 2| = |z + 6] denkleminin tamsayilardaki tiim ¢oziimlerini bulun.
|[4x 4 3| = |x + 12| denkleminin tamsayilardaki tim ¢dziimlerini bulun.
|[4z + 3| = |z + 6] denkleminin tamsayilardaki tiim ¢oziimlerini bulun.

|[4z + 3| = |3z + 4| denkleminin tamsayilardaki tiim ¢oziimlerini bulun.

|(x — 1)(z +4)] < 8 esitsizligini saglayan tiim z tamsayilarin bulun.

|(x — 1)(z + 4)] > 100 esitsizligini saglayan kag tane = tamsayisi vardir?

|(z —3)(y + 5)| = 1 denkleminin tamsayilardaki tiim ¢ozlimlerini bulun.

Hangi z tamsayilar i¢in (3z — 1)(2x — 1) < 0 olur?

Hangi z tamsayilar icin (z — 1)(z + 4)(z — 7) < 0 olur?

Hangi z tamsayilar i¢in (3z —1)(4 — z)(z — 7) > 0 olur?

Her = tamsayisi icin ||z|| = |z| esitligini kanitlayin.

Hangi = tamsayilar icin [(x — 1)(x +4)| = (x — 1)(x + 4) esitligi saglanir?

alb ve b > 0 ise, a < b oldugunu kanitlayn.

Her n € Z igin n + |n| > 0 oldugunu kamtlayin. Hangi n tamsayilar i¢in esitlik olur?
Eger a > 0 ise s(a) = 1, eger a < 0 ise s(a) = —1, eger a = 0 ise s(a) = 0 tanimim ya-
palim. s(a)|a] = a ve |a| = as(a) esitliklerini kanitlayin. Her a ve b i¢in s(ab) = s(a)s(b)
esitligini kanitlaymn. s(a)’ya a’'nin igareti adi verilir.

Her a, b, ¢ tamsayisi i¢in max{max{a, b}, c} = max{a, max{a,b}} esitligini kamtlayin.
Her a, b, ¢ tamsayis1 igin |a — b| < |a — ¢| + |c — b] esitligini kamitlaymn. (Ipucu: Uggen
esitsizligi.)

Eger 0 < w ve uw < vw ise u < v 6nermesini kanitlayin.

a, b, ¢, d tamsayilar1 a < b ve ¢ < d egitsizliklerini saglyorsa, ac < bd olmak zorunda
mi1? Ya kanitlayin ya da karsiornek verin.

Herhangi bir n tamsayis1 igin n < x < n + 1 esitsizliklerini saglayan bir = tamsayisi
olmadigini kanitlaym. Ayni sekilde n ile n—1 arasinda bir tamsay: olmadigini kanitlayin.

r > 0 bir tamsay1 olsun. Her « € Z i¢in |z| < r ile —r < z < r 6nermelerinin egdeger
oldugunu kanitlayin.

Hangi a ve b tamsayilar1 i¢in ab > a + b olur. Ipucu: Bkz. Ornek 2.76.

Hangi z ve y tamsayilan icin |z + y| = |z| + |y| olur? (Bkz. Teorem 2.1.)

Hangi x ve y tamsayilar igin |z + y| = z + y olur?

Hangi z ve y tamsayilan igin |z + y| = z — y olur?

Hangi z ve y tamsayilar icin ||z| — |y|| = |z — y| olur? (Bkz. Teorem 2.2.)

Hangi x ve y tamsayilan igin ||z| — |y|| = = — y olur?

Hem |z + 2y| = 1 hem de |2z — 3y| = 9 esitligini saglayan tim x ve y tamsayilarim
bulun.
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Notlar
2.127. Aritmetiksel iglemlerin hayattaki kargihigini anlatmaya galigalim.

2.128.

Dogal sayilarda toplamanin hayattaki karsiligi kolaydir: 2 elma 3 elma daha 5 elma
ettiginden 2 + 3 = 5 olmalidir.

5 elmadan 2’sini yersek geriye 3 elma kalir. Bu ytizden 5 — 2 = 3 olur, ya da olmalidir.
Eger hava 2 dereceyse ve 5 derece sogursa, hava —3 derece olur. Eger 2 liram varsa ve
5 lira harcarsam, 3 lira borcum olur. Bu nedenlerle 2 — 5 = —3 olur.

Eger 10 lira borcum varsa, yani —10 liram varsa ve borcumun 7 lirasini 6édersem 3 lira
borcum olur, yani —3 liram olur. Bu yiizden —10 + 7 = —3 olur.

Eger hava —2 dereceyse ve 5 derece daha sogursa, hava —7 derece olur. Bu yiizden
—2—5=—Tolur.

3 elma agacimin her birinde 4 elma varsa toplam 12 elmam var demektir. Bu yiizden
3 x4 =12 olur.

3 kiginin her birine 2’ser lira borcum varsa, toplam 6 lira borcum vardir. Boylece 3 x
(—=2) = —6 olmalidir.

(—3) X2 = —6 esitliginin hayattaki karsiligini bulmak biraz daha zor. —3 ile garpmak ne
demektir? Bu iglem hayatta neye tekabiil ediyor? Su 6rnek sanirim iyi anlatiyor: Eger
her agaca giktigimda 2 elma topluyorsam, agaca 3 defa eksik gikarsam, 6 elma daha az
toplamig olurum. Agaca ii¢ defa eksik ¢ikmay1 agaca —3 defa ¢ikmak olarak ve 6 tane
daha az elma olmay1 —6 olarak algilarsak, bu 6rnek (—3) x 2 igleminin sonucunun —6
olmas: gerektigini gosterir.

Peki (—3) x (—2) neden 6 olmali? Su 6rnekle anlatmaya galigayim: Her sinemaya gidi-
simde 2 lira harciyorsam (yani —2 lira kazaniyorsam!), 3 defa sinemaya gitmezsem (yani
sinemaya —3 defa daha fazla gidersem!) cebimdeki para 6 lira artar!

Hayatin kagida gegirilmig haline matematik denir!

Aritmetiksel iglemlerden sézetmigken, sifir tane sayiy1 toplama ya da carpma gibi bir
igsleme sokmaktan sézedelim.

5 % 3, bes tane 3’li toplamak anlamina gelir:

5x3=3+3+3+3+3.

4 x 3, dort tane 3’1 toplamak anlamina gelir. 1 x 3, bir tane 3’1 toplamak anlamina gelir.
Dolayisiyla 0 x 3, sifir tane 3’ii toplamak anlamina gelir. Size sifir tane 3 veriyorum, hadi
toplayin bu 3’leri de gorelim! Tanim geregi, sifir tane sayiy1 toplamak 0’dir. Bagka bir
nedenden degil, tanimdan! Bu ytizden 0 x 3 = 0 olur.

Peki sifir tane sayiy1 carpmak ne demektir? 3°, beg tane 3’ii carpmak anlamina gelir:

3 =3x3x3x%x3x3.

3%, dort tane 3’ii carpmak anlamina, gelir. 3!, bir tane 3’ii carpmak anlamina, gelir. Dola-
yisiyla 3°, sifir tane 3’ii carpmak anlamina gelir. Size sifir tane 3 veriyorum, hadi ¢arpmn
bu 3’leri! Carpamazsiniz tabii, carpacak 3 yok ¢linkii. Tanim geregi, sifir tane sayiy1
carpmanin sonucu 1'dir. Bagka bir nedenden degil, tammdan! Bu yiizden 3° = 1 olur.
5! de beg tane sayiy1 carpmak demektir:

5l=1x2x3x4xb5.

3ligin 1’den 3’e kadar {i¢ tane say1 garpilir. 0! igin 0 tane, yani hig tane say1 garpmal. Bir
onceki paragrafta hi¢ tane saymnin ¢arpimini 1 olarak tanimlamigtik. Demek ki 0! = 1
olmali.

Hig tane ogeyi (toplama ya da ¢arpma gibi ikili bir) igleme sokmak, varsa o iglemin
etkisiz Ogesi olarak tanimlanir. érnegin hi¢ tane kiimenin bilegimi, bilegim isleminin
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2.129.

2.130.

2.131.

etkisiz 6gesi olan () olarak tanimlanir. Hig tane kiimenin kesigimi ise, varsa evrensel kiime
olarak tanimlanir; evrensel kiime yoksa, hi¢ tane kiimenin kesigimi tanimsiz birakilir.
Ama dikkat, etkisiz 6genin sagdan ve soldan etkisiz 6ge olmasi lazim, ikisinden biri
yetmez. Ornegin bolme igleminin sagdan etkisiz elemani vardir: 1, ¢iinkli her z igin
z/1 = x olur. Ama bdlmenin soldan etkisiz 6gesi yoktur, ¢inkii a/z = = denklemini her
z i¢in saglayan bir a yoktur. Bu yilizden bir sayiy: hig tane esit parcaya bolme (yani 0’a
bolme) tanimsiz birakilmigtir.

5 6geli bir kiimenin 8 6geli altkiimesi olamaz. Yani 5 6geli bir kiimenin 8 6geli altkiime
say1s1 0’dir.

—5 Ogeli bir kiime olmadigindan, —5 6geli bir kiimenin altkiimesi de olamaz, yani —5
Ogeli bir kiimenin k 6geli altkiime sayisi1 0’dir.

Ve elbette n 6geli bir kiimenin —5 6geli altkiime sayis1 da 0’dir.

Bu yiizden n, k € N i¢in tanimladigimz (}) sayisin tanimi tamsayilara soyle genelles-

tirilir:
L #Lk)' eger 0 < k < nise
k) Lo aksi halde

Simdi artik her n, k € Z igin, n 6geli bir kiimenin k 6geli altkiime sayisinin (:) oldugunu
soyleyebiliriz.

(Z) sayilari ¢ok eski zamandan beri biliniyordu. Bu sayilarin ayrintili bir caligmasi 10’un-
cu ylizyilda yagamig Hintli matematik¢i Halayudha tarafindan yapilmigtir. Halayudha
giir lizerine bir kitap ve bir de sozliik yazmigti.

Cok kullanigh (:) gosterimi Alman matematik¢i ve fizik¢i Andreas von Ettingshausen
(1796-1878) tarafindan bize hediye edilmistir. Ettingshausen 1819’da fizik profesorii, iki
yil sonra da Viyana Universitesi'nde matematik profesérii olmustur, kolay elde edilecek
bir bagar1 degil, hele o geng yasta. Elektrik {ireten elektromanyetik makinalari (her
ne demekse!) yapan ilk kigidir. Viyena Universitesi'ndeki popiiler matematik ve fizik

dersleri iiniversitede yeni bir ¢igir acmigtir. Bu derslerini derledigi ( k) gosterimini bize
kazandiran kombinasyon hesaplar1 kitabi ve bir de ayrica bir fizik ders kitab1 vardir.

Andreas von Ettingshausen






3. Tamsayilarin Aksiyomlari

Onceki iki boliimde tamsayilar: tammladik ve tamsayilar tizerinde tanimla-
nan toplama ve carpma iglemlerinden ve siralama iligkisinden bahsettik. Sonra
da bunlarin bazi ozelliklerini irdeledik. Yaklagimimiz matematiksel olmasina
matematikseldi ama dogrusu pek estetik oldugu sdylenemezdi. (Ben yazarken
sikildim, okur kimbilir okurken neler ¢ekmigtir!) Burada ayn1 konuya ¢ok daha
matematiksel ve modern bir bakis agisiyla deginecegiz. Tamsayilarin tanimini
vermeyecegiz, tamsayilarin tanimiyla hi¢ mi hig ilgilenmeyecegiz, ilgi alanimiz
tamamen tamsayilarin 6zellikleri olacak'. Matematiksel jargonla,

(Z, +, x, <,0,1)

“yapisinin” en temel o6zelliklerini siralayip diger tiim ozellikleri bu temel 6zel-
liklerden hareketle kanitlayacagiz. O “en temel Ozelliklere” aksiyom adini ve-
recegiz. Bir bagka deyisle, biraz agagida siralayacagimiz onermeleri tamsayilar
yapisinin aksiyomlari1 olarak ele alip, tamsayilarin diger tiim ozelliklerini bu
aksiyomlardan hareketle kanitlayacagiz.

Bu boliimii okurken okur sadece onceki iki boliimii degil, tamsayilar hak-
kinda daha once bildigi her geyi unutmaya caligsin, hafizasina ve 6nbilgile-
rine bagvurmasin. 0'in 1’den kiic¢iik oldugunu bile bilmedigini varsaysin. Tam-
sayilarin 6zelliklerini (mesela 0'in 1’den kiigiik oldugunu) sadece agagida sira-
ladigimiz aksiyomlar: varsayarak kanitlayacagiz.

Biraz yukanda (Z, +, x, <, 0, 1) “yapisindan” sozettik. Herhangi bir kug-
kuya yer vermemek i¢in buradaki ifadelerin ne olduklarimi agiklayalim:

Z bir kiimedir.

+, Z tzerine (ikili) bir islemdir.
X, Z tizerine (ikili) bir iglemdir.
<, Z tzerine (ikili) bir iligkidir.
0, Z’'nin bir ogesidir.

1, Z’nin bir 6gesidir.

'Matematiksel nesnelerin (matematiksel anlamda) ne oldugunun hi¢ 6nemli olmadigy, sa-
dece ozelliklerinin, yani aslinda birbirleriyle iligkilerinin énemli oldugu ¢ok derin bir olgudur.
Soyle bir 6rnek vereyim: 2, 4 ve garpmanin tanmimi (yani ne olduklari) matematiksel anlamda
hi¢ 6nemli degildir, herhangi bir tanim olabilir, yeter ki (mesela) 2 x 2 = 4 olsun!
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“Tkili islem” ile, islem yapabilmek igin iki 6ge gerekir demek istiyoruz, yani
iki say1 toplanir, iki say1 carpilir. “Ikili iliski” de “kiiciikliik-biiytiklitk iligkisi
icin iki 6ge gerekir”, yani ancak iki say1 kargilagtirihir demek istiyoruz?.

a X b yerine sik sik a - b ya da daha da kisaca ab yazilir; biliyorsunuz...

Simdi (Z, 4, x, <, 0, 1) yapisimn aksiyomlarin siralayalim.

T1. Her a, b, ci¢in, (a+b) +c=a+ (b+¢).

T2. Her a i¢in, a +0=0+a = a.

T3. Her a icin, a + b = b+ a = 0 esitliklerini saglayan bir b vardir.
T4. Her a, b icin, a + b = b + a olur.

C1. Her a, b ve c igin, (ab)c = a(bc) olur.

C2. Her a icin, al = 1la = a olur.

C4. Her a ve b igin, ab = ba olur.

SB. 0 # 1.

Da. Her a, b ve ¢ i¢in, a(b+ ¢) = ab + ac olur.

S1. Her a icin, a < a 6nermesi yanlistir.

S3. Her a, b ve cigin, a < b ve b < cise a < c olur.

S4. Her a ve bigin, yaa < b yaa=>yadab < a olur.

TS. Her a, b ve cigin, a < bise a + ¢ < b+ c olur.

CS. Her a, b ve cicin, a < b ve 0 < ¢ ise ac < bc olur.

Ne. {0} U{z € Z:0 < 2} = N olur ve her iki kiimede de toplama, carpma
islemleri ve siralama iligkisi aynidir®.

Ik olarak, T1 ile C1, T3 ile C3, T4 ile C4 arasindaki yakin iligkiyi gozlem-
leyelim: T aksiyomlarindaki + ve 0 simgeleri C aksiyomlarinda x ve 1’e doniis-
miig. Fikir ayni, fikrin uygulandig: islem ve 6ge farkli. T1 ve C1 (bu sirayla)
toplama ve ¢arpmanin birlesme 6zelliginin oldugunu, T3 ve C3 (yine bu siray-
la) toplama ve garpmanin etkisiz 6gesinin varhgimi, T4 ve C4 (hala bu sirayla)
toplama ve carpmanin degisme 6zelliginin oldugunu séyliiyor.

Bu arada, T3’tin muadili olan C3’iin olmadigina dikkatinizi ¢ekerim, ne de
olsa (mesela) 2b = 1 denklemi tamsayilarda ¢oziillemez (bu denklemin ¢oziil-
mesi icin kesirli sayilara gegmek gerekir, ki o da bir sonraki kitabin konusu
olacak).

a<b<= (a<bVa=h)

2«qkili iglem” ve “ikili iligki” ifadelerini 6rnekle anlatmaya ¢alisalim: 22 birli bir iglemdir,
¢iinkli tek bir sayimin karesi alinir, bu islemi yapabilmek igin tek bir sayiya ihtiyag¢ vardir;
ama mesela zy+ z tcli bir iglemdir, ¢linkii bu iglemi yapabilmek i¢in ii¢ sayiya ihtiya¢ vardir.
Bunun gibi, “x > 0” birli bir iligkidir, “z, y ile z arasinda” ise {iclii bir iligkidir.

3Bu aksiyom yerine, “{x € Z : 0 < z} kilmesi iyisiralidir” aksiyomunu da kabul ede-
bilirdik. B&ylesi belki daha gik olurdu ve genelde boyle yapilir ama o zaman da bir 6nceki
kitapta dogal sayilar i¢in kanitladigimiz her teoremi tekrar kanitlamak zorunda kalirdik, yani
gereksiz bir zaman kaybi olurdu. Iki aksiyom birbirine denktir.
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olarak tanimlayalim?*. Demek ki tanima gore, her a € Z icin a < a olur. Ayrica
(Ne) aksiyomuna gore,
N={ze€Z:x>0}

olur.

Simdi tamsayilarla ilgili bildigimiz her seyi unutup, sadece ve sadece yu-
karida siraladigimiz 6nermelere bagvurarak (eski bildiklerimizi ve sezgimizi hig
kullanmadan) baz1 temel olgular: kanitlayalim.

A. T1 ve T4’tin Anlami. T1, tamsayilar1 toplarken paranteze gerek olma-
digim soylityor. Bu aksiyom sayesinde, érnegin, (a+b)+c ve a+ (b+c¢) yerine
a+ b+ c yazabiliriz. Aym bicimde, (a +0b)+ (c+d) ve (a+ (b+¢)) + d yerine
a+b+c+d yazabiliriz. T4 de toplama yaparken siralamanin énemli olmadigini
soyliiyor. Ornegin, b+ d + ¢+ a yerine a + b+ ¢+ d yazabiliriz. T1’e birlegme
ozelligi, T4’e de degisme oOzelligi adi verilir.

B. Etkisiz égenin Biricikligi. T2, 0’in toplamanin etkisiz 6gesi oldugunu
soylityor. Etkisiz 6genin biricik oldugunu kanitlayalim: 0 6gesi de aynen 0 gibi
T2 6zelligini saglasin, hatta bu 6zelligin sadece yarisini saglasin, hatta diyelim
her a € Z igin,

a+0 =avel0+a=a

olsun. Yani 0’ sagdan etkisiz 6ge, 0 ise soldan etkisiz 6ge olsun. Bu varsayimlar
altina 0 = 0/ egitligini kanitlayacagiz. Tk esitlik her a tamsayisi igin gegerli ol-
dugundan, 6zel olarak @ = 0 igin de gecgerlidir. Birinci esitligi a = 0 6zel
durumuna uygulayalim:

0+0 =0

elde ederiz. Tkinci esitlige a = 0’ 6zel durumuna uygulayalim:
0+0 =0
elde ederiz. Son iki esitlikten,
0=0+0"=0

gikar.

C. Toplamsal Ters. Verilmig bir a € Z igin T3 o6zelligini, hatta T3’iin sadece
yarisini saglayan tek bir b € Z oldugunu kanitlayalim:

a+b=b+a=0vea+c=0

4V simgesinin matematikte ve mantikta “ya da” anlamina gelir. Yani eger p ve ¢ iki mate-
matiksel 6nermeyse, pV ¢, “ya p ya da ¢ dogru” demektir. Ama dikkat, p ve ¢ dnermelerinin
her ikisi birden dogruysa da p V g 6nermesi dogru olur.
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olsun; bu varsayimlar altinda, b = c esitliginin gegerli oldugunu kanitlayacagiz.
Hatta daha fazlasini kanitlayabiliriz:

b+a=0vea+c=0

ise b = ¢ olur. Yani eger b, a'nin soldan toplamsal tersiyse, ¢ de b’nin sagdan
toplamsal tersiyse, b = c olur. Iste tek satirlik kaniti:

bT:Qb—i-OXb—i-(a—i-c) o (b—i—a)—i—cXO%—cT:Qc.
(Esitliklerin tistiine kullandigimiz aksiyomlar: yazdik. V ise “varsayim” demek-
tir, yani listliinde V yazan egitlik, varsayimlardan kaynaklanmaktadir.) Demek
ki b = c. Yani verilmis bir a i¢in T3 saglayan b biricik. Benzer sekilde c+a = 0
ise de ¢ = b esitligi kanitlanabilir.

Tabii a degistikge T3 esitligini saglayan b de degisir, ama verilmis bir a
icin T3 ozelligini saglayan b biriciktir, bir ikincisi daha yoktur. O zaman b’ye
0zel bir ad verebiliriz: b’ye a’'nin toplamsal tersi denir ve b yerine —a yazilir
ve bu 6ge “eksi a” diye okunur. Elbette,

(1) (~a)+a=a+(-a)=0

esitligi saglanir ve —a (biraz 6nce kamtladigimiz {izere) bu esitlikleri saglayan
yegane ogedir, hatta daha da fazlasim kamitladik:

(2) b=—-a<a+b=0
ve
(3) b=—-a<b+a=0.

Demek ki y = —x esitligini kanitlamak i¢in z +y = 0 ya da y + = = 0 esitlik-
lerinden birini kanitlamak yeterli.

0+ 0 = 0 oldugundan, (2)’den ya da (3)’ten dolay1 —0 = 0 esitligi ¢ikar.
Hatirlarsaniz, birinci béliimde, sayfa 3’te, —0 = 0 esitligini tamsayilarin tani-
minin i¢ine gommiigtiik, burada ise bu esitligi kanitladik.

D. Cikarma. a + (—b) yerine a — b yazilir ve bu isleme ¢tkarma denir:
a—b=a+(-b).
Ayrica —a — b ifadesi (—a) — b anlamina gelir:
—a—b=(—a)—b=(—a)+ (-b).
Son olarak, —a + b ifadesi de (—a) + b anlamina gelir:

—a+b=(—a)+b.
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Tahmin edilen
—(a+b)=—a—bve —(a—b)=b—a
gibi esitlikleri kanitlamak zor degildir. Birincisini kanitlayalim misal olarak:
(a+b)+ (—a—b)=a+b+ ((—a) + (-b))
=a+b+(—a)+ (-b)
=(a+(=a)) + (b+(-D))
=040=0,
ve bundan ve (C)’den (ya da (2)’den) istenen esitlik ¢ikar. Demek ki —a — b
sayist a + b sayisinin toplamsal tersidir.

E. Sadelestirme. Z’de toplamaya gore sadelestirme yapilabilir, yani eger
a+c=0b+cise a=0b olur. Nitekim,

aT:Qa—i-O(i)a—l—(c—F(—c))Ll(a+c)+(—c)

Ybre) () Bot (et (—) Doroo.

Tabii, T4 sayesinde, sadece sagdan degil, soldan da sadelestirme yapilabilir.
Eger a+b=aise a +b=a = a+ 0 olur ve buradan sadelestirerek b = 0
buluruz.

F. Tersin Tersi. Yukaridaki (1) esitliginde a yerine —a alirsak,
(=(=a)) + (=a) =0
buluruz. Demek ki
(=(=a)) + (-a) =0=a+(-a)
ve sagdaki —a’lar1 sadelestirerek
a=—(—a)

elde ederiz. Ozetle, a’nin tersinin tersi a’dir. Bunu goyle de gorebiliriz; T3’te a
ve b'nin simetrik rolleri oldugundan b, a’nin tersiyse a da b’nin tersi olur, yani
a’nin tersinin tersi a’dir, yani —(—a) = a olur.

G. a + b = c egitliginden kolaylikla a = ¢ — b ve b = ¢ — a esitlikleri gikar.

Bundan béyle toplamayla ilgili tiim bu bilgileri ve kimbilir belki de kanitla-
may1 unuttugumuz ama okurun bildiginden emin oldugumuz baska esitlikleri
de ozgilirce kullanacagiz. Simdi ¢arpmanin 6zelliklerine gecelim.

H. C1 ve C4’lin anlami. C1, carpma iglemi i¢in paranteze gerek olmadigini
soyliiyor. C4 de Ggeleri carparken siralamanin 6nemli olmadigimi soyliiyor.
Ornegin, ((db)c)a yerine abed yazabiliriz.

Cl’e (carpma igin) birlegme o6zelligi, C4’e (carpma icin) degisme 6zel-
lzgt denir.
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I. V’in Biricikligi. Aynen toplamadaki 0 6gesi gibi, C2 6zelligini saglayan 1
ogesinin biricik oldugunu kamtlayalim: 1’ 6gesi de C2 ozelligini saglasin, yani
her a € R igin, al’ = a olsun. Bunun 6zel bir durumu olarak, a = 1 igin
1 x 1" =1 elde ederiz. Demek ki,

V211 Yy

olur.

J. 0’la Garpma. Her a i¢in a0 = 0 olur, ¢iinkii,
a0+ 0 2 a0 2 a(0+0) 2 a0 + a0

ve sadelegtirerek (burada (E)’yi kullaniyoruz) a0 = 0 buluruz. Benzer bir
kanitla ya da ¢arpmanin degisme ozelliginden dolay1 Oa = 0 olur.

K. Her a i¢in, —a = (—1)a olur, ¢iinki,

20aZ 1+ (1)a2 10+ (-1)a La+ (1)

0
ve (C)’ye gore (toplamsal tersin biricikligi),
(4) —a=(—1)a

olur. Ozel bir durum olarak a = —1 alirsak,

buluruz. Ayrica, (4) sayesinde

(5) —(zy) = z(~y) = (—2)y

esitliklerini kolayca kanitlayabiliriz, mesela

—(zy) = (=D(zy) = (=1)a)y = (-2)y.

(5) esitlikleri sayesinde —(xy), (—x)y ve x(—y) yerine, daha kisa olarak —zy
yazma hakkinmi kazaniriz.

Simdi siralamayla ilgili olgulara gegelim. Okurun tanimlarini bildiginden
emin oldugumuz <, > ve > ikili iligkilerini 6zgiirce kullanacagiz.

L. Eger x < y ise —y < —z olur. Nitekim x < y esitsizliginin her iki tarafina
(—x)+ (—y) (yani —z —y) sayisim ekleyelim. T'S’ye gore siralama degismez ve

z+((=2) + (=) < y+ ((=2) + (=v))

esitsizligini elde ederiz. Bu da aynen —y < —x demektir.
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Bunun 6zel bir durumu olarak, y = 0 alarak,
O0<z<+= —-2<0

buluruz.

M. Her a i¢in, (—a)? = a® > 0 olur. (Burada 22 elbette xz anlamina geliyor.)
Birinci esitlik (K) ve (F)’den gikar:

a® > 0 esitsizligini kanitlayalim. Eger 0 < a ise her iki tarafi da a ile carpalim,
0 = 0a < aa = a® buluruz. Eger a = 0 ise a®> = 0 > 0 olur. Eger a < 0 ise,
(L)’den dolay1 0 < —a olur ve ilk kanitladigimizdan, 0 < (—a)? = a? ¢ikar.

N. 0 < 1 olur. Bunu, (M) maddesinde a = 1 alarak hemen bulabiliriz. Bir
bagka kanit daha sunalim. “Olmayana ergi” yontemini kullanacagiz. Diyelim
0, 1’den kiigiik degil. O zaman S4 ve SB’ye gore 1 < 0 olur. Bundan ve (M)’den
0 < —1 c¢ikar. Bu son 0 < —1 egitsizliginin her iki tarafin1 da 0’dan biiyiik
olan —1 ile ¢arpalim, SC’den dolay1 0(—1) < (—1)(—1), yani 0 < 1 g¢ikar,
varsayimimizla geligtik. Demek ki (SB’den dolay1) 0 < 1.

O. Eger zy = 0 ise, yax = 0 ya day = 0 olur. Bunu kanitlayalim. Diyelim z #
0 ve y # 0. Gerekirse zy esitligini —1 ile garparak ve (5) ve (L)’yi kullanarak
0 < x varsayimini yapabiliriz. Benzer gsekilde 0 < y varsayimini da yapabiliriz.
Simdi 0 < z esitsizliginin taraflarin1 0’dan biiyiik oldugunu bildigimiz y ile
carpalim. 0 < zy elde ederiz. S1’den dolay1 zy = 0 olamaz. Demek ki ya z = 0
ya da y = 0.

0. Eger xy > 0 ise, x ve y her ikisi birden ya pozitif ya da negatif olmak
zorundadr. Nitekim eger 0 < x ve y < 0 ise, 0 < —y olur. Dolayisiyla 0 < =

esitsizliginin taraflarini pozitif olan —y ile carparsak 0 < —zy buluruz ve
bundan da xy < 0 ¢ikar, celigki. Benzer sekilde 0 < y ve x < 0 olamaz.

Yukaridaki olgular: kanitlarken (Ne)’yi (15’inci, yani son aksiyomu) kullan-
madigimiza dikkatinizi cekerim. Demek ki bu olgular ilk 14 aksiyomu saglayan
tiim yapilar igin gecerli; 6rnegin, daha sonra tanimlayacagimiz

(Q7 +7 X, <7 07 1) ve (R7 +7 X, <7 07 1)

(sirasiyla kesirli say1 ve gercel say1) yapilari igin de gegerlidir, ikinci bir defa
kanitlamaya gerek yok. Ama mesela

zy=1liseyaxr=y=1yadax=y=—1

Oonermesi Z’de dogru ama Q ve R’de yanligtir. Dolayisiyla bu 6nermeyi kanit-
lamak igin illa ki (Ne) aksiyomunu kullanmaliy1z. Kanitlayalim:
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P. Egerxy =1 ise, yax =y =1 ya da x =y = —1 olur. Bunu kanitlayalim.
2y = 1 > 0 oldugundan, (O)’den dolay1 = ve y (ikisi birden) ya pozitif ya
da negatif. Birinci durumda, (Ne)’den dolay1 z, y € N olur. Ama zy = 1
denkleminin dogal sayilarda tek bir ¢oziimii oldugunu biliyoruz: z = y = 1.
Tkinci durumu ele alahm: z, y < 0. Bu durumda 0 < —z, —y ve (—z)(—y) = 1

olur. Bir satir once kanitladigimizdan —x = —y = 1 ¢ikar, yani z =y = —1.

Ola ki bazi basit ve temel olgular1 kanitlamay1 unutmuguzdur ya da yer
darligindan dolay1 kanitlamamigizdir. Okur o basit olgular1 kendi bagina ka-
nitlayabilmelidir.



4. Tamsayilarda Bolme

4.1 Bolme ve Bolunme

n, m € Z tamsayilar: i¢in nm olarak yazilan sayilara n’nin (tamsay1) kat: adi
verilir. Ornegin 48, 8’in bir (tamsay1) katidir, ama aym zamanda —6’'nin da bir
katidir. nm sayisi tabii ki hem n’nin hem de m’nin katidir, ayn1 zamanda hem
—n’nin hem de —m/’nin katidir. Bu tanimi s6yle de yapabilirdik: n, a € Z olsun;
eger bir m € Z i¢in a = nm oluyorsa, a’yva n’nin kat1 denir. Bir bagka tanim
da sOyle olabilirdi: Eger a = nx denkleminin tamsayilarda bir ¢oziimii varsa,
a’nin n’nin bir (tamsay1) kat1 oldugu séylenir.
n’nin (tamsay1) katlarimn kiimesi nZ olarak gosterilir:

nZ=4{...,-3n, —2n, —n, 0, n, 2n, 3n, ... }.

Goriildigi tizere “dogal say1 kat1 olmak”la “tamsay1 kat1 olmak” arasinda
cok kiiciik de olsa bir fark var. Ornegin —48, —6’nmn bir dogal say1 katidir (8
katidir) ve tabii ki ayn1 zamanda bir tamsay1 katidir (ne de olsa 8 bir tam-
sayidir). Ama 48, —6’'nin sadece bir tamsay1 katidir (—8 katidir), bir dogal
say1 kati degildir. Bu iki kavram arasindaki fark hemen hemen higbir zaman
onemli olmayacak, dolayisiyla mecbur kalmadikg¢a bu iki kavram arasinda bir
ayrim yapmayacagiz. Zaten tamsayilarda, boliinebilirlik agisindan, x ile —z
arasinda bir fark yoktur, biri bir bagka sayiy1 bolerse digeri de boler, biri bir
bagka sayiya boluniirse digeri de boliiniir; bu ytizden sadece boliinmeyle ilgili
bir ctimle kuruldugunda x ile —x arasinda bir ayrim yapmak gereksizdir. Hatta
baz1 kitaplarda (ashinda ¢ogunda) —5 mesela bir asal kabul edilir, ama 5 ile
—5in “denk” oldugu soylenir.

Eger a, n'nin bir katiysa, n'nin a’y1 (tamsayilarda) boldidgi ya da a’nin
n’ye (tamsayilarda) boliindiigiin séylenir. Bunu

nla

olarak gosteririz. Ornegin 80, 10’un bir katidir, yani 80, 10’a boliiniir, yani 10,
80’1 boler. Bir bagka 6rnek: —6 sayisi 18 sayisim Z’de boler, nitekim (—6)z = 18
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denkleminin Z’de bir ¢oziimii vardir: x = —3. Ayrica n’nin a’nin bir boleni
ya da bazen ¢arpani oldugu soylenir. Ornegin 12’'nin bolenleri su sayilardir:

—-12, —6, —4, -3, =2, —1, 1, 2, 3, 4, 6, 12.
Bu listeyi soyle yazmak bize yer ve zaman kazandirir:
+1, +£2, 43, +4, +6, +12.

Eger n, a’y1 béliiyorsa, —n de a’y1 béler; ayrica n, —a’y1 da boler. Ornegin 12
ile —12’nin bolenleri aynidir.

Dogal sayilarda alb ve bla ise @ = b olmak zorundadir. Tamsayilarda bu
dogru olmasa da buna yakin bir ifade dogru: a ve b tamsayilari igin a|b ve bla
ise a = &b olur, yani a ya b’ye ya da —b’ye esittir.

1 ve —1 tiim tamsayilar1 boler ve bu iki say1 bu 6zelligi olan yegane tam-
sayilardir. 1 ve —1’den bagka ortak boleni olmayan iki tamsayiya aralarinda
asal sayilar denir. Ornegin —145 ve 38 aralarmda asal sayilardir.

0 her sayiya boliiniir ¢iinkii her n € Z igin nx = 0 denkleminin bir ¢ozii-
mii vardir, ornegin x = 0. Dikkat ederseniz 0, 0’1 da boler, yani 0, 0’a boliiniir.
Ote yandan 0 sadece 01 béler, bagka da bir sayiy1 bolmez, ¢iinkii 0z = a
denkleminin sadece a = 0 ise bir ¢6ziimii vardir, hatta her  tamsayis1 0z = 0
denkleminin bir ¢éziimiidiir.

Boliinebilirlik iligkisini kiimelerle ifade edebiliriz:

m|n <= n € mZ <= nZ C mZ

olur, yani yukaridaki ti¢ onerme esdegerdir, bir baska deyisle biri dogruysa
digerleri de dogrudur. Boylece sayilar kuramiyla kiimeler kurami arasinda bir
gecis yapilir ve bu ¢ogu zaman hayatimizi kolaylastirir.

Eger n # 0 ise ve n, a’y1 boliiyorsa, yani nx = a denkleminin tamsayilarda
bir ¢6ziimii varsa, o zaman bu ¢6ziim bir tanedir, nitekim

nr1 =a ve nTs = a
ise
n(x; —x2) =nry —nrg=a—a=0

olur; n(x; — x2) = 0 esitliginden de (n # 0 oldugundan, sayfa 33’teki O
maddesinden dolay1) 1 — z9 = 0, yani x1 = x2 elde ederiz. Bu durumda, yani
n # 0 ise ve x tamsayisi nx = a esitligini saghiyorsa, = sayisina “a boli n”
denir ve a

xza/nyadaxza

olarak yazilir. Demek ki her z, a, n tamsayisi igin, eger n # 0 ise
r=a/n<=nxr=a

olur.
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27 kiimesindeki tamsayilara (yani 2’'nin katlarina) ¢ift tamsay1 (ya da kisa-
ca say1) denir. 27 kiimesinde olmayan tamsayilar 27 + 1 kiimesindedir; 27 + 1
kiimesindeki tamsayilara da tek tamsayi denir. Birazdan bir tamsayinin ayni
zamanda hem tek hem de ¢ift olmadigini kanitlayacagiz.

Genel olarak, mZ + k kiimesinin 6geleri, mZ kiimesinin 6gelerine k sayisi
eklenerek elde edilir:

mZ+k={mz+k:xecZ}.
Ornegin,
9Z +4={...,—23, —14, -5, 4,13, 22, 31, 40, ... }.

Bu arada,
9Z+4=9Z+13 =9Z+ 22 = 9Z + (—14)

gibi egitliklere dikkatinizi ¢ekerim. 9N + 4 # 9N + 13, ama N yerine Z aldigi-
mizda esitlik saglaniyor.

a/0 diye bir say1 tamimlamiyoruz. Ama eger n # 0 ise, yukarida da soyle-
digimiz gibi, 0/n diye bir say1 vardir ve bu say1 0’a esittir.

0’ 0’1 boldiigiine ama 0/0 diye bir sayinin tammlanmadigina bir defa daha
dikkatinizi ¢ekerim. 0, 0’1 boler ¢iinkii 0z = 0 denkleminin ¢6ziimii vardir (her
tamsay1 bu denklemin bir ¢éziimiidiir) ama bu ¢éziim biricik olmadigindan
0/0 diye bir say1 tanimlamiyoruz. “0/0” ifadesini tanmimsiz birakiyoruz.

“10/2” ifadesi de heniiz tanimi yapilmadiginda tammsizdi. Elbette! Biz
bu ifadeyi 5 olarak tammladik. Ama “0/0” ifadesini tanimsiz birakmayi ter-
cih ettik. Isteseydik tammlardik (6rnegin garip bir nedenden 5’e esit olarak
tanimlayabilirdik) ama hayatimiz zorlagir, kafamiz karigirda.

Ornekler

4.1. 3(7TZ + 4) = 21Z + 12 esitligini kamtlamak kolaydir. Nitekim sol taraftaki 3(7Z + 4)
kiimesinden alinan bir say1, bir n tamsayisi i¢in 3(7n+4) olarak yazilir, bu da 21n+12’ye
esit oldugundan 217+ 12 kiimesindedir. Diger taraftan, 21Z + 12 kiimesinden alinan bir
say1, bir n tamayisi igin 21n + 12’ye esittir, ama 21n + 12 = 3(7n + 4) oldugundan, bu
say1 3(7Z + 4) kiimesindedir.

42. 3(7T24+4)+2=(21Z+12) +2 =21Z + 14 = 7(3Z + 2) olur.

4.3. Z =27 U (2Z + 1) oldugundan,

5743 ="5(2ZU (2Z + 1)) 4+ 3 = (10Z U (10Z + 5)) + 3 = (10Z + 3) U (10Z + 8)

olur. Yukaridaki esitliklerin her birinin gegerli oldugunu kontrol edin liitfen.
4.4. Z=3ZU (3Z + 1)U (3Z + 2) oldugundan’,

5744 = (15Z + 4) U (15Z + 9) U (15Z + 14)

olur.

INeden? Ileride bu tiir esitliklere etraflica deginecegiz.
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4.5.

4.6.

4. Tamsayilarda Bélme

Tabii ki 5Z — 1 = 5Z +4 = 5Z + 9 = 5Z — 6 esitlikleri dogrudur. Bunu metinde de
gormiigtiik. Genel olarak, her m € Z igin, nZ +r = nZ + r + nm olur. Yani nZ + r
kiimesinin 6gelerine n’nin katlarini eklersek yine ayni kiimeyi buluruz.

(3Z 4 2)(7Z + 3) kiimesindeki sayilar1 betimlemek pek o kadar kolay degil. Bu sayilar,
n, m tamsayilar i¢in (3n + 2)(7m + 3), yani 21nm + 9n + 14m + 6 bigiminde yazilan
sayilardir. Bunlarin ne tiir sayilar oldugunu bulmak kolay degildir. Sorunun ciddiyetini
anlamak amaciyla, 6 sayisinin bu tiirden bir say1 olmadigini, yani 0'in 21n + 9n + 14m
olarak yazilamayacagini kanitlamaya caligsabilirsiniz.

Aligtirmalar

4.7.
4.8.
4.9.

4.10.

4.12.
4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

Iki tek tamsaymin toplaminm ve farkinm cift say1 oldugunu kamtlayin.

Her tek tamsayinin iki tamkarenin fark: olarak yazilabilecegini gosterin.

Eger a bir ¢ift sayiysa, elbette a® € 4Z olur. Eger a bir tek sayiysa, a> € 4Z+ 1 oldugunu
kanitlayin.

a ve b birer tek sayiysa, a® + b € 47 + 2 oldugunu kanitlaym. Bundan a? + b*’nin bir
tek say1 olamayacagini kanitlaym. Bir énce aligtirmay kullanarak, bundan a? + *’nin
bir tamkare olamayacagini kanitlayin.

. p # 2, 3 bir asal say1 olsun. p € (6Z+41)U(6Z+5) oldugunu gosterin. Buradan p? € 6Z41

oldugunu gikarin.

n bir tek sayiysa, n? € 8Z + 1 oldugunu gosterin.

n bir tek sayiysa, n? € (16Z+1)U(16Z49) oldugunu gosterin. Ipucu: Isterseniz bir énceki
aligtirmay1 ve kamtlayacagimz 8Z + 1 = (16Z + 1) U (16Z +9) esitligini kullanabilirsiniz.
n herhangi bir tamsayiysa, n* ¢ (10Z + 2) U (10Z + 3) U (10Z + 7) U (10Z + 8) oldugunu
gosterin. Yani bir tamkarenin 10 tabanindaki yaziliminin 1’ler basamagi 2, 4, 7 ya da 8
olamaz.

Eger hem n hem de n? sayilar1 10Z + k kiimesindeyse k’nin 5’e boliindiigiinii gosterin.

a ve b iki tamsay1 olsun. a + b ve a — b sayilarinin ya her ikisinin birden tek ya da her
ikisinin birden ¢ift oldugunu kanitlayin.

iki tamkarenin farkinin ya tek oldugunu ya da 4’e boliindigiinti kanitlayin. (ipucu:
a® —b? = (a — b)(a + b) esitligini ve bir 6nceki alistirmay1 kullanimn.)

z bir tek say1 olsun. Eger a ve b tamsayilar1 i¢in « = ab ise, a ve b tek sayidir. Dolayisiyla

a+bvea—b
2 2

tamsayilarindan bahsedebiliriz.

R +b\° _fa=b ?
S\ 2 2
oldugunu gosterin. (Bu soru, bu ve énceki kitaplarimizda gésterilmeyen basit cebirsel
beceriler gerektiriyor. Okurun bu becerilere agina oldugunu biliyoruz.) Ornegin, 21 =

7 x 3 oldugundan,
(743 2 7—3 2_ 2 52
“(T) *(T) =

Bir 6nceki aligtirmadan ve 2701 = 55% — 182 esitliginden hareketle (dogrulugunu kontrol
edin eger bize giivenmiyorsanz), 2701 sayisini asallarina ayirin. (Bu yontem Fermat’ya
aittir. Ama tabii biiyiik bir sayiy1 iki karenin fark: olarak yazabilmek de kolay bir ugrag
degildir.)

olur.
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4.20.
4.21.
4.22.
4.23.

Oyle bir  tamsayis1 bulun ki, her n dogal sayisi icin z € nZ + (n — 1) olsun.
(2Z + 1) N (3Z 4 2) N (5Z + 3) kiimesinin bir 6gesini bulun.
(2Z+1)N(3Z+2) N (5Z + 3) = 30Z + 23 esitligini kamtlayn.

(32 +1)N (5Z + 2) N (7Z + 3) kiimesinin bir 6gesini bulun.

Notlar

4.24.

Algtirma 4.19’da adi gegen ve agsagida resmini gérdigiintiz Fermat (1607-1665), 17'nci
yuzyiln en 6nemli iki matematik¢isinden biri oldugu sdylenebilir. (Digeri Descartes.
Ama Pascal de yabana atilmamali.) En ¢ok sayilar kuramindaki igleriyle bilinir. Bunun
disinda (geometriyi cebire indirgeyen) analitik geometri, olasilik, optik gibi konularda da
onemli ¢aligmalar: vardir. Analitik geometriyi Descartes’tan bagimsiz olarak bulmustur.
Pascal ile yazigmalarindan olasilik kurami dogmustur. Daha da 6nemlisi, tiirev kavramini
Newton’dan 50 yil 6nce bulmustur. Hukuk egitimi gérmiistii ve hayatinin sonuna kadar
Toulouse’da yiiksek hakim olarak caligti. Formel bir matematik egitimi gormedi.

Avrupa’nin bilimsel merkezlerinden uzakta olmasindan olacak, Fermat bol bol mektup
yazdi. Zamaninin iinlii matematikgi ve fizikgileriyle yazigmalar: ¢ok iinliidiir. O zaman-
larda kanitlar pek agiklanmazdi, kanitlar bir cesit meslek sirr1 idi. Bu yiizden buldugu
bir¢ok sonucu nasil kanitladig: bilinmemektedir.

4.2 Tamsayillarda Kalanli Bolme

Dogal sayilarda kalanh bolmeyi [2. Kitap, Teorem 6.4]'te gordiik: Kiiglik bir
kalana raz olursak her dogal sayiy1 0’dan farklh her dogal sayiya bolebiliriz,
ornegin 28’i 3’e bolersek 9 cikar ve kalan da 1’dir:

28=3-9+1.
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Benzer bir bolmeyi tamsayilarda da yapabiliriz. Ornegin 28’1 —3’e bolmeye
calisalim. Agagidaki egitliklerden her biri dogrudur:

28 = (=3)-(—11)+ (-5)
28 = (—3)-(—10) + (-2)
28 = (=3)-(-9)+1
28 = (—-3)-(—8)+4
28 = (=3)-(=1)+7
28 = (—-3)-(—6)+10
28 = (—-3)-0+28
28 = (-3)-1+31
28 = (-3)-2+34
Bunun gibi,
28 = (=3)q+r

tiirtinden daha bir siirii (sonsuz sayida) esitlik dogrudur. “Kalanli bélme” ola-
rak bu sonsuz sayidaki esitlikten birini se¢meliyiz. “Kalan” dedigimiz sayui,
yukaridaki egitliklerin en sagindaki sayilardan biri olacak. “Kalanli bolme”
hangisi olsun? Kalani 1 olan (listten ti¢iincii esitligi) sececegiz, yani 28’1 —3’e
kalanl boldiigiimiizde sonug —9, kalan ise 1 ¢ikacak:

98 = (=3) - (=9) + 1.

Tanmmin béyle olmasimi istiyoruz. Kalanm (6rnekte 1), bolenin (6rnekte —3)
mutlak degerinden (6rnekte |— 3|, yani 3) kiigiikk olmasimi istiyoruz.

Genel olarak n sayisin1 m sayisina kalanli bolmek istedigimizde, kalanin
m’nin mutlak degerinden kiigiik bir dogal say1 olmasini istiyoruz.

Teorem 4.1. n ve m iki tamsayr olsun. m # 0 olsun. O zaman
0<r<|m|lven=mqg+r

kosullarina saglayan q ve r tamsayilary vardwr. Ayrica bu kosullary saglayan g
ve v tamsaylary biriciktir.

Kanita girigsmeden 6nce dort 6rnek verelim:

n ‘ m ‘ q ‘ r ‘ n = mq + r kalanli bélmesi
29 6 415 29=6-4+5
29| —6 | —4 |5 20=(—6)-(—4)+5

—29 6| -51|-29=6-(—5)+1

—29 | —6 511 -29=(-6)-5+1
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Bu orneklerin her birinde n = +29 sayisin1i m = £6 sayisina kalanh boldiik
ve n = mgq + r esitligini saglayan bir ¢ € Z ve bir r € {0, 1, ..., |m| — 1} =
{0, 1, 2, 3, 4, 5} sayis1 bulduk.

Genel olarak, teoremin ilk ciimlesi, her m # 0 tamsayisi igin

Z=mZU(mZL+1)U(mZ+2)U...U(mZ+ (Jm| —1))

esitligini soylityor. Ikinci ciimle ise, yukaridaki esitligin sagimdaki nZ+ 14 altkii-
melerinin ikiger ikiger ayrik oldugunu soéyliiyor. Altkiimeler ayrik oldugunda,
U bilegim igareti yerine U bilegim isareti kullanilir, yani her m # 0 tamsayisi
icin,
Z=mZU(mZ+1)U(mZ+2)U...U(mZ+ (Jm| —1))
olur. Ornegin,
Z=27U2Z+1)

(her tamsay1 ya tektir ya ¢ifttir ve ikisi birden olamaz) ya da
7 =3ZU(3Z+ 1)U (3Z + 2)
ya da
Z=(-4)ZU(-4)Z+1)U(-4)Z+2)U((-4)Z + 3).
Tabii —47Z = 47 oldugundan, yukaridaki esitlik

Z =47 (4Z + 1)U (4Z + 2) LU (4Z + 3)

olarak da yazilabilir ama bir —4’e boéltinebilirlige odaklanmak istedigimizden
(—4)Z yazdik.

Matematiksel jargonla, her m € Z sayisi, Z kiimesini, ogelerinin m’ye bo-
lindiigiinde kalanlarina gore, |m/| farkli “smmif”a ayirir. Yukaridaki 6rneklerde
sirasiyla 2, 3 ve 4 siif var.

Kamt: Once

(1) s(m) =

tanimini yapalim (bkz. Aligtirma 2.113). Eger m > 0 ise s(m) = 1, eger m < 0
ise s(m) = —1 olur; yani m’nin pozitif ya da negatifligine gére s(m) = %1 olur.
Bu tanmim kamitimizi bir parca kisaltacak. Bu arada |m| = s(m)m esitligine
dikkatinizi ¢ekerim, agagida gerekecek.

Simdi gu kiimeye bakalim:

A={n—mq:q€Z}.

Bu kiime sonsuzdur ¢linkii m’yi 0’dan farkh aldik, dolayisiyla farkli ¢ tam-
sayilar1 kullanarak kiimenin birbirinden farkli n — mq sayilarin elde ederiz.
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Bu kiimenin 0’dan biiyiikesit sayilar icerdigini gormek de pek zor degil, me-
sela ¢ = —s(m)|n| alirsak,

n—mq=mn—m(—s(m)n|) =n+ms(m)|n| =n+ |m|n| >n+|n| >0

olur. Demek ki A NN kesigimi bogkiime degil. Bu kesisimde bulunan en kiigiik
dogal sayiy1 alalim. (Burada dogal sayilarda gegerli olan iyisiralama 6zelligini
kullaniyoruz, bkz. [2. Kitap, sayfa 81].) Bu sayiya r diyelim. r € A oldugundan,
bir ¢ € Z icin

n—mq=r,

yani
(2) n=mq+r

olur. 0 < r egitsizligini zaten biliyoruz, ¢iinkii r’yi bir dogal say1 sectik. Simdi
r < |m| esitsizligini kanmtlayalim. Eger bu esitsizlik dogru olmasaydi, o zaman
r > |m| esitsizligi dogru olurdu, ki bundan r — |m| > 0 ¢ikar. Ama (1) ve
(2)’nin bir sonucu olan

n=m(q+s(m)) + (r —|ml)

esitsizliginden, r — |m| sayisinin A kiimesinde oldugu anlagihiyor. Ama tabii
m # 0 oldugundan r — |m| < r olur, bu da r’nin A’daki en kiigiik dogal say1
olmasiyla gelisir. Demek ki r < |m| esitsizligi dogru olmak zorunda.

Simdi sira bulunan kosullar: saglayan g ve r tamsayilariin biricik oldugunu
kanitlamaya geldi. Diyelim 0 < r, r; < |m| ve ¢ ve ¢ tamsayilar1 i¢in

(3) mq+r=mq + 1

esitligi dogru. Bir celigki elde etmek amaciyla 1 > r varsayimini yapalim. Bu
varsayimdan ve esitlikten

m(g—q)=mq—mq =71 —7r >0

gikar. Demek ki m(q — q1) sayis1 pozitif. Eger m < 0 ise m < m(q — ¢1)
esitsizligi elbette gecgerli; ama m > 0 ise ¢ — g1 > 0 olmak zorunda oldugundan
ayni esitsizlik gene gegerli. Demek ki her durumda

m<m(g—q)=rm—r<m-r<m

olur, yani m < m olur, bir ¢eligki. Demek ki r; > r varsayimi dogru olamaz.
Aym sekilde r > ry varsayimi da dogru olamaz. Demek ki » = r;. Bu ve (3)
esitligi mq = mq esitligini verir ve m # 0 oldugundan, bundan da ¢ = ¢1
cikar. O
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Buraya kadar temel tanimlar1 gordiik. Kitabin bundan sonrasinda tam-
sayilarda daha derine inecegiz. Ilk olarak meghur (ve son derece énemli ve kul-
lanigli) Bézout teoremlerini kanitlayacagiz. Ardindan asalligin, obeb ve okek’in
¢ok daha derinine inecegiz. Kanitlayacagimiz en temel sonug Aritmetigin Te-
mel Teoremi (Teorem 7.2), o sonug bilinmeden olmaz. Ama dileyen okur, bu
kitaba daha sonra geri gelmek iizere, sonraki iki kitaba gecerek once kesirli
ve gercel sayilarin tanimimi ve bagat Ozelliklerini gorebilir, ¢cok bir sakincasi
olmaz, sadece biraz olur.

Ornekler

4.25. Bugiin giinlerden saliysa, 365 giin sonra giinlerden ne olur? Her 7 giinde bir giinler
tekrarlandigindan ve
365 =7x52+1
oldugundan, 365 giin sonra giinlerden ¢arsamba olur.

4.26. Saat 15,30’dan sonra 1000 saat gegerse, saat kag1 gosterir? Her 24 saatte saat eski yerine
geri geldiginden ve
100 = 24 x 41 4+ 16

oldugundan, aradan 16 saat gectigini varsayabiliriz. 15,30’a 16 saat eklersek, 31,30 eder.
Ama tabii saat 31,30 olamaz, bundan 24’1 gikarmamiz lazim; dogru cevap 7,30’dur.

4.27. Su anda saat 5’i 10 gegiyor. 1000 dakika sonra saat kag olur? Her 60 dakikada 1 saat
attigindan ve
1000 = 60 x 16 + 40

oldugundan, 1000 dakikada 16 saat 40 dakika gecti demektir. Dolayisiyla cevap 21,50’dir.

4.28. Saat 4’1 10 gectikten sonra yelkovan 9120 derece déndiiglinde, saat kag gosterir? Her
360 derece doniigte 1 saat attigindan ve

9120 = 360 x 25 + 120

oldugundan, aradan 25 saat ge¢mis (demek ki 1 giin atmig ve akrep 1 saat ileriyi goste-
riyor) ve yelkovan fazladan 120 derece donmiistiir. Her dakika 360/60 = 6 dereceye
tekabiil ettiginden, 120 derece de 120/6 = 20 dakikaya tekabiil eder. Demek ki saat 1
saat 20 dakika sonray1 gosterir, yani saat 5,30 olur.

4.29. 2%137 + 38115 sayis1 17’ye béliiniince kalamimi hesaplayahm. 2* = 16 € 17Z — 1 ve
22 = 4 € 177 + 4 oldugundan,

20=29"22 ¢ (172 - 1)(17Z + 4) C 17Z — 4

olur. (Ashnda yukarida C kiime igindeligi yerine esitlik de yazabilirdik, ama bu 6nemli
olmayacak.) Simdi 137 sayisim ele alahm. 13 € 17Z — 4 oldugundan

13° € (17Z — 4)(17Z — 4) C17TZ + 16 = 17Z — 1
olur; buradan da
13" = (13*)*13 € (17Z - 1)13 C 17Z — 13 = 1TZ + 4
cikar. Demek ki
29137 € (17Z — 4)(1TZ + 4) C1TZ — 16 = 17Z + 1
olur. Simdi toplanan ikinci terim olan 3% - 11° sayisim ele alalim.

32=9€17Z+9=17Z-38



44

4. Tamsayilarda Bélme
oldugundan,
31 = (3%)* €172+ 64 = 172+ 13 = 17Z — 4

ve

P =03 el17Z+16=17Z -1
olur. Ote yandan, 11 € 17Z + 11 = 17Z — 6 oldugundan,
112 € 17Z + 36 = 17Z + 2

ve

113 =11%11 € 172+ 22 = 17Z+5

ve

11° =11°11% € (17Z + 2)(17Z + 5) C 17Z 4+ 10

olur. Biitiin bunlardan
3%11° € (172 — 1)(1TZ +10) € 17Z — 10 = 172+ 7
cikar. Daha 6nce buldugumuzla birlikte istedigimiz yaniti1 buluruz:
26137 +3%11° € (17TZ + 1)+ (1TZ + 7) = 17TZ + 8.

Demek ki 26137 4+ 3811° sayis1 17’ye boliindiigiinde kalan 8 imis.

4.30. 0’dan farkl bir dogal (ya da tam) saymin tamsay1 boleni sayisi, dogal say1 béleni sayisi-
nin iki katidir ¢linkii her d dogal say1 béleni i¢in bir de —d tamsay1 boleni vardir. Ornegin
15’in dogal say1 bolenleri 1, 3, 5 ve 15’tir, yani 4 tanedir. Ama dogal say1 bolenleri bunun
iki misli kadardir, ¢linkii bu sayilara bir de —1, —3, —5 ve —15 eklenir.

4.31. Eger a ve b sayilar1 bir m > 1 sayisina boliindiigiinde kalan 1 ise, ab de m sayisina
boliindiigiinde kalan 1 olur. Nitekim eger a = ma + 1 ve b = my + 1 ise

ab=(mz+1)(my+1)=m(mey+z+y)+1
olur. Demek ki m’ye boliindiigiinde kalanin 1 oldugu sayilarin ¢arpimi da m’ye boliin-
diigiinde kalani 1 olur.

4.32. Bir onceki ornekten, eger a sayisi bir m > 1 sayisina boliindiigiinde kalan 1 ise, a’nin
tiim kuvvetlerinin de m’ye boliindiiglinde kalanin 1 oldugu anlasilir.

Aligtirmalar

4.33. 25137 sayis1 18’e boliiniince kalan kag olur?

4.34. 38115 sayis1 18’e boliiniince kalan kag olur?

4.35. 20137 4 38115 sayis1 18’ boliiniince kalan kag olur?

4.36. 26137 4 3%11° sayis1 19’a béliiniince kalan kag olur?

4.37. Bir n sayist m > 1 sayisma béliindiigiinde kalan m — 1 ise, n? sayisiun m’ye béliindii-
giinde kalanin 1 oldugunu kanitlayin.

4.38. Bir n sayist m > 1 sayisma boliindiigiinde kalam m — 1 ise, n* sayismin m’ye béliin-
diigiinde kalanin 1 ya da —1 oldugunu kanitlayin. Kalan ne zaman 1, ne zaman —1
olur?

4.39. Bir n sayis1 10’a boliindiigiinde kalan 6 ise, her k > 0 icin, n* sayis1 da 10’a boliindiigiinde
kalan 6 olur. Kanitlayin.

4.40. Bir n sayis1 10’a boliindiigiinde kalan 5 ise, her k > 0 icin, n* sayis1 da 10’a boliindiigiinde

kalan 5 olur. Kanitlayin.
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Bir sonraki boliime hazirlik olmas: agisindan asagidaki orneklere bir goz

atmaniz1 dilerim.

Ornekler

4.41.

4.42.

4 ve 7’yi toplayarak elde edemeyecegimiz en biiyiik sayr kagtir?
18 = 7+ 7 4 4 oldugundan 18’i elde edebiliriz. 19 = 4 4+ 4 4+ 4 + 7 oldugundan 19’u da
elde ederiz. 20 =4+4+4+4+4+4 ve 21 = 7T+ 7+ 7 oldugundan 20 ve 21’i de elde ederiz.
Demek ki 18, 19, 20 ve 21 elde edilebiliyor. Bu sayilara 4’ ekleyerek tiimsayilar1 elde
edebiliriz. Demek eger d > 18 ise

d=4a+7b

esitligini saglayan a ve b dogal sayilari var. Ama 17’yi elde edemeyecegimizi gérmek zor
degil: Teker teker b = 0, 1, 2 denenince a bir dogal say1 gikmiyor.
Ama sadece toplamaya degil, ¢cikarmaya da hakkimiz olsaydi, o zaman her dogal sayiy1
(hatta her tamsayiy1) elde edebilirdik; nitekim eger d € Z rastgele bir tamsayiysa,
a = 2d, b = —d alarak

da+Tb=d
esitligini elde ederiz.
9 ve 16 litrelik iki kovayla ve iki de ¢ok biiyiik bosg kovayla 7 litreyi 6lgebiliriz, bunun
i¢in 16 litrelik kovadan 9 litre cikarmak yeterli. 23 litre de Ol¢iiliir: Biiyiik kovalardan
birine iki defa 16’sar litre koyalim, elde edilen 32 litreden 9 litre ¢ikaralim. Ama mesela
20 litreyi 6lgebilir miyiz? Asil marifet 1 litreyi elde etmede; eger 1 litre edebilirsek, 1
litre igin yaptigimiz iglemleri tekrarlayarak (ve yukarida kullanmadigimiz ikinci bityiik
kovayi1 kullanarak) istedigimiz miktar1 elde edebiliriz.

4x16—-7%x9=1

oldugundan 1 litreyi elde edebiliriz: 4 defa 16 litre koy, 7 defa 9 litre bosgalt, geriye 1
litre kalir. Ama 20 litreyi tek bir biiyiik bog kovayla elde edebilir misiniz?

Alistirmalar

4.43.

4.44.

4.45.

4.46.
4.47.
4.48.
4.49.
4.50.
4.51.
4.52.
4.53.

4.54.

a ve b birer tamsay1 olsun. a 4+ b ve a — b sayilar1 3’e boliiniiyorsa a ve b sayilarinin da
3’e bolindiigiini gosterin.

a, b ve ¢ birer tamsay1 olsun. a +b — ¢, a — b+ ¢ ve —a + b + ¢ sayilar1 3’e boliiniiyorsa
a, b ve ¢ sayilariin da 3’e boliindiigiinii gosterin.

17Z + 7 kiimesinin, 17’ye boliindiiginde kalanin 7 oldugu tamsayilar kiimesi oldugunu
kanitlayn.

172 + 1
172+ 1

( -8 C 177Z + 8 6nermesini gosterin.
(

(17Z + 3

(

(

-24 C 17Z + 7 Snermesini gosterin.
-8 C 17Z + 7 onermesini gosterin.

L I o —

17Z + 3) - 8 C 8Z Onermesini gosterin.

17TZ+7) - (17Z + 8) = 17Z + 5 6nermesini gosterin.
3zr + 5y = 7 esitligini saglayan tim x ve y tamsay: ¢iftlerini bulun.
5z + Ty = 9 esitligini saglayan tiim = ve y tamsay1 ¢iftlerini bulun.
a, b ve ¢ ¢ tamsay1 olsun. ax + by = c egitligini saglayan x¢ ve yo tamsayilarinin
oldugunu varsayalim. Bu denklemin tiim ¢oziimlerinin, ax 4 by = 0 esitligini saglayan x
ve y i¢in, © + xo ve y + yo bigiminde yazildigim gosterin.
p, 5’ten biiyiik bir asal say1 olsun. p*> — I’in 24’ béliindiigiinii kanitlaym.
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4.55.

4.56.

4. Tamsayilarda Bélme

p, 5’ten bilyiik bir asal say1 olsun. Ya p® — I’in ya da p? — 19’un 30’a boliindiigiinii ka-
nitlayin.

63’e boldiigiimiizde 5 kalanini veren, ama 67’ye boldiiglimiizde 1 kalanini veren bir sa-
y1 bulabilir misiniz? (Siz zahmet etmeyin, biz verelim cevabi: 4289, istenen ozellikleri
saglayan en kii¢iik dogal sayidir. Gelecek boliimlerde bu tiir sorulara odaklanacagiz. Ama
kendi kendinize benzer sorular iiretip ¢6zmeye galigirsaniz, sorunun zorlugunu daha iyi
kavrayip gelecek boliimlerde yapacaklarimiza daha fazla deger verirsiniz.)



5. Bézout Teoremi

Iki dogal sayimmn en biiyiik ortak bolen kavramim énceki kitapta ele almigtik.
Ayni kavrami bu boliimde bagka bir bakig agisiyla irdeleyecegiz.

a ve b iki tamsay1 olsun, ama her ikisi birden 0 olmasin. Dogal sayilarda
oldugu gibi, a ve b’'nin en biiyiik ortak bolenini obeb(a, b) olarak gosterecegiz.
Ornegin —15 ile 9’un en bilyiik ortak boleni 3’tiir. —15 ile —9’un da en biiyiik
ortak boleni 3’tir. Elbette

obeb(a, b) = obeb(|al, |b])

olur, yani tamsayilarda obeb ile dogal sayilarda obeb arasinda pek bir fark
yoktur. Mesela su dogrudur: Eger d = obeb(a, b) ise, obeb(a/d,b/d) = 1 olur,
yani a/d ile b/d birbirlerine asaldir.

a ve b tamsayilarini sabitleyip su kiimeye bakalim:
A={au+bv: u,v€Z, au+bv > 0}.

A elbette N kiimesinin bir altkiimesidir. Ayrica bogkiime degildir, ¢iinkii eger
u = a ve v = b alirsak, a? + b% sayisinin A’da oldugunu anlarz (ya a ya
da b sayis1 0’dan farkli oldugundan, a? + b?> # 0 olur). Demek ki A, N'nin
bos olmayan bir altkiimesi. Iyisiralama 6zelliginden dolay1 [2. Kitap, sayfa 81]
A’nin en kii¢iik bir 6gesi vardir. A'nin bu en kiigiik 6gesine d diyelim. Simdi
d’nin a ve b sayilarimin en biiyiik ortak bdéleni oldugunu iddia ediyoruz ve
hemen kanitlamaya koyuluyoruz. d € A oldugundan, u, v € Z tamsayilari igin,

d=au+ bv
olur. a’y1 d’ye kalanli bélelim: Bir 0 < r < d ve bir ¢ € Z igin
a=dg+r

olur. Bu iki esitlikten,
a=(au+bv)g+r

elde ederiz. Buradan,

0<r=a(l—uq)+ (—bg)v
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gikar. Demek ki d’den daha kiiciik olan r sayisinin A kiimesinde olmasina
ramak kalmig; 0’dan farkli olsa A’da olacak! d’den kiigiik pozitif bir dogal say1
A’da olamayacagindan, r = 0 olmali. Demek ki a = dqg+r = dqg+0 = dq ve d,
a’y1 boliiyor. Benzer bicimde d’nin b’yi de boldiigi cikar. Boylece d sayisinin
a ve b’nin ortak bir boleni oldugunu kanitlamig olduk.

Simdi d’nin a ve b’nin en biiyiik ortak boleni oldugunu kanitlamaliy1z. Ama
bu ¢ok kolay: Eger e sayisi a ve b’yi boliiyorsa, d = au + bv esitliginden dolay1
e sayist d'yi de boler. d > 0 oldugundan bundan e < d ¢ikar (Aligtirma 2.111).

Bu kanitladigimizi “teorem” adi altinda kaydedelim:

Teorem 5.1. a ve b iki tamsayr olsun ama her ikisi birden 0 olmasin. a ve
b’nin en buyuk ortak boleni, u, v € Z igin,
d=au+bv >0
egitsizligini saglayan en kicuk d dogal saypsidar. O
Bu teoremin bariz ama ¢ok kullanigh bir sonucu:

Teorem 5.2 (Bézout Teoremi I). a ve b iki tamsayr olsun ama her ikisi birden
0 olmasin. d = obeb(a,b) olsun. O zaman

d = au+ bv
egitliging saglayan v ve v tamsayilary varder. O

Bu teoremin ters istikameti dogru degildir, yani d = au + bv esitligini sag-
layan w ve v tamsayilarinin varligi d’'nin illa @ ve b’nin en biiylik ortak boleni
oldugu anlamina gelmez; 6rnegin

23 =7x5+4x (—3)

olur ama 7 ile 4’iin en biiyiik ortak boleni 23 degildir! Ote yandan, simdi ka-
nitlayacagimiz iizere, eger d = 1 ise, yukaridaki teoremin ters istikameti de
dogrudur.

Teorem 5.3 (Bézout Teoremi II). a ve b birbirine asal iki tamsayiysa, o
zaman
au+bv=1

egitliging saglayan u ve v tamsayilart vardir. Bunun ters istikameti de dog-
rudur: Eger au 4+ bv = 1 esitligini saglayan u ve v tamsayilary varsa, a ve b
aralarnda asaldur.

Kanit: Birinci énerme bir énceki teoremin 6zel bir durumu. Ikinci énerme-
yi kanitlayalim: Eger bir d dogal sayisi a ve b sayilarini boliiyorsa, o zaman
d sayisit au + bv sayisin1 da boler, yani 1’i de boler. Demek ki d = 1 olmak
zorundadir. ]
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Ornegin 45 x 3 + 67 x (—2) = 1 oldugundan, 45 ile 67 aralarinda asaldir.
Tabii au+bv = 1 ise, a ile b aralarinda asal oldugu gibi, a ile v de ve hatta
u ile v de aralarinda asaldir.

Katsayilar1 Bulmak. Verilmis a ve b tamsayilar: igin,
au + bv = obeb(a, b)

esitligini saglayan u ve v sayilarinin varligini Teorem 5.2’de kanitlamigtik. Bu
sayilara katsay1 diyelim. Bu boélimii v ve v katsayilarini bulmanin bir yonte-
mini gostererek bitirelim.
obeb(a, b) = d olsun. [2. Kitap, Ornek 4.7 ve Ornek 6.68]’'de d’yi bulmanin
bir yontemini agiklamigtik. Burada ayni yontemi bir defa daha gorecegiz. Ama-
cimiz
d=au+ bv

esitligini saglayan u ve v katsayilarini bulmak. (d’yi heniiz bilmeyebiliriz, yani
au+bv = d denkleminin {i¢ bilinmeyeni olabilir: u, v ve d.) Bu arada, bu esitligi
saglayan sonsuz sayida u ve v tamsayilari oldugunu soéyleyelim, nitekim eger
au 4 bv = d oluyorsa, her k € Z i¢in a(u + kb) + b(v — ka) = d olur.

u ve v katsayilarini bulmadan 6nce a ve b’yi makyajdan gegirelim:

Birinci Makyaj: Her seyden o6nce a ve b’yi dogal say1 alabilecegimizi gérelim:
Eger |alu + |blv = d esitligini saglayan u ve v’yi bulabiliyorsak, au; + bvy = d
esitligini saglayan uy ve vy tamsayilar: da bulunabilir; nitekim a ve b’nin pozitif
ya da negatifligine gore u; = +u ve v1 = +v tamimlarini yaparsak au;+bv; = d
olur. Bu sayede bundan boyle a ve b'nin dogal say1 olduklarini varsayabiliriz.
Oyle de yapalim.

Ikinci Makyaj: Ayrica eger b = 0 ise d = a olur ve u = 1 almak yeterlidir (v
i¢in istediginiz sayiy1 segebilirsiniz). Demek ki bundan béyle b > 0 varsayimini
yapabiliriz. Aym nedenden a > 0 varsayimini da yapabiliriz. Oyle yapalim,
bundan béyle a ve b pozitif olsun.

I“Jgiincii Makyaj: Gerekirse a ve bnin rollerini degistirerek, yani a yerine
b ve b yerine a alarak, b < a varsayiminmi da yapabiliriz. Oyle yapalim, artik
0 < b < a olsun.

Demek ki artik 0 < b < a varsayimlar altinda ¢aligiyoruz.

Simdi d = au + bv esitligini saglayan v ve v tamsayi ¢iftlerinden birini
bulmaya girigelim. Tabii a ve b ne kadar biiyiikse, u ve v katsayilarini bulmak
o kadar zor olur. Ama mesela b sayis1 ¢ok kiigiikse (mesela 0 ise, hatta 1 ise de),
o zaman u ve v sayilarmi bulmak kolaydir. Birazdan sunacagimiz yontemin
anafikri bu: a ve b sayilarinin katsayilarin1 bulmak igin, b’den daha kiigiik bir
r icin b ve r sayilarimin katsayilarimi bulmanin yeterli olacagini gorecegiz. Bir
bagka deyisle, problemi,

b<a
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sayilarindan, bir r sayisi igin
r<b

sayilarina indirgeyecegiz. Boylece katsayilarin1 bulmak istedigimiz sayilar: sii-
rekli kiiciiltecegiz, ta ki katsayilart bulmanin kolay oldugu duruma kadar, me-
sela ikisinden biri 0 olana kadar.

Yontemi agiklayalim: a’y1 b’ye kalanl bolelim: Bir ¢ sayis1i ve 0 < r < b
esitsizliklerini saglayan bir r sayisi i¢in

(1) a=bg+r

olur. Bu esitlikten hemen anlagilacag: tizere a ve b sayilarimin ortak bdlenle-
riyle b ve r sayilarimin ortak bolenleri elbette aymdir [2. Kitap, Teorem 6.6].
Dolayisiyla

d = obeb(a, b) = obeb(b, 1)

olur. 0 < r < b oldugundan, b ve r sayilar i¢in buy + vy = d esitligini saglayan
uy ve vy katsayilarini ve (eger heniiz bilmiyorsak) d’yi de bulmak daha kolaydur.
(Mesela r = 0 ise yagadik!) Diyelim

(2) d = buy + rvy
esitligini saglayan u; ve v katsayilarii bir bigimde bulduk. (1)’den ¢ikan
r=a—bq
esitligini (2)’ye yerlegtirelim:
d = buy +rvy = buy + (a — bq)v;
elde ederiz. Bu esitligi diizenlersek,
d = avy + b(u; — quy)

buluruz. Demek ki
U=7v1 VeV =u1 —qui

tanimlar: istedigimiz d = au + bv esitligini saglar.

Eger (2)’yi saglayan uj ve vy katsayilarimi bulmak kolay degilse, ayni yon-
tem devam ettirilir: b, r’ye boliiniir ve siireg devam ettirilir. Sayilar siirekli
kiigiildigiinden, bir zaman sonra ikisinden biri 0 olacaktir; o zaman da hem d
bulunur hem de katsayilar.

Yukaridaki yontemi pratikte uygulamak ¢ok kolay olmayabilir, ¢cinkii yuka-
rida anlattigimiz siire¢ birkac adim uzayinca a’lar, b’ler r’ler birbirine karigabi-
lir. Asagidaki 6rneklerde bu karmasay: 6nlemenin pratik bir yolunu gorecegiz.
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Anlattigimiz yontem kolaylikla bir bilgisayar programina doéniigtiiriilebi-

lir, yani gosterdigimiz yontem aslinda bir “algoritma”dir. Tabii “algoritma”y1
program diline dontistiirmek i¢in bir programlama dili bilmek gerekir. Biz
burada sadece ana diislinceyi anlattik. Cesitli ihtiyaclara cevap veren on-
larca programlama dili vardir; okur bu dillerden birini baska kaynaklardan
ogrenmelidir.

Ornekler

5.1.

5.2.

5.3.

a = 25, b =7 olsun. Bu iki say:1 aralarinda asal, yani d = 1. Amacimiz
25u+Tv=1

esitligini saglayan u ve v tamsayilarini bulmak. Ayni soruyu bir sonraki érnekte metinde
anlatilan yontemle ¢ozecegiz, ama burada ¢ok daha ilkel bir yontem kullanacagiz. 25’in
katindan 1 fazlasini ya da 1 eksigini bulana kadar 7’yi 1, 2, 3 gibi dogal sayilarla ¢arpalim.
7 x 7 =49 eder ve bu say1 25 X 2'nin 1 eksigidir:

TXT7T=20x2-1

ya da
1=25x247x(=7).

Demek ki u = 2 ve v = —7 almak yeterli. Bagka ¢oziimler de vardir. Ornegin u=9v=
—32 sayilar1 ayni esitligi saglar. Genel olarak, her k € Z i¢in w = 2+ 7k ve v = —7— 25k
sayilart ayni esitligi saglar. Basiniz sikigtiginda bu ilkel yonteme bagvurabilirsiniz ama
bliyiik sayilarla uzun siire alabilir.

Gene a = 25, b = 7 olsun. Bu iki say1 aralarinda asal, yani d = 1. Amacimiz
25u+"Tv =1

esitligini saglayan u ve v tamsayilarini bulmak. Bu sefer metinde agikladigimiz yontemi
kullanacagiz. 25’1 7’ye kalanli bolelim:

25=7x3+4

(ileride kolaylik olsun diye ilgilendigimiz sayilarin altim ¢izdik) ve 7 ve 4 igin istedigimiz
u ve v sayilarin bulalim. Bu iki say1 i¢in aranan u ve v sayilarini bulmak kolay:

1=7x(-1)+4x2.

Simdi esitligin sagindaki 4 yerine, bir dnceki esitlikte beliren 4 = 25 — 7 x 3 esitligini
yerlegtirelim:

1=7Tx(-1)+4x2=7Tx(-1)+(25-7%x3)x2=25Xx24+7x (=7)

elde ederiz. Demek ki u = 2 ve v = —7 istedigimiz 25u + 7v = 1 esitligini saghyor.

Bu sefer a = 43, b = 127 olsun. a < b oldugpundan, yukarida agikladigimiz liglincli mak-
yaja uyacak olursak, a ile b’nin yerlerini degistirip, a = 127 ve b = 43 ile caligmamiz
lazim. Ama &yle yapmayalim, bakalim bagimiza ne ig gelecek.

Hem en biiyiik ortak boéleni, hem de u ve v katsayilarini bulacagiz. Ik bolmeyi yapalim
(vani a’y1 b’ye bolelim) ve énemli sayilarin altini ¢izelim:

43 =127 x 0+ 43.
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5.4.

5. Bézout Teoremi

Yeni sayilarimiz 127 ve 43. Baglangigtaki sayilarimiz 43 ve 127 idi, simdi 127 ve 43 oldu!
Uglincii makyajdaki degisiklik kendiliginden gergeklesti! Tabii iiglincii makyaji yerine
getirip ta en bagtan a = 127 ve b = 43 almak daha akillica olurdu. Genel olarak a’y1
b’den biiyiikesit almak siireci hizlandirir. Biz de 6yle yaptigimizi varsayalim, a = 127 ve
b =43 alalim.

Simdi 127’yi 43’e bolelim:

(Birinci Adim) 127 =43 x 2 + 41.

Simdi 4371 41’e bdlelim:

(ikinci Adim) 43 =41 x1+2.

Ardindan 41’1 2’ye bolelim:
(Ugiincii Adim) 1=2x20+1.

En biiyiik ortak boleni bulmak igin bu kadar1 yeter bize ¢linkii

|=

=41-2x20
esitliginden
d = obeb(43,127) = obeb(43,41) = obeb(41,2) =1
esitligini biliyoruz. Simdi
43u+127v =1

esitligini saglayan v ve v tamsayilarini bulalim. Yukaridaki ii¢ adimda elde edilen esit-
likleri kullanarak kalanlari (en sagdaki sayilar1) tecrit edelim:

41 = 127-43x2
2 = 43-41x1
1 = 41-2x20

Simdi en son esitlikten baglayarak yukar: dogru ¢ikalim:

1 = 41-2x20

= 41— (43— 41 x 1) x 20

= 41 x21—-43 x20

= (127 —43 x2) x 21 —43 x 20
= 127 x 21 — 43 x 62

= 127 x 21 +43 x (—62)

istedigimizi bulduk: v = 21, v = —62.
a ve b iki tamsay1 tamsay1 olsun. Diyelim d = obeb(a,b). Elbette a ve b'nin her béleni
a+b ve a — b sayillarim da boler. B(z,y), x ve y'nin ortak bolenlerinden olugan kiimeyi
simgelesin. Demek ki

B(a,b) C B(a+b,a—b)

olur. Ote yandan a + b ve a — b’nin bolenleri,
(a4+b)+(a—b)=2ave(a+b)—(a—b)=2b
sayilarinin da bolenleridir. Demek ki
B(a,b) C B(a+b,a —b) C B(2a,2b)

olur. obeb(z,y) = max B(z, y) oldugundan, bir énceki satirda merkezlenen kapsamalar-
dan,
d < obeb(a+b,a—b) < 2d
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ve hemen ardindan,

1 < obeb(a/d+b/d,a/d—b/d) <2
gikar. Demek ki obeb(a/d + b/d,a/d — b/d) ya 1’e ya da 2’ye esit. Aslinda buradan
kolaylikla su sonug ¢ikar:

[ 1 eger a/d ve b/d'nin biri tek digeri ¢iftse
obeb(a/d+b/d, afd—b/d) = { 2 eger a/d ve b/d’nin ikisi de tek ya da ikisi de ciftse
Demek ki

| d  eger a/d ve b/d’nin biri tek digeri ciftse
obeb(a +b,a —b) = { 2d  eger a/d ve b/d’nin ikisi de tek ya da ikisi de giftse
Simdi d = 1 varsayimini yapalim, yani a ile b aralarinda asal olsun; bu varsayim altinda

1 eger a ve b’nin biri tek digeri ¢iftse

obeb(a +b,a —b) = { 2 eger a ve b'nin ikisi de tek ya da ikisi de ¢iftse

dogru olur.

Alistirmalar

5.5.

a =9 ve b =13 olsun. au + bv = 1 esitligini saglayan u ve v tamsayilarin bulun.

5.6. a =149 ve b = 13 olsun. au + bv = 1 egitligini saglayan u ve v tamsayilarini bulun.
5.7. a =149 ve b = 113 olsun. au + bv = 1 esitligini saglayan u ve v katsayilarini bulun.
5.8. a =119 ve b = 161 olsun. d = obeb(a, b)’yi bulun ve au + bv = d esitligini saglayan u
ve v katsayilarini bulun.
5.9. a = 323 ve b = 391 olsun. d = obeb(a, b)’yi ve au + bv = d esitligini saglayan u ve v
katsayilarini bulun.
5.10. a = 11323 ve b = 2391 olsun. d = obeb(a, b)’yi ve au + bv = d esitligini saglayan u ve v
katsayilarii bulun.
5.11. Kendin sor, kendin yanitla!
Notlar
5.12. Etienne Bézout' 1730-1783 yillar1 arasmnda yagamus Fransiz bir matematikcidir. Aile

yakinlar1 genellikle esnaflardan ve okuma yazma bilmeyenlerden oluguyordu. Sadece
babasi okuyabilmig ve hukukcu olmustu, ancak davalara girecek kadar tist diizey bir
hukukgu degildi. Geleneklere gore Etienne Bézout’'nun da hukuk¢u olmasi beklenirdi,
ancak Euler’in bir kitabini okumasiyla fikir degistirmigtir. “Bir giin bir kitap okudum
ve biitiin hayatim degisti” misali...

Daha cok cebirde ve cebirsel geometride 6nemli buluslar: vardir. Orneéin iki egrinin
kesigtikleri nokta sayisini kestirebilmistir. (Eger egrilerin ortak bileseni yoksa, kesigim
noktasi sayisi en fazla egrilerinin derecelerinin ¢arpimi kadar olabilir. Yani 6rnegin y =
2> —x 4+ 1ile y?> = zy* + 1 egrileri en fazla 3 x 5 = 15 noktada kesigebilir. Bunu
okumadlglmzl varsayabilirsiniz!)

Onemli matematiksel sonuglarma ragmen, ¢aginda daha ¢ok ders kitaplariyla taninmsgti.
Ders kitaplar: Inglhzceye de cevrilmisg ve Inglltere’de ve Kuzey Amerika’da (Harvard
Universitesi'nde mesela) uzun yillar kullanilmigtir.

1783’te yiiksek ateg sonucu geng sayilabilecek bir yagta 6lmiigtiir. Bugiin, birgok kisinin
oliimiine neden olan yiiksek atesin Izlanda’daki Laki volkanmmn patlamasiyla olusan
stlfiirik asit buharindan kaynaklandig: anlagilmigtir.

!Bezu diye okunur.
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Bu arada Bézout’nun, bu kitapta bahsettigimiz (ve daha nice kitapta bahsedilen) te-
oreme ¢ok benzeyen ama kaniti biraz daha zor olan “polinomlarla” ilgili bir teorem
kanitladigim1 da soyleyelim. Bugiin Bézout’ya atfedilen teorem, aslinda 150 yil kadar
once, Méziriac (1581-1638) tarafindan kamtlanmigtir.

Oliimiinden sonra dogdugu sehir olan Némours’a, yine Némours’da dogmus olan hey-
keltirag Justin-Chrysostome Sanson tarafindan yapilan heykeli dikilmistir.

Bézout’'nun heykelinin resmi. Heykeltiras: Justin-Chrysostome Sanson. Kaynak:
Catalogue Illustré du Salon 1886, direktor F.-G. Dumas, Librarie d’Art L. Baschet,
Paris.

5.13. Algoritma kelimesi, yaklagik 780-850 yillar1 arasinda yagamig olan Fars kokenli matema-
tikgi, gokbilimei ve cografyaci el Harezmi’den (ya da Harizmi’den) gelmektedir. El Ha-
rizmi tarihin en 6nemli matematikcilerinden biridir. Su anda Ozbekistan smirlar: iginde
kalan Harezm bolgesinin Hive sehrinde dogmustur, ama eserlerini, Abbasiler’in yonetimi
altinda bir bilim, kiiltiir ve sanat merkezi konumuna yiikselen Bagdat’ta vermistir. Ba-
z1lar1 el Harezmi'nin Bagdat’ta dogdugunu, muhtemelen atalarinin Harezm bélgesinden



5.14.

5.15.

55

geldigini diigiiniiyor.

Cebir kitabma yazdigir énsézden sofu bir Miisliman oldugu anlagilan el Harizmi’nin,
va kendisinin gengcliginde ya da atalarinin bir tarihte zerdiigt oldugu tahmini de var.
Zerdiigtlik, 3500 yil énce Zerdiist tarafindan kurulmug (muhtemelen ilk) tek tanrili bir
dindi. Bilgeligi ve bilgiyi kutsardi. Eski Yunan filozoflarindan Heraklit’ten ¢agimizin
dinlerine kadar diisiince ve inang diinyasini gok etkilemis bir dindir.

Harezmi Abbasiler déneminde yagamigtir. Abbasiler’in 750’de baglayan Irak bolgesin-
deki egemenligi, 850’lerde en iist diizeyini bulmus, 1250’lerde Mogollarin bir kolu olan
Ilhanhlar’n istilasiyla sona ermigtir.

Cengiz Han'in oglu Hiilagu Han’in 6nderliginde 1243’te Selguk Tiirklerini yenen Mo-
gollar, 1256 yilinda Iran1 ele gecirmig, Tebriz merkezli IThanlilar devletini kurmus ve
1257-8 yillarinda Abbasilerin bagkenti Bagdat’i yerle bir etmistir. Deyim yerindedir!
Nitekim Bagdat’ta insanligin en degerli en az 500 yillik bilimsel ve kiiltiirel hazinesi
bir haftada yok olmustur; cami, saray, kiitliphane, hastane gibi ne kadar mimari eser
varsa higbirinden tag iistiine tag kalmamigtir. Ozellikle Bagdat kiitiiphanesi ¢aginin en
degerli, en taninmig kiitliphanelerindendi. Kiitiiphanede bulunan ve ytizyillarin emegi
olan tiptan astronomiye kadar sayisiz bilimsel, kiiltiirel ve tarihi eser bir anda kiil
olmustur. Oliimden kurtulanlarin anlattigina gore Dicle nehri miirekkepten siyaha bii-
rinmiig. Bagdat’in Mogol istilas1 insanlik tarihinin en biiyiik trajedilerinden biridir,
barbarligin en {iist seviyesidir.

Anadolu’yu da ele geciren Ilhanhlarm egemenligi neyse ki ancak 1 yiizyil siirebilmistir.

Hillagu Han, Bagdat’in alinigindan sonra, sehri kendisine teslim etmeyi reddeden (ve
daha sonra, savag iyiye gitmeyince, anlagma onerisi reddedilen) Abbash Halife
Mustasim’t agliga mahkim ederken.






6. Asallar uzerine Biraz Daha

Bézout teoreminin su sonucu eminim hosunuza gidecektir:

Teorem 6.1. [ki tamsayrmn carpimane bolen bir asal sayr, carpilan iki tam-
sayrdan birini mutlaka boler. Ayrica bu 6zelligi saglayan 1’den biiyiik her dogal
sayr asaldur.

Mesela eger 5, ab sayisini boliiyorsa, bu iki sayidan biri mutlaka 5’e boliinitir,
¢linkii 5 asal. Ama asal olmayan sayilar i¢in bu dogru olmayabilir, 6rnegin 6
sayist 10 x 9 sayisini boler ama 6 ne 10’u ne de 9’u bdler.

Kanit: Diyelim p bir asal ve ab ¢arpimini boliiyor. p’nin ya a’y1 ya da b’yi
boldiigiinii gosterecegiz. Gerekirse a yerine —a ve b yerine —b alarak a ve b'nin
dogal say1 olduklarini varsayabiliriz. Diyelim p, a’y1 bolmiiyor. Bu durumda
p’nin b’'yi boldiigiinii gostermeliyiz. p bir asal oldugundan ve a’y1 bolmedigin-
den p ile a’'nin ortak boéleni 1’dir, yani bu iki say1 aralarinda asaldir. Bézout
teoremine gore

pu+av =1

esitligini saglayan u ve v tamsayilar: vardir. Bu esitligin her iki tarafini da b
ile carpalim:
pub + (ab)v = b.

Esitligin sol tarafi p’ye boliiniir ¢linkii varsayimimiza gore plab. Demek ki
esitligin sag tarafi, yani b de p’ye boliintir.

Teoremin ikinci kismini kanitlayalim simdi. Teoremin ilk kisminda yazan
ozelligi saglayan bir p > 1 dogal sayisi alalim. Yani her a ve b tamsayist igin,
eger plab ise, ya pla ya da p|b olsun. Amacimiz p’nin bir asal say1 oldugunu
gostermek. Diyelim bir a dogal sayisi p’yi boliiyor. Amacimiz a¢’nin ya 1’e ya
da p’ye egit oldugunu gostermek. a|p oldugundan, bir b € N sayis1 igin

p=ab

olur. Ama p|p oldugundan, bu esitlikten p|ab gikar. Dolayisiyla, varsayima gore
ya pla ya da p|b olmali. Birinci durumda (a|p oldugundan) a = p olur, tam
istedigimiz gibi. Ikinci durumda bir ¢ igin b = pc olur ve bundan da

p=ab=acp
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¢ikar, ki bu da ac = 1 ve dolayisiyla a = 1 demektir, bu da tam istedigimiz
gibi. Kanitimiz tamamlanmaistir. O

Bu teorem, p ikiden fazla sayinin ¢arpimini boldiigiinde de gegerlidir tabii
ki, ornegin eger p asali abc sayisin1 boliiyorsa, o zaman a, b ve ¢ sayilarindan
(en azindan) birini bélmek zorundadir. Bunu bir sonug olarak kaydedelim:

Sonug 6.2. p bir asal ve ay,...,a, herhangi n tane dogal sayr olsun. Eger
plaj - --ay ise p asalv ay, ..., a, saylarindan en az birini béler. O

Teorem 6.1°i g0yle de genellestirebiliriz:

Sonug 6.3. 0°dan farkl a, b, ¢ dogal sayilarine alalvm. Eder a sayist be ¢arp-
mame boliiyorsa ve a ve b aralarinda asalsa, a sayisy c’yi boler.

Kanit: Diyelim bir x sayis1 icin
ax = bc.
Ayrica a ve b aralarinda asal oldugundan,
au+bv=1

esitligini saglayan u ve v tamsayilar1 vardir. Bu esitligin her iki tarafini da c
ile carpalim:
auc + bcv = ¢

elde ederiz. Eger bc yerine ax yazarsak,
auc + axrv =c

elde ederiz. Ama a sol tarafi boliiyor; demek ki sag tarafi da boliiyor. g
Ayni sonucu s0yle de kanitlayabiliriz:

Kanit: Diyelim kamtlamak istedigimiz 6nerme yanhs. Onermenin yanhs ol-
dugu sayilar arasinda a’nin en kiigiik oldugu bir a, b, c iicliisii secelim. Demek
ki a sayis1 bc’yi boliiyor ve a ile b aralarinda asal ama a, c’yi bolmiiyor; ayrica
a bu ozellikleri saglayan en kiiciik pozitif dogal say1.

a, c’yi bolmediginden, a sayisi 1’e egit olamaz. Demek ki a > 1. Teorem
6.1’e gore a bir asal da olamaz.

a’y1 bolen pozitif bir p asal sayis1 vardir [2. Kitap, Teorem 6.2]. Bu p asal
elbette bc’yi de boler (¢iinkii a, be’yi boliiyor). Demek ki Teorem 6.1%e gore p ya
b’yi ya da c’yi boler. Ama q ile b aralarinda asal oldugundan, p, b’yi bolemez.
Dolayisiyla p, ¢’yi bolmek zorunda. Simdi a1 ve b; dogal sayilar: igin

a = paj ve ¢ = pcy
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yazalim. a asal olmadigindan, a; # 1 (aksi halde a = pa; = p olurdu, yani
a bir asal olurdu). Simdi a = pa; sayis1 bc = bpey sayisim boldiiginden, ag
sayisi bep saysii boler. Ayrica aj ve b sayilar aralarinda asaldir (¢iinki a
ve b sayilar aralarinda asal). a1 < a oldugundan, a {izerine varsayimimizdan
dolay1 (a 6nermeye en kiigiik kargiornekti) a;’in ¢;’i boldiigiinii soyleyebiliriz.
Demek ki a = pa; sayis1 ¢ = pc; sayisini boler. g

Sonug 6.4. Aralarinda asal iki dogal sayr bir dogal saywy béliyorsa, ¢arpim-
lary da boler.

Kanit: Diyelim aralarinda asal olan n ve m sayilar1 z’i boliiyor. O zaman bir
y icin « = ny olur. Buradan da m’nin ny’yi boldiigi ¢ikar. Sonug 6.3’e gore m,
y’yi boler, yani bir z igin y = mz olur. Bundan da z = ny = n(mz) = (nm)z
olur. Demek ki nm sayisi ’i boler. O

Yaptiklarimizi uygulayarak Fermat'nmin Kiigiik Teoremi'nin [2. Kitap, Te-

orem 7.6] bir versiyonunu bulalim:

Sonug 6.5 (Fermat'nin Kiigiik Teoremi). p bir asal ve n, p’ye bélinmeyen bir
tamsayr olsun. O zaman p asale n?~1 — 1 sayisine béler.

Kanit: Daha 6nce kamtladigimiz Fermat'nin Kiiciikk Teoremi'ne [2. Kitap,
Teorem 7.6] gore p asali n? — n sayismi boler. Ama

n’ —n= n(n’”*1 -1)

oldugundan Teorem 6.1’e gore p asali ya n’yi ya da nP~! — 1 sayisin boler. p
ile n aralarinda asal oldugundan ancak ikinci sik gegerli olabilir, yani p asal
nP~1 — 1 sayisim boler. O

Sonug 6.6. p bir asal ve 1 < k < p bir dogal sayr olsun. O zaman p, (z)
sayrsing boler.

Kamnit: Iki farkli kamit sunacagz.

p\_ _p _plp-1)

k El(p—k)!  Kl(p—Ek)!
oldugundan, p’nin bu sayiy1 bolmemesi i¢in, payda bulunan p’nin paydada
bulunan bir sayiyla sadelesmesi lazim, yani (p asal oldugundan) paydada da

bir p bulunmasi lazim. Ama hem k hem de p—k sayis1 p’den kiiciik oldugundan,
paydada p bulunmaz.

Birinci Kanit:

Tkinci Kanit: [2. Kitap, Ornek 3.104)te kamtladigimiz, ama cebirsel kaniti

¢ok basit olan
K(P) = p—1
k k—1
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esitligini kullanacagiz. Belli ki p asali egitligin sag taraflnd__aki say1y1 boliiyor.
Dolayisiyla p, esitligin sol tarafindaki sayiy1 da boliiyor. Ote yandan p ile k
aralarinda asallar. Demek ki p asal (i) sayisin1 boler. O

Ornekler

6.1. 145136 — 1 say1s1 137’ye boliiniir, ciinkii 137 asal bir sayidir.

6.2. 227 sayis1 17’ye boliindiigiinde kag kalir? Sonug 6.5’ gore, 2'%, 17’ye béliindiigiinde 1
kalir, yani 2'6 € 17Z + 1 olur. 227 = 252! oldugundan, simdi 2'"’in kalanm hesapla-
yalim.

2 =16€ 172 -1
oldugundan,
2 =(2Y 17z +1
olur. Demek ki
22T = 2109893 — 919988 ¢ (17Z 4+ 1) - (17TZ + 1) - 8 C 17Z + 8.

Buradan kalanm 8 oldugu c¢ikar. Yani 17 asali 227 — 8 sayisim1 boler.

6.3. Ama Fermat’nin Kiigiik Teoremi asal olmayan sayilar i¢in yanlstir. Ornegin 2°—-1=31
olur ve bu say1 6’ya béliinmez. Ama bazen de p asal olmamasina kargin, p, 2Pl 1
sayisin1 bolebilir. Ornek igin asagidaki nota bakiniz.

Aligtirmalar

6.4. 22® sayis1 17’ye bolindiigiinde kac kalir?
6.5. 229 sayis1 17°ye béliindiigiinde kag kahr?
6.6. 23% sayis1 37’ye boliindiigiinde kac kalir?
6.7. 23 sayis1 37’ye bolindiigiinde kac kalir?
6.8. 3% sayis1 37’ye boliindiigiinde kag kahr?
6.9. 63 sayis1 37’ye boliindiigiinde kac kalir?

6.10. 37°7 sayis1 37’ye béliindiigiinde kag kalir?

6.11. 3737 — 36%7 sayis1 37’ye boliindiigiinde kag kalir?

6.12. 3737 — 5%7 sayis1 37’ye boliindiigiinde kac kalir?

6.13. 3737539 sayis1 37’ye bélindiigiinde kag kalir?

6.14. 32%95%% sayis1 37ye boliindiigiinde kag kalir?

6.15. n > 0 bir dogal say1 olsun. n’den kiigiikesit ve n’ye asal olan dogal say1 say1s1 ©(n) olarak
gosterilir. @’ye Euler ¢ fonksiyonu adi verilir!. Ornegin »(6) = 2 olur ¢linkii 6’dan
kiiciik sadece 1 ve 5 dogal sayilar1 6’ya asaldir.

Eger p asalsa, o(p) = p — 1 oldugunu kanitlayin. Ayni varsayim altinda o(p?) = p* — p
oldugunu kanitlayin. Daha genel olarak, eger p asalsa, her pozitif n dogal saysi icin,
o(p™) = p™ — p" ! oldugunu kanitlayin. Ipucu: p™ kiiciik kag dogal say1 p’ye boliiniir?

Notlar

6.16. Sonug 6.5’te kanitladigimiz Fermat’'nin Kiiclik Teoremi’'ne gore, eger p > 2 bir asalsa,
p, 2P~ — 1 sayisim (va da 2P — 2 sayisini) boler. Bunun tersi dogru mudur? Yani eger
p > 2 bir tamsayiysa ve p, 2P~! — 1’yi béliiyorsa, p asal midir?

Ly, Yunan alfabesinin kiiciik f harfidir ve “fi” olarak okunur. Biiyiikk harf fi, ® olarak
yazilir.
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Eski QCinliler de bu soruyu sormuslar ve yaptiklar1 hesaplarda p hep asal ¢ikmugtir.
Gergekten de 2 < p < 300 igin bu dogrudur. Ote yandan

p=2341=11x 31

icin dogru degildir: 341 asal olmamasina karsin 23*' — 2’yi boler. Demek ki Cinliler
yanilmiglar [E]. Bir iki hesap yaparak matematiksel bir gergek bulunmaz. Kanit gerekir.
Eger p, 2P — 2’yi boliiyorsa ama asal degilse, p’ye yalanct asal adi verilir. Ornegin 341
bir yalanci asaldir?.

561, 645, 1105, 1387, 1729, 1905
sayilar1 da yalanci asallardir. Kag tane yalanci asal vardir? Sonsuz tane vardir, ¢iin-
kii eger p bir yalanci asalsa, 27 — 1 de bir yalanci asaldir. Okur bunu ahigtirma olarak
kanitlayabilir. Demek ki 234! — 1 de bir yalanc: asaldir.
[Hler p i¢in, 2P — 1 tek bir sayidir. Dolayisiyla yukaridaki yontemle bulunan yalanci
asallarin hepsi tektir. Bundan da su “dogal” soru gikar: Cift yalanci asal var midir?
Evet! 1950°de D. H. Lehmer 161.038’in bir yalanci asal oldugunu kanmitladi. 161.038
sayisim bulmak kolay degil ama bu saymnin yalanci asalligini kanitlamak oldukca ko-
lay. Kamitlayalin. 161.038’in 2161938 _ 2 sayisim boldiigiinii kanitlamak istiyoruz. Once
161.038’1 asallarina ayiralim:

161.038 = 2 x 73 x 1103.

Demek ki 73 ve 1103’iin a = 2':937 — 1 sayisim béldiigiinii kanitlamaliyiz. 161.037yi
asallarina ayiralim:
161.037 = 3% x 29 x 617 = 9 x b.

Burada b = 29 x 617 olarak aldik elbet. Eger ¢ = 2° ise, bundan da su cikar:
q = 2161:037 _ | _ (29)6 1=

Demek ki ¢—1, yani 2°—1, yani 511, yani 7 x 73 say1s1, a’y1 boliiyormus. Dolayisiyla 73 de
a’y1 boliiyordur. Simdi sira 1103’iin a’y1 boldigiini kanitlamakta. Ayni akil yliritmeyi
yapacagiz.

d=3"x 617 ve e = 2%

olsun. Hesaplayalim:
a = 2'61:037 _ | _ (229)d 1= 1.
Demek ki
e—1=1103 x 486.737,

a’y1 bolilyormus. Kanitimiz bitmigtir.

1951’de N. W. H. Beeger sonsuz sayida ¢ift yalanci asal oldugunu kanitladi.

Eger p > 1, her n igin n” — n’yi bdliiyorsa ve asal degilse, p'ye ¢ok yalanc: asal adi
verilir. Cok yalanci asal say1 var midir? Evet. En kiigiik ¢cok yalanci asal say1 561°dir.

561 =3 x 11 x 17
oldugundan 561 asal degildir. Ote yandan 561, her n icin
561

n —n

ifadesini boler. Bunu da kamtlamak oldukga kolaydir, sonug olarak sayimin 3’e, 11’e ve
17’ye bolindiigiini kanitlamak yeterli. Kamt igin okur [H]’ye bakabilir.

2341%n yalanc asal oldugu 1819°da Sarrus tarafindan bulunmustur.
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6.18.

6.19.

6. Asallar lizerine Biraz Daha

Fermat'min Kiigiik Teoremi’ne gore (Sonug 6.5), eger p asalsa,
et (p—1)P!
sayilar1 p’ye boliindiigiinde 1 kalir. Dolayisiyla bu p — 1 sayimnin toplami olan
1p71 + 2p71 RS (p _ 1)p71

sayisi p’ye boliindiigiinde kalan p — 1’dir. Bunun tersi de dogru mudur? Yani n herhangi
bir sayiysa ve

1n—1 + 2n—1 N (TL o 1)71,—1
sayisi n’ye bolindiiglinde kalan n — 1 ise, n asal midir? 1950’de Giuga adinda bir mate-
matikci 1985’te yanitin n < 107 icin “evet” oldugunu gosterdi. Genel sorunun yaniti
bugiin de (2014) bilinmiyor:

Giuga Sorusu: n herhangi bir sayiysa ve
1n71 + 271,71 R (TL _ 1)1’1,71

sayist n'ye bolindiginde kalan n — 1 ise, n asal midir?

n > 0 bir dogal say1 olsun. n’den kiigilikesit ve n’ye asal olan dogal say1 sayisi ¢(n)
olarak gosterildigini Ahigtirma 6.15’te sOylemistik. Ayni aligtirmaya gore, eger p asalsa,
©(p) = p— 1 olur (bunun kanit1 ¢ok basit). Dolayisiyla Fermat'nin Kiiglik Teoremi’ni,
“eger p asalsa, her n igin, p, n®® _1 sayisini boler” olarak da okuyabiliriz. Bu 6nerme
sadece asallar i¢in degil, her p > 0 dogal sayis1 i¢in dogrudur. Yani her p sayisi, asal
olsun ya da olmasin, her n i¢in n®® — 1 sayisim boler. Bunu Euler kamitlamistir. Ornek,
$(12) = 4 oldugundan, 12 sayis1 5 — 1 sayisim béler. 12 sayist n? — 1 olarak yazilan tiim
sayilar1 boler. Euler’in bu teoremini bu kitapta kanitlamayacagiz.
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Bir onceki ciltte [2. Kitap, Teorem 6.3]’te, pozitif her dogal sayinin asallarin
carpim olarak yazildiginmi kanitlamigtik. Aymi kaniti, kitabin biittinliigii acisin-
dan, buraya da alalim. Once bir yardimeci teorem kanitlayalim:

Teorem 7.1. 1 disenda her dogal sayr bir asala bolindr.

Kamit: n # 1 herhangi bir dogal say1 olsun. n’nin bir asal sayiya boliindii-
glinli gosterecegiz. 0 sayisi tabii ki her asala boliiniir, 6rnegin 2’ye boliiniir.
Bundan boyle n # 0 olsun. Demek ki n > 2. Bir tanim yapalim:

A={peN\{0, 1} : p, n'yi boler}

olsun. Yani A, n’yi bélen 0 ve 1’den farkli dogal sayilardan olugan kiime. n € A
oldugundan (giinki, n, n’yi boler ve n # 0, 1), A bosktime degildir. Iyisiralama
Ozelligi’'nden [2. Kitap, sayfa 81] dolay1 A’nin en kiiciik gesi vardir. A’nin bu
en kiiclik 6gesine p adini1 verelim. p en az 2 tabii ki. p'nin bir asal oldugunu
kanitlarsak istedigimizi kanitlamig olacagiz. Eger p bir asal olmasaydi, 1’den
biiyiik ama p’den kiigiik a ve b sayilari i¢gin p = ab olacakti. Ama alp ve p|n
oldugundan a € A olur. Boylece A’da p’den kiigiik bir 6ge bulmug olduk, oysa
p, A’nin en kiigiik 6gesiydi, bir geligski. Demek ki p bir asalmis. U

Teorem 7.2 (Aritmetigin Temel Teoremi). 0’dan biyik her dogal sayr sonlu
sayrda asalin carpimadar.

Kanit: Hig tane saymin ¢arpimini 1 olarak tammmlandigindan [2. Kitap, sayfa
21], 1 sonlu sayida asal sayinin ¢arpimidir, nitekim 1 sayisi hig tane asal sayinin
carpimidir. Bundan bdyle 1’den biiyiik sayilara odaklanalim. 1’den biiyiik her
dogal sayimn sonlu sayida asalin garpimi olarak yazilacagin gosterecegiz. (Ta-
bii baz1 asallar ¢arpimda birkag defa kullamlabilir.)

Diyelim teorem dogru degil. O zaman 1’den biiyiik en az bir dogal say1
sonlu sayida asalin carpimi olarak yazilmaz. Bu varsayimdan bir celigki elde
edecegiz ve boylece teorem kanitlanmis olacak.

A={ne N\ {0}: n sonlu sayida asalin ¢arpimi degil}
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olsun. Varsaymmimiza gore A # (). Bir onceki paragrafa gore de 1 ¢ A,
yani A'nin ogeleri 2’den biiyiikesit olmak zorunda. Iyisiralama Ozelliginden
[2. Kitap, sayfa 81] dolay1 A'nin en kiigiik bir 6gesi vardir, diyelim n. Teorem
7.1’e gore n bir asala boliiniir, diyelim p asalina boliiniiyor. Bu durumda bir
m dogal sayis1 igin

(1) n=pm

olur.

Elbette m # 0 ¢linkii aksi halde n = 0 olurdu. Eger m = 1 ise n = pm =
p-1 = p olur ve p asal oldugundan n sayis1 asallarin (tek bir asalin, p’nin)
carpimi olur. Demek ki m > 2 olmak zorunda.

(1) esitliginden dolay1 m < n olur. n, A’min en kiigiik 6gesi oldugundan,
m ¢ A olmak zorunda, yani m asallarin ¢arpimidir. Demek ki pm, yani n de
asallarin ¢arpimiymig. (m’yi veren asallarin ¢arpimini bir de p ile garparsak
n’yi elde ederiz.) Celigki. Demek ki A = (). O

Onceki kitapta bunlar1 yapmustik, burada bir defa daha tekrar ettik. Simdi,
daha fazlasim kanitlayacagiz, pozitif her dogal sayinin asallarin ¢arpimi olarak
tek bir bicimde yazildigini kanitlayacagiz. Ornegin,

3500 =2x2x5x5xb5x7
olur. (Esitligin sag tarafindaki sayilarin her biri asaldir.) Tabii 3500’1,
3500 =7X5XHX2xHx?2

olarak da yazabiliriz, ama bu iki yazilhim arasinda ¢ok biiyiik bir fark yoktur,
sadece ¢arpimi alinan asallarin yerleri degismis. Eger asallar1 kiiclikten biiytige
dogru siralayacak olursak, birazdan kanitlayacagimiz {izere, bir say1iy1 asallarin
carpimi olarak tek bir bicimde yazabiliriz.

Bir onceki boliimde kanitladigimiz Teorem 6.1°i canalici bir bicimde kulla-
nacagimiz okurun goziinden kagmamalidir. (Zaten teoremin kanit1 bu yiizden
bu kadar gecikti.)

Teorem 7.3 (Aritmetigin Temel Teoremi). Her pozitif dogal say: sonlu sayida
pozitif asalin ¢carpime olarak yazilir. Ayrica egerpr < ... <ppveqr < ... < gm
asallar: i¢in

Pi-"Pn=4q1" " "dm

isen =m olur ve heri=1,...,n icin p; = q; olur.

Kanit: Birinci onermeyi Teorem 7.2’de kanitlamigtik. Ikinci onermeyi kanit-
layalim. Diyelim p; < ... <p, ve g1 < ... < ¢ asallar icin

Pi-"Pn=4d1"""dm
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esitligi gecerli. Eger n = 0 ise, yani egitligin sol tarafinda carpilacak p asali
yoksa, o zaman (sifir tane saymin garpimi tanim geregi 1 oldugundan, bkz.
[2. Kitap, sayfa 21]), esitligin sol tarafi 1’e egit olur ve

L= g

esitligini elde ederiz. Ama ¢ asallar1 1’den biiyliktiir ve garpimlar: 1 olamaz;
dolayisiyla esgitligin sag tarafinda da ¢ asali yok, yani m = 0. Bu durumda
(yani n = 0 durumunda) istedigimizi kamtladik.

Bundan béyle n > 0 varsayimini yapabiliriz. Benzer bicimde m > 0 var-
sayimini da yapabiliriz.

Esitlikte beliren asallarin en biiyiigi ya p, ya da g, olmalidir. Diyelim
Pn > Gm- (Aksi halde p’lerle ¢’lerin rollerini degistirin.) p,, asali,

P1-"Pn=4q1 " "Qdm

esitliginin sol tarafin1 boler; demek ki sag tarafin1 da boler. Sonug 6.2’ye gore
pn asali ¢ asallarindan birini boler, diyelim ¢; asalin boliiyor. Demek ki p,, <
¢j < gm. Ama varsayimmiza gore p, > Gn,. Buradan p, = ¢, esitligi ¢ikar.
Boylece esitligin iki tarafinda beliren son asallarin birbirlerine esit olduklarini
kanitladik. Bu asallar1 sadelestirelim:

P11 "Pn—1=4q1" " Qm-1

elde ederiz. Ne yaptik? p1---pn = q1 - gm esitliginin sonundaki asallar1 sa-
delestirip, benzer egitligin daha az sayida asalla gerceklestigini kanitladik. Bir
sonraki asamada, ayni yontemle p,_1 ve ¢n,—1 asallarin1 yok edelim. Bunu
boylece iki taraftan birindeki asallar tiikeninceye kadar, yani esitligin bir ta-
rafinda 1 elde edinceye kadar devam edelim. Egitligin bir tarafi 1’e esitse, diger
tarafta da asal kalmayacagini yukarida gérmiistiik. Demek ki esitligin iki ta-
rafindaki asallar aynmi1 anda tikenmeli, yani n = m olmali. Asallarin birbirine
esit oldugu da kanmittan anlagiliyor olmali. O

Bir say1y1 asallarina ayristirirken aymi asal birkac kez belirebilir. Ornegin
a=2-2-2-5-5-13-13-13-13

ayrisiminda 2 tam ii¢ kez belirmisg, 5 iki kez belirmig, 13 de dort kez belirmis.
Bu sayiy1
a = 2%5%13*

olarak yazmak bize yer ve zaman kazandirir. Eger dilersek arada eksik olan
asallar1 da tamamlayabiliriz:

a = 2335279110134
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olur. S6yle de yazabiliriz tabii:

a = 233"527°11°13*17°19°.
Bu yazilimlar: kullanarak aritmetigin temel teoremini goyle ifade edebiliriz:

Teorem 7.4 (Aritmetigin Temel Teoremi). Her pozitif dogal says, birbirinden
farkly p1, ..., pr asal sayplar ve pozitif ny, ..., ng dogal saylary i¢in

n ng
pll ...pk

biciminde yazlir. Ayrica eger p; asallarima kiictikten biyige dogru soldan saga
yazarsak bu yazilvm biriciktir. O

Ornegin

15.750 = 2'3%5°7!
olarak asallarina ayrigir. Bu ayrisimda eger dilersek asallarin yerlerini degisti-
rebiliriz, ornegin

15.750 = 3%2'7'5°
esitligi de dogrudur. Ama yapabilecegimiz tek degigiklik asallarin yerlerini
degistirmektir, esitligi bozmadan carpima yeni bir asal ekleyemeyiz, ya da
carpimda beliren asallardan birini gikaramay1z ya da kuvvetlerle oynayamayiz.
Az kaldi unutuyordum! Tabii baz1 asallarin 0’inc1 kuvvetini de ekleyebiliriz:

15.750 = 2'32537111°13°

Bu son yazilim 6zellikle iki farkli say1 ele aldigimizda pratiktir. Ornek olarak
asallarina ayrilmig iki say1 alalim:

a = 22512114137
b=2'73%512117
olsun. Eger kuvvetlerde 0’1n belirmesine izin verirsek

a = 2233051270714137
b = 2173851270119130

olarak daha diizgiin ve diizenli bir bicimde yazabiliriz. Ornegin a'nin asallara
ayrisiminda 223 beliriyor, b'nin asallara ayrigiminda da 2'7 beliriyor; o zaman
ab'nin asallarina ayrisiminda 223417 = 249 belirir. Sonug olarak

ab — 223+173U+8512+1270+0114+9137+0 — 24038524701113137

olur. Yani asallarina ayrigtirilmig iki sayinin ¢carpiminin asallarina ayrigimini
bulmak ¢ok kolaydir, asallarin kuvvetlerini toplamak yeterlidir: Asal olsun ya
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da olmasm, p1,...,pr sayilar ve (illa 0’dan farkli olmak zorunda olmayan)
ni,...,NE ve mq, ..., m; dogal sayilari i¢in

s

a:p?lpk Veb:pTlqu’k

ise,
(10) ab = p7111+m1 . ,pzzﬁ-mk

olur.
Asallarima ayrigtirilmig sayilarin en biiyiik ortak bolenini de bulmak ko-
laydir. Yukaridaki

a = 223951270114137 ve b = 2173851270119130

ornegine devam edelim. obeb(a, b)'nin asallara ayrigiminda 2'nin kaginer kuvve-
ti belirir? a’da 223 beliriyor, b’de de 2!7 beliriyor, o zaman obeb(a, b)’de bunla-
rin en kiiciigii olan 2'7 belirir. Ote yandan a’'nin asallara ayrigiminda 3 belirmi-
yor, o zaman obeb(a, b)'nin asallara ayrigimimda da 3 belirmez. obeb(a, b)’'nin
asallara ayrigiminda beliren asallar hem a hem de b’de beliren asallardir ve bu
asallarin kaginci kuvvetlerinin belirdigi a ve b’nin asallara ayrigimlarina bakar
bakmaz anlagilir, hep en kiigiik kuvvet alimir. Sonug olarak, obeb(a, b) sayisi,

2min{237 17}3min{0, 8} 5min{127 12} 7min{0, 0} 11min{4, 9} 13111in{77 0}

sayisina, yani

21730951270114130

say1sina esit olur. Genel olarak, birbirinden farkl py, . .., px asal sayilar ve (illa
0’dan farklh olmak zorunda olmayan) ni,...,ng ve my,...,my dogal sayilari
icin,

a:p?l "-pzk Veb:pTl-..p’I;nk
ise,
(11) obeb(a, b) = pymtmm) . pmintuem)
olur.

Asallarina ayrigtirilmig bir sayinin bolenlerini de bulmak kolaydir. Diyelim
a sayis1 asallarina soyle ayrilmig olsun

a=2%-5"-11'.

a’nin bolenleri, ¢ = 0,1,2,3 ve j = 0,1,2,3,4,5,6,7 ve k = 0,1 sayilar: icin
illa ki o
2057 . 11"
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bigiminde olmalidir. Goriildiigii gibi ¢ igin 4, j igin 8, k i¢in 2 secenek var, bu da
toplamda (4+8+2 degil!) 4 x 8 x 2 = 64 secenek verir, yani 23-57- 11! say1siin
4 x 8 x 2 = 64 tane farkli boleni vardir. Bunlarin en kiiciigii 2°-5°-11° = 1’dir,
en biiyiigii de saymm kendisi olan 23 - 57 - 11! sayisidir. Ornek olarak (daha
kiiciik, dolayisiyla makul bir say1 olan) 23 - 52 - 11! sayisinin (ki 2200e esit)
tiim bolenlerini teker teker yazalim:

2050110 =1, 2159119 =2, 2250110 =4, 2350110 = 8,
205111° =5, 2'5'119 =10, 225'11°=20,  2°5'11° = 40,
2052110 =25, 2152119 =50, 2252110 =100, 235%11° = 200,
2059111 =11, 215011t =22, 2250111 =44,  2°5011' =88,
205111t =55, 2'5M11t =110, 225'11!' =220, 235'11! = 440,
2052111 =275, 215211' =550, 225211!' = 1100, 235%11' = 2200.

Goruldiigi gibi tam (3+1)(2+1)(1+1) = 24 tane var. Bu buldugumuz sonucu
not edelim:

Sonug 7.5. pit--- pzk biciminde asallarina ayrismas bir dogal saynin tam
(n1+1)---(nx +1)
tane dogal sayr bolent vardir ve bu bolenler 0 < m; < nj i¢in
Pl
biciminde yazilirlar. O

Bunun dogrudan bir sonucu:

Sonug 7.6. Eger p bir asal ve n bir dogal sayysa p"™ saypsinan tam n + 1
tane dogal sayr boleni varder, bunlar da p’nin su kuvvetleridir: p® =1, p' = p,

PP v
Kanit: Bir onceki sonucta k = 1 alalim. O

Sonug 7.7. Eger p bir asal ve n > 0 ve m birer dogal sayysa, p" ve m
dogal sayilarinin aralarinda asal olmast i¢in yeter ve gerek kosul p’nin m’yi
bolmemesidir.

Kanit: Bir 6nceki sonuca gore p™’nin bélenleri p'nin kuvvetleridir ve 1 diginda
bunlarin hepsi p’ye boliiniirler. Buradan da istedigimiz sonug cikar. g

Ne yazik ki a ve b asallarimin ayrisimi bize a + b’nin asallarina ayrigimi
hakkinda pek bir fikir vermez. Yukaridaki

a = 2233051270114137 ve b = 2173851270119130
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ornegine geri donelim: Ik asamada a + b sayisinin asallarina ayrigiminda en
azindan
917 512 114

asal kuvvetlerinin belirecegini soyleyebiliriz:

a+b = 22512114137 + 21738512119
= 217512114(20137 + 3811°),

a + b sayisinin asallara ayrigmasini bitirebilmek icin ikinci satirda parantez
icinde yer alan
20137 4 3%11°

sayisini asallarina ayrigtirmak gerekir ki bu da oldukca zahmetli ve zaman alici
olabilir. Ama mesela bu say1 bir tek say1 oldugundan (neden?) 2’ye boliinmez;
dolayisiyla a+b'nin asal carpiminda tam olarak 27 bulunur, 2’nin daha biiyiik
bir kuvveti belirmez. Ayni sekilde a + b’nin asallarina ayrisiminda 11’in tam
4’fincii kuvveti yani tam tamina 114 belirir, 11’in daha biiyiik bir kuvveti
belirmez. Ayrica a + b, 13%e tam boliinmez. Ote yandan a + b carpiminda
mesela 17'nin ya da 19’un tam kaginc: kuvvetinin belirdigini gérmek icin (Fer-
mat’nin Kiigiik Teoremi’ni kullanarak mesela) biraz daha ileri diizeyde hesap
yapmak gerekebilir. Hesaplardan korkmayan okur ige koyulabilir. (Bkz. bir
sonraki érnek.)

Soyle bir genel kural ¢ok yanhlig degildir: Sadece toplamayla ilgili sorular
kolaydir, sadece carpmayla ilgili sorular da kolaydir, ama hem toplamayla
hem de carpmayla ilgili sorular ¢ok ¢ok zor olabilir, 6rnegin Fermat'nin Son
Teoremi ya da ikiz asallar samis1 ya da Goldbach Sanisi hem toplamayla hem
de carpmayla ilgili 6nermelerdir.

Ornekler

7.1. Sonug 7.5’ten su gikar: Pozitif bir dogal sayiy1 bolen dogal say1 sayisinin tek olmasi igin
yerekli ve yeter kogul dogal sayimin bir tam kare olmasidir, nitekim Sonug 7.5’teki

(na+1)--- (i +1)

sayisinin tek olmasi igin her n; + 1 carpaninin tek olmasi, bunun igin de her n; nin ¢ift
olmasi gerekir. Bu durumda, n; = 2m, yazarsak,

n n 2m 2m, m mp\ 2
Pyt =l e = (T ™)

esitligini elde ederiz. Bunu bambagka bir yontemle [2. Kitap, Ornek 4.12)’de agiklamigtik.

7.2. Aritmetigin Temel Teoremi’nin bir sonucu sudur: b ve c aralarinda asal iki dogal say1 ise
ve bc bir tamkareyse, o zaman b ve ¢ de birer tamkaredir. Bunu kanitlayalim. Diyelim
bir a dogal sayis1 icin bc = a? oluyor. a’y1 asallarina ayiralim, diyelim,

— N1 ny
a=py Dy -

O zaman

2 2n 2np,
bc=a" =p" - -py
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7.3.

7. Aritmetigin Temel Teoremi

olur. Sag tarafta beliren pf’“ asal kuvvetleri bc’yi bolmeli. Ama p; asali hem b’yi hem
c’yi bolemez, sadece ikisinden birini bolebilir. Demek ki pf"i ya b’yi ya da c’yi boler, ama
ikisini birden bolemez. Ayrica b ve c’yi bolen her asal da sag tarafta belirmeli, tistelik
ayni kuvvetlerle belirmeli. Buradan b ve ¢’nin asallara ayrigiminda her asalin kuvvetinin
¢ift oldugu anlagilir, yani b ve ¢ birer karedir.
Bu sonucu kareler yerine bagka kuvvetlere genellestirmek igten bile degildir.
Teorem 7.8. b ve ¢ aralarnda asal iki dogal sayr olsun. k € N olsun. Eger bc bir dogal
sayrman ket kuvvetiyse, b ve ¢ de bir dogal sayimin k inct kuvvetidir.
Daha genel olarak, aralarinda ikiser ikiser asal sonlu sayida sayinin ¢carpima bir k’ince
kuvvetse, ¢carpilan sayilarin herbiri bir k wnct kuvvettir. O
Eger bir a sayisin1 asallarina ayirmigsak, a’nin o™ kuvvetlerini de kolaylikla asallarina
ayirabiliriz tabii: Eger

a = p’lll .. .pzk

ise,
m __ _mnj mny
a =py Dy
olur. Daha genel olarak, ai,...,as sayilar: asallarina ayrilmigsa,
mi mg
a; - cccag”

sayist da kolaylikla asallarina ayrilir.

Alistirmalar

7.4.
7.5.
7.6.

7.7.
7.8.
7.9.
7.10.
7.11.

11° sayis1 5%e boliindiigiinde kalanin 1 oldugunu kanitlayin.

137 ile 3”'nin 5’e bolindiigiinde kalanlarinin aym oldugunu kanitlaym.

Yukaridaki aligtirmay: genelleyerek, her n dogal sayisi i¢in 13™ ile 3"’'nin 5’e béliindii-
glinde kalanlarinin ayni oldugunu kanitlayin.

26137 + 3%11° sayis1 5’in en fazla kacinc kuvvetine bsliiniir?

25138 + 3'°11° sayis1 17’ye boliindiigiinde kalan kag olur?

26137 + 3%11° sayis1 19’a boliindigiinde kalan kac olur?

10! sayisim asallarina ayirin.

1’den farkl bir tek dogal sayiya bdliindiigiinde her dogal sayinin 2’nin bir kuvveti
oldugunu gosterin.

7.12. 3, 4 ve 5’e boliindiigiinde kalanin 1 oldugu bir say:1 bulabilir misiniz?
7.13. 3, 4 ve 5’e boliindiigiinde kalanin sirasiyla 2, 3 ve 4 oldugu bir say1 bulabilir misiniz?
7.14. 19, 20 ve 21’e bolindiigiinde kalanin 1 oldugu bir say:1 bulabilir misiniz?
Notlar
7.15. Asallarin sonsuzlugu ve her dogal sayimnin asallarin ¢arpimi olarak yazilacag MO 300 do-

layinda yagsamis olan Oklid tarafindan kamtlanmistir. Oklid, Biiyiik Iskender’in kurdugu
iskenderiye’de yagamigtir. Cagina kadar bilinen matematigi toparladigi Elemanlar adli
13 ciltlik kitab1 tarihin hi¢ kugkusuz en etkili matematik kitabidir, 6zellikle geometriye
muazzam etkisi olmustur. 19’uncu yiizyila kadar beli bir seviye iistiinde egitim géren
herkesin illa okumasi gereken kitap olarak addedilmistir.

Yiizyillar boyunca, Oklid’in kitabinda sundugu geometriden farkli geometrilerin olup
olmadig1 sorusu matematikgileri meggul etmigtir. Uzun ugraglar sonucu 19’uncu ytizyilda
éklid—d1§1 (vani bir noktadan bir dogruya paralel ¢ekilemeyen ya da tam tersine birden
fazla paralelin oldugu) bagka geometrilerin de oldugu, Alman matematik¢i Gauss, Macar
matematik¢i Bolyai, Rus matematik¢i Lobachevski ve Alman matematik¢i Riemann
tarafindan kegfedilmigtir.
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7.16. Farkl cografyalarda ve farkli kigiler tarafindan birbirine ¢ok yakin tarihlerde ayni ya da
benzer sonuglarin bulunmasi pek sik rastlanan bir durumdur. Bundan da bazi sonuglarin,
bulusglarin, icatlarin bulunmasi igin ¢agin uygun olmasi gerektigi sonucu cikar.






8. En Kucik Ortak Kat

n ve m iki dogal say1 olsun. Hem n’ye hem de m’ye boliinen sayilar vardir
elbette, Grnegin nm sayis: bunlardan biridir. Iyisiralama Ozelligi'ne gore, hem
n’ye hem de m’ye boliinen en kiiciik dogal say1 vardir; n ve m’nin en kug¢tk
ortak kat: ad1 verilen bu say1

okek(n, m)
olarak gosterilir. Ornegin 12 ve 8’in en kiiciik ortak kat1 24’tiir, yani
okek(12,8) = 24
olur. Bu arada her m dogal sayisi icin,
okek(0,m) =0

esitligine dikkat edelim.
En kiiciik ortak kat oldugundan, okek(n, m) en fazla nm olabilir elbette.
Bir bagka 6rnek verelim:

a = 2252114137 ve b = 21738512119

olsun, yani sayilar asallarina ayrigsmis bigimde verilmis olsun. Eger kuvvetlerde
0’1n belirmesine izin verirsek

a = 223951270114137 ve b = 2173851270119130

olarak da yazabiliriz, ki bu yazilim daha pratik olacak. Bu ornekte a’nin asal-
lara ayrigiminda 223 beliriyor, b'nin asallara ayrigiminda da 2'7 beliriyor; o
zaman ekok(a, b)'nin asallarma ayrigiminda 223 belirir. Diger asallarda da aym
sey olur. Sonug olarak obeb(a, b) sayisi,

2max{23, 17} Smax{O, 8} 5max{12, 12} 7max{07 0} 1 1max{4, 9} 13max{77 0}

sayisina, yani
2233851270119137
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sayisina egit olur. Genel olarak, birbirinden farkh pq, . . ., pi asal sayilar ve (illa
0’dan farkl olmak zorunda olmayan) ni,...,ng ve my,...,my dogal sayilari
icin

a:prlll p”k Veb:pTlszk
ise,
(1) okek(a, b) = pflnax(m,ml) . 'prknax(nk:mk)
olur.

Gegen boliimde, sayfa 67'de buldugumuz (10) ve (11) formiilleriyle, kanit
kolay olan
max{a,b} + min{a,b} =a+b

formiiliinti yukaridaki (1) formiiliiyle bir araya getirirsek hemen
okek(a, b) obeb(a, b) = ab

esitligini bulmus oluruz. Burada a ve b dogal sayilar tabii, ama her ikisi birden
0 olmamali ¢iinkii aksi halde obeb tanimli olmaz. Bu esitligi not edelim:

Sonucg 8.1. a ve b her ikisi birden 0 olmayan ki dogal sayrysa,
okek(a, b) obeb(a, b) = ab
olur. O

Teorem 8.2. a ve b iki dogal sayr olsun. e = ekok(a,b) olsun. O zaman a ve
b’nin ortak katlart tam tamana e’nin ortak katlaridar.

Kanit: e sayisi a ve b’'nin ortak kati oldugundan, e’nin katlari a ve b’nin ortak
katlaridir. Bu kolaydi, diger istikameti gosterelim. Eger a = 0 ya da b = 0
ise, her gsey bariz olmali. Bundan boyle a ya da b'nin 0 olmadigini varsayalim.
Boylece artik obeb(a,b)’den bahsedebiliriz. d = obeb(a,b) olsun. Sonug¢ 8.1%e
gore,

ed = ab

olur. b = b1d yazalim. Yukaridaki formiilden ed = ab = ab1d, yani
e = aby

gikar.
x sayist a ve b'nin bir ortak kati olsun. z’i e’ye bolelim: Bir ¢ € N ve
0<r<eicn
r=eq+r
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olur. = ve e sayilar1 a ve b’nin katlar1 oldugundan, bu egitlikten r’nin de a
ve b’nin katlar1 oldugu cikar. Ama e sayist a ve b en kiiciik pozitif ortak kati
olarak tanimlandigindan, bundan r = 0 elde ederiz. Demek ki

rT=eq+r=cq

ve x, e’ye boliiniiyor. O
Ornekler
8.1. 44.758.272.401 ile 13.164.197.765’in en biiylik ortak bolenini ve kiiglik ortak katini bu-

8.2.

lalim. Birka¢ giin ugrasarak bu sayilar1 asallarina ayirabiliriz:

44.758.272.401 = 17 x 17.683 x 148.891
13.164.197.76 = 5 x 17.6835 x 148.891

Boylece

obeb(44.758.272.401, 13.164.197.76) = 17.683 x 148.891
okek(44.758.272.401, 13.164.197.76) = 5 x 7 x 17.683 x 148.891

bulunur. Ama ¢ok daha kolay: var. Once, [2. Kitap, Boliim 6.5]'te gordiigiimiiz gibi, en
biiyiik ortak béleni bulahim. Asagida, stirekli olarak obeb(a, b) = obeb(a — b, b) esitligini
kullaniyoruz.

obeb(44.758.272.401, 13.164.197.76) = obeb(31.594.074.636, 13.164.197.76)
= 0beb(18.429.876.871, 13.164.197.76)
= o0beb(5.265.679.106, 13.164.197.76)
= o0beb(5.265.679.106, 7.898.518.659)
= 0beb(5.265.679.106, 2.632.839.553)
= o0beb(2.632.839.553, 2.632.839.553)
= obeb(2.632.839.553, 0)
= 2.632.839.553.

Demek ki
obeb(44.758.272.401, 13.164.197.76) = 2.632.839.553.
Buradan en kiiciik ortak kat1 bulmak kolay:

44.758.272.401 x 13.164.197.76
2.632.839.553

okek(44.758.272.401, 13.164.197.76) =

(Bir yerlere bir iinlem koymam lazim!) Bu 6rnek [St, sayfa 110]’dan. Ama isteseydik
kendi Ornegimizi bulabilirdik, soyle yapardik: Internetten mesela, asal sayilar listesine
bakarak 17.683 ve 148.891 gibi iki biiyiik asal segerdik. Bu sayilar1 ¢arpip bir d sayisi
elde ederdik ve arkasindan a = 17d ve b = 5d sayilarini hesaplayip okura sunardik.
Sayilar1 carpmak kolaydir, asallarina ayirmak zordur, hatta ¢ok zordur.

Eger a, b ve c ti¢ pozitif dogal sayiysa,
okek(a, okek(b, ¢)) = okek(okek(a, b), ¢)

olur. (Yani okek iglemi birlesme 6zelligini saglar.) Bunun kanmiti oldukga kolaydir ve okura
aligtirma olarak birakilmigtir. Yani okek iglemi birlesme 6zelligini saglar. Dolayisiyla bu
ifadeler yerine

okek(a, b, c)
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yazabiliriz. Gelecekte Oyle de yapacagiz. okek(a, b, ¢) sayisi, a’ya, b’ye ve c’ye boliinen
en kiigiik dogal sayidir. Genel olarak, eger X, 0’dan farkl bir 6ge igeren sonlu bir dogal
say1 (ya da tamsay1) kiimesiyse, okek X, X’in ortak garpanlarin en kiigigiinii simgeler.
Benzer tanimi obeb igin de yapabiliriz ama bu sefer dogal say1 kiimesinin sonlu olmasina
gerek yoktur.

8.3. Her a i¢in okek(a, 1) = a oldugundan, 1, okek igleminin etkisiz ogesidir.

Alistirmalar
8.4. 223512114137, 21738512119 ve 21! . 514131217° sayilarimin ekok’unu bulun.
8.5. obeb igleminin etkisiz 6gesi var midir?
8.6. Eger a, b ve c iig pozitif dogal sayiysa,
obeb(a, obeb(b, ¢)) = obeb(obeb(a, b), c)

esitligini kanitlayin.
8.7. obeb(a,b)’nin okek(a, b)’yi boldigiint kanitlayn.
8.8. Pozitif a ve b sayilar1 i¢in a * b sayisini
okek(a, b)
obeb(a, b)

olarak tanmimlayalim. Bu iglem birlegme 6zelligini saglar m1? Etkisiz 6gesi var midir?



9. Birkac Diofantus Denklemi

522 — 23y = 5y° + 7 gibi, tamsayilarda (hatta dogal sayilarda) ¢oziimii aranan
denklemlere Diofantus denklemi denir. Ornegin = 2 ve y = 1 bu denkle-
min bir ¢oziimiidiir; nitekim bu denklemde x yerine 2 ve y yerine 1 koyarsaniz
esitlik elde edersiniz. Belki bagka c¢oziimleri de vardir, bilmiyorum.

Baz1 Diofantus denklemlerinin ¢6ziimii yoktur. Ornegin 2z+4y = 5 denkle-
minin ¢oziimii olamaz ¢iinkii sol taraf cift, sag taraf tek. 2241 = 0 denkleminin
de ¢oziimii olamaz. Bunlar kolay. Ama z2 + 32 = 2* denkleminin ¢6ziimiiniin
olmadigini gostermek pek kolay degil. Tadimlik birka¢ Diofantus ornegi ve-
recegimiz bu bu béliimde bu son denklemin tamsayilarda ¢oziimii olmadigini
gosterecegiz.

23 + y3 = 23 denkleminin tiim (tamsay1) ¢oziimlerinde x, y ve z’den bi-
rinin 0 olmasi gerekmektedir, ama bunun kanit1 bayagi zordur. Daha genel
olarak, eger n > 2 ise, 2" 4+ y" = 2" denkleminin tiim ¢oziimlerinde de iig
sayidan biri 0 olmak zorundadir. Ama bunun kanit1 daha daha zordur. Fer-
mat’min Biiyiik Teoremi olarak bilinen bu teorem, Fermat’dan 350 yil sonra
ancak kamtlanabilmigtir. Eger binlerce sayfalik kaniti bir giin anlarsam size
de anlatirim! Bu konuda [2. Kitap, sayfa 32]’ye bakabilirsiniz.

Diofantus denklemlerini ¢6zmek hic kolay degildir, hatta ¢O6ziimiin olup
olmadigini anlamak imkansiz bile olabilir. 1900 yilinda tinlii matematik¢i Hil-
bert, Diofantus denklemlerinin ¢éziimiiniin olup olmadigina karar veren bir al-
goritmanin (yani bir bilgisayar programinin) olup olmadigini sormustur. Uzun
ugraglar sonunda, Martin Davis, Hilary Putnam ve Julia Robinson adli mate-
matikcilerin ¢aligmalarini Yuri Matiyasevich tamamlamig ve 1970’te bdyle bir
algoritmanin olmadigr kanitlanmigtir.

Bu béliimde en basit Diofantos denklemleriyle ugrasacagiz, ki onlarin bile
hi¢ kolay olmadigini goreceksiniz.

9.1 Dogrusal Diafontos Denklemleri
Bu altboliimde

(1) ar+by=c
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tiirtinden Diafontos denklemlerini inceleyecegiz ve bu denklemim tiim ¢oziimle-
rini bulacagiz.

a = b =0 durumunda, eger ¢ = 0 ise her x ve her y sayis1 (1) denkleminin
bir ¢6ziimiidiir. Aksi halde, yani ¢ # 0 ise (1) denkleminin hig ¢éziimii yoktur.
Bundan boyle a ve b’nin her ikisinin birden 0 olmadigini varsayalim.

Eger 1’den biiyiik bir p sayisi, a, b ve ¢ sayilarindan ikisini béliiyorsa ama
ticiinciisiinii bolmiiyorsa, o zaman (1) denkleminin ¢éziimii olamaz; 6te yandan
eger p sayisi a, b ve c’yi boliiyorsa, diyelim

a=pad,b=7pb, c=pb

ise, p’yi sadelestirerek, ax + by = ¢ denklemi yerine a’x + 'y = ¢ denklemini
ele alabiliriz, ¢iinkii bu iki denklemin ¢6ziimleri aynidir, birini ¢dzmek yeter.
Demek ki, gerekirse a, b ve ¢ sayilarini sadelestirerek bu sayilarin ikiser ikiger
aralarinda asal olduklarini varsayabiliriz. Oyle varsayalim. Bu varsayimdan
dolay1 a # 0, b £ 0 olmali.
Bézout Teoremi’'ne gore
au+bv=1

esitligini saglayan u ve v tamsayilar: vardir. Bu esitligi c ile ¢arparsak,
(2) a(uc) + b(ve) = ¢
esitligini buluruz. Demek ki

T =uc, Yy =vc

sayilar (1) denkleminin ¢ézlimiidiir. Ama baskalar: da var: Kolayca goriilecegi
iizere, herhangi bir k£ tamsayisi igin,

a(uc + kb) + b(ve — ka) = ¢
olur. Demek ki, her k € Z icin
xz=uc+ kb, y =vc—ka

sayilar1 (1) denkleminin bir ¢éziimiidiir. Sonsuz sayida ¢oziim bulduk. Simdi
tiim ¢ozlimlerin bu gekilde olduklarini gosterelim. = ve y sayilar1 (1) denkle-
minin ¢éziimi olsun. Demek ki

az + by = ¢ = a(uc) + b(ve)
olur. Bunu soyle yazalim:

a(z —uc) = b(ve — y).
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Ama a ve b aralarinda asal. Demek ki
blx — uc ve alve — y.

Demek ki k, ¢ € Z igin

x —uc = kb ve ve —y = la,
yani
(3) x = uc+ kb ve y = ve — La,
olur. Bu degerleri (1) denklemine yerlestirelim:

a(uc + kb) + b(ve — la) = ¢

elde ederiz. Ama (2) formiiliinden dolay1 auc + bve = ¢ oldugundan, sa-
delegtirerek,

ab(k—¢) =0
buluruz. ab # 0 oldugundan, buradan k& = ¢ ¢ikar. Bunu (3)’e yerlestirirsek
istedigimiz

x=uc+ kbvey=vc—ka

esitliklerini buluruz. Kanitladigimizi yazalim:

Teorem 9.1. a, b, ¢ € Z aralarinda ikiser ikiser asal ti¢c tamsayr olsun. u ve v
tamsayilar, au + bv = 1 egitligini saglasin. O zaman ax + by = ¢ denkleminin
tim ¢ozimleri bir k € Z i¢in

r=uc+ kb, y =vc—ka

biciminde yazilr. O

Aligtirmalar

9.1. 2z 4 3y = 5 denkleminin tiim tamsay: ¢éziimlerini bulun.
9.2. 2z 4 3y = 9 denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimlerini bulun.
9.3. 2z 4 3y = 6 denkleminin tiim tamsay1 ¢dzlimlerini bulun.
9.4. 2z 4 3y = 24 denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimlerini bulun.

9.5. 2z 4 3y + 5z = 7 denkleminin tiim tamsay1 ¢ozlimlerini bulun.
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9.2 2?2+ y® = 2? Denklemi

Bu denklemle herhalde geometri derslerinde daha once karsilagmigsimzdir:
Unlii Pisagor Teoremi’'ne gore, bir dikiiggenin dik kenarlarinin uzunluklarinin
karelerinin toplami, ii¢iincii kenarin (hipoteniisiin) karesine esittir. Sekil aga-
gida.

a

Pisagor Teoremi: a? + b2 =2

S6z oraya gelmisken, konumuz olmamasina ragmen Pisagor Teoremi’ni
kanitlayalim. Yukaridaki gibi bir dik iiggen alalim. Agagidaki gekli ¢izelim.

a b

b a

Biiyiik karenin her kenar1 a + b uzunlugunda, dolayisiyla alani (a + b)?;
bunu aklimizda tutalim. Simdi ayn1 alam baska tiirlii hesaplayacagiz. Bu alan,
icindeki beg bolgenin alaninin toplami. Bu bolgelerin dérdii bizim dik {iggeni-
miz ve herbirinin alan1 ab/2. Boylece dort liggenin toplam alan 4 x ab/2 = 2ab
olur. Ortada bir de her kenari ¢ olan bir kare var; bunun da alani ¢?. Demek
ki bes bolgenin toplam alani 2ab + c2. Boylece

(a+b)? = 2ab+
esitligini kanitlamig olduk. Sol tarafi acarsak,
a? + 2ab + b* = 2ab + 2
buluruz. Sadelestirince istedigimiz
a2+ b2 =2

esitligi cikar. O
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22 +y? = 2? denkleminin her ¢oziimii bize ashnda kenarlar1 z, y ve z olan
bir dikiiggen verir. Eger ¢oziimler dogal sayiysa, elbette tiggenin kenarlarinin
uzunlugu dogal say1 olur. Bunlardan en inliisii (3, 4, 5) tiggenidir, yani dik
kenarlar1 3 ve 4 olan, hipoteniisii 5 olan dik {icgen. Nitekim

3% +4% =5
olur. Bagka tamsay1 kenarli dikiicgenler de vardir. Ornegin,
52 4122 = 132
Asagidaki teoremde tiim tamsay1 kenarl dik iicgenler gosteriliyor!.

Teorem 9.2. 22 + 4% = 22 esitliginin pozitif tiim dogal say ¢ézimleri, ge-
rekirse x wve y’nin rollerini degistirmeyi kabullenirsek, d > 0 ve u > v > 0
tamsayilary i¢in

r=d(u® —v?), y = 2duv, z = d(u® + v?)

bicimindedir. Ayrica her u, v, d secimi bize bir ¢ozim verir. Bulunan ¢ozimle-
rin tekrarlanmamasing istiyorsak, u ve v’yi aralarinda asal ve biring tek, dige-
rini ¢ift alabiliriz; yani bu kisitlamayla da tim ¢ézimleri elde ederiz.

Kanit: Her geyden once, verilmis d, u, v sayilari i¢in teoremdeki
z=du® —v?), y = 2duv, z = d(u® + v?)

sayilar1 22 + y? = 22 esitligini saglar; bunu kontrol etmesi cok kolay, bunun
icin

[d(u? — v*)]? + [2dwv)? = [d(u® + v*)]?
esitligini kamitlamak yeterli. Kolay hesaplar1 okura birakiyoruz.

Eger 22 +y? = 22 esitligini saglayan iic x, y, z sayis1 bulmussak, her d icin
dz, dy, dz sayilan da bu esitligi saglar, yani (dz)? + (dy)? = (dz)? olur. Diger
yandan eger bir d sayis1 22 + y? = 22 esitligini saglayan x, y, z sayilarindan
ikisini boliiyorsa ti¢iinciisiinii de mecburen boler ve x/d, y/d ve z/d sayilari
da aym esitligi saglar, yani (z/d)? + (y/d)? = (z/d)? olur. Sonug olarak, eger
dilersek, 22 + y? = 2? esitligini saglayan z, y, z sayilarinin aralarmda ikiser
ikiger asal olduklarini varsayabiliriz. Sonug: Eger ikiser ikiger aralarinda asal
¢ozlimleri bulursak, bu ¢éziimleri bir d sayisiyla carparak diger tiim ¢oziimleri
buluruz. Teoremdeki d sayisinin da zaten bu gorevi gérmesi arzulanmig. Bunu
biraz daha acalim.

Eger teoremdeki u ve v sayilarinin ortak bir e boleni varsa, o zaman

d =de?, v =uje, v =v/e

1Bu altbéliimiin bundan sonrasi icin [S, Bolim I.2]’den yararlanilmigtir.
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sayilar1 da ayn1 =, y ve 2’yi verir. Bir bagka deyisle, eger istersek, teoremde
varligi ifade edilen u ve v sayilarinin aralarinda asal olduklarini varsayabiliriz.

Ayrica eger u ve v sayilarinin her ikisi de tekse, o zaman u? —v? ve u? +22,
dolayisiyla x ve z sayilari, dolayisiyla y sayisi da 2’ye boliiniir. Demek ki eger
aralarinda ikiser ikiser asal x, y, z ¢oztimlerini bulmak istiyorsak,

1. d =1 olmal,

2. u ve v aralarinda asal olmali,

3. u ve v’den biri tek biri ¢ift olmali.

Simdi kanita gegelim. x, y ve z pozitif dogal sayilar z2 +y? = 2? esitligini
saglasin. Yukaridaki tartismadan da anlagilacagi gibi, bu sayilarin ikiger ikiger
aralarinda asal olduklarim varsayabiliriz. Oyle yapahm.

Aligtirma 4.10’a gore, hem = hem y tek say1 olamaz, ikisinden biri ¢ift
olmali. Diyelim y ¢ift. Demek ki x ve z tek olmall.

Simdi

(4) =22 -2 = (z+1)(z — )
esitligine goz atahm. Ornek 5.4’ gore,
obeb(z +z,z —x) = 2.
Demek ki z+x ve z —x sayilar1 2’ye boliintiyorlar. Simdi gu tanimlar: yapalim:
y=2y, z+zx=22", 2 —x=27.

Elbette 2/, ¢/, 2’ € Z. Ayrica 2’ ve 3/ sayilar aralarinda asallar. (4) esitligin-
den,

y/2 — .%'/ Z,
gikar. Teorem 7.8%e gore x’ ve 2’ sayilar1 da birer tamkaredir. Demek ki u ve v
dogal sayilari igin,

.’L‘/:U2V62/:U2

olur. Buradan
2+ x =22 = 2u?,
z—x =27 =22,
y2 — (2y/)2 — 4y/2 — 4.17/2/ — 4’11,21)2

aikar. Sonuncu esitlik y = 2uv verir. Tlk iki esitlikten de istenen

z:u2—|—v2vex:u2—v2

esitlikler bulunur.
Simdi

a::u2—v2, y = 2uv, 2z =u? + 02
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ve
2,2 2,2
T =u] —v], Yy =2uv1, z=1uj +7]

esitliklerini varsayalm. Ikinci ve fi¢iincil esitliklerden,
(u+v)?=y+z=(u +v1)%

yani

(5) u+v=u +v1

¢ikar. Birinci egitliklerden de

yani
(u+v)(u—v)=(u1 +v1)(u; —vy)

cikar. Bu esitlik ve (5) bize
(6) U—v=uy — U

verir. (5) ve (6)’y1 taraf tarafa toplarsak u = uy, taraf tarafa ¢ikarirsak v = v;
buluruz. Demek ki aralarinda ikiser ikiser asal olan her ¢oziim, tek bir u ve v
¢ifti tarafindan veriliyor. O

Teorem 9.3. z* +y* = 22 denkleminin pozitif dogal saylarda ¢oziimi yoktur.

Kanit: Diyelim 0Oyle bir ¢oziim var, bu coziimlere z, y ve z diyelim. Bu
¢ozlimler arasindan z’'nin en kiiclik oldugu ¢éziimi alalim.

Eger bir d sayis1 bu sayilardan ikisini boliiyorsa tigiinciisiinii de boler ve
o zaman da z/d, y/d ve z/d?* bir baska ¢oziim olur. Dolayisiyla =, y ve z
sayilarinin aralarinda ikiger ikigser asal olduklarimi varsayabiliriz.

Bir 6nceki teoreme gore aralarinda asal u ve v dogal sayilar: icin

z? :u2—v2, y2 = 2uv, z = u? + 02
olur.

2|y? oldugundan, 2|y ve 4|y? olur. Ama y? = 2uv oldugundan, bundan u ya
da v'nin ¢ift say1 oldugu c¢ikar. te yandan her ikisinin birden ¢ift olamayacagini
biliyoruz, aksi halde z, y ve z aralarinda asal olamazlardi.

Diyelim u cift, v tek. O zaman u?, 4’¢ tam boliiniir, ama v?, 4’e boliin-
diigiinde 1 kalir. 22 = u? — v? oldugundan, bundan, z%'nin 4’e boliindiigiinde
kalanin 3 oldugu anlagilir. Ama tamkare sayilar 4’e boliindiigiinde kalan ya 0
ya da 1 olmali, celigki.
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Demek ki u tek, v ¢ift. v = 2w olsun. O zaman
2 _ —
y° = 2uv = 4duw

elde ederiz. u ve w aralarinda asal oldugundan, bundan v ve w’nin tamkare
olduklar1 gikar (Teorem 7.8). Diyelim

u=a® ve w = b2
Bir 6nceki teoremi x? +v? = u? esitligine uygulayalim. z, v ve u ikiser ikiser
aralarinda asallar. Ayrica v ¢ift. Bir dénceki teoreme gore, aralarinda asal ¢ ve
d sayilari igin,
z=c—d? v=2cd, u=c*+d*
olur.
2cd = v = 2w = 2b?

esitliklerinden c¢d = b? gikar. Demek ki ¢ ve d birer tamkare. Diyelim ¢ = z7

ve d = y?. Simdi
sityl =+ d>=u=ad’
elde ederiz, yani aym denklemin ikinci bir ¢6ziimii. Ama
z:u2+02:a4+4b4>a42a,

yani z > a. Bu da z'nin en kiiciik se¢im olmasiyla gelisir. g

Aligtirmalar

9.6. z* + y* = 2* denkleminin pozitif tamsayilarda ¢éziimiiniin olmadigini gosterin.
9.7. 2% +y? = z* denkleminin pozitif ¢éziimleri vardir. Ornegin 242 4+ 72 = 5%. Bu denklemin
tliim ¢ozlimlerini bulun.

Notlar

9.8. Diofantus, MO 201 ile 215 yillar1 arasinda bir tarihte dogmus Iskenderiyeli (Eski Yu-
nan, ama Roma boyundurulugu altinda yagamis) bir matematikgidir. Yizyillar boyunca
okunan Aritmetik adli bir dizi kitabin yazaridir.

Diofantus
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6’nc1 ylzyilda yagamig olan dilbilimci ve matematikci Metrodus’un Diofantus’la ilgili bir
“epigram”1? Diofantus’un yagmi tahmin etmemizi saglamistir. Epigram cok sadelesmis
haliyle goyle:

Burada Diofantus yatiyor.

Mezar tast yagina séyliiyor:

Allah ona hayatinin 6’da biri kadar ¢ocukluk verdsi.

Buypiklarinan terlemesi i¢in 12’de biri daha gerekti.

FEvlenmesi i¢in hayatiman 7’de biri daha ge¢meliydi.

Bes il sonra bir oglu oldu.

Maalesef ogul babasinin yarisy kadar yasada.

Oglunun kaybindan sonra sayilarda ve bilimlerde teselli arayarak 4 yil daha yasada.
Bu oykiiye gore Diofantus’un yasi

T

e=r 4+ T4 T y547 44
6 12 7 2

denkleminin ¢oziimii. Demek ki Diofantus 84 yaginda Slmiigtiir.

Diofantus’un Aritmetik adli yapitinin 6’nci cildinin kapagi. Basim tarihi 1621.

9.9. 23 + ¢y = 23 + 3 Diofantus denkleminin tabii ki x = z ve y = ¢ gibi bariz ¢ozlimleri
vardir. Ama bariz olmayan ¢oziimleri de vardir. Ornegin,

128 + 13 =93+ 10% = 1729.

Bu 1729 sayis1 matematikgiler arasinda “taksi sayis1” ya da “Hardy-Ramanujan” sayisi
olarak bilinir ve ilging bir hikayesi vardir. Bagindan anlatayim.
Ramanujan (1887-1920), pek matematik egitimi almamig bir Hint matematik dahisidir.

?Epigram, ilging, eglenceli, akilda kolay kalan, sagirtan ya da komik musralar anlamina
geliyor, bir nevi tekerleme yani.
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Ramanujan

Hardy ise, yagini bagini1 almig, tinli bir ingiliz profesoriidiir ve prestijli Cambridge Uni-
versitesi'nde galigmaktadir.

Ramanujan, Hardy’yle mektuplagsmaya baglar, ona buldugu formiilleri yollar. Hardy
sagkinlik igindedir. Formiillerin bir kismim bilir, ama bir¢ok formiil de akillara durgunluk
verecek derinlikte ve zorluktadir. Hardy, Ramanujan’m Cambridge’e gelmesini saglar®.
Ramanujan, buldugu 3900 kadar formiille matematige yepyeni bir soluk getirir, yeni
aragtirma alanlar1 acar. Ne var ki bu formiillerin birgogu kanitlanmamisgtir, dylesine
sunulmustur. Zaten Ramanujan da tam olarak kanit kavramini 6ziimsememigti. Formiil
ortaya atiyor ancak formiiliin neden dogru oldugunu kimseye anlatamiyordu; kendisine
anlatabildigi bile glipheli.

Bes yil 6ncesine kadar Ramanujan’in formiillerini matematikgiler hala kanitlamaya ca-
Lisiyorlardi. Simdi formiillerinin hemen hepsinin dogru oldugu biliniyor.

3Boyle bir davetin Tiirkiye’de miimkiin olmadigim iiziintiiyle séylemek zorundayim. For-
mel matematik egitimi almamig biri i¢in herhangi bir resmi kurumdan para bulabilmek
miimkiin degildir.
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9.10.

1919’da Ramanujan hastalanir, eskiden yakalandigi dizanteri hastaliginin agtigi yaralar
ingiltere’de yeniden azar. Hindistan’a geri doner, ancak c¢ok geng bir yasta, 32’sinde
hayata gozlerini yumar.

Hardy’ye son yazdigi mektuplar son anlarinda bile matematiksel faaliyette oldugunu
gosteriyor.

Beyninin nasil ¢aligtigini kimse anlayamamigtir.

Yillar sonra, 1976’da, Ramanujan’in son yillarda bulduklarim iceren “kayip defter”inin
bulunmas1 matematikg¢iler arasinda ¢ok heyecan yaratmigtir.

Ramanujan ingiltere’de hastanedeyken, Hardy onu ziyarete gider. Herhalde Ramanu-
jan1 eglendirmek igin, “Buraya geldigim taksinin numarasi 1729’du. Herhalde higbir
ozelligi olmayan sikici sayilardan biridir” der. Ramanujan, “6yle deme Hardy, der, gok
ilging bir sayidir 1729, iki (pozitif) kiipiin toplami olarak iki farkli bigimde yazilan en
kiiciik sayidir” der.

Iste bu da 1729’un hikayesi.

Bruce C. Berndt

Ramanujan’s
Notebooks

Part 1T

Springer

Ramanujan’un not defterlerinin basilmig hali, ikinci cilt

n’inci taksi sayist ya da n’inci Hardy-Ramanujan sayisi, n farkli bicimde iki pozitif kii-
pin toplami olarak yazilan en kiigiik sayidir. Hardy ve Wright, boyle bir sayinin her
n i¢in var oldugunu kanitlamigtir. Bu say1 Ta(n) olarak gosterilir. Yukarida Ta(2)’nin
1729 oldugunu séyledik. Ta(1) = 2 elbette, ciinkii 2 = 1% + 15,

Bu sayilarin nasil biiylidiiglini gostermek amaciyla birkag Ta(n) sayisi verelim:

Ta(3) = 87.539.319 = 167> 4 436% = 228> + 4233 = 255% 4 4143
Ta(4) = 6.963.472.309.248 = 24213 + 19083% = 5436° + 18948>
= 10200% + 18072° = 13322% + 16630°
Ta(5) = 48.988.659.276.962.496 = 38787° + 365757° = 107839° 4 362753°

= 2052923 + 3429523 = 2214243 + 336588% = 2315183 4 331954°

. Bir bagka meghur Diofantus denklemi, 2% — 2y*> = +1 ya da 2% — 3y% = +1 gibi,

z? fdy2 =+l

seklinde yazilan denklemlerdir. (Burada d bir tamkare degildir. Sag taraftaki say: da ya
1’dir ya da —1. Marifet her iki denklemin de ¢oziimlerini bulmaktir.) Bu denklemlere
Pell denklemleri adi verilir. Mesela ¢ = 3, y = 2 sayilart 2? — 2> = 1 denkleminin
¢Oziimudiir.

d = 2 i¢in baz1 ¢oziimler Eski Yunan'da ta Pisagor zamaninda biliniyordu. Arsgimet
d = 3 i¢in baz1 ¢ozlimler bulmustur.
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Dogrulugu kolay sayilacak bir hesapla kanitlanabilen
(s* — dt*)(u® — dv®) = (su + dtv)® — d(sv + tu)?

esitliginden, Eger

2

z =s, y =t sayilar 22 — dy? = a denkleminin ¢6ziimilyse

ve
xz =u, y = v sayilarn 2> — dy? = b denkleminin ¢oziimiiyse

0 zaman,
z = su+ dtv, y = sv + tu sayilar z? — dy® = ab denkleminin ¢6ziimii olur

Eger a, b = £1 ise ab = £1 oldugundan, bu bize Diofantus denklemlerinin ¢éziimlerini
hakkinda bir sey soyler: iki Diofantus denkleminin ¢oziimiinden kolaylikla tigiincii bir
¢Oziim daha elde edebiliriz. Bu esitlik 7'nci yiizyilda yagamig olan Hintli matematikgi ve
gokbilimei Brahmagupta tarafindan bulunmustur. Brahmagupta Pell denklemleri konu-
sunda hatir1 sayilir gelismeler yapmig olan ilk matematikgidir.

Asagida, (tamkare olmayan) verilmig birkag d icin, 22 — dy® = 1 denkleminin (bir an-
lamda) en kiigiik ¢oziimlerini goriiyorsunuz.

d T Y
2 3 2
3 2 1
5 9 1
6 5 2
7 8 3
8 3 1
10 19 6
11 10 3
12 7 2
13 | 649 | 180
14 15 4
15 4 1
17 33 8
18 17 4
19 | 170 39

Ama mesela d = 61 igin “en kii¢iik” ¢ozlimler bayag: biiyiik:
x = 1.766.319.049 ve y = 226.153.980.
Ote yandan d = 60 icin daha makul ¢éziimler bulabiliyoruz:
rz=3lvey=4.

9.12. Diofantin denklemleri iizerine birgok aragtirma yapilmis, onlarca degerli kitap yazilmis-
tir. Bu konuda yazilmig kitaplardan biri (iist seviyeden olan) [M]’dir.
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Bu baslik altinda, obeb ve okek kavramlarini daha modern bir yaklagimla ele
alacagiz. Kullanacagimiz aygit, n, a € Z tamsayilar: i¢in nZ + a gibi kiimeler
olacak.

Tamm ve Ilk Ozellikler. Herhangi bir kuskuya yer vermemek icin, nZ + a
kiimelerinin tanimini acik acik yazalim. Burada n ve a birer tamsayidir ve
tanim soyledir:

nZ+a={nk+a:kel},

yani
nZ+a={...,—2n+a, —n+a,a,n+a,2n+a, ...}

Demek ki nZ + a kiimesinin 6geleri a’ya n'nin katlar1 eklenerek (ya da n’nin
katlarim a’dan gikararak) elde ediliyor. Burada n ve a herhangi iki tamsay1
olabilir.

-2n+a —n+a a n+a 2n+a 3n+a

—@ +—@ —@ +—@ —@ +—@—
-2n -n 0 n 2n 3n

Koyu noktalar #Z+a kiimesinin dgeleridir.

nZ + a kuimesi

Ornegin 27 + 1 tek tamsayilar kiimesidir (yukaridaki tanimda n yerine 2,
a yerine 1 koyun):

2Z+1 = {2z+1:x2€Z}
= {...,—6+1, 441, -2+1,1,2+1,4+1, ...}
= {...,-5,-3,-1,1,3,5, ... }.

Bir bagka 6rnek:

52+2 = {bx+2:x€Z}
= {...,-154+2, -10+2, —5+2,2,5+2,10+2, ...}
= {...,—13, -8 -3,2,7,12, ...}

Eger tanimda n = £1 alirsak

nZ+aea==4+Z+a=%7Z+a=17
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olur. Eger tanimda n = 0 alirsak
nZ+a=0Z+a={0}+a=1{a}
olur. Eger tanimda a = 0 alirsak
nZ+a=nZ+0=nZ

olur ve bu nZ kiimeleri toplama, ¢cikarma ve carpma iglemleri altinda kapalidir,
bir bagka deyigle nZ’den alinan iki saymin toplami, farki ve carpimi da bu
kiimededir. Daha 6nce de gordiigiimiiz tizere

m|n <= nZ C mZ

olur.

a € nZ + a ve 0, £n € nZ 6nermeleri elbette dogrudur.

Eger n = +m ise elbette nZ = mZ olur. Bunun ters istikameti de dogrudur.
Nitekim eger nZ = mZ ise n € nZ = m olur, yani n € mZ olur, yani n sayisi
m’nin bir katidir. Benzer nedenden m sayis1 da n’nin bir katidir. Tamsayilarda
hesap yaptigimizdan, bu son iki olgudan n = +m cikar.

Ama farkli n ve a sayilar1 i¢in nZ+a say1 kiimeleri birbirilerine esit olabilir.
Ornegin

SZ+2=52+T7T=5L+12=57 -3 = —54+2 = —5Z+ 37 =>5Z+ 37

olur. Genel olarak, nZ + a kiimesini betimlemede kullanilan n yerine —n ve
a yerine nZ + a kiimesinden herhangi bir say1 koyabiliriz, kiime degismez; bir
bagka deyisle,

(1) nZ+a=mL+b<=m==Envenlb—a

esdegerligi gegerlidir. Bu egdegerligi kanitlayalim.
Once m = +n ve n|b — a varsayimlarimi yapalim. Demek ki bir w € Z
tamsayisi i¢in nw = b — a olur. Buradan da

mL+b=nZ+b=nZ+nw+a=n(Z+w)+a=nZ+a

aikar. Tstedigimizin yarisim kamtladik.

Simdi de nZ + a = mZ + b esitligini varsayalim. b € mZ + b = nZ + a
oldugundan b — a € nZ olur. Demek ki n|b — a. Diyelim w € Z tamsayisi i¢in
b —a = nw. O zaman,

nZ+a=mZ+b=mZ+nw+ a,

yani nZ = mZ + nw olur; buradan da mZ = nZ — nw = n(Z — w) = nZ ve
m = +n cikar.
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Dolayisiyla eger X = nZ + a bigiminde bir kiimeyse, n’yi her zaman bir
dogal say1 ve a’y1 0, 1, ...,n—1 sayilar1 arasindan secebiliriz. Bunun i¢in n ye-
rine |n| sayisi ve a yerine, a’y1 n’ye boldiigiimiizde elde edilen kalani alabiliriz.
Ornegin

—T7+23 =T7+2
olur; bir bagka 6rnek:
—297 + 143 = 297 + 27

olur.

Toplamlar. Bu paragrafta nZ +mZ tiriinden bir toplamin ne tiir bir kiimeye
esit oldugunu bulacagiz. Ornegin

8Z 4+ 6Z = 2Z

olur. Bir bagka ornek:
247 + 427, = 67Z.

Bir 6rnek daha:
247, + 367 = 127.

Konu anlagilmigtir herhalde! Genel teoremi yazip kanitlayalim:

Teorem 10.1 (Bézout Teoremi IV). a ve b ikisi de ayni anda 0 olmayan iki
tamsayr olsun. Eger d = obeb(a,b) ise

aZ + b7 = dZ
olur.

Kanit: Eger d sayisi hem a’y1 hem de b’yi boliiyorsa, aZ C dZ ve bZ C dZ
olur. Dolayisiyla
aZ +bZ C dZ + dZ = dZ

olur. Bunun 6zel bir durumu olarak d = obeb(a, b) alirsak istedigimiz esitligin
yarisini kanitlamis oluruz.

Simdi d = obeb(a,b) i¢in dZ C aZ + bZ onermesini, yani d € aZ + bZ
onermesini kamtlamaliyiz, bir bagka deyisle d = au + bv esitliginin dogru
oldugu u, v € Z sayilarinin varhigini kanitlamaliyiz. Ama bunu Teorem 5.2°de
kanitlamigtik. O

Kesigimler. Once nZ N mZ tiiriinden kesigimlerin ne olduklarim bulalim.
nZ N 'mZ kiimesinin 6geleri hem n’ye hem de m’ye boliinen sayilardan olusgur.
Okurdan dogrulugunu kendi bagina kontrol etmesini isteyecegimiz 6rneklerle
baslayalim:

6ZN8Z = 247,
TZN8Z = 56Z,
4ZN8Z = 8z,

15ZN35Z = 105Z.
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Simdi Teorem 10.1’in bir benzerini toplama yerine kesigim i¢in kanitlaya-
lim.

Teorem 10.2. a ve b, her ikisi de 0 olmayan iki dogal sayr (ya da tamsay)
olsun. Eger e = ekok(a,b) ise

aZ NbZ = el

olur.

Kanit: e € aZ NbZ oldugundan, eZ C aZ NbZ olur. Diger istikameti gostere-
lim. Hem aZ hem de bZ kiimesinde olan bir say1, hem a’nin hem de b’nin bir
katidir, dolayisiyla Teorem 8.27ye gore eZ kiimesindedir!. O

Simdi nZ + a tiriinden kiimelere gegelim. Bu tiirden iki kiimenin kesigimi
ne olur? (nZ + a) N (mMZ + b) kesisimi ne zaman boskiime olur ve bogkiime
olmadiginda hangi kiimeye esit olur?

Birkag basit 6rnekle baslayalim:

(2Z+1)N (6Z +4) =0

olur ¢iinkii 2Z + 1 kiimesi tek sayilardan olugur, oysa 6Z + 4 kiimesinin 6geleri
cifttir. Su 6rnek de kolay:

(2Z+1)N (6Z+1) = 6Z + 1.

ya da
3ZN(9Z + 6) = 9Z + 6.

Daha zor érnekler var. Ornegin,
(I8Z+7)N (21Z + 4).

Bu kesigimi bulmak yukaridaki érneklerdeki kesisimleri bulmaktan daha zor.
Birazdan dogrulugunu gorecegimiz yaniti verelim:

(18Z +7) N (21Z + 4) = 1267 + 25.

Once (nZ+a)N(mZ+Db) # 0 varsaymmm yapalim. Kesigimden bir s alalim.
Demek ki z, y € Z icin
s=nr+a=my-+b

olur. Demek ki
b—a=nx—my € nZ+mi.

'Her ne kadar Teorem 8.2 dogal say1 katlar1 i¢in kanitlanmug gibi goriiniiyorsa da, tamsay1
katlar: i¢in de ayni teorem ayni kanitla gegerlidir.
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Demek ki, Teorem 10.1’e gore eger d = ebob(n, m) tanimini yaparsak,
b—aenZ+mZ=dZ

olur. Boylece eger (nZ + a) N (mZ + b) # 0 ise d|b — a oldugunu bulduk.
Simdi d = ebob(n,m) olsun ve d|b — a varsayimini yapalim; acaba bu
kosulla (nZ + a) N (mZ + b) # () oluyor mu? Diyelim

b—a=dw.
Burada w bir tamsay1 elbette. Bézout teoremine gore
nu+mv =d

esitligini saglayan u ve v tamsayilar: vardir. Bu son esitligi w ile carparsak,
nuw + mvw = dw = b — a yani,

nuw +a = —mow + b

buluruz. Bu sayiya s dersek, soldaki ifadeden s € nZ 4+ a oldugu, sagdaki
ifadeden de s € mZ + b oldugu gikar. Demek ki (nZ + a) N (mZ +b) # 0.
Boylece, yukaridaki iki paragrafta, d = ebob(n, m) tanimiyla,

(nZ +a)N(MZ+b) # 0 < a=bmodd

Onermesini kanitlamig olduk.

Simdi gene d = ebob(n, m) tammiyla, a = bmod d 6nermesini varsayip,
boskiime olmadiginm artik bildigimiz (nZ + a) N (mZ + b) kiimesinin neye esit
oldugunu bulalim. Kesigimden bir s alalim. s € nZ+ a oldugundan, s —a € nZ
olur, yani n|s — a. Dolayisiyla sayfa 90’daki (1) esdegerliginden dolay:

nZ+a=n?Z+s

olur. Ayni nedenden
mZ+b=mZ+s

olur. Demek ki,
(nZ+a) N (MZ+b) = (nZ+ s)N(mMZ+ s) = (nZNmZ) + s,
ve eger e = ekok(n, m) tanimim yaparsak, Teorem 10.2’ye gore
(MZ+a)N(MZ+b)=€eZ+s

buluruz. Buldugumuz sonuclar1 yazalim:
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Teorem 10.3. n, m, a, b € Z olsun. d = ebob(n,m) ve e = ekok(n,m) ta-
nemlarine yapalim. dla — b kosulu, (nZ + a) N (MZ + b) kesisiminin bogkime
olmamast icin yeter ve gerek kosuldur. Ve bu durumda, kesisimden alinan
herhangi bir s i¢in
(nZ+a)N(mZ+b)=eZ+s

olur. O

Simdi artik (18Z + 7) N (21Z 4 4) = 126Z + 25 esitliginin neden dogru
oldugunu biliyoruz: 126 = ekok(18,21) ve 25 € (18Z+7)N(21Z+4) oldugundan
dogru.

Yukaridaki teoremin pratik bir degeri olmasi icin kesigimdeki s sayisinin
nasil bulunacag: bilinmeli. Bulalim.

n, m, a, b € Z olsun. d = obeb(n, m) tanimin yapalim. d|a — b varsayimim
yapalim, ki (nZ + a) N (mZ + b) kesisimi bogkiime olmasin. Bir

s € (nZ+a) N (mZ+Db)
bulmaya c¢aligalim. Demek ki x, y € Z icin,
s=nr+a=my-+b>b

olmali. s’yi bulmak demek, nxz + a = my + b esitligini saglayan x ve y sayilari
bulmak demektir. Bu arada, nz + a = my + b esitligini saglayan bir x ve y
say1 cifti varsa, ayni egitligi saglayan sonsuz sayida sayi ¢ifti oldugunu gorelim,
nitekim eger nx + a = my + b esitligi dogruysa, her k € Z igin

n(x+km)+a=m(y+kn)+b

esitligi de dogru olur. Yani nx +a = my+ b esitligini saglayan x ve y sayilarin-
dan c¢ok vardir, bir sadece bir numune bulmak istiyoruz. Simdi nz+a = my+b
esitligini saglayan x ve y sayilarindan birer tane bulalim. Heniiz dogrulugunu
bilmedigimiz

nr+a=my+b>b
esitliginden

a—b=my—nx

gikar. d|a — b varsayimindan dolay1, bir w igin
dw=a—b
olur. Bunu bir onceki egitlige tagiyalim:

(2) dw = my — nx
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buluruz. Hala daha x ve y’yi bulamadik ama en azindan saglamalar: gereken
(2) esitligini bulduk.

Simdi (2) esitligini saglayan x ve y sayilarim bulacagiz. d = obeb(n, m)
tanimini kullanalim. Tanimdan dolay1

d=nu+mv

esitligini saglayan u, v tamsayilar1 vardir. (Hem de ¢ok vardir.) Bu esitligi w
ile carpalim:

dw = nuw + mow.
Simdi

Y =ow Ve r = —uw

tanmimlarim yapalim. (Boylece (2) esitligi dogru oldu.) Simdi

nr+a = —nuw+a=—(d—mv)w+a
—(d — mv)w + (dw 4+ b) = mow + b
= my+5b

olur. Istedigimizi bulduk: nz + a = my + b ve bu say1 (nZ + a) N (MZ + b)
kesisiminde. Buldugumuzu yazalim:

Teorem 10.4. n, m, a, b € Z olsun. d = obeb(n, m) tanvmins yapalim. dla—b
varsaywmng yapalim. w tamsayst dw = a — b esitliging saglasin. Ayrica u, v
tamsayplary d = nu 4+ mu esitliging saglasin®. O zaman

—nuw +a =mow +b € (nZ+ a) N (MZ +b)

olur. 0
Aligtirmalar

10.1. (21Z + 6) N (35Z + 20) = eZ + s esitligini saglayan e ve s tamsayilarini bulun.

10.2. (66Z + 8) N (220Z + 30) = eZ + s esitligini saglayan e ve s tamsayilarini bulun.

10.3. (66Z + 7) N (220Z + 30) kiimesini bulun.

10.4. (55Z + 7) N (77Z + 29) kiimesini bulun.

10.5. (147 + 1) N (35Z + 29) kiimesini bulun.

10.6. (15Z + 1) N (36Z + 29) kiimesini bulun.

10.7. (15Z + 1) N (36Z + 28) kiimesini bulun.

10.8. (15Z + 2) N (36Z + 29) kiimesini bulun.

10.9. n ve a iki dogal say1 olsun. Hangi kogullarda nZ + a = nZ olur?

10.10. n ve a iki dogal say1 olsun. Hangi kosullarda nZ + a kiimesi toplama islemi altinda
kapali olur?

10.11. n, m ve a ii¢ dogal say1 olsun. Hangi kosullarda nZ + a = mZ olur?

2Bu esitligi saglayan v ve v sayilarmin nasil bulunacagim sayfa 49’da anlatmistik.
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10.12.

10.13.
10.14.

10.15.

10.16.

10.17.
10.18.
10.19.
10.20.
10.21.

10. nZ + a Kimeleri

n, m, a ve b dort dogal say1 olsun. nZ + a = mZ + b esitligiyle nZ + (a — b) = mZ
esitliginin egdegerli oldugunu kanitlayin.

n, m, a ve b dort dogal say1 olsun. nZ + a = mZ + b ise n = m oldugunu kanitlayin.
n, m, a ve b dort dogal say1 olsun. nZ + a = mZ + b esitligi ile

n=mvea—>becnZ

Onermesinin egdeger oldugunu kanitlayin.

nZ+ 1 kiimelerinin ¢arpma iglemi altinda kapali oldugunu kanitlayin, yani bu kiimeden
iki sayinin ¢arpimi yine bu kiimededir.

(RZ +n — 1)U (nZ + 1) turiinden kimelerin ¢arpma iglemi altinda kapali oldugunu
kanitlayin.

6Z + 3 kiimesinin ¢arpma iglemi altinda kapali oldugunu kanitlayin.

157 + 6 kiimesinin ¢arpma iglemi altinda kapali oldugunu kanitlayin.

217 + 15 kiimesinin ¢arpma iglemi altinda kapali oldugunu kanitlayin.

Carpma altinda kapali olan nZ + ¢ bigiminde bagka kiimeler bulun.

¢ > 0 bir dogal say1 olsun. a, c’yi bolen bir say1 olsun. b, ¢ — 1’i bélen bir say1 olsun.
n = ab olsun. nZ + ¢ kiimesinin ¢arpma altinda kapali oldugunu kanitlayin.
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