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Ü
nlü Alman matematikçisi Kari Friedrick Gauss 10 yafl›n-

dayken, ö¤retmeni ö¤rencileri oyalamak için, “1’den

100’e kadar say›lar› yazarak toplay›n” der. Baflka bir de-

yiflle, 1 + 2 + 3 + ... + 100 = ? toplamas›n› yapmalar›n› söyler.

Ö¤retmen soruyu okuyup bitirince Gauss, küçük yaz› tah-

tas›n› masas›n›n üzerine b›rakarak, “oldu ö¤retmenim” deyip

yerine oturur.

Ö¤retmen bir saat sonra ö¤rencilerin bulduklar› sonuçlan

küçük yaz› tahtalar›ndan kontrol ederken hayretler içinde ka-

l›r. Bütün ö¤rencilerin yan›tlar› yanl›fl oldu¤u halde, Gauss’un

yan›t› do¤rudur. Gauss, hiç ifllem yapmadan yaz› tahtas›na so-

runun yan›t› olan 5050 say›s›n› yazm›flt›r.

Yukar›daki sat›rlar›, matematik dersleri ile ilgilendi¤im, ak-

rabal›k derecesi bana çok yak›n bir delikanl› aday›n›n ders ki-

tab›ndan ald›m1.

Yazarlar kitaplar›na böyle bir öyküyle bafllamakla birkaç

ere¤i birden amaçlarlar. Her fleyden önce öyküyle bafllamak ki-

tab› ilginçlefltirir; dolay›s›yla kitab›n kolay okunmas›n› sa¤lar.

Sonra ilk bak›flta uzun bir hammaliye gibi görünen bir ifli dâhi-

1 Osman K›rbafl, Hüseyin Baflaran; Matematik, Ortaokul I, MEB Yay›n›, 1979.



yane bir yöntemle bir ç›rp›da bitirerek ö¤retmenin oyununu

bofla ç›kartmak var; bu da ö¤renciye çekici gelir. Gauss birden

ö¤retmene karfl› ö¤renciyle gizli bir ittifak kurar sanki; ittifak

ne kelime, ö¤renci Gauss’la özdeflleflir.

Yukar›daki öykü iyi hofl da önemlice bir konuyu eksik b›-

rak›yor. Dolay›s›yla yanl›fl anlamaya yol aç›yor. Öyküyü oku-

yan bir kifli 1’den 100’e kadar say›lar›n toplam›n›n ilk kez Ga-

uss taraf›ndan k›sa yoldan hesapland›¤› kan›s›na kap›l›yor.

Yanl›fl anlafl›lmas›n, Gauss’un dehas›n› az›msamak de¤il ama-

c›m. Olay büyük bir olas›l›kla öyküde anlat›ld›¤› gibi olmufltur

ve Gauss 1’den 100’e kadar say›lar› kolayca toplamak, için ge-

rekli yöntemi hemen orada s›n›fta bulmufltur; ama bu, bu yön-

temin Gauss’tan önce bilinmedi¤i anlam›na gelmiyor do¤al ki.

Nitekim Gauss’tan yaklafl›k 2300 y›l önce Pisagor ve müridleri�����������	��
ad›n› verdikleri say› dizilerini biliyorlar ve bu

say›lara gizemci anlamlar yüklüyorlard›. Üçgensel say›lar›n ilk

6’s› afla¤›daki flekilde görülüyor. fiekilden, bu say›lara neden

“üçgensel” ad› verildi¤i aç›kça görülece¤i gibi, bunlardan n’in-

cisinin (yani Tn’nin) 1’den n’ye kadar say›lar›n toplam› oldu¤u

da okurun dikkatinden kaçmayacakt›r.

fiimdi T6’n›n üstüne yandaki flekildeki gibi bir

T6 daha koyal›m. fiu halde

2T6 = 6  (6 + 1) = 42

ya da T6 = 6  (6 + 1)/2 = 21 bulunur. Bu sonucu

bir Tn üstüne baflka bir Tn kapatarak hemen ge-

nellefltirebiliriz:
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T1 T2

1
T3

1+2+3=61+2=3
T4

1+2+3+4=10
T5

1+2+3+4+5=15
T6

1+2+3+4+5+6=



Tn= n(n + l)/2.

Öyleyse 1’den 100’e kadar say›lar›n toplam›:

T100 = 100/2(100 + 1) = 5050

dir. Herhalde Gauss çocuk da böyle düflünmüfltü.

Tn, 1’den n’ye kadar say›lar›n toplam›yd›. Demek ki, Tn

toplam›na n + 1 do¤al say›s›n› eklersek Tn+1’i buluruz:

Tn+1 = Tn + (n + 1). (1)

E¤er bir dizide ard›fl›k iki say› aras›ndaki fark sabit bir d sa-

y›s›na eflitse bu diziye aritmetik dizi, d say›s›na da dizinin or-

tak fark› denir. fiu halde do¤al say›lar dizisi 1’den bafllayan ve

ortak fark› da d = 1 olan bir aritmetik dizidir. E¤er d = 2 ise

1’den bafllayan aritmetik dizi 1, 3, 5, ... tek say›lar dizisine, d =

3 ise 1, 4, 7, ... dizisine dönüflür. E¤er (1) kural›nda n + 1 say›-

s› yerine bir aritmetik dizinin n+1’inci terimi olan an+›’i (dizide

n + 1’inci s›rada gelen terimi) koyarsak yani

Cn+1 = Cn + an+1 (2)

kural›na göre bir Cn, n = 1, 2, 3, ... dizisi oluflturursak, seçti¤imiz

an aritmetik dizisine ba¤l› olarak de¤iflik “çokgensel say› dizileri”

elde ederiz. Afla¤›daki tablo bu dizilerden baz›lar›n› göstermekte-

dir. Her dizinin üstünde o diziyi yaratan dizi de verilmifltir:

Üçgensel say›lar (d = 1)

an: 1 2 3 4 5 6 7 …

Cn: 1 3 6 10 15 21 28 …

Karesel say›lar (d = 2)

an: 1 3 5 7 9 11 13 …

Cn: 1 4 9 16 25 36 49 …

Beflgensel say›lar (d = 3)

an: 1 4 7 10 13 16 29 …

Cn: 1 5 12 22 35 51 70 …

Alt›gensel say›lar (d = 4)

an: 1 5 9 13 17 21 25 …

Cn: 1 6 15 28 45 66 91 …
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Bu flekilde s›n›rs›z türde dizi oluflturabiliriz. Afla¤›daki flekil

bu dizileri “flekilsel” olarak göstermektedir. fiekilden, örne¤in,

neden beflgensel say›lara “beflgensel” ad›n›n verildi¤i aç›kça gö-

rülmektedir.

Okur dilerse genel olarak bir s-gensel dizinin (s = d + 2) n’in-

ci terimi un’yi veren afla¤›daki formülün geçerli¤ini s›nayabilir:

un = [2 + (s ! 2)(n ! l)]n/2 (3)

fiimdi (3)’ün baz› s de¤erleri için özel durumlar›n› araflt›ral›m:
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Q1 = 1

P1 = 1

H1 = 1

T1 = 1

P5 = 35

H5 = 45

T5 = 15

Q5 = 25

P4 = 22

H4 = 28

T4 = 10

Q4 = 16Q3 = 9

P3 = 12

T3 = 6

H3 = 15

Q2 = 4

P2 = 5

H2 = 6

T2 = 3



s = 3 için un = n(n + 1)/2 (üçgensel say›lar)

s = 4 için un = n2 (karesel say›lar)

s = 5 için un = n(3n ! 1)/2 (beflgensel say›lar)

s = 6 için un = n(2n ! 1) (alt›gensel say›lar)

Örne¤in alt›gensel say›larda beflinci say›

u5 = 5(10 ! 1) = 45

olacakt›r. Ayr›ca beklenece¤i gibi (3) ifadesi s = 2 için un = n,

yani do¤al say›lar dizisini vermektedir.

Dizinin Boyutu
Bir düzlem üzerine çizilebilen ve yaln›zca eni ve boyu olan fle-

killere düzemsel ya da 2 boyutlu flekil diyoruz. Örne¤in üçgen ya

da kare - ya da yan sayfadaki flekildeki çokgenlerden herhangi bi-

ri - bir 2 boyutlu flekil oluflturur. En ve boy boyutlar›na bir de de-

rinlik boyutu eklenirse 3 boyutlu bir flekil elde edilir. Benzer fle-

kilde yaln›zca boyu olan bir do¤ru çizgi 1 boyutlu, ne eni ve bo-

yu ne de derinli¤i olan tek bir nokta da s›f›r boyutlu bir flekildir.

Yukarda da belirtti¤im gibi (2) denkleminde an bir aritmetik dizi

oldu¤u sürece Cn dizisi 2 boyutlu bir dizidir. an dizisini de¤ifltir-

mekle yaln›z 2 boyutlu çokgenin “gen” say›s›n› de¤ifltirebiliriz.

Oysa, (2) denkleminde an dizisini aritmetik dizilerin d›fl›n-

dan seçmekle Cn dizisinin boyutunu da de¤ifltirebiliriz.

Konuyu daha iyi aç›klayabilmek için, her n = 1, 2, 3, ... için

an = 1 olarak tan›mlanan diziyi s›f›r boyutlu dizi olarak tan›m-

layal›m. Bu dizi 1, 1, 1, ... fleklindedir; n de¤ifltikçe dizinin te-

rimleri de¤iflmez ve hep 1 de¤erini al›r. Bu dizi ayn› zamanda

ortak fark› s›f›r olan bir aritmetik dizi olarak da yorumlanabi-

lir. fiimdi bu diziyi (2) denkleminde an olarak kullan›rsak 1, 2,

3, ... do¤al say›lar dizisini elde ederiz. Do¤al say›lar dizisini 1

boyutlu dizi olarak tan›mlayaca¤›z. Daha önce de sözünü etti-

¤imiz gibi (2) denkleminde an yerine do¤al say›lar dizisini kul-

land›¤›m›z zaman oluflacak dizi üçgensel say›lar dizisidir (bura-
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ya kadar yeni bir fley yok). fiimdi üçgensel say›lar dizisini an di-

zisi olarak kullanal›m2. Bu durumda dörtyüzlüsel say›lar dizisi

diye tan›mlayaca¤›m 3 boyutlu bir say› dizisi ortaya ç›kar. Afla-

¤›daki tablo bu olguyu göstermektedir.

Boyut Dizi
0 1 1 1 1 1 1 1 ...

1 1 2 3 4 5 6 7 ...
2 1 3 6 10 15 21 28 ...
3 1 4 10 20 35 56 84 ...

Tabloda ilk 7 eleman› verilen diziler afla¤›daki flekilde “fle-

kilsel olarak” gösterilmifltir. fiekilden sabit diziye neden s›f›r

boyutlu, do¤al say›lar dizisine de neden 1 boyutlu dedi¤im

aç›kça görülüyor. Üç boyutlu dizinin de bir düzgün dörtyüzlü

piramidin (tetrahedronun) köflelerine konan noktalarla gösteri-

lebildi¤ine dikkat edilmelidir. Bu nedenle bu diziye “dörtyüzlü-

sel” ad›n› verdim.

Üç boyut biz ölümlülerin alg›layabilece¤i en büyük boyut
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1 1 1 1

1 2 3 4

1 6 103

1 4 10 20

0 boyutlu dizi:

1 boyutlu dizi:

2 boyutlu dizi:

3 boyutlu dizi:

2 Dikkat edilirse ard›fl›k terimler aras›ndaki fark sabit olmad›¤› için üçgensel sa-
y›lar dizisi aritmetik bir dizi de¤ildir.



say›s›, oysa yukar›daki tabloda uygulad›¤›m›z kural› uygula-

maya devam etmememiz için de hiçbir neden yok:

Boyut Dizi

4 1 5 15 35 70 126 210 ...

Dikkat edilirse ard›fl›k terimler aras›ndaki fark sabit olma-

d›¤› için üçgensel say›lar dizisi aritmetik bir dizi de¤ildir.

Ancak flimdi bir sorunumuz var. Bu son diziyi 3 ya da da-

ha az boyutlu bir flekille gösterebilmemize olanak yok. Bunun

için 4 boyutlu bir flekil gerekiyor! Ancak böyle bir flekli benim

3 boyutlu beynim düflünemiyor bile...

Üçgensel say›lar›n n’inci terimi için bir formül bulmufltuk:

Tn = n/2  (n + l) = n(n + 1)/2.

Dörtyüzlüsel say›lar dizisinin de

kural›na uydu¤u gösterilebilir. 0 ve 1 boyutlu say› dizilerinin de

s›ras›yla n0 ve n/1 formülleriyle verildi¤i düflünülecek olursa,

genel olarak b boyutlu bir say› dizisinin n’inci teriminin

formülüyle verildi¤i bulunabilir. Bu son formülün geçerli¤i ma-

tematiksel tümevar›m yöntemiyle kolayca kan›tlanabilir.

1’den n’ye kadar say›lar›n çarp›m› n! (n faktöriyel) ile gösteri-

lirse (örne¤in 4! = 24, 5! = 120, 7! = 5040) yukardaki formül

fleklinde ya da

tan›m›yla,
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fleklinde yaz›labilir. Bu son ifadenin b = 0, 1, 2, 3 için yukar›-

daki tablodaki dizileri verdi¤i gözden kaçmamal›d›r (0! = 1 ola-

rak tan›mlan›r). Bir ortaokul ders kitab›ndan yola ç›karak ne-

relere geldik!

Matematik E¤lendirir
Düzlemsel Diziler: Afla¤›daki flekilde baz› düzlemsel dizile-

rin ilk 5 terimi gösterilmifltir. Bu flekildeki her dizi için, n’inci

terimi veren bir ifade bulun.

‹pucu: fiekildeki dizilerin tümü düzlemsel olduklar› için, bu

dizileri yaratan diziler aritmetik dizilerdir. Dolay›s›yla önce her

dizi için o dizinin yaratan dizisini bulmak gerekir.

Yan›tlar
Yukardaki flekildeki

diziler Cn+1 = Cn + an+1 ku-

ral›na göre oluflturulmufl-

tur. Her dizide C1 = 1’dir.

1’inci dizide

an = 4(n ! 1),

2’nci dizide

an = 5(n ! 1),

3’üncü dizide

an = 6(n ! 1),

4’üncü dizide de

an = 8(n ! 1)

dir. Görüldü¤ü gibi her

dört durumda da an dizileri a1 = 0’dan bafllayan ve ortak fark-

lar› s›ras›yla 4, 5, 6 ve 8 olan aritmetik dizilerdir.
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1 5 13 25 41

1 7 19 37 61

1 6 16 31 51

1 9 25 49 81

Baflka düzlemsel say› dizileri


