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Onsoz

Okur dogal sayilara elbette daha onceki egitim yillarindan aginadir. Zaten
onceki kitapta da hig gekinmeden sayilari (kiimelere érnek vermek amaciy-
la) kullanmigtik. Bu kitapta okurun dogal sayilar hakkinda bildiklerini daha
modern bir dille gbzden gecirecegiz. Kullanacagimiz dil daha ¢ok kiimeler ku-
raminin dili olacak.

Animsatalim: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 43, 127 gibi sayilara dogal say: denir. Dogal
say1 kiimesinin N simgesiyle gosterilir:

N={0,1,2, 34,5, ...}

Dogal sayilar kiimesi sadece bir kiime degildir, tisttinde toplama ve ¢arpma
ad1 verilen iki iglem vardir. Ayrica dogal sayilarda bir de “siralama” vardir,
mesela 5 sayis1 8’den kiigiiktiir. Ayrica asal sayilar, kareler, kiipler filan da
vardir. Yani N kiimesi aslinda basit bir kiimeden ¢ok daha zengindir, mate-
matiksel dille soylemek gerekirse N “matematiksel bir yapi1”dir. Bu kitapta,
binyillardir insanin merakini cezbetmis bu ilging matematiksel yapiy1 biraz
olsun anlamaya calisacagiz.

Dogal sayilar kiimesini kabaca soyle tanimlamaya calisabiliriz: Dogal sa-
yilar kiimesi 01 igerir ve igerdigi her x ogesi icin = 4+ 1 adinda bir bagka oge
daha icerir. Yani 0 bir dogal sayidir ve her dogal saymin “1 fazlasi” da bir
dogal sayidir. Ama bu iki 6zellik dogal sayilar kiimesini betimlemeye yetmez,
daha fazlasimi soylemek lazim, ciinkii daha sonraki kitaplarda gorecegimiz
tamsayilar kiimesi de, kesirli sayilar kiimesi de, gercel sayilar kiimesi de ve
daha nice say1 kiimeleri de bu iki 6zelligi saglar. Dogal sayilar kiimesi bu iki
ozelligi saglar ama daha fazlasini da saglar: Dogal sayilar kiimesi, 0’1 igeren ve
igerdigi her = Ogesi i¢in « + 1 adinda bir bagka 6ge daha iceren kiimelerin en
kiiciigiidiir, yani bu iki 6zelligi saglayan tiim kiimelerin altkiimesidir!.

Simdi bu tanim (ya da tanim denemesini) tamamen bir yana birakip dogal
sayilar konusuna sezgisel olarak yaklagsalim. Bundan boyle “5 nedir?” ya da

!Bu tanmmin eksiksiz olmasi icin 0’1 ve “her sayimin bir fazlasi” kavramini tanimlamak
lazim. Kiimeler kuramina bagvurarak bu tanimlar yapilabilir. Konumuz bu olmadigindan bu
konuya hi¢ girmiyoruz.
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“5 ne olmalidir?” gibi hem matematiksel hem de felsefi anlamda ¢ok ilging
olabilecek sorulari es gececegiz. Bundan boyle herkesin 5’in anlamini bildigini
varsayacagiz.

Bu kitapta sozilinii etmeyecegimiz dogal sayilarin matematiksel ingasi icin
okur ¢ok daha ileri seviyede kiimeler kurami iceren ve en temel matematige
dair olmasima kargin matematiksel olgunluk gerektiren [N2]’ye bagvurabilir.

Aralara bayag: ilging ve zorlayici problemler serpigtirdim. Okurun o prob-
lemler iizerine zaman gegirmesini 6neririm, hemen olmasa da ileride yararini
gorecektir.

Kolayliklar dilerim.

Ali Nesin
16 Eylil 2017



1. Toplama ve Carpma
Islemleri

Dogal sayilarla toplama ve ¢arpma yapabiliriz. Yani iki dogal sayiin toplami
ve carpimi gene birer dogal sayidir. Bu, matematikte, “dogal sayilar kiimesi
toplama ve carpma iglemleri altinda kapalidir” ciimlesiyle ifade edilir. Ama
dogal sayilar kiimesi cikarma islemi altinda kapali degildir, 6rnegin dogal sa-
yilar kiimesinde 7’den 5’i gikarabiliriz (2 buluruz) ama 5’ten 7’yi gikaramayiz,
¢linkii bulmamiz gereken —2 sayis1 bir dogal say1 degildir. Oysa herhangi iki
dogal say1iy1 toplayip carptigimizda gene bir dogal say1 buluruz.

x ve y dogal sayilarinin toplaminin x + vy olarak, carpiminin da x X y olarak
gosterildigini herkes biliyordur, 6rnegin

D+T7=12ve 5 x7=35

olur. x ve y sayilarinin carpimi z X y yerine bazen z - y, bazen de daha basit
olarak zy olarak gosterilir. Tabii z = 13 ve y = 25 ise, bu iki sayimin carpimi
13 x 25 ya da 13-25 olarak gosterilebilir ama kesinlikle 1325 olarak gosterilmez!
Ote yandan a ve b sayilarinim carpimi ab olarak gosterilebilir. Bir karigiklik soz
konusu olmayacaksa, olabilecek en sade yazim tercih edilir.

Ama dikkat, carpma isareti olarak kulanilan - isaretiyle sayilar1 kolay oku-
maya yarayan nokta isaretini birbirine karigtirmamak lazim; 6rnegin 12.317
“on iki bin ii¢ on yedi” sayisidir ama 12 - 317, “12 garp1 317" demektir. Nok-
talardan biri satirin en altinda, digeri hafifce yukarida.

Iki dogal saymin toplaminin ve carpiminin gene bir dogal say1 olmasini
kiimeler kuraminin dilinde goyle ifade ederiz:

N+NCNve NNCN.
Aslinda burada esitlik vardir, yani
N+N=Nve NN=N
olur, clinkii ne de olsa her n € N i¢in
n=n+0eN+Nven=n-1€NN

olur.
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Sifir. Eskiden, eskiden dedigim birkag onyil 6nce filan, bazi matematikgiler
0’1 bir dogal say1 olarak kabul etmiyorlardi. Ya da ayni matematik¢i bir ma-
kalesinde 0’1 dogal say1 olarak kabul ediyor, bir bagka makalesinde kabul et-
miyordu. 0’1 dogal say1 kabul edip etmemek matematigin 6ziiyle ilgili bir konu
degildir, sadece bir anlagma meselesidir, makalenin ya da kitabin baginda 0’in
dogal say1 kabul edilip edilmedigi sGylenirse hichir sorun yasanmaz, yeter ki
neden soz edildigini bilelim. 0’in dogal say1 olup olmadigina biz insanlar karar
veririz. “0 bir dogal say1 midir?” sorusuyla “balina bir balik midir?” sorusu
arasinda bir fark vardir, ¢clinkii balina ve balik bizim disimizda vardir ve balina
ve baligin herkes tarafindan kabul edilmis tanimlar1 vardir. Oysa “say1”, daha
dogrusu “dogal say1” kavraminin neyi icerip icermedigine biz insanlar karar
veririz. Hangi karar isimize gelirse, hangi karar hayatimizi kolaylastiracaksa o
karar1 aliriz. Matematikcilerin hemen hepsi bugiin artik 0’1 bir dogal say1 ola-
rak kabul eder ¢iinkii bu sayede hayat daha kolay oluyor, teoremler daha kolay
ifade ediliyor, matematik daha sade ve daha estetik oluyor. Biz de ¢ogunluk
gibi 01 bir dogal say1 olarak kabul ediyoruz.

Sayma Sayilari. 0 digindaki dogal sayilardan olusan say1 kiimesi S olarak
gosterilir ve bu sayilara sayma sayilar: denir. Demek ki

S=1{1,2,34,...}.

S kiimesi de toplama islemi altinda kapalidir, yani iki sayma sayisinin top-
lam1 yine bir sayma sayisidir, bir bagka deyigle S +S C S olur, ama bu sefer
esitlik gecerli degildir, ¢iinkii S+ S kiimesinde 1 yoktur, bu kiimenin en kiigiik
sayis1 2°dir.

S+S={2,3,4,...} =S\ {1} =N\ {0, 1}

esitlikleri bariz olmali. Benzer gekilde S+ S+ S kiimesi 3 ve 3’ten biiyilik dogal
sayilar1 iceren kiimedir:

S+S+S=N\{0, 1, 2}.

S kiimesi carpma islemi altinda da kapalidir ve bu sefer SS = S egitligi
gecerlidir.

Katlar. Eger n bir dogal sayiysa, nN kiimesi n’'nin dogal say1 katlarindan
olusur, yani
nN = {0, n, 2n, 3n, 4n, ...}

olur. nN kiimesinin 6geleri n’ye boltinen dogal sayilardir. Ornegin, n = 2 ise,
2N =4{0,2,4,6,8,...}

olur, yani 2N ¢ift dogal sayilar kiimesidir. Eger n’yi 3’e egit alirsak,
3N={0,3,6,9,12,...}



olur. 4N kiimesinin ilk birkag sayisini tahmin etmek zor degil:
4N = {0, 4, 8, 12, 16, ... }.

4N kiimesinin her 6gesi 4’e boliintir, dolayisiyla 4N kiimesinin her 6gesi 2’ye
de boliiniir; bundan da
4N C 2N

¢ikar. Bunun gibi,
48N C 16N C 8N C 4N C 2N

olur.

nm sayist hem nN hem de mN kiimesindedir, yani nm € nN N mN olur.
Tabii 2nm, 3nm gibi sayilar da bu kesisimdedir, yani nmN C nN N mN olur,
ama bu kesisimde nm’nin katlarindan daha fazla o6ge olabilir, érnegin 12 €
AN N 6N olur, hatta ANN6N = 12N olur, bir bagka deyisle hem 4 hem de 6'nin
katlar: olan sayilar tam tamina 12’nin katlar1 olan sayilardir.

nN kiimesinin 6gelerini belli bir k£ dogal sayisiyla toplayabiliriz; elde edilen
kiime nN + k olarak yazilir. ()rnefgin,

IN+3 = {3,10,17, 24, ...},
IN+4 = {4,11,18,25, ...}
8N+1 = {1,9,17,23,...},
N+3 = {3,4,56,7,...}.

)

Su egitlik de ilginizi ¢ekebilir: TN+7 = 7S ve genel olarak nN+n = nS. Ayrica
TN4+17C 7N+ 10 C 7N+ 3

ve

14N +17C 14N+ 3 C 7N+ 3

gibi iligkiler de vardir. Bunlarin dogrulugunu kontrol etmeyi okura birakiyoruz.
Tabii ki 2N ¢ift dogal sayilar, 2N + 1 de tek dogal sayilar kiimesidir.
n’nin katlariyla m’nin katlarini topladigimizda elde edilen kiime ise

nN + mN
olarak gosterilir. Ornegin
3N+ 7N =1{3,6,7,09, 10, 12, 13, 14, 15, 16, ... }

olur. (Bu tiir kiimelerin hangi sayilardan olugtugunu bulmak kolay degildir,
ama eger n ve m’nin 1’den bagka ortak boleni yoksa, nN 4+ mN kiimesinin
nm —n —m sayisindan biiyiik tiim dogal sayilar1 icerdigi biliniyor.)

nN + nN = nN
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esitligi goziimiizden kagmasin. Elimiz degmigken sabit bir n i¢in nN + £k ti-
riinden kiimelerin toplami ve carpimiyla ilgili birkac 6rnek verelim.

(5N +4) + (5N +3) =5N+7

olur. Ama mesela (5N + 4) - (5N + 3) kiimesinin tam olarak hangi dogal
sayilardan olustugunu bulmak hi¢ kolay degildir, yine de en azindan

(BN +4)-(5N+3) C5N+12 C 5N+ 2

iligkilerini biliyoruz.
Toplama ve carpmanin 6zelliklerini ve bu 6zellikleri dogru uygulamay1 oku-
run bildigini varsayiyoruz. Ornegin

(a+b+c)(z+y)=ax+br+cx+ay+by+cy

olur. Zaten ileride bu o6zellikleri daha genel olarak gercel sayilar icin gorecegiz.
Bu paragrafta merkezledigimiz esitlik dagilma 6zelliginden, yani

a(z +y) =azx + ay
ozdegliginden kaynaklanmaktadir.

Ornekler

1.1. Her z dogal sayis1 i¢in 20 = Oz = 0 olur. Bu yiizden 0 sayisinin ¢arpma igleminin yutan
o6gest denir.

1.2. Eger iki dogal saymin toplami 0 ise, her iki dogal say1 da 0 olmak zorundadir. Eger iki
dogal saymin toplami 1 ise, bu sayilardan biri 1, digeri 0 olmak zorundadir.

1.3. Eger iki dogal sayimin ¢arpimi O ise, iki dogal sayidan en az biri 0 olmak zorundadir.
(Her ikisi birden de 0 olabilir tabii.) Eger elli tane dogal saymin ¢arpimi 0 ise, bu elli
dogal sayinin en az biri 0 olmak zorundadir. Bir bagka deyisle, hi¢biri 0 olmayan dogal
sayillarin ¢arpimi 0 olamaz.

1.4. Eger iki dogal saymin garpimi 1 ise, her iki dogal say1 da 1 olmak zorundadir.

1.5. Iki tek saymin carpiminm her zaman bir tek say1 oldugunu kamtlayahm. Herhangi iki
tek say1 alalim, bunlara z ve y diyelim. = bir tek say1 oldugundan, bir n dogal sayis1
igin * = 2n + 1 bigiminde yazilir. Ayni nedenden, bir m dogal sayisi i¢in y = 2m + 1
biciminde yazilir. (m, n’ye esit olmak zorunda degil tabii.) Demek ki

zy=02n+1)2m+1)=4dnm+2n+2m+1=22nm+n+m)+1

olur. Eger p = 2nm + n + m tamimin yaparsak, xy = 2p + 1 esitligini goriirtiz. p bir
dogal say1 oldugundan, bu esitlik xzy’nin bir tek say1 oldugunu gosterir.

1.6. T kiimesi 2 ve 2’den biiyiik dogal sayilardan olugsun. T kiimesi toplama ve ¢arpma
altinda kapalidir. T + T kiimesi 4 ve 4’ten biiyiik tiim dogal sayilar:1 icerir ve sadece
bunlari igerir, yani

T+ T=N\{0,1,2, 3}
olur. Ote yandan T T kiimesinde olmayan ¢ok dogal say1 vardir. Ornegin 3, 5, 7, 11, 13,
17, 19, 23, 29, 31, 37 dogal sayilar1 bu kiimede degildir. T T kiimesindeki sayilar 1’den
biiytik en az iki dogal sayinin ¢arpimi olarak yazilabilen sayilardir.



1.7.

1.8.
1.9.

1.10.
1.11.
1.12.
1.13.

n ve m dogal sayilar: i¢in 5nm + 3n + 4m biciminde yazilan sayilar: kolayca tanimanin
yolunu bulmak hig kolay degil. Eger m = 0 alirsak 3’{in katlarinin bu bi¢imde yazildigim
gortiriiz. Eger n = 0 alirsak 4’iin katlarinin da yazildigini goriirtiz. Ama bagkalar1 da
var; iste bazilari: 34, 47, 62, 73, 85, 86, 118, 125.
13N + 8 kiimesindeki sayilarin bu bicimde yazilacagini gosterin.
18N + 12 kiimesindeki sayilarin bu bi¢imde yazilacagini gosterin.
23N + 16 kiimesindeki sayilarin bu bicimde yazilacagini gosterin.
Genel olarak, bir m € N sayisi igin, (5m + 3)N + 4m kiumesindeki sayilar bu bigimde
yazilirlar.
(TN+4) + (TN+5) =7N+9 C 7N + 2 olur.
(TN+4) - (TN+5) C TN+ 20 C 7N+ 6 olur. (TN +4) - (7N + 5) kiimesinin hangi sayilar
igerdigini bulmak hi¢ de kolay degildir.
(TN+5)+ (TN +5) = 7N + 10 C 7N + 3 olur.
(TN+4) + ("N+5) + (TN +6) = TN+ 15 C TN + 1 olur.
(TN+4) - (TN+5) - (TN+6) = TN 4+ 120 C 7N + 1 olur.
1 ve 5 kuruglar1 bir araya getirerek kag farkl bigimde 20 kurusg elde ederiz? Eger 1 ku-
ruglarin sayisina n, 5 kurusglarin sayisina m dersek, elde edecegimiz tutar n 4+ 5m kurus
olur. Demek ki

n+o5m = 20
denkleminin dogal sayilarda ka¢ ¢6ziimii oldugunu bulmaliyiz. 5m ve 20 sayilar1 5’e
boliindiigiinden n de 5’e boliiniir. n yerine 5n; yazalim. O zaman denklemimiz

5n1 4+ 5m = 20
olur. 5’leri sadelestirirsek
ni+m=4

denklemine variriz. Bu denklemin her ¢oziimii bize orijinal problemin bir ¢éziimiinii ve-
rir. Her nq =0, 1, 2, 3, 4 icin bir ¢6ziim vardir: m’yi 4 — nq almak yeterlidir. Demek ki
1 ve 5 kuruslarla toplam beg farkli bi¢cimde 20 kurug elde edebiliriz.

. 1, 5 ve 10 kuruslarla ka¢ farkli bigcimde 20 kurus elde ederiz? Bu sefer

n 4+ 5m + 10p = 20

denkleminin dogal sayilarda ¢oziim sayisini bulmaliyiz. Eger p = 2 ise, tek bir ¢oziim var:
n=m =0 ve p=2. Eger p = 0 ise ¢ozlim sayisinin 5 oldugunu bir énceki aligtirmada
gordiik. Eger p = 1 ise n 4+ 2m = 10 denklemini ¢ozmeliyiz. Her m = 0, 1, 2, 3, 4, 5 igin
bu denklemin tek bir ¢éziimii var. Demek ki toplamda 1+ 5+ 6 = 12 tane ¢6ziim var.

. “100 liray1 1, 5, 10, 20 ve 50 liralarla kag farkli bicimde bozdurabiliriz” sorusu benzer

bir bigimde ¢oziilebilir belki ama insani canindan bezdirecek kadar uzun siirer. Bu tiir
problemleri daha kisa zamanda ¢ozecek bagka yontemler vardir, bkz. [PTW].

. (a4+b+c+d)(z+y+ 2) ifadesini agtigimizda 4 X 3 = 12 tane terim toplariz:

(a+b+ct+d)(z+y+z)=ar+ay+az+br+by+bz+cr+cy+cz+de+dy+dz.
Biraz daha zor bir 6rnek:
(a+b+c+d)(z+y+2)(utv+w)

ifadesini agtigimizda 4 x 3 x 3 = 36 tane terim toplariz. Toplanacak terimleri bulmak
icin her parantezden birer terim secip carpmak lazim.

(a+0b)(a+D) ifadesi agildiginda 4 terim buluruz: aa, ab, ba, bb. Ama ab = ba oldugundan,
terim sayis1 3’e iner. (a + b)(a + b)(a + b) ifadesi agldiginda 6nce 2 x 2 x 2 = 8 terim
bulunur ama sonra birbirine esit terimler toparlaninca terim sayisi1 4’e iner.
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Alistirmalar

1.17. Tim dogal sayilar: teker teker kiigiikten biiyiige yazin. Saka saka...

1.18. Iki tek sayinin toplaminin ¢ift oldugunu gosterin. Iki ¢ift sayimin toplaminin ¢ift oldugunu
gosterin.

1.19. Herhangi ii¢ dogal say1 arasinda toplami ¢ift olan iki say1 oldugunu gosterin.

1.20. Eger ab garpimi tek sayiysa, a ve b'nin tek say1 olmak zorunda oldugunu kanitlayin.
Buradan a? sayisi tek ise a’min tek olmas1 gerektigini gosterin. Aym seyi a® ve a* icin
gosterin. a® sayisi ¢ift ise a’nin da cift olmas1 gerektigini gosterin.

1.21. (6N + 3) - (6N + 3) C 6N + 3 6nermesini gosterin. Esitlik dogru mu?

1.22. (8N +4) 4 (8N +5) C 8N + 9 6nermesini gosterin. Esitlik dogru mu?

1.23. (8N +4) - (8N +5) C 8N + 4 nermesini gosterin. Esitlik dogru mu?

1.24. (8N +4) - (8N +4) C 16N 6nermesini gosterin. Esitlik dogru mu?

1.25. (ON+14) + (IN+7) CON+ k ve k < 9 ise k kactir? Esitlik dogru olabilir mi?

1.26. (ON+4) - (IN+15) CON+ k ve k < 9 ise k kagtir? Esitlik dogru olabilir mi?

1.27. (ON+5) 4+ (IN+5) CIN+ k ve k < 9 ise k kagtir? Egitlik dogru olabilir mi?

1.28. (ON+5) + (IN+4) CIN+k ve k < 9 ise k kagtir? Esitlik dogru olabilir mi?

1.29. (ON+4)+ (IN+5)+ (IN+6) CIN+k ve k < 9 ise k kagtir? Esitlik dogru olabilir mi?

1.30. (ON+4)-(IN+5)- (IN+6) CIN+ £k ve k < 9 ise k kagtir? Esitlik dogru olabilir mi?

1.31. (ON+14) + (IN+ k) CIN + 1 ve k < 9 ise k kag olabilir?

1.32. (ON+410) - (IN+ k) CIN+4 ve k < 9 ise k kag olabilir?

1.33. (6N +3) - (6N + k) C 6N + 4 6nermesinin hicbir & igin dogru olamayacagim kanitlayin.

1.34. (6N+3) - (6N+ k) C 6N+ m ve m < 6 dnermesi dogruysa, m’nin alabilecegi degerleri
bulun.

1.35. 5 ve 6 gibi ya da 123, 124 ve 125 gibi ardarda gelen dogal sayilara ardigik say: denir.
Iki ardigik saymin toplaminin mutlaka bir tek sayir oldugunu kanitlayin. Bunun ters
istikameti de dogrudur: Her tek say: iki ardigik sayinin toplamidir; kanitlayin.

1.36. Ardigik ii¢ dogal saymin toplaminin 3’e boliindiigiinii kanitlayin. 0 diginda 3’e boliinen
her dogal saymin ti¢ ardisik dogal sayimin toplami oldugunu gosterin.

1.37. Yukaridaki aligtirmalarin benzerini 5, 7 ve 9 ardigik sayinin toplami icin gosterin.

1.38. Ardisik ii¢ sayimin toplami 7’ye boliiniiyorsa, bu ii¢ sayidan birinin 7’ye béliindiigiinii ka-
nitlayin.

1.39. 12, 13 ve 14 sayilarinin 3N+7N kiimesinde oldugunu gosterin. Buradan hareketle, 11’den
biiyiik her dogal sayinin 3N+ 7N kiimesinde oldugunu gosterin. 11 sayisinin 3 x 7—3—7
sayisina esit olduguna dikkatinizi ¢ekeriz.

1.40. 24, 25, 26, 27 ve 28 sayilarinin 5N+ 7N kiimesinde oldugunu gosterin. Buradan hareketle,
23’ten biiyiik her dogal saymin 5N 4 7N kiimesinde oldugunu gosterin. 23 sayisinin
5 x 7 — 5 — 7 sayisina esit olduguna dikkatinizi ¢ekeriz.

1.41. 1’den bagka ortak boleni olmayan herhangi iki dogal say1 secerek yukaridakine benzer
ornekleri ¢cogaltin. Eger sayilara a ve b dersek, her seferinde ab — a — b sayisindan biiyiik
her dogal say1 aN + bN kiimesinde olacaktir.

1.42. 4n + 5m = 40 denkleminin dogal sayilarda kag¢ ¢oziimii vardir?

1.43. 4n + 5m = 3 denkleminin dogal sayilarda ka¢ ¢oziimii vardir?

1.44. 4n + 5m = 23 denkleminin dogal sayilarda kag¢ ¢6ziimii vardir?

1.45. 3k + 4n + 5m = 23 denkleminin dogal sayilarda ka¢ ¢ozlimii vardir?

1.46. 3n +4, 4n + 5 ve 5n + 3 sayilarindan en az birinin ¢ift oldugunu gosterin.

1.47. (a1 4 -+ 4+ an)(bs + -+ - + by) ifadesini agtigimizda (yani parantezleri kaldirdigimizda)



1.48.

1.49.

1.50.

1.51.

1.52.

kag terim toplanir?
(a1 + -+ an)(br + -+ + by)(c1 + -+ + cx) ifadesini agtigimizda (yani parantezleri
kaldirdigimizda) kag terim toplanir?
Para bozdurma Problemleri.
a. 1 ve 5 kuruslarla ka¢ farkli bigimde 12 kurus elde ederiz?
b. 1, 5 ve 10 kuruslarla kag farkli bigimde 30 kurus elde ederiz?
c. 1, 5, 10 ve 25 kuruslarla ka¢ farkli bicimde 1 lira elde ederiz?
c. 1, 5, 10, 25, 50 ve 100 kuruslarla kag¢ farkli bigcimde 5 lira elde ederiz? Bu soruyu
¢ozmenin kullanigh bir yontemi vardir ama bu agamada bu yontemi agiklamak kolay
degildir. Yanit 98.411 ¢ikiyor. Benzer bir problem [PTW, sayfa 11-15]te var. Cok ¢ok
bog zamani olmayan okura bu soru onerilmez!
iki n ve m dogal sayisi igin,

nxm=2nm-+n+m
tanimini yapalim. Boylece dogal sayilar kiimesi iizerine x adini verdigimiz yeni bir ig-
lem tamimlamig oluruz. Tanmimdan, her n ve m icin n *x m = m x n esitligi c¢ikiyor,
¢iinkii tamimda n ile m’yi degis tokus edersek sonug degismiyor. Her n, m, p i¢in

nx(m*p)=(nxm)*p

esitligini kanitlayin. Her n icin n % 0 = 0 x n = n esitligini kamitlayin. Her n, m ve p
sayl1sl icin

nx(m+p)=nrxm+nxp
esitligi dogru mudur?
Say1 Cikarma Oyunlari.
a. Iki kigi arasinda oynanan su oyunu ele alalim. Iki kisi rastgele bir dogal say1 segerler
ve bu sayidan baslayarak teker teker ya 1 ya 2 ¢ikarirlar. Ornegin eger secilen say1 23 ise,
birinci oyuncu ya 1 ¢ikarip 22 der ya da 2 gikarip 21 der. Diyelim birinci oyuncu 23’ten 2
cikarip 21 dedi. Ikinci oyuncu 21’den ya 1 ya 2 gikarir. Oyun boyle devam eder. Negatif
sayilara inmek yasak. 0 diyen oyunu kaybediyor. 1, 4, 7, 10, 13 ile baglayan oyunlar:
oyuna baglayan oyuncunun kaybettigini kanitlayin. Genel olarak 3n + 1 tiiriinden bir
sayiyla baslayan oyunlari ilk hamle yapan kaybeder (diger oyuncu iyi oynarsa tabii),
diger oyunlar1 iyi oynarsa birinci oyuncu kazanir. Bunu kanitlayin. Kazanan oyuncu
oyunu kazanmak igin nasil oynamalidir?
b. Ayni oyun, ama bu sefer 0 diyen kazaniyor. Oyun nasil oynanmali?
c. Bu sefer oyuncular 1, 2 ya da 3 gikarabilirler. 0 diyen kaybediyor. Bu oyunun kazanma
stratejisini bulun.
¢. Bu sefer oyuncular 1, 2, 3 ya da 4 cgikarabilirler. 0 diyen kaybediyor. Bu oyunun
kazanma stratejisini bulun.
d. Bu sefer oyuncular 1, 2 ya da 4 c¢ikarabilirler. 0 diyen kaybediyor. Bu oyunun kazanma
stratejisini bulun. (Yukaridakilerden daha zordur.)
e. Bu sefer oyuncular 1, 2 ya da 5 gikarabilirler. 0 diyen kaybediyor. Bu oyunun kazanma
stratejisini bulun.
f. Bu sefer oyuncular 1, 3 ya da 4 gikarabilirler. 0 diyen kaybediyor. Bu oyunun kazanma
stratejisini bulun. (Yukaridakilerden ¢ok daha zordur.)
Say1 Ekleme Oyunlari.
a. Iki oyuncu 0’dan baglayarak digerinin soyledigi say1iya 1’den 10’a kadar (1 ve 10 dahil)
bir say1 ekliyor. 100 diyen oyuncu kazaniyor. Bu oyunu birinci oyuncunun iyi oynarsa
kazanabilecegini gosterin.
b. Yukaridaki oyunda 100 diyen ya da 100’1 asan kaybetsin. Hangi oyuncu nasil oynarsa
kazanir?
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c. Bu sefer 23’ten baglayarak iki oyuncu sirayla 1’den 6’ya kadar sayi ekleyebiliyorlar.
100 diyen ya da 100’ agan oyunu kaybediyor. Hangi oyuncu nasil oynarsa kazanir?

d. 0’dan baglayarak iki oyuncu sirayla 100’ asmamasi kaydiyla istedikleri kadar tek
say1 ekleyebiliyorlar. 100 diyen ya da 100’ asan oyunu kaybediyor. Hangi oyuncu nasil
oynarsa kazanir?

iki Kefeli Terazi Sorusu.

a. Iki kefeli bir terazimiz ve 1, 2 ve 5 kiloluk agirliklarimiz var. Bu ii¢ agirlikla elbette
1, 2 ve 3 kilolar1 tartabiliriz ama 4 kiloyu da tartabiliriz, bunun i¢in kefelerden birine 5
kiloyu, digerine 1 kiloyu koymak yeterlidir. Bu ii¢ kiloyla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ve 8 kilolar1
tartabilecegimizi gosterin. Eger 1, 2 ve 6 kiloluk agirliklarimiz olsaydi, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 ve 9 kiloyu tartabilirdik. Demek ki 1, 2 ve 6 kilolar, 1, 2 ve 5 kilolardan daha iyi,
daha fazla ardigik agirlik tartabiliyoruz.

b. iki kefeli bir terazide sadece {i¢ agirlikla en fazla kag farkh agirhk tartabilirsiniz?

c. BEsnafsimz. Iki kefeli bir teraziniz var. Belediye yammza sadece i¢ agirhik alabi-
leceginizi soyliiyor. (Yukarida 1, 2 ve 5 kiloluk agirliklar: almistik.) Oyle i¢ agirlik secin
ki, 1’den baglayarak ardisik en fazla agirlhigi tartabilin.

¢. Belediye kosullar1 esnetti, artik yaniiza dort agirlik alabilirsiniz. 1’den baslayarak
ardigik en fazla agirhig tartmak icin yaniniza hangi dort agirhigr almalisiniz?

d. Aym soru ama beg agirlikla.

e. Ayni soru ama n tane agirlikla.

f. Yukaridaki soruda buldugunuz agirliklar: yaniniza aldiginizi varsayalim. 212.412 kiloyu
(meselal) bu agirliklar: kullanarak nasil tartarsiniz?

Notlar

1.54.

1.55.

Sik sik “0 bir dogal sayr mudir?” sorusu sorulur. Isterseniz dogal say1 olur, isterseniz
olmaz! Dogal sayiyla bir deve arasinda bir fark vardir. Deve diye bir hayvan vardir,
goziimiizle goriiriiz, karsimiza alabiliriz, inceleyebiliriz. Ama dogal say1 ortalikta pek
goriinmez! Dogal say1 kavramini biz insanlar yarattik. (Deveyi biz yaratmadik!) 0’1 is-
tersek dogal say1 olarak kabul ederiz, istersek etmeyiz. Bugiin hemen herkes 0’1 bir dogal
say1 olarak kabul eder. Ama eskiden Oyle degildi, dogal sayilarin 1’den basladigi zaman-
lar oldu. Biz, bildiginiz gibi 0’1 bir dogal say1 olarak kabul ettik, ¢iinkii pasa gonliimiiz
Oyle istedi!

Dogal sayilar1 aksiyomatik olarak (yani her tiirlii deneyden ve tecriibeden bagimsiz, tam
matematiksel, dolayisiyla anlamsiz olarak) ele almay ilk bagaran kigi Peano’dur. Ama
Peano dogal sayilar1 bizim yaptigimiz gibi 0’dan degil, 1’den basglatmistir.

Peano’nun esinlendigi ve yararlandigi matematik¢i, mantikci ve filozof Gottlog Frege’nin
(1848-1925) caligmalar: da ¢ok 6nemlidir. Frege, mantigin ve matematigin (ve tabii
ki aritmetigin) sezgilerimizden armndirilmas: gerektigini savunan ve bu konuda 6nemli
caligmalara imza atan ilk matematikgidir. Bu amacla 1884’te Aritmetigin Temelleri adli
eserini ve 1893 ve 1903’te Aritmetigin Temel Yasalar: adli eserinin birinci ve ikinci cilt-
lerini yazmigtir. Aym yillarda, matematigin tamamen mantiga indirgenmesi gerektigini
savunan Unlii filozof, matematik¢i ve aktivist Bertrand Russell (1872-1970), 1898’de
Geometrinin Temelleri Uzerine Bir Deneme, 1903’te Matematigin Ukeleri, 1910 ve 1913
yillar1 arasinda Whitehead ile birlikte ii¢ ciltlik Principia Mathematica adli eserlerini
yazmistir. Bunlara bir de David Hilbert’in 1899’da Oklid geometrisini matematiksel
ve aksiyomatik olarak ele aldigy Geometrinin Temeller: [H] adli kitab1 eklemek lazim.
Goriildigi tizere 19’uncu yiizyilin sonlariyla 20’nci yiizyihin baglart matematigin temel-
leri konusunda son derece verimli yillar olmustur.
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ARITHMETICES PRINCIPIA.

§ 1. De numeris et de additicne.

Eaxpiicationes.
Signo N significatur numerus (infeger positévus).
» i » unilas.
» ati» sequens a, sive @ plus 1.
» = » est aequalis. Hoc ut novum signum conside-
randum est, etsi logicae signi figuram habeat.
Awmiomala.
1. 1eN.
2. aeN.p.a=a.
8. ab,ceN.p:a=bd.=.b=a.
4  abeN.pra=b.b=c:p.a=c
5. a=b.beN:p.aeN.
6. aeN.n.a+1eN.
7. abeN.pia=b.=.at+1=b}1.
8. aeN.p.at1=-=1.
9. keK. . 1ek . weN.2ek:De.+1ek::n. Nk
Definitiones.
10, 2=444;3=241; 4=341; etc.
Paano, Arithmatices principia. 1

montagem feita por manthanos.blogspot.com)

Giuseppe Peano’nun 1889 tarihli Arithmetices principia, nova methodo

0=0.

= {07
= {03
{07
= {07
= {Oa
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Diger sayilarin von Neumann tanimi goyledir:

exposita adli (Aritmetigin ilkeleri, Yeni Bir Yontem) Latince yazilmis eserinin kapagi.

Dogal sayilarin bugiinkii matematiksel tanimini yapan, matematigin ¢ok gesitli dalla-
rinda, mantikta, fizikte, bilgisayar biliminde, ekonomide 6nemli katkilar1 olmus olan
John von Neumann’dir (1903-1957). Von Neumann her dogal sayiy1 kendinden kiigiik
dogal sayilardan olusan kiime olarak tanimlamistir. Dolayisiyla 0’1 boskiime olarak
tanimlamigtir:

n+1=nU{n}.

Von Neumann’in bu tanimi “sonsuz say1” olarak nitelendirilebilecek ve bugiin mate-
matikte ¢ok temel olan ordinal ve kardinal gibi dogal sayilar1 genellegtiren kavramlarin
matematiksel olarak tanimlanmasinin 6niinii agmigtir. Eger gelecekte matematikci olur-
saniz bu sonsuz sayilarla da hagir nesir olacaksiniz. Jimdilik sonlu sayilarla hagir nesir
olalm...
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John von Neumann (1903-1957)

1.57. Kiigiik sayilarin bir anlami vardir beynimizde. (“)rnegin 5 saniyenin ne kadarlik bir siire
oldugunu agag1 yukar: biliriz; 5 dakikay1 da, 5 saati de algilayabiliriz ama mesela 2,5
milyar saniyenin ne kadarlik bir siireye tekabiil ettigini (kag giin ya da kag yil ya da kag
yuzyil eder?) hesap kitap yapmadan anlayamayiz. Arkadaslarimizla bir tahmin oyunu
oynadiktan sonra gergek siireyi bulun. Bu da su demektir: Biiyiik sayilar aslinda sadece
kalem kagit iizerinde ve gseklen ve sadece bilgi olarak vardir, biz insanlar sadece kiigiik
sayilar1 gergekten hissedebiliriz.



2. Siralama

Toplama ve carpma islemleri diginda dogal sayilarda bir de ilkokuldan beri
bildigimiz, hatta ilkokuldan da 6énce anaokuldan beri bildigimiz “kii¢iikliik-bii-
yiikliik” iligkisi vardir. Ornegin 25, 48’den kiiciiktiir, ya da 48, 25’ten biiyiiktiir.
Bunu

25 <48, 25 < 48, 48 > 25 ya da 48 > 25

olarak gosteririz. Bu kiictikliik-biiytikliik iligkisine s#ralama denir, daha dog-
rusu “dogal sayilarin siralamasi” denir.

0 en kiiclik dogal sayidir. 0’dan hemen sonra 1 gelir. 0 ile 1 arasinda bagka
bir dogal say1 yoktur. 0’dan biiyiik sayilar pozitif olarak adlandirilir. Bili-
neni tekrar etmek olacak ama soyleyelim gene de, dogal sayilarin siralamasi
sOyledir:

0<1<2<3<4<5<...

Resmi de soyle:

Kiigiikten biiyiige dogru soldan saga siralanmig dogal sayilar.

0’dan biiyiik dogal sayilara pozitif adi verilir. Demek ki pozitif olmayan
tek dogal say1 0’dir.

Her dogal sayidan daha biiyiik bir dogal say1 vardir: n dogal sayisindan
sonraki ilk dogal say1 n+ 1’dir. Tabii n+ 2 daha da biiyiiktiir. En biiyiik dogal
say1 yoktur, her dogal sayidan daha biiyiik bir dogal say1 vardir.

Eger a sayis1 b’den kiiciikse ya da b sayisi a sayisindan biiyiikse,

a<b
yazariz. Eger a sayisi b’den kiiclikse ya da b’ye esitse, bu

a<b
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olarak yazilir. Hem 5 <7 hem de 5 < 7 6nermesi dogrudur. Ama 5 <5 6ner-
mesi yanligtir. Ote yandan 5 < 5 6nermesi dogrudur. Genel olarak, her x icin
x < x olur ama hig¢bir z i¢in < x olmaz. < iligskisi dogal sayilarda goyle olur:

0<l<2<3<4<b<...

Eger a < b ise, “biiylikesit/kiiciikesit olmak” gibi tabirler uydurup b’nin
a’dan biiyiikesit ya da a’'nin b’den ktgtikesit oldugunu soyleyecegiz. Heniiz
TDK sozliiglinde ya da herhangi bir sozliikkte bulamayacaginiz bu uydurma
tabirler ifade glicimiizii artiracak.

5ten kiiclikesit tam alt1 tane dogal say1 vardir, bunlar da 0, 1, 2, 3, 4, 5
sayilaridir. 0’dan kiigilikesit tam bir tane dogal say1 vardir, o da 0'm kendi-
sidir. Ama 5’ten kiiciik tam beg tane dogal say1 vardir, onlar da 0, 1, 2, 3, 4
sayilaridir. 0’dan kiiciik tam sifir tane dogal say1 vardir, yani hi¢ yoktur.

> ve > simgelerinin anlamini biliyorsunuzdur: a > b 6énermesi, b < a anla-
mina gelir. @ > b onermesi de b < a anlamina gelir. Yani, tanim geregi,

a>b<—b<a

ve
a>b<=b<a

onermeleri dogrudur.

Eger a < b ise elbette a < b olur. Ama bunun ters istikameti her zaman
dogru degildir, yani @ < b ise illa a < b olmak zorunda degildir, a = b du-
rumu mizikcilik gikarir. Ters istikametin dogru olmasi i¢in bir de ayrica a # b
olmalidir. Bir bagka deyisle

a<b<= (a<bvea#b)
onermesi dogrudur. Bunun gibi
a<b<= (a<byadaa=0>)

onermesi dogrudur.
Eger a < b ve b < ¢ ise, bunu kisaca

a<b<c

olarak yazariz. Benzer bir gosterimi < ile de yapacagiz.

Siralama ve Toplama. Dogal sayilarin toplama iglemiyle siralama iligkisi
arasinda ¢ok siki bir bag vardir. Biri bilinirse, digeri de bilinir. Anlatalim: a ve
b iki dogal say1 olsun. Eger a < b ise, o zaman bir x dogal sayisi i¢in a+x = b
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olur. Bunun tersi de dogrudur: Eger bir z dogal sayis1 i¢in a + = = b oluyorsa,
o zaman a < b olur. Bir baska deyisle, a ve b dogal sayilar i¢in,

a<b

ifadesiyle
Bir x dogal sayis1 icin a + z = b olur

ifadesi egdegerdir, biri dogruysa digeri de dogrudur. Matematikte bunu goyle
yazariz:

(1) a<b<=3dJra+z=0>

Oradaki dz ifadesi, “Oyle bir x var ki” olarak okunmali; yani sagdaki ifade
“Oyle bir x var ki a + « = b olur” olarak ya da daha dogru bir Tiirkgeyle
“a 4+ x = b esitligini saglayan bir x vardir” olarak okunmali.

Yukarida soylediklerimizden, dogal sayilarda, toplamanin siralamayi, sira-
lamanin da toplamay1 tanimladig) (ya da belirledigi ¢ikar). Birinin 6zelliklerin-
den digerinin 6zellikleri kanitlanabilir. Ornek olarak toplamanimn ézelliklerinden
hareketle “a < bve b < cise a < ¢” onermesini kanitlayalim. Diyelim a < b ve
b < c. O zaman z ve y dogal sayilari igin

a+x=bveb+y=c
olur. Buradan da
a+(x+y)=(a+z)+y=b+y=c

gikar. Demek ki a’ya = 4 y dogal sayisimi eklersek ¢’yi buluyoruz. Buradan da
a < ¢ qkar. Istedigimizi kamtladik.

< iligkisi de toplamadan hareketle tanimlanabilir: a < b olmas1 icin a’ya
eklenen z dogal sayis1 0 olmamalidir. Matematikce dilinde bu goyle yazilir:

(2) a<b<= Jr(r#0Na+xz=0).

Buradaki A simgesi “ve” anlamina gelmektedir!.

i§lemlerle Uyum. Bu paragrafta toplama ve carpma iglemleriyle siralamanin
uyumundan s6z edecegiz. Once toplamay1 ele alalm. Her z, y, z dogal sayisi
icin, eger x < y ise x + z < y + z olur; yani sabit bir sayiyla (burada z ile)
toplama esitsizligi bozmaz. Aym sey < yerine < simgesi i¢in de dogrudur:
x < yise r+ z < y—+ z olur. Egitsizlikler taraf tarafa toplanir: Eger x < y ve
z<tisex+ 2z <y+tolur. Ayrica eger z <y ve z < tise x + z < y + t olur.

Yeri gelmigken V simgesinin de “veya” anlamina geldigini belirtelim. p V ¢, ya p ya da
g dogru demek, ama dikkat her ikisi de dogru olabilir. Daha fazla mantik bilgisi i¢in [N1]’e
bakabilirsiniz.



16 2. Siralama

Siralamayla ¢arpma arasinda da biiylik Ol¢lide bir uyum vardir: z < y ise
her z € N i¢in 2z < yz olur, yani sabit bir sayiyla (burada z ile) ¢arpma
esitsizligi bozmaz. Aym sey < yerine < simgesi icin de neredeyse dogrudur,
tek istisna z = 0 durumudur: Eger z < y ise, 0’dan farklh her z dogal sayisi
i¢in xz < yz olur.

Aligtirmalar

2.1. Toplamanin 6zelliklerinden hareketle ve (1)’i kullanarak toplama igleminin siralamayla
uyumlu oldugunu kanitlayin, yani her a, b, ¢ dogal sayisi i¢in, a < bise a+c < b+ ¢
oldugunu kanitlayin.

2.2. Toplamanin 6zelliklerinden hareketle ve (1)’i kullanarak garpma igleminin siralamayla
uyumlu oldugunu kanitlayn, yani her a, b, ¢ dogal sayisi i¢in, a < b ise ac < bc oldugunu
kanitlayin.

2.3. Toplamanin ozelliklerinden hareketle ve (1) ve (2)’yi kullanarak, her a, b, ¢, d dogal
say1st i¢in, a < b ve ¢ < d ise a + ¢ < b+ d oldugunu kanitlayin.

2.4. Toplamanin 6zelliklerinden hareketle ve (1)’i kullanarak, her a, b, ¢, d dogal sayis1 igin,
a < bvec<dise ac < bd oldugunu kanitlayin.

2.5. Toplamanin ozelliklerinden hareketle ve (1)’i kullanarak, her a, b dogal sayisi i¢in, a < b
ve b < a ise a = b oldugunu kanitlayin.

2.6. Toplamanin ozelliklerinden hareketle ve (1)’i kullanarak, her a dogal sayisi i¢in, a < a
oldugunu kanitlayin.

2.7. Toplamanin ozelliklerinden hareketle ve (2)’yi kullanarak, a, b, ¢, d dogal sayilar: igin,
a < bve c<dise ac < bd oldugunu kanitlayin.

2.8. Yukaridakilerine benzer aligtirmalar: siralamanin bildiginiz bagka 6zellikleri i¢in yapin.

Ustsimur. Eger X C N kiimesinin her 6gesi belli bir a sayisindan kiigiikesitse,
bu a sayisina X’in dstsiner: adi verilir. Bu durumda X’in {istten sinirh
oldugunu ve a’'nin X'i tistten sinirladigini séyleyecegiz. Elbette eger a, X’in bir
istsiniriysa, a’dan biiyiik her say1 da X’in tistsiniridir. Ornegin 5z + 7 < 108
esitsizligini saglayan dogal sayilar kiimesi 20 ve 20’den biiyiik her dogal say1 ta-
rafindan tstten simirlanir. Ama bx+7 > 108 esitsizligini saglayan dogal sayilar
kiimesi tstten simirl degildir, ¢linkii 21 ve iistii her dogal say1 bu kiimededir.
Cift dogal sayilar kiimesi de iistten sinirh degildir.

En Biiyiik/Kigiik (")ge. Bogkiime olmayan bir dogal say1 kiimesi iistten si-
nirliysa o zaman o kiimenin en biiyiik bir 6gesi vardir. Ornegin 100’den kiiciik
ve T’ye boltinen en biiyiik dogal say1r 98°dir. Eger bir X C N kiimesinin en
biiyiik ogesi varsa, bu 6geyi

max X
olarak gosterecegiz. Ogeye de X’in maksimal ogesi ya da en biytk ogesi

diyecegiz. Ornegin
max{1, 7,8} =8

olur. Bir bagka 6rnek: Eger X, (z —1)(x —3)(z —4) = 0 denkleminin ¢ziimle-
rinden olugan kiimesiyse, max X = 4 olur. Bir ¢rnek daha: 24 ve 36’y1 bolen
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sayilar kiimesi 36 tarafindan istten simirhdir (25 tarafindan da tistten smirl-
dir) ve bu kiime bogkiime degildir, 6rnegin 1 sayis1 bu kiimededir; demek ki bu
kiimenin en biiyiik 6gesi vardir; tahmin edeceginiz gibi bu kiimenin en biiyiik
ogesi (daha sonra adina en biiyiik ortak bolen diyecegimiz) 12’dir. Bir érnek
daha: bx + 7 < 108 esitsizligini saglayan dogal sayilar kiimesinin en biiyiik
ogesi 20’dir.

Eger X iistten sinirliysa, max X, X’in bir tistsiniridir ve X’in iistsinirlari-
nin en kiigiigudiir.

Eger bir X C N kiimesinin en kiigiik 6gesi varsa (ki ileride tizerine basa
basa soyleyecegimiz tlizere, boskiime diginda her dogal say1 kiimesinin en kiigiik
ogesi vardir), bu 6geyi

min X

olarak gosterecegiz ve adina X'’in minimal égesi ya da en kicuk ogest
diyecegiz. Ornegin
min{l, 7, 8} =1

olur. Eger X = {a} ise,
min X =maxX =a

olur elbette. Bir bagka érnek: Eger X, (z+5)(x —1)(z — 3)(z —4) = 0 denkle-
minin dogal say1 ¢oztimlerinden olusan kiimesiyse, min X = 1 olur. Bir basgka
ornek daha: 6’ya ve 8’e boliinen pozitif dogal sayilar kiimesinin en kiigiik 6gesi
24’tir. (Daha sonra bu sayiya 6 ve 8’in en kiiciik ortak kati dendigini gérece-
giz.)

Yukarida parantez iginde degindigimiz gibi X’in bog olmayan her altkiime-
sinin en kiiclik 6gesi vardir. Bu konudan biraz ileride daha kapsamli olarak
bahsedecegiz; bkz. Boliim 6.

Bu arada,

min{a, b} + max{a, b} =a+b

ilging esitligine de dikkatinizi cekerim, bazen ¢ok yararh olur.
Ornekler

2.9. min X = max X esitliginin saglanmasi icin yeter ve gerek kogul X’in tek ogeli bir kiime
olmasidir.

2.10. Besg basamakl dogal sayilarin hepsi dort basamakli dogal sayilarin hepsinden daha bii-
yiiktiir. Dogal sayilar 6nce basamak sayisina gore siralanir, yani basamak sayis1 daha az
olan daha kiigiiktiir. Eger iki dogal sayimin basamak sayis1 ayniysa, en soldaki basamaga
bakilir. En sol basamaktaki rakami daha kii¢iik olan daha kiigiiktiir. En soldaki basa-
maktaki rakamlar egitse, o basamagin hemen sagindaki rakamlara bakilir. Bunlar da
esitse bu basamagin hemen sagindaki rakamlara bakilir. Farkli bir basamak buluncaya
kadar bu inceleme siirdiiriiliir. En sol basamaktan baslayarak, ilk farkli rakami kiigiik
olan say1 daha kiigiiktlir. Eger basamak sayisi ve basmaklardaki tiim rakamlar esitse,
sayilar esit demektir. Bunu ilkokul yillarinizdan biliyorsunuz tabii. Gene de diizgiin ifade
edebilmekte yarar var, ki bu da hig kolay degildir.
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2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.
2.16.

2. Siralama

En kiigiik beg basamakli dogal say1 10.000’dir. En biiyiik dort basamakli dogal say1
9.999’dur.

En kiigiik beg basamakli dogal sayidan en biiyiik ii¢ basamakl dogal sayiy1 ¢ikarirsak
9.001 bulurugz, ¢iinkii en kiiciik bes basamakli dogal say1 10.000 ve en biiyiik ii¢ basamakli
dogal say1 999’dur, aradaki fark da 10.000 — 999 = 9.001 olur.

En kiigiikk dort basamakl dogal say1 1000°dir. En biiyiik dért basamakli dogal say1
9999’dur. Ama dort basamakli dogal sayilarin sayis1t 9999 — 1000 = 8999 degil

9999 — 1000 + 1 = 9000

olur.

a rastgele bir dogal say1 olsun. Bogkiimenin her 6gesi a’dan kiigiiktiir, ¢linkii bogkiimede
a’dan kiigiik olmayan bir 6ge yoktur, ¢iinkii bogkiimede hi¢ 6ge yoktur! Demek ki a
bogkiimenin bir istsimiridir. Buradan da her dogal saymin boskiimenin bir tistsiniry
oldugu gikar. Dolayisiyla bogkiimenin en kiigiik iistsinirt 0’dir. Ama tabii bogkiimenin
en biiyiik 6gesi yoktur. Bogkiimenin en kiigiik 6gesi de yoktur.

Eger X C Y ise ve Y {listten sinirliysa, o zaman X de tistten sinirhdir elbette.

X C Y istten sinirlh ve bog olmayan iki dogal say1 kiimesiyse max X < maxY olur
¢iinkii X'’in en biiyiik 6gesi Y nin de bir 6gesidir, dolayisiyla X’in en biiyiik 6gesi Y 'nin
en bliylik 6gesinden kiigiikesittir.

Aligtirmalar

2.17.
2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

x <y ve a < b dogal sayilar olsun. za < yb 6nermesini kanitlayin.

Eger X dogal say1 kiimesi tistten sinirh degilse, XY kiimesi hangi Y dogal say1 kiimeleri
igin {istten siirh olur?

X C N iistten simirh bir kiime olsun. X’in en fazla max X — min X + 1 tane Ogesi
oldugunu gosterin.

X ve Y dstten smirhi ve bog olmayan iki dogal say1 kiimesi olsun. Eger X C Y ise
max X < maxY oldugunu gosterin.

X ve Y istten smurl ve bog olmayan iki dogal say1 kiimesi olsun. Diyelim X kiimesi
istten a tarafindan simirl, Y kiimesi de iistten b tarafindan sinirh. X 4+ Y kiimesinin
a+b tarafindan (mesela) tistten simirlandigini kanitlayin. max(X +Y) = max X +max Y
esitligini kanitlayin.

X ve Y dstten simirli ve bog olmayan iki dogal say1 kiimesi olsun. Diyelim X kiimesi
tstten a tarafindan sinirli, Y kiimesi de tistten b tarafindan simirli. X U'Y kiimesinin
max{a, b} tarafindan tistten simirlandigim kamitlaym. max(XUY') = max{max X, max Y}
egitligini kanitlayin.

X1, ..., X, ustten sinirh ve bog olmayan dogal say1 kiimeleri olsun.

max(X1U...UX,) = max{max X1, ..., max X, }

esitligini kanitlayin.

X veY istten smirl ve bog olmayan iki dogal say1 kiimesi olsun. max XY = max X max Y
esitligini kanitlayin.

Tavukgu Sorusu. Adamin biri tavukguya girer, ”Bu tavuklarin yarisimi ver, bir de
fazladan bir tavuk ver” der. Tavuk¢u adamin istegini yerine getirir. Ardindan kadinin
biri aym tavukguya girer, ”Bu tavuklarin yarisimi ver, bir de fazladan bir tavuk ver”
der. Tavukgu kadinin istegini yerine getirir. Ardindan bir gen¢ aym tavukguya girer,
”Bu tavuklarin yarisini ver, bir de fazladan bir tavuk ver” der. Tavukcu gencin istegini
yerine getirir. Ve tavukg¢uda hi¢ tavuk kalmaz! Tavuk¢uda baglangicta kag tavuk varmig?



3. Diger i§lemler

3.1 Cikarma ve Bolme

Dogal sayilarda cikarma ve bolme iglemleri her zaman yapilamaz. Cikarma
islemi yapabilmek icin tamsayilara, bolme islemini yapabilmek icin kesirli sa-
yilara ge¢cmek zorundayiz. Bunu ilerideki boliimlerde yapacagiz. Ama dogal
sayilarda kimi zaman ¢ikarma ve bolme iglemleri yapilabilir. Ornegin, 5’ten
12 gikmasa da, 12’den 5 gikabilir, 6’y1 12’ye bolemesek de 12’yi 6’ya bolebiliriz.

Dogal sayilarda cikarmay: soyle tamimlayabiliriz: Eger b + x = a denkle-
minin dogal sayilarda bir ¢oziimii varsa, bu ¢oziim biriciktir; oldugunda, bu
¢oziim a — b olarak gosterilir. Ornegin 5 + 2 = 12 denkleminin bir ¢éziimii ol-
dugu igin ve bu ¢ozliim x = 7 oldugu igin, 12 — 5 = 7 olur.

Benzer sekilde dogal sayilarda bazen bolme yapilabilir. Eger

br =a

denkleminin bir ¢éziimi varsa, o zaman “b, a’y1 béler” denir. Eger ayrica
¢oztim biricikse, o zaman o ¢6ziim a/b olarak gosterilir. Ornegin 6z = 18
denkleminin tek bir ¢oztimii vardir ve bu ¢éziim x = 3’tiir, dolayisiyla 18/6
sayist 3 olarak tamimlanir. Ama 18x = 6 denkleminin dogal sayilarda bir
¢Oziimii olmadigr i¢in 6/18 diye bir say1 dogal sayilarda tanimlanmamistir.
0z = 0 denkleminin ¢6ziimii vardir, dolayisiyla 0 sayisit 0’1 boler, ama ¢oziim
biricik olmadigindan (her z sayis1 0x = 0 denkleminin ¢éziimiidiir), 0/0 diye bir
sey tammmlanmamugtir. /0 diye bir say1 da 0z = b denkleminin hig ¢6ztimii ol-
madigindan tanimlanmamigtir.

0’1 0’1 bolmesi ama 0/0 diye bir seyin olmamasi tuhaf gelebilir ama tanim-
lar bunun boyle olmasi gerektigini séyliiyor. Genel olarak b/0 ifadesini tanimsiz
birakiyoruz. Bu arada 7/8 ifadesi de simdilik tammsiz (heniiz kesirli sayilar
konusuna gegmedik).

Eger bxr = a denkleminin dogal sayilarda bir ¢6ztimii varsa, o zaman b’ye
a’nin boleni ya da ¢arpani adi verilir. C)rnegin 48’in bolenleri 1, 2, 3, 4, 6,
8, 12, 16, 24 ve 48’dir.

1 her dogal sayiy1 boler ¢iinkii 1 = b denkleminin tek bir ¢oziimii vardir:
x = b; dolaysiyla b/1 = b olur.
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Her dogal say1 01 boler ¢linkii her a i¢in ax = 0 denkleminin bir ¢ozii-
mii vardir: z = 0 mesela. Eger a # 0 ise bu ¢6ziim biriciktir, dolayisiyla a # 0
ise 0/a = 0 olur.

Her a # 0 dogal sayis1 kendini boler ¢iinkii ax = a denkleminin tek bir
¢Oziimii vardir: = = 1; dolayisiyla a/a = 1 olur.

Her a # 0 ve b dogal sayisi igin, a, ab sayisini boler. a’'min boldigi dogal
sayilar

0, a, 2a, 3a, 4a, ...

gibi a’nin katlaridir.

Dogal sayilarda bazen yapilabilen ¢ikarma ve bolmeye “islem” yerine “kis-
mi iglem” denir. Okurun bu kismi iglemlere agina oldugunu bildigimizden
{istiinde pek durmuyoruz. Ornegin

a—(b—c)=(a—0b)+c

gibi egitlikleri kanitlamiyoruz ya da bu ifadenin a — b+ ¢ olarak yazildigini sy-
lemiyoruz, soylesek de okurun bildigini varsayarak iistiinde pek durmuyoruz.

Diger kitaplarda bolme islemini ¢ok daha ayrintili ve uzun uzadiya tarti-
sacagimiz icin bu konuyu burada kapatiyoruz.

Aligtirmalar

3.1. a < b iki dogal say1 olsun. a < x < b esitsizliklerini saglayan kac dogal say1 vardir?

3.2. a < b iki dogal say1 olsun. a < z < b esitsizliklerini saglayan kac dogal say1 vardir?

3.3. a < b iki dogal say1 olsun. a < = < b esitsizliklerini saglayan kac dogal say1 vardir?

3.4. 36'nin bolenlerini bulun.

3.5. a, b, ¢ li¢ dogal say1 olsun. b # 0 ve ¢ # 0 olsun. Eger b, a’y1 ve ¢, a/b’yi boliiyorsa, o
zaman bc'nin a’y1 boldigini ve (a/b)/c = a/be esitligini kanitlayin.

3.6. 123 tane futbol takimi eleme usulii bir sampiyonaya katiliyor. Takimlar ikiger ikiger (ku-
rayla diyelim) eslesiyorlar. Tabii eger takim sayisi tekse, takimlardan biri eslesmez, o
takimi mag yapmadan tur atlatacagiz. Bu sampiyonada sampiyon belirlenene kadar
kag¢ mag yapilir? Mag sayisiyla takim sayisi arasinda bir iligki goziiniize garpti mi?
Sampiyonaya katilan takim sayis1 degistiginde ayni iligkinin devam ettigini gériin. Bunun
nedenini anlamaya ¢aligin.

3.2 Us Almak

Dogal sayilarda toplama ve carpmadan bagka islemler de vardir, 6rnegin bir
saymin karesini alabiliriz, yani bir sayiy1 kendisiyle carpabiliriz:

IE2 = IT.

Ornegin 52 = 5 x 5 = 25. Bir saymn kiibiinii de alabiliriz, yani bir sayiy
kendisiyle ti¢ defa carpabiliriz:

r = ITxXXx.
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(")rneé;in 53 = 125. Eger n > 0 bir dogal sayiysa, bir saymnin n’inci kuvveti ya
da tisst o sayiy1 kendisiyle n defa carpmak demektir; bu say1

olarak gosterilir. Yani

n tane x
xl, tanim geregi, x’tir; sonug olarak i kendisiyle bir (1) defa carpiyoruz.
0° =0 ve 1° = 1 gibi esitlikler bariz olmali.
10’un kuvvetleri de 6nemlidir ve hayatta sik sik kargimiza c¢ikar. Ornegin

10° = 100.000

olur, yani 10° sayis1 1’den sonra 5 tane 0 konularak yazilir. 10'® sayis1 da

I’den sonra 18 tane 0 konularak yazihr. 103 = 1.000 (bin) olur. 10° sayis1 1
milyondur. 10° bir milyar ve 10'? bir trilyondur. Bundan sonrakilerinin adlarini
ben de bilmiyorum!

Sifirinci Kuvvet. z¥ icin ayr1 bir boliim ayiralim, énemlidir. 2 sayisin
2’1 kendisiyle 0 defa, yani “hi¢c defa” carpmak olarak tanimlamak istiyoruz.
20 says1 sifir tane 2’in carpimi olarak tanimlansin! Genel olarak, bir 6geyi
kendisiyle sifir defa bir igleme sokmak, o iglemin (varsa) etkisiz 6gesi olarak
tammlanr. Ornegin hi¢ tane saymin toplami (toplamanin etkisiz 6gesi olan)
0’dir!; hi¢ tane kiimenin bilesimi (bilesim igleminin etkisiz 6gesi olan) (’dir;
hig tane kiimenin kesigimi, eger varsa, (kesigim igleminin etkisiz 6gesi olan) ev-
rensel kiimedir; eger evrensel kiime yoksa, hi¢ tane kiimenin kesigsimi alinmaz,
bu durumda hig tane kiimenin kesigimine tanimsiz denir. Dolayisiyla hig tane
sayinin ¢arpimi da (¢arpmanin etkisiz 6gesi olan) 1 olarak tanimlanir. Demek
ki tamm geregi 5° = 1 olur.

20 neden 1’e esit olarak tanimlanir? z°’1 1’e esit olarak tanimlamak isimize
gelir de ondan. Bu tanimin yararlarim ileride gorecegiz simdilik birini belirte-
lim: Birazdan kanitlayacagimiz

n,m __ n+m

; (@y)" =2y ve (") =
esitlikleri her z, y, n ve m dogal sayilar1 i¢in gegerlidir, i¢lerinden biri ya da
birkagi 0 bile olsa. Ornegin,

93 .97 — 9347 _ 910

6°=(2-3)>=12°.3°

(152)" = 1524 = 158 = (3.5)° = 38 58

gibi egitlikler gecerlidir.

10 kere 5, sifir tane 5’1 toplamak demek oldugundan, 0 x 5 = 0 olmal! Nitekim &yledir
de...
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Yukaridaki 2z = 1 tammina bazen bir istisna getirilir. Tanimimiza gore
0° = 1. Ancak baz1 durumlarda 0° gibi bir ifadeyi tamimsiz birakmak daha
dogru olabilir, ¢iinkii 0° = 1 tanimi bazi formiilleri gecersiz kilar ve matema-
tiksel ifadeyi zorlastirir. Bu yiizden bazi matematik kitaplarinda 0° tanimsiz
olarak kabul edilir. Genel olarak matematiksel analiz kitaplarmda 0° tanimsiz
kabul edilir, cebir kitaplarinda ise 0° = 1 esitligi kabul edilir. Kitabm basinda
hangi kabuliin yapildig1 yazilirsa, hicbir sorun yasanmaz. Biz bu kitapta hep
0% = 1 esitligini kabul edecegiz. Bir bagka kitapta fikir degistirip 0° ifadesini
tanimsiz olarak kabul edebiliriz.

Eger x > 2 ise x’in kuvvetleri ¢ok hizli biiytirler, x’in katlarindan ¢ok cok
daha hizli. Ornegin 2'nin kuvvetlerini katlariyla karsilagtiralim:

20 = 1 2x0 = 0
2t = 2 2x1 = 2
22 = 4 2x2 = 4
23 = 8 2x3 = 6
2t = 16 2x4 = 8
2 = 32 2x5 = 10
260 = 64 2x6 = 12
2T = 128 2x7 = 14
28 = 256 2x8 = 16
29 = 512 2x9 = 18
210 — 1024 2x10 = 20
2l = 2048 2x11 = 22
212 = 4096 2x12 = 24
213 = 8192 2x13 = 26
214 — 16384 2x14 = 28

Soldakilerin (yani kuvvetlerin) sagdakilerden (yani katlardan) daha biiyik
oldugunu goriiyoruz. Gergekten de sadece 2 icin degil, 2’den biiyiikesit her
x i¢in ve her n dogal sayisi icin

x> xn

olur. Bu yiizden ¢ok biiyiik sayilar kuvvetlerle ifade edilir. Ornegin bir bi¢imde
iletisim kurabildigimiz evrende 10%? dolayinda yildiz ve 107® ila 1082 arasinda
atom oldugu tahmin ediliyor. Bizim ait oldugumuz Samanyolu galaksisinde ise
yaklagik 400 milyar, yani 4 x 10'! tane yildiz vardir.

Us Almanin Birkag (")zelligi. Biraz o6nce

n+m m nm

™ =" (xy)" = 2"y ve (™) =

esitliklerinden soz ettik.
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(™)™ = ™™ egitliginin kaniti bariz: (z™)™, 2™ sayisi1 m defa kendisiyle
carpiyoruz demek:

(xn)m — .. .xn;
—

m tane x™

ama z" de x’i kendisiyle n defa carparak elde edilir:

n tane x

bu son ifadeyi bir 6ncekinin igine sokarsak,
——

n tane x n tane x

m tane x™

elde ederiz; bu da bize tam nm tane x’in ¢arpimini verir; demek ki

Verdigimiz diger 2"2™ = 2™ esgitliginin dogrulugu benzer sekilde goste-
rilebilir:

n tane z m tanex ~ Nm tanez

-~

n+m tane x

(zy)"™ = xz™y™ esitligi ashnda zy = yx esitliginden kaynaklaniyor, 6rnegin,

(zy)? = (zy)(zy) = z(yz)y = z(zy)y = (zz)(yy) = 2*y>.

Dogal sayilarin siralamasiyla iis alma arasinda cok bilinen ve bariz bir iliski
vardir. Ornegin x < yise 2”7 < y® olur. Bir bagka iligki: Eger y < z ise 2¥ < o*
olur; neredeyse, bir istisnasi vardir! Ornegin eger x = 0,y = 0, z = 5 ise,
y < z olur ama z¥ < 2% olmaz, ¢iinkii 27 = 0° = 0 olur ama z¥ = 0° sayisi
bu kitapta 1 olarak tanimlamigtik. Bu onermeyi soyle diizeltmek lazim: Eger
y < z ise ve x ve y’'nin her ikisi birden 0’e esit degilse, o zaman x¥ < 27 olur.

Us almayla ilgili bagka 6nemli esitlikler de var, 6rnegin

(z+y)? = 2°+2zy+y?
(z+y)? = 2% +32%y + 3xy® + +1°
(x+y)* = o*+ 423y + 622y + 4o + ¢

Okurun muhtemelen 6nceki yillarindan bildigi bu esitliklerin gerekgelerini ile-
ride verecegiz ama simdilik (z + y)? = 22 + y? esitligi geometriyle gerekcelen-
direlim: Bir kenar1 = + y olan bir kare ¢izelim. Bu karenin alan (x + y)? dir?.

20kurun, kenarlar: = ve y olan bir dikdértgenin alaninin zy oldugunu bildigini varsayi-
yoruz. Aslinda dikdértgenin alaninin zy oldugu da bir varsayimdir (yani bir kabuldiir)
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Bu karenin alanimi bagka tiirlii hesaplayacagiz. Agagidaki gibi kareyi dorde
bolelim. Ve hemen hesaplayalim:

Y

Sol alt dértgenin alami = 22

Sol iist dortgenin alan1i = zy
Sag alt dortgenin alani = zy

Sag tist dortgenin alam = y?
Tiim karenin alanini bulmak igin bu doért alani toplayalim.
22+ 2zy + o°

buluruz. Demek ki (z + y)? = 22 + 22y + y? imis. Cebirsel olarak aym esitlik
sOyle hesaplanir:

(z+y)?=@+y)(z+y) = @+y)z+ (2 +y)y=az+yz+zy+yy,

ve buradan zz = 22, ry = yx ve yy = y? esitliklerini kullanarak istedigimiz
elde ederiz.
Yukarida hesapladigimiz

(¢ +y)* = zx +ya +xy+yy
esitliginin benzerini (x + y)? icin yaparsak,
(x + y)3 =T + T2y + YT + TYY + YrT + YTy + Yyr + yyy

buluruz, yani z ve y ile yazilmig 3 uzunlugundaki tiim “kelimeleri” (toplam
23 = 8 tane) toplariz. Tabii toparlarsak,

(z +y)* = 2° + 32y + 3zy” + ¢*
buluruz. Bir sonraki asamada, (z + y)* ifadesini acarsak,
TTTT
TTTY, TTYLT, TYTLLT, YLTLT
LTYY, TYTY, TYYX, YrI1Y, Yryxr, yyrr

TYYY, Yryy, yyry, yyyr
Yyyyy
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ifadelerini toplamamiz gerektigini goriirtiz. Bu ifadeler de aynen x ve y ile
yazilmig olan 2% = 16 tane kelimedir. zy = yz esitligini kullanarak toparlarsak

(z +y)t = 2t 4+ 423y + 62%y% + 4a® +
buluruz.
(z +v)° = 2 + daty + 1023y + 102%y> + bay* +4°

esitligini bulmaya okura birakiyoruz. 1, 5, 10, 10, 5, 1 katsayilarinin toplaminin
25 = 32 olmas1 sasirtict olmayacaktir diye umuyoruz.

Ornekler

3.7. 10° sayis1 107 sayismin 100 katidir. 1010 sayis1 101°° sayisinin 10%° katidir. 10*° sayisinin
10 kat1 10'"*dir ama 10'° sayismin 10’uncu kuvveti 10'°° olur. 10'° sayisinm 10'° katmin
kac¢ oldugunu herhalde bulabilirsiniz. Ya 10'° sayisimin 10'’uncu kuvveti kactir?

3.8. Bir otelin sabah kahvaltisinda 3 gesit peynir, 5 cesit recel, 2 cesit sicak igecek, 5 gesit
soguk igecek, 5 cegit ekmek, 3 cesit de zeytin vardir. Her bir iirtin ¢esidinden tam bir tane
segmek zorundaysak, kag farkl kahvalt1 sepeti hazirlayabiliriz? Yanit 3x5x2x5x5x3 =
2 x 3% x 5% = 2250°dir.

3.9. Bir futbol kuliiblinde toplam 22 oyuncu vardir ve her pozisyon i¢in 2 oyuncu vardir.
(Futbolda sag agik, sol bek, kaleci, libero filan gibi 11 farkli pozisyon vardir ve bir futbol
takimi 11 kigiden olusur.) Bu futbol kuliibii kag farkh takim dizilimi sahaya stirebilir?
Yanit 2", yani 2048°dir. Eger her oyuncu her pozisyonda oynayabilirse yanit cok daha
biiyiik olur; bu durumda 22 x 21 x - - - x 12 = 28.158.588.057.600 farkl takim dizilebilir.
Eger oyuncularin pozisyonlarini dikkate almazsak, yani takimi bir kiime olarak goriirsek
o zaman yanit ileride goérecegimiz tizere yanit 705.432 olur.

3.10. Her n dogal sayisi icin 2" + 2 = 2"*! olur. Nitekim,
2" 42" =2 x 2" =2"*!
olur. Bunun gibi 3" 4+ 3" 4+ 3" = 3"*! olur. Kanit1 basit:
3" +3" +3" =3x3" =3""
3.11. fo = f1 =1 ve her n > 2 dogal say1s1 igin
frn = fa-1+ fa-2

tanimlarini yapalim, yani eger n > 2 ise her f;, 6nceki iki terimin toplami olsun. Boylece
bir dizi tanimlamig oluruz. Dizinin ilk terimleri goyle:

1,1,2, 35,8, 13,21, 34, ...

Gortildiugi gibi, ilk iki terimden sonraki her terim 6nceki iki terimin toplami. Bu diziye
Fibonacci dizisi denir. Her n igin f, < 2" egitsizligini kanitlayahm. n = 0 ve n = 1
icin bu esitsizliklerin dogru oldugu belli, nitekim

fo=1<1=2"ve fi=1<2=2"
olur. Simdi 2’den biiyiik n’lere el atalim. Diyelim n > 2 i¢in

fn72 S 271,72 ve fnfl S 277,71
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3.12.

3.13.
3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3. Diger Islemler

esitsizliklerini bir bigimde kanitladik. Bakalim bu varsayimlar altinda f,, < 2" esitsizligi
dogru mu? Tanimlara dénerek hesaplayalim:

fn :fn—l +fn—2 S 2n—2+2n—1 §2n—1+2n—1 :271,.

Demek ki fr—2 < 2" 2 ve f,—1 < 2" ! esitsizlikleri dogruysa, f, < 2" esitsizligi de dog-
ruymus. fo < 2° ve f1 < 2! esitsizliklerini daha en bagidan gosterdigimizden, bundan,
fo < 22 esitsizligi cikar. Simdi fi < 2! ve fo < 22 esitsizliklerini biliyoruz; bu iki
esitsizlikten f3 < 2% esitsizligi ¢ikar. Simdi fo < 2% ve fs < 23 esitsizliklerini biliyoruz;
bu iki esitsizlikten f4 < 2% esitsizligi cikar. Boylece devam ederek, f, < 2" esitsizliginin
her n i¢in gegerli oldugunu anlamig oluruz.
Bu tiir kamitlara matematikte “tiimevarimla kanit” denir. Ileride bu konuya cok daha
dikkatlice egilecegiz. Bunu bir 1sinma hareketi olarak addedin.
5 haneli kac¢ dogal say1 vardir? Sayiy1 abcde olarak rakamlariyla gosterelim. a rakami
igin 1’den 9’a kadar 9 secenegimiz var. Ama b, ¢, d ve e rakamlarinin her biri i¢in 0’dan
9’a kadar olmak tizere 10’ar secenegimiz var. Tiim bu segenekler birbirinden bagimsiz,
yani ornegin a’y1 5 olarak se¢mek diger rakamlarin secimini etkilemiyor. Dolayisiyla 5
haneli

9 x 10 x 10 x 10 x 10 = 9 x 10* = 90.000

tane dogal say1 vardir. Besg haneli dogal sayilar 10.000’den baglayip 99.999’a kadar
gittiginden, bunlarin sayisin1 sSyle bir hesapla da bulabiliriz:

(99.999 — 10.000) 4+ 1 = 90.000.

En sondaki +1’e dikkat, eger a < b ise, a ve b dahil, a ile b arasinda b — a tane degil,
b — a+ 1 tane say1 vardir.
100 haneli 9 x 10%° tane dogal say1 vardir.

5 haneli 90.000 dogal say1 oldugunu gordiik. Bunlarin yarisi ¢ift, yarisi tektir. Demek ki
5 haneli 45.000 tane ¢ift, 45.000 tane de tek say1 vardir.

5 haneli 90.000 dogal say1 oldugunu gordiik. Her ii¢ ardisik sayidan sadece biri 3’e
boliiniir. Demek ki bu 90.000 saymin {i¢te biri 3’e boliiniir. Boylece 3’e boliinen 5 haneli
dogal say1 sayis1 30.000°dir. Ayni akil yiiriitmeyle 4’e boliinen 5 haneli dogal say1 sayisimin
90.000/4 = 22.500 oldugu goriiniir. Ayni akil yiiritme 5’e ve 6’ya boliinen 5 haneli dogal
say1 sayisi i¢in de gegerlidir, sonug sirasiyla 18.000 ve 15.000 ¢ikar. Ama 7’ye boliinen 5
haneli dogal say1 sayisi igin biraz farklh bir akil yiiriitme kullanmak lazim ¢linkii 90.000
sayis1 7’ye boliinmez.

5 haneli ka¢ dogal saymin 7’ye boliindiigiinii hesaplayalim. 10.000’den biiyiikesit 7’ye
boliinen en kiigiikk dogal say1 10.003’tiir. 99.999’dan kiigilikesit 7’ye boliinen en biiyiik
dogal say1 99.995’tir. Demek ki

10.003 < 7x < 99.995
esitsizliklerini saglayan x dogal sayilarinin sayisin1 hesaplamaliyiz. Taraflar1 7’ye bolerek
1.429 < x <14.285
buluruz. Bu z’lerin sayis1 da
14.285 — 1.429 + 1 = 12.857

dir.

5 haneli ama ayni rakamin yanyana olmadig kag dogal say1 vardir? En soldaki haneye
0 digindaki 9 rakamdan biri gelebilir. Bunun sagina bu rakam digindaki 9 rakamdan
biri gelebilir vs. Bu sefer her rakamin secimi diger rakamlardan bagimsiz degil, ama her
haneye gelebilecek rakam sayisi sabit, hep 9. Yamt 9°’tir.



3.2. Us Almak 27

3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

n Ogeli bir kiimenin 2" tane altkiimesi oldugunu [1. Kitap]'ta gormiigtiik, bir defa daha
gorelim. Eger kiime {1, 2, ..., n} ise, bir altkiime 1’i igerebilir ya da icermeyebilir (2
secenek), 2’yi igerebilir ya da icermeyebilir (2 secenek), 3’t igerebilir ya da icermeye-
bilir (2 segenek)... Her seferinde iki segenek var. Bu segenekler birbirinden bagimsiz
oldugundan toplam 2" tane altkiime vardir.

Biri mavi digeri kirmiz1 iki zar atalim. Toplam 62, yani 36 tane farkli zar gelebilir ¢iin-
kii mavi zarin 2, kirmizi zarin 3 gelmesiyle, kirmizi zarin 2, mavi zarin 3 gelmesini farkh
olaylar olarak algiliyoruz. Ama eger zarlar birbirinin tipatip aynisiysa 2-3 ile 3-2 arasinda
bir ayrim gozetemeyiz. Eger zarlar ayniysa olay sayis1 36’dan 21’°e diiger. Nitekim zarlari,
1 <z <y <6 olmak iizere, z-y olarak yazarsak, z’in 1’e esit oldugu 6 olay vardir: 1-1,
1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6, ama x’in 2’ye esit oldugu sadece 5 olay vardir: 2-2, 2-3, 2-4, 2-5,
2-6. Okur kolaylikla z’in 3’e esit oldugu sadece 4 olay oldugunu gorecektir. Boylece olay
sayis1 6 +5+4+3+2+1=21olur.

A, B, C, D harfleriyle anlamli ya da anlamsiz kag tane 6 harfli kelime yazabiliriz? 6
harfin gelecegi yerleri soldan saga dogru birer gizgiyle (birer yuvayla) gosterelim:

Bu yuvalara dort harfimizden birini koyacagiz. Hepsi A olabilecegi gibi, hepsi D olabilir.
Harfler herhangi bir diziliste olabilir, bir yuvaya konan harf diger yuvalara konan harfleri
etkilemezler. Dolayisiyla toplam 4° tane kelime vardur.

Birler, onlar ve binler basamaginda 0, 1, 3, 7 ve 8 rakamlarindan biri olan 6 basamakl
kag say1 vardir? En sol basamakta 9 rakamdan biri olabilir. Yiizler ve onbinler basamag:
icin istedigimiz 10 rakamdan birini segebiliriz. Geri kalan {i¢ basamak igin sdylenen beg
rakamdan birini segmeliyiz. Yanit 9 x 10% x 53’tiir.

Bu ornekte her n dogal sayisi igin n < 2" esitsizligini gostermek istiyoruz. Esitsizligin
n = 0 i¢in dogru oldugu 0 < 2° esitsizliginden belli. Diyelim n < 2™ esitsizligini biliyoruz.
(“Biliyoruz” demedim, “diyelim biliyoruz” dedim.) Bakalim ayni esitsizlik n’den bir
sonraki say1 olan n + 1 i¢in dogru mu?

ntl1<2m+1<2" 42m =2t

hesabindan n + 1 < 2" egitsizligi cikar. Demek ki n < 2™ egitsizligi dogruysa, n + 1 <
2"+ esitsizligi de dogru. Yani esitsizlik n icin dogruysa n+ 1 icin de dogru. Esitsizligin
n = 0 i¢in dogru oldugunu bildigimizden, bundan esitsizligin tiim n dogal sayilar: i¢in
dogru oldugu cikar.

Bakalim 2n+1 < 2" dnermesi hangi n dogal sayilar1 icin dogru. Onerme n = 0 i¢in dogru
¢iinkii her iki tarafta da 1 elde ederiz. Ama ayni énerme n = 1 i¢in yanls, ¢iinkii sol
tarafta 3, sag tarafta 2 elde ederiz. n = 2 i¢in de yanhs. Ama n = 3 i¢in dogru, sol
taraf T'ye, sag taraf 8 esit olur. Ornermenin 3 ve 3’ten biiyiik her dogal say1 icin dogru
oldugunu kanitlamak istiyoruz. Bu amagla, 6nerme herhangi bir n > icin dogruysa, ayni
onermenin n + 1 i¢in kamtlayalim. Yani

mE1<2”
esitsizligini varsayarak,
20n+1)+1 < 2"t
esitsizligini kanitlayalim. (Ama n’nin en az 3 oldugunu varsayiyoruz.) Hesaplar soyle:

2n4+1)+1=2n+3=2n+1)+2<2"+2<2" +2" =2x 2" =2,

Demek ki 6nerme n icin dogruysa n + 1 icin de dogru. Onerme n = 3 i¢in dogru oldu-
gundan, bundan, 6nermenin her n > 3 dogal sayis1 icin gecerli oldugu anlagilir.
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3.24.

3.25.

3.26.

3.27.

3.28.
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n? < 2" 6nermesi n = 0, 1, 2 i¢in dogrudur ama n = 3 igin yanligtir. n = 4 igin esitlik
elde ederiz, dolayisiyla n? < 2" esitsizligi n = 4 icin dogrudur. Onermenin her n > 4
dogal sayist i¢in dogru oldugunu kanitlayalim. Yukaridaki yontemi kullanacagiz, yani
onerme herhangi bir n > 4 dogal sayisi icin dogruysa, n + 1 i¢in de dogru oldugunu
kanitlayacagiz. n > 4 olsun ve
2 n
n° <2

onermesinin dogru oldugunu varsayalim. Amacimiz

(TL + 1)2 S 2n+1
esitsizligini kanitlamak. Hesaplara baglayalim:

n+1)=n*+2n4+1<2"+2n+1) < 2"+ 2" =2"1"

(Ugﬁncﬁ egitsizlikte eger n > 3 ise bir 6nceki Ornekte kanitladigimiz 2n + 1 < 2%
esitsizligini kullandik.) Béylece her n > 4 igin n? < 2" olur.

Belli bir asamadan sonra hep n® < 2" oldugu yukaridaki yéntemlere benzer bir yéntemle
oldukga kolay bir bicimde kanitlanabilir. Okurun kanita bir el atmasini oneririz.

10 — 1 sayist 9’a béliiniir. 102 — 1 sayis1 da 9’a boliniir. 10 — 1 sayis1 da 9’a boliiniir.
Her n dogal sayis1 igin 10" — 1 sayisinin 9’a boliindiigii dogru mudur?

103 +1 sayisinin 11’e boliindiigiinii gosterin. 10° —1 sayismm 11°e boliindiigiinii gosterin.
10° + 1 sayisinin 11%e boliindiigiinii gosterin. Bu yapilanlar1 genellestirmeye caligin.

Asagidaki egitlikleri gbzlemleyin:

1 = 211
1+2 = 221
142422 = 221
142422428 = 201
1424224285428 = 251

Bu esitliklerin bir rastlant1 olmadigini tahmin ediyorsunuzdur. Nitekim her n dogal sayisi
icin
142422 4. 42" =2"""_
esitligi gecerlidir. Bu esitligi n = 5 icin kanitlayalim:
T=14+2+2"+2°4+2"42°
olsun. T7yi 2’yle carpalim:
M =2(1+2+22+2° +2* +2°) =24+22 425 4 2 4 2° 4 25
elde ederiz. Demek ki

2T = 2+2°4+2°42% +2° 420
T = 1+4+2+2°+2%4+2%42°
esitlikleri gegerli. Bazi terimler her iki satirda da yer aliyor; onlarin altini gizelim:
2T = 2+2°42° 42" 25426
T = 1+2+42*°+2%4+2%42°

Alttaki esitligi iisttekinden gikarirsak alti ¢izili terimler sadelegir ve geriye
T=2T-T=2°-1
kalir. Aynmi kanit1 5 yerine genel bir n dogal sayisi i¢in yapmak isten bile degildir. Sonug:
Her n dogal sayisi icin
14242 4. 42" =2""1_
egitligi gecerlidir.
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3.29.

(Harvard MIT Matematik Turnuvasi 2004, bkz. [AAZ, sayfa 4]) Ayse, Biilent’e
{1,2,3,4,5,6, 7}

kumesinden sectigi bes sayiman ¢arpimant Bilent’e soylediginde, Bilent bu sayilarinin
toplamanan tek mi ¢ift mi oldugunu bilebiliyor. Ayse’nin se¢tigi saylarin ¢arpima kagtir?
Secilen beg saymin ¢arpimini vermek, segilmeyen iki sayimin carpimini vermeye esdeger-
dir. Bu kiimeden segilen (Ayse’nin se¢medigi) iki saymin ¢arpimi, farkl secimler igin
ayni olabilir mi? Evet. Eger

{3, 4} ya da {2, 6}

secilmigse carpim 12 olur; bir de
{1, 6} ya da {2, 3)

secilmigse ¢arpim 6 olur. Ama ikinci durumda her iki kiimedeki sayilarin toplam tek;
demek ki bu durumda Biilent’in sonucu bulmasina imkan yok. Biilent sonucu bula-
bildigine gore Ayse ya 3 ve 4’ ya da 2 ve 6’y1 se¢memis olmali. Dolayisiyla Ayse’nin
sectigi sayilarin carpimi

I1Xx2Xx3x4x5xX6xT7
12 -

420

olmali.

Aligtirmalar

3.30.
3.31.
3.32.

3.33.

3.34.

3.35.

3.36.

3.37.
3.38.
3.39.
3.40.

3.41.
3.42.
3.43.
3.44.

Hangi sayilarin tek sayida boleni vardir?
Her pozitif ¢ift saymin iki tek sayimin toplami oldugunu kanitlayin.

Tavukguya sirayla n miigteri girer ve her biri ”Bu tavuklarin yarisini ver, bir de fazladan
bir tavuk ver” der. Tavukgu her miisterinin istegini yerine getirir. Ve tavukguda hig tavuk
kalmaz! Tavukguda baglangicta kag tavuk varmig?

Bes Ogeli bir kiimenin kag tane iki 6geli altkiimesi vardir? (10 tane! Hepsini teker teker
bulun.)

Bes 6geli {a, b, ¢, d, e} kiimesinden ¢ 6geli bir altkiime, dort 6geli {z, y, z, t} kiime-
sinden iki 6geli bir altkiime ve son olarak ii¢ 6geli {u, v, w} kiimesinden bir Ggeli bir
altkiime segecegiz. (Ug kiimenin her birinden birer altkiime segecegiz, sadece birinden
degil.) Kag farkl se¢im vardir?

Ya bes ogeli {a, b, ¢, d, e} kiimesinden ii¢ 6geli bir altkiime ya da dort ogeli {z, vy, z, t}
kiimesinden iki 6geli bir altkiime sececegiz. Kag farkli se¢im vardir?

Her biri besg 6geli on kiimenin her birinden iiger 6geli birer altkiime segecegiz. Toplam
kag farkli se¢im vardir?

11’e tam boliinen kag tane 5 haneli dogal say1 vardir?

Tiim rakamlar: birbirinden farkli kag tane 5 haneli dogal say1 vardir?

ik 1000 dogal saymin kag1 17’ye boliiniir?

Hangi n dogal sayilar: i¢in 3" € 5N + 4 olur? Hangi n dogal sayilar: igin 3" € 4N + 1
olur? Hangi n dogal sayilar: i¢in 3" € 12N + 1 olur?

Her n dogal sayis1 igin 3" + 1 sayisinin ¢ift oldugunu gosterin.

Her n ve m dogal sayisi igin 3" + 5 sayisinin ¢ift oldugunu gosterin.

Her k, n ve m dogal saysi icin 3% + 5" 4+ 7™ sayismin tek oldugunu gosterin.

6n + 6 < 2" egitsizliginin n = 0, 1, 2, 3, 4, 5 i¢in yanhs oldugunu gosterin. n = 6 ve
daha biiyiik n dogal sayilari igin sizce esitsizlik dogru mudur?



30

3.45.

3.46.

3.47.

3.48.

3.49.
3.50.

3.51.
3.52.

3.53.

3.54.

3.55.

3.56.

3.57.
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3n2+3n41 < 2" egitsizliginin n = 1, 2, ..., 7 icin yanhs oldugunu gosterin. Onermenin
n =8 ve n =9 i¢in dogru oldugunu gosterin. Daha biiyiik n sayilar1 i¢in ne oluyor?
S(n), n dogal sayisinin onluk tabaninda yaziliminin rakamlarinin karelerinin toplami
olsun. C“)rnegin,

S(347) =3 +4° + 7P =9+ 16 +49 =74
olur. 5(5(999999999999982)) = 7 esitligini gosterin.
R(n), n dogal sayisimin onluk tabaninda yazilimimin rakam sayisi olsun. R(10™) kaga
esittir? R(n) = n esitligini saglayan dogal sayilari bulun. R(n) > n esitsizligini saglayan
dogal sayilar1 bulun.

1 = R(R(R(n))) < R(R(n)) < R(n) <n

egitsizliklerini saglayan bir n dogal sayis1 bulun.
107 sayis1 10° sayisinin 100 katidir. 10'%° sayis1 100 sayisinin 10%° katidir. 10*° sayisinin
10 kat1 10’ dir ama 10 sayisinin 10’uncu kuvveti 10*% olur. 10'° sayisinm 10*° katinin
kac oldugunu herhalde bulabilirsiniz. Ya 10'° sayisim 10'°’uncu kuvveti en basit nasil
yazilir? 10*% sayismim 10 uncu kuvvetinin 10'®’uncu kuvvetini en basit bicimde yazn.
n™") ile (n™)™ sayilarindan hangisi daha biiytiktiir?
n® < 2" esitsizliginin n = 1, 2, ..., 9 icin yanhs oldugunu gosterin. Onermenin n = 10
ve n = 11 i¢in dogru oldugunu gosterin. Daha biiyiik n sayilari igin ne oluyor?
nt < 2" esitsizligi sizce hangi n dogal sayilar icin dogrudur?
Her n dogal sayisi igin 3" — 1 dogal sayisin ¢ift oldugunu kanitlayin. Her n dogal sayisi
icin

1+34+3"+. 43" = (3" -1)/2
esitligini kanitlayin.
Zar Sayisi.
a. Hepsi farkli renklerde {i¢ zar atildiginda olas: kag olay vardir?
b. Birbirinden farki olmayan ii¢ zar atildiginda olay sayisinin 56 oldugunu gosterin.
c. Birbirinden fark: olmayan dort zar atildiginda kag olay vardir?
Tirkcede 8’1 sesli olmak iizere 29 tane harf vardir. Bu 29 harfle, her sesli harften
sonra sessiz harf, her sessiz harften sonra sesli harf gelecek bigimde n harfli kag kelime
yazilabilir? (Not: Kelimeler anlamli olmak zorunda degiller.)

go =1, g1 =3 ve g2 =9 olsun. Eger n > 3 ise
gn = gn—1+ gn—2 + gn-3

tanimini yapalim. Dizinin ilk 6 terimini yazin. Her n € N i¢in g, < 3" esitsizligini
kanitlayin.

go = 0 ve her n € N igin gn4+1 = 29, + 1 olsun.

a. fr, = gn + 1 olsun. Her n € N igin f,,41 = 2f, esitligini gosterin.

b. Yukarida buldugunuzdan her n € N i¢in f,, = 2" esitligini ¢ikarin.

c. Her n € N igin g, = 2" — 1 esitligini gosterin.

go =1 ve her n € Nicin gn+1 = 29, +n — 1 olsun.

a. go, g1, g2, g3, g4 sayilarini bulun.

b. 2" — n ifadesini n = 0, 1, 2, 3, 4 i¢in hesaplaym. Yukaridaki diziyle bir benzerlik
gozlemliyor musunuz?

Cc. fn = ¢gn +nolsun. fo =1 ve fny1 = 2f, esitligini kanitlayin. Buradan, her n € N
igin f, = 2" esitligini kanitlayin. Buradan da g, = 2" — n oldugu ¢ikar.

d. Problemi bir de gbyle ele alalhm: h,, = gn4+1 — gn + 1 olsun. h,, = 2h,,—1 esitligini
kanmitlaym. ho + - - - + hy, toplamini hesaplayarak ayni ¢oziime buradan ulagsmaya caligin.
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Notlar

3.58.

3.59.

3.60.

Karelerin Toplami. Her dogal say1 dort karenin toplami olarak yazilabilir. Ornegin,

8 = 22422402402
18 = 42+12+1%240°
28 = 52412412412
38 = 42432432492
48 = 62422422427

Bunu Fransiz matematikgi Lagrange 1770 yilinda kanitlamigtir ama teoremin dogrulugu
M.O. iiglincli yiizyilda yasamig olan Eski Yunan matematik¢i Diofant tarafindan da
biliniyordu.

Ug Karenin Toplami. Ama her dogal say1 {li¢ karenin toplami olarak yazilamaz.
Ornegin 7 sayis1 1i¢ karenin toplami degildir. Yine Fransiz matematik¢i Legendre 1797-
1798’de 4™ (8m + 7) turiinden sayilarin ti¢ karenin toplami olarak yazilamayacagimi ama
digerlerin yazilacagini kanitlamigtir.

Kiiplerin Toplami. Acaba her dogal say1 belli (yani sabit) sayida kiipiin toplami olarak
yazalabilir mi? Deneyelim:

0o = 0°

1 = 13

2 = 13413

3 = 13413418

4 = 1P+124+13418

7T o= P4+ 134+134+13413413
8 = 28

Goriildigii lizere en az 7 tane kiip gerekiyor. Acaba her dogal say1 7 kiipiin toplami
olarak yazilabilir mi? 8’in sonuna 1’ler ekleyerek 14’e kadar her sayiy1 en fazla 7 kiipiin
toplami olarak yazabiliriz, mesela:

14=24+14+1°+1° +1° +1° 412

Ama 15 i¢in 8 tane kiip gerekiyor, daha az1 yetmiyor:

B=2 41+ 1P+ 1%+ P+ 1% + 12 +1°
Acaba her dogal say1 8 tane kiipiin toplami olarak yazilabilir mi? Nitekim 16 i¢in sadece
iki kiip yetiyor:

16 = 2° +2°.

Bu esitlige 1’ler ekleyerek 22’ye kadar her sayiy: 8 tane kiipiin toplami olarak yazabiliriz,
Ornegin:

22=2"+2° + 1P+ 1P+ 1® 4+ 1° + 17 + 1%
Peki ya 237 Ne yazik ki 23 i¢in 8 tane kiip yetmiyor, illa dokuzuncusu gerekiyor:

23=2"4+2° + P+ P+ 1P+ P+ 1P+ 1P 0%

Acaba her dogal say1 9 tane kiipiin toplami olarak yazilabilir mi? 24 i¢in sadece ii¢ kiip
yetiyor:

24 =2° +2° 4+ 2%
Bundan sonra 29’a kadar 1’ler ekleyerek gidebiliriz:

29=23 425+ + ¥+ 13+ 13+ 13413+ 15
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3.61.

3.62.

3. Diger Islemler

30’un yardimma 3® = 27 yetisiyor:
30=3"+1°+1>+1°

Okur denemelere devam edebilir ama biz burada duracagiz. Her dogal sayinin en fazla
9 tane kiiplin toplami olarak yazilabilecegi 20’nci yiizyilin basglarinda kanitlanmigtir.
Ama daha fazlas1 bilinmektedir: 9 tane kiip gerektiren sadece iki say1 vardir: 23 ve 239.
Diger ttim sayilar en fazla 8 tane kiipiin toplami olarak yazilabilir. 8 tane kiip gerektiren
sayllar bilinmektedir: 15, 22, 50, 114, 167, 175, 186, 212, 231, 238, 303, 364, 420, 428
ve 454. Diger tiim sayilar en fazla 7 tane kiipiin toplami olarak yazilabilir. Ancak tam
7 tane kiip gerektiren sayilarin sayisinin sonlu olup olmadig bilinmemektedir. Bugiine
kadar 7 kiip gerektiren bilinen en biiyiik say1 8042’dir. Bir saniya gore 7.373.170.279.850
sayist dort kiipiin toplami olarak yazilamayan en biiyiik sayidir, yani bu sayidan biiyiik
tiim sayilarin dort kiipiin toplami olarak yazildigi saniliyor; bu sadece bir sani, kaniti
bilinmiyor.

Doérdiincii Kuvvetlerin Toplami. Her say: en fazla 19 tane dordiincii kuvvetin top-
lami olarak yazilabilecegi kanitlanmistir. Waring problemi olarak bilinen genel problem,
verilmig her n > 1 dogal sayisi i¢in, her dogal sayinin en fazla m tane n’inci kuvvetin
toplami olarak yazilacagi bir m sayisinin olup olmayacag: problemidir. Yukaridaki not-
larda da soyledigimiz lizere, n = 2 ise m = 4 oluyor, n = 3 ise m = 9 oluyor ve biraz
once sdyledigimiz tizere n = 4 ise m = 19 oluyor. Unlii matematik¢i David Hibert bu
problemi 1909 yilinda olumlu olarak kanitlamigtir.

Fermat’nin Son Teoremi. Yil 1637 saniliyor. Vebanin ve savagin Avrupa’y1r kasip
kavurdugu yillar. Yer Toulouse, Fransa’nin giineyinde, Ispanya smirina yakin bir kent.
Fransiz hukuk adami, ayni zamanda amator matematikgi, ama amator olmasina kargin
cagimm en bilyilk matematikcisi Pierre de Fermat® (1601-1665), okumakta oldugu Di-
ofantos’un* Aritmetik adli yapitinin sayfa kenarma Latince, “Hanc marginis exiguitas
non caperet,” diye not diiger, yani “sayfa kenarinda kanit i¢in yeterince yer yok.” Fer-
mat’nin sézlinii ettigi su teoremin kaniti:

Fermat’nin Son Teoremi. Eger n, 2’den biyik bir dogal saypysa, x" + y™ = 2"

denkleminin pozitif dogal sayilarda ¢6zimi yoktur.

Ornegin teorem, 27 +3™ = 2™ denklemini hichir (x, y, z) pozitif dogal say1 {icliisii sag-
lamaz, yani bu denklemin pozitif dogal sayilarda ¢6ziimii yoktur.

Bu teoremi Fermat gergekten kanitlamig midir? Bilinmiyor. Biiyiik bir olasilikla higbir
zaman da bilinemeyecek. Diinyanin en biiylik beyinleri ii¢ yiiz yili agkin bir stiredir
teoremi kanitlamaya calistilar®.

Bu caligmalar sonucu modern cebir dogdu. Teoremi kanitlamak icin geligtirilen yontem-
ler ve bulunan kavramlar salt matematikte degil, bagka dallarda da uygulama alani
buldular.

Haziran 1993’te teoremin kanitlandigi duyuruldu. Andrew Wiles adli bir matematikgi
kanitladi. Ama Fermat’nin Son Teoremi’nin kanitlandigr ilk kez duyurulmuyordu. Daha
once bir¢ok tinlii matematik¢i teoremi kanmitladigini sandiysa da sonradan kanitlarin
yanlig oldugu anlagildi. Bu matematik¢ilerden en {inliileri gecen yiizyilda yasamig olan
Cauchy (1789-1857), Lamé (1795-1870) ve Kummer’dir (1810-1893). Nitekim birkag
ay sonra bu kanitta da yanlig oldugu anlasildi, ama bu kez kanita ¢ok daha fazla

3“Pier d6 Ferma” okunur.
“Diofantos, M.O. 3%incii yiizyilda yasamis Yunanh bir matematikgcidir.
5 Aslinda kanitlanmamis bir 6nermeye teorem denmez, “sam” denir. Ama Fermat’nin 6ner-

mesine “Fermat’nin Son Teoremi” adini vermek matematikgilerin bir ahiskanhigidir.
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yaklasilmigti. Yaklagik bir yil siiren bir ¢aligma sonucunda, Kasim 1994’te Wiles kanitini
ogrencisi Richard Taylor’in yardimiyla diizeltti. Artik teoremin dogru oldugu biliniyor.
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Cek Cumhuriyeti’'nin Andrew Wiles’in Fermat’nin Teoremi’ni
kanitlamasi dolayisiyla ¢ikardigr pul

Fermat’nmin Teoremi olaganiistii bir iine sahipti. Her seyden Once 6nerme ¢ok kolay
anlagiliyordu, bir ilkokul 6grencisinin anlayabilecegi seviyede bir soruydu. Dolayisiyla bu
teoremle salt profesyonel matematikciler ugrasmadi. Amator ya da profesyonel olsun,
bir tek matematik¢i yoktur ki yasaminin bir déneminde teoremi kanmitlamaya galigmig
olmasin. Ju an, teoremin ¢ok daha basit bir kanitin1 bulmaya caligan amatér matema-
tik¢iler oldugundan eminim.

Fermat’nin teoreminin herhangi bir uygulamasimn oldugunu sanmiyorum. Ama teoremi
kanitlamak i¢in gelistirilen yontemler, bulunan kavramlar ve kanitlanan diger sonuglarin
miithig yarar: olmugtur. Fermat’nin teoremi, matematikgiler icin bir nevi sinavdi. Belki
higbir uygulamasi olmayacak bu soru sayesinde matematikte ve 6zellikle cebirde olaga-
niistii atilimlar yapilmigtir.

3.3 Faktoriyel

Eger n bir dogal sayiysa, “n faktoriyel” olarak okunan n! ifadesi soyle tanim-
lanir:
nl=1x2x---xn.

Yani n! sayisi ilk n pozitif dogal sayinin carpimina esittir. Ornek:

1 =1 = 1
21 = 1x2 = 2
31 = 1x2x3 = 6
4! = 1x2x3x4 = 24
5 = 1x2x3x4x5 = 120
6! = 1x2x3x4x5x6 = 720
Tl = 1x2x3x4x5X6x%xT7T = 5.040
8l = 1x2x3x4x5x6xT7x8 = 40.320
9 = 1x2x3x4xbx6x7x8x9 = 362.880
100 = 1x2x3x4x5x6xT7Tx8x9x10 = 3.628.800

Basamak sayis1 bu agsamadan sonra her seferinde en az 1 artar, 100! ve son-
rasinda da en az 2 hane, 1000! ve sonrasinda en az 3 hane artar. Yani faktori-
yellerle kisa zamanda devasa sayilara ulagilir.



34 3. Diger Islemler

n! saywst ilk n pozitif sayinin carpimina egit oldugundan, 0! sayisi ilk 0
pozitif dogal sayinin carpimidir, yani hi¢ tane dogal saymin carpimidir; daha
once hi¢ tane saymin ¢garpimini 1 olarak tanimlamigtik (bkz. sayfa 21). Demek
ki tanim geregi

ol=1

olur. Elbette her n dogal sayis1 i¢in,
(n+1)!=(Mn+1)xn!

esitligi gecerlidir. 0! = 1 tanmim sayesinde bu esitlik n = 0 igin de dogrudur.
(Goriildiigii tizere hig tane sayimin ¢arpimini 1 olarak tanimlamak ¢ok igimize
yariyor. Eger 0! diye bir say1 tamimlamak gerekirse, bu sayiy1 1 olarak ta-
mimlamak gerekir, en dogal se¢im bu. Ileride bu tammmn baska yararlarm
da gorecegiz. Ama eger 0! ifadesinin tanimi bizi zorda biraksaydi, hayatimizi
zorlagtirsaydi, o zaman bu ifadeyi tanimsiz birakirdik.)

Faktoriyellerin gok ¢abuk biiytidigiinii gérmek i¢in (zaten gabuk biiyiidii-
ginii bildigimiz) 2’'nin kuvvetleriyle faktoriyelleri karsilagtiralim:

20 = 1 o = 1
2l = 2 1l = 1
22 = 4 21 = 2
2% = 8 3 = 6
2t = 16 4! = 24
2 = 32 5! = 120
26 = 64 6! = 720
2T = 128 7 o= 5.040
28 = 256 8 = 40.320
29 = 512 9 = 362.880
210 = 1024 10! = 3.628.800
Goriildiigi tizere n = 4, 5, 6, ..., 10 ise n! sayilar 2" sayilarindan daha biiyiik

(daha o6nce degil) ve giderek de biiyiikliikleri astronomik olarak artiyor. 4 ve
sonrasinda hep Oyle devam eder: Eger n > 4 ise

2" < n!

olur. Bu esitsizligi de ileride kanitlayacagiz. Benzer bir esitsizlik belli bir n’den
sonra 2 yerine 3 i¢in de gecerlidir, yani belli bir n sayisindan sonra hep 3" < n!
olur. Hatta her k dogal sayisi icin, eger n yeterince bliyiikse hep £™ < n! olur.
Hiilasa, n! sayilar1 devasa sayilardir.

n! sayisimmn dogal bir yorumu vardir: Diyelim n kisiyi numaralandirilmis
n koltuga her koltuga bir kigi gelecek bicimde oturtacagiz. Bunu kag farklh
bicimde yapabiliriz? Birinci koltuga n kigiden birini oturtabiliriz. Yani birinci
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koltuk icin n secenegimiz var. Birinci koltuga n kigiden birini oturttuktan
sonra, ikinci koltuga oturtabilecegimiz n — 1 kisi kalir. Ikinci koltuga da kisiyi
oturttugumuzda tiglincii koltuga oturtabilecegimiz kisi sayist n — 2’ye diiger.
Her sonraki koltukta secenekler 1 eksilir. Ilk koltuk icin n segenegimiz vard,
ikinci koltuk icin n — 1, iigiincii koltuk i¢in n — 2. Bu boylece devam eder, en
son koltuga da oturtabilecegimiz tek bir kisi kalir. Boylece n koltuga n kisiyi

nx(n—1)xn—-2)x---x3x2x1=nl

farkl bicimde oturtabiliriz. Ornegin n = 3 ise ve kisilere A, B ve C adlarim
verirsek, oturtmalar1 (!) su sekilde yapabiliriz:

ABC
ACB
BAC
BCA
CAB
CBA

Toplam 6 tane var, yani 3! tane.
Bir bagka 6rnek: n = 4 ise ve kisilere A, B, C ve D adlarini verirsek, insan
oturtmalarini su sekilde yapabiliriz:

ABCD BACD CABD DABC
ABDC BADC CADB DACB
ACBD BCAD CBAD DBAC
ACDB BCDA CBDA DBCA
ADBC BDAC CDAB DCAB
ADCB BDCA CDBA DCBA

Sayarsaniz toplam 24 tane oturtma bi¢imi oldugunu goreceksiniz, yani 4! tane.
Bu arada yukaridaki listelerin rastgele olmadigini, belli bir diizenle, sozliik
sirastyla, yani alfabetik sirayla yazildigini goreceksiniz. (Soldaki stitundan bag-
layarak yukaridan agagiya dogru okuyun.)

ABCDE kelimesinin harflerini de 5! = 120 farklh bicimde karabiliriz. 120
tane kelimeyi ABCDE’den EDCBA’ya kadar alfabetik sirayla teker teker
yazmak zor olabilir ama mesela CBDFEA kelimesinden énce ve sonra gelen
kelimeleri bulabilmeniz lazim. Bu arada C'B ile baglayan 3! tane, C ile baglayan
4! tane kelime olduguna da dikkatinizi ¢ekerim.

Asagidaki 6rnekler ve aligtirmalar 6nemlidir. Bir sonraki béliimii daha iyi
anlamaniz1 saglayacaktir.
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Ornekler

3.63.

3.64.

Elimizde A, B ve C harfleri var ve bu harflerin her birini tam bir defa kullanarak (Ttirk-
gede ya da bagka bir dilde anlami olmasi gerekmez) ii¢ harfli kag sozciik iiretebiliriz?
Bu soruyu yamtlamak icin sézciikleri -alfabe sirasina gore- siralayalim:

ABC, ACB, BCA, BAC, CAB, CBA.

Demek 6 sozciik iiretebilirmisiz.
Bu problemi s6yle diiglinelim. Soldan saga dogru ii¢ yerimiz olsun.

Bu ti¢ yere ti¢ harfi teker teker yerlestirecegiz. Birinci yer igin {i¢ se¢enegimiz var, birinci
yere gelecek harf secildikten sonra ikinci yere gelecek iki harf kalir, ikinci yere gelecek
harf de segildikten sonra figiincii yere geri kalan tek harf gelmek zorundadir. Yani ilk
harf icin 3, sonraki igin 2 ve en sonuncu harf igin 1 segenek kalir. Bu segenekleri bir

“agag” lstlinde gosterebiliriz:

A B C
AB AC BA BC CA CB

S S A

ABC ACB BAC BCA CAB CBA

Eger ilk harfimiz A ise, ikinci harf igin iki segenegimiz var: B ve C. Dolayisiyla A
budagindan B ve C' dallarimi1 sallandiriyoruz. Bu son dallarin her birinden sonra birer
dal daha qkacaktir. Ornegin soldan birinci dal olan AB dalimmn sonuna C gelecektir.
Her ii¢ dal i¢in bunu yaptigimizdan, bu 3 harfle toplam

3x2x1=3!

tane iki degisik harfli s6zciik yazabilecegimizi goriiriiz.
A, B, C, D harflerinin her birini kullanarak 4! tane dort harflik (anlamh ya da anlamsiz)
kelime yazabiliriz. Tiim kelimeleri metinde yazmistik zaten, bir daha yazalim:

ABCD BACD CABD DABC
ABDC BADC CADB DACB
ACBD BCAD CBAD DBAC
ACDB BCDA CBDA DBCA
ADBC BDAC CDAB DCAB
ADCB BDCA CDBA DCBA

Bu problemi goyle diigiinelim. Soldan saga dogru dort yerimiz olsun.

Bu dort yere dort harfi yerlegtirecegiz. Birinci yer icin dort segenegimiz var, birinci yere
gelecek harf secildikten sonra ikinci yere gelecek ii¢ harf kalir, ikinci yere gelecek harf
de segildikten sonra {iciincii yere geri kalan iki harften biri gelmek zorunda, en sonuncu
harf ilk ti¢ harften geri kalan harftir. Yani ilk harf i¢in 4, sonraki i¢in 3, daha sonraki
igin 2 ve en sonuncu harf icin 1 segenek kalir. Dilersek bu segenekleri bir énceki 6rnekte
oldugu gibi bir “aga¢” istiinde gosterebiliriz. Agag bu sefer, 6nce 4, sonra 3, sonra 2 ve
en nihayetinde 1 kez dallanacak.
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3.65.

3.66.

3.67.

3.68.

3.69.

3.70.

A harfini iki defa kullanarak ama B ve C harflerini birer defa kullanarak doért harfli kag
kelime yazabiliriz? Bu soruyu ¢6zmek i¢in kullanacagimiz iki A harfini ayrigtiralim, bi-
rine A;, digerine A2 diyelim. Artik A; ve As’yi ayr1 harfler olarak addediyoruz, biri ince
A, digeri kalin A olarak algilanabilir. Bu Ay, A2, B, C harfleriyle 4! tane kelime yaza-
bilecegimizi bir 6nceki 6rnekte gorditk. Ama bu kelimelerde aslinda ayni olmasi gereken
Ay ve Az harfleri yer aliyor. Eger A; ile A arasindaki farki kaldirirsak, kelime sayimiz
azalir. Ornegin CA; BA; ve C A3 BA; kelimeleri C ABA kelimesine déniisiir. Kelimelerin
yarisinda A; harfi Az’den 6nce gelir, diger yarisinda As harfi A;’den 6nce gelir, yani
A; ve As kullanarak tiiretilmis her iki kelime, A’lar arasindaki fark kaldirildiginda aym
kelimeye doniigiir. Demek ki sorumuzun cevabini bulmak igin 4! sayisim 2’ye bolmeliyiz.
Yanit 12°dir.

A, B ve C harflerinin her birini en az bir defa kullanarak dort harfli ka¢ kelime yazabi-
liriz? Harflerden birini iki defa kullanmaliyiz. A’y1 iki defa kullanarak 12 farkhi kelime
kullanacagimizi gordiik. Ayni sey tabii B’yi ya da C’yi iki defa kullanirsak da gegerli.
Demek ki yanit 3 x 12 = 36 imis.

A harfini ii¢ defa kullanarak ama B ve C harflerini birer defa kullanarak beg harfli
kag kelime yazabiliriz? Bu soruyu ¢6zmek i¢in kullanacagimiz ii¢ A harfini ayrigtiralim,
artik i tane A harfi yerine, sadece birer defa kullanabilecegimiz A;, As, As harfleri
olsun. Ay, Az, Az, B ve C harflerini birer defa kullanarak tam 5! tane beg harflik kelime
yazabilecegimizi onceki aligtirmalardan biliyoruz. Bu 5! farkli kelimede A;, Az ve Ag
harfleri tam 3! farkli bicimde siralanmigtir: Soldan saga dogru harfleri okudugumuzda
once Aj, sonra As, ve en sonda As gelebilir; ya da 6nce As, sonra As, sonra A; gelebilir;
bunun gibi A; harfleri tam 3! farkli siralamada gelebilir. A’larm altindaki 1, 2 ve 3
gostergeclerini kaldirdigimizda, yani cesitli A’lar arasinda artik fark gozetmedigimizde,
kelime sayis1 5P’den 5!/3! = 5 x 4 = 20’ye diiser. Yamt 20’dir.

A harfini ti¢ defa kullanarak ve B harfini dort defa kullanarak 7 harfli kag kelime yaza-
biliriz? Bu soruyu ¢ézmek icin kullanacagimiz ii¢ A harfini ayrigtiralim, artik ti¢ tane A
harfi yerine, sadece birer defa kullanabilecegimiz A1, A2, Az harfleri olsun. Ayni seyi B
harfi i¢in de yapalim. A1, A2, As, B1, B2, Bs, By harflerini birer defa kullanarak tam
7! tane beg harflik kelime yazabilecegimizi 6nceki aligtirmalardan biliyoruz. Bu 7! farkl
kelimede A;, Ay ve As harfleri tam 3! farkli bigimde siralanmigtir: Soldan saga dogru
harfleri okudugumuzda énce A1, sonra A2, ve en sonda As gelebilir; ya da 6nce Az, sonra
As, sonra A; gelebilir; bunun gibi A;’ler tam 3! tane farkli siralamada gelebilir. Ayni
sey Bi1, Bz, B3, By harfleri igin de gegerli; bunlar da 4! farkli bicimde bir kelimede be-
lirebilirler. A’larin altindaki 1, 2 ve 3 gostergeglerini kaldirdigimizda, yani gesitli A’lar
arasinda artik fark goézetmedigimizde, aym seyi B’ler igin yaptigimizda kelime sayisi

7den
7!

314!
sayisina diiger.
A harfini {i¢ defa kullanarak, B harfini dort defa kullanarak, C' harfini de beg defa
kullanarak 12 harfli kag kelime yazabiliriz? Uc tane A yerine A, As, As koyalm. B ve
C' harfleri igin de benzer seyi yapalim. Boylece toplam 12 farkli harfimiz olur. Bu 12
farkl harfle tam 12! tane 12 harfli kelime yazabiliriz. Ayrigtirilan A, B ve C harflerini
tekrar birer harf olarak sayarsak, kelime sayimiz

12!
31415!

sayisina diiser. Hesap yaparsak 27.720 buluruz.

A, B ve C harflerinin her birini en az bir defa kullanarak bes harfli kag kelime yazabiliriz?
Ya iki harf ikigser defa ya da bir harf {i¢ defa kullanilmali.
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A ve B’yi ikiger defa kullanirsak '
5!
5191 = 30
kelime yazabiliriz. Ayni seyi B ve C' ile ya da A ve C ile de yapabiliriz. Demek ki iki
harfi ikiger defa kullanarak
3 X 2%' =3x30=90
kelime yazabiliriz.
Ya bir harfi ii¢ defa kullanarak kag kelime yazabiliriz? Yukaridaki gibi diisiiniirsek bir
harfi ii¢ defa kullanarak
3 X g—: =3x20=60
kelime yazabilecegimizi goriiriiz. Demek ki yanit 90 4+ 60 = 150°dir.
Bu kelimeleri alfabetik siraya sokabilmek énemlidir. Liste soyle baglar: AAABC, AA-
ACB, AABAC, AABCA, AACAB, AACBA. Son kelime CCCBA’dir. ACABA kelime-
sinin kaginci sirada oldugu ilging bir soru.
Aligtirmalar

3.71. Bugiine kadar yaklasik kac faktoriyel saniye yasadiginizi bulun.

3.72. AABCD kelimesinin tim harflerini kullanarak yazilan 5!/2 = 60 kelimeyi alfabetik
sirada yazin.

3.73. AAACB kelimesinin tiim harflerini kullanarak yazilan 5!/2 = 60 kelimeyi alfabetik
sirada yazarsak ACABA kelimesi kacinci sirada olur?

3.74. 7! sayis1 2'nin en fazla kaginci kuvvetine boliiniir?

3.75. 10! sayis1 2'nin en fazla kaginci kuvvetine boliiniir? 10! sayis1 3’iin en fazla kaginci kuv-
vetine boliiniir? 10! sayis1 6'nin en fazla kacinci kuvvetine boliintir?

3.76. 100! sayist 2’nin en fazla kaginci kuvvetine béliintir? 100! sayis1 4’tin en fazla kaginc
kuvvetine boliiniir? 100! sayis1 3’iin en fazla kaginci kuvvetine boliiniir? 100! sayis1 6'nin
en fazla kacinci kuvvetine boliiniir?

3.77. ap =1 ve her n > 1 dogal sayis1 i¢in a,, = na,—1 olsun. aigo kagtir?

3.78. A, B, C, D, E harfleriyle 6 harfli kag kelime yazabiliriz? (Her harf kullanilmak zorunda
degil.)

3.79. Alt1 farkh harfin altisim1 da birer defa kullanarak alt1 harfli kag kelime yazilir?

3.80. A harfini dort defa, B, C' ve D harflerini birer defa kullanarak 7 harfli ka¢ kelime yazilir?

3.81. A harfini dort defa, B, C' ve D harflerini liger defa kullanarak 13 harfli ka¢ kelime yazilir?

3.82. A, B, C ve D harflerinin her birini en az bir defa kullanarak bes harfli ka¢ kelime yazilir?

3.83. A, B, C ve D harflerinin her birini en az bir defa kullanarak alt1 harfli kag kelime yazlir?

3.84. A, B ve C harflerinin her birini en az bir defa kullanarak alt1 harfli ka¢ kelime yazilir?

3.85. AAABB kelimesinin tiim harflerini kullanarak 5 harfli ka¢ kelime yazlir?

3.86. AAABBCC kelimesinin tiim harflerini kullanarak 7 harfli kag kelime yazlir?

3.87. AAAABBBBCCCDD harflerinin hepsini kullanarak kag kelime yazabiliriz?

3.88. ABRAKADABRA kelimesinin tiim harflerini kullanarak 11 harfli kag kelime yazilir?

3.89. 22 kisilik bir simiftan 11 kigilik bir futbol takimi, 6 kigilik bir voleybol takimi ve 5

kisilik bir basketbol takimi ¢ikarmak istiyoruz, ama ayni 6grenci iki farklh takimda ola-
maz. Bunu kag farkli bigimde yapabiliriz? (ipucu: Ogrencileri soldan saga dogru siraya
dizin. Elinizde 11 tane F' harfi, 6 tane V harfi ve 5 tane B harfi olsun. Bu harf-
leri yapacaklar: spora gore ogrencilere dagitacaksiniz. Ogrenciler siraya dizildiginden,
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ogrencilere dagitacaginiz harfler 11 tane F’si, 6 tane V'’si ve 5 tane B’si olan bir kelime
olugturacaktir. Soru, bu harflerle kag kelime yazlabilecegi sorusudur.)

3.90. 30 kisilik bir simiftan 11 kisilik bir futbol takimi, 6 kisilik bir voleybol takimi ve 5 kisilik
bir basketbol takimi gikarmak istiyoruz, ama ayni 6grenci iki farkl takimda olamaz.
Bunu kag farkl bi¢imde yapabiliriz? (Ipucu: Bir 6nceki soru gibi, ama hi¢bir takima
girmeyenler misket oynasinlar! Harflere 8 tane M eklendi...)

3.91. Her n dogal sayisi i¢in n! < n' egitsizliginin niye dogru oldugunu anlayabilir misiniz?

3.92. 2™ < nl egitsizligi hangi n dogal sayilari igin dogrudur? 3" < n! esitsizligi hangi n dogal
sayilart i¢in dogrudur? 4" < n! esitsizligi hangi n dogal sayilar: i¢in dogrudur?

3.93. 5" < (n—1)! esitsizligi hangi n > 1 dogal sayilar: i¢in dogrudur? 2" < (n—2)! esitsizligi
hangi n > 2 dogal sayilar: igin dogrudur?

3.94. n? < 2" esitsizligi hangi n dogal sayilar icin dogrudur?

3.95. 34 4n 4+ n? < 2" esitsizliginin hangi n dogal sayilar: icin dogru oldugunu tahmin edin.

3.96. n3 < 2" esitsizliginin hangi n dogal sayilar: icin dogru oldugunu tahmin edin.

3.97. n!+ m! = k! esitliginin tiim ¢6ziimlerinde n ve m’nin 0 ya da 1 oldugunu, k’nin ise 2
oldugunu kanitlayin.

3.4 Altkume Sayisi

Bu altboliimde n 6geli bir kiimenin kag¢ tane k£ 6geli altkiimesi oldugunu bu-
lacagiz. Ornegin 5 6geli {1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin tam 10 tane 3 6geli altkiimesi
vardir; iste o altkiimeler:

{1, 2, 3}

{1, 2, 4}

{1, 2, 5}

{1, 3, 4}

{1, 3, 5}

{1, 4, 5}

{2, 3, 4}

{2, 3, 5}

{2, 4, 5}

{3, 4, 5}

Bu kiimelerin tiimleyeni bize 2 ogeli altkiimeleri verir. Dolayisiyla 5 ogeli
bir kiimenin 3 6geli altkiime sayisi, 2 ogeli altkiime sayisina esittir. Bu akil
yuriitmeyi genellegtirmek isten bile degildir: n 6geli bir kiimenin k 6geli alt-
kiime sayisi, n — k Ogeli atkiime sayisina esittir.

Eger genel sorunun yamitini bulursak, érnegin, 30 kisilik bir siniftan kag
farkli bicimde 11 kisilik futbol takimi secebilecegimizi de 6grenmis oluruz, ne
de olsa bu problem, 30 ogeli bir kiimenin 11 6geli altkiime sayisin1 bulmaya
denk.

Bundan sonrasimi okumadan énce Ornek 3.64 ve sonrasimi okuyup anla-
maniz yararl olacaktir. Oradaki 6érneklerin bazilarina burada ihtiyacimiz ola-
cak.
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n ogeli kiimemiz

X={1,23,...,n}

olsun. Bu kiimenin k ogeli altkiime sayisin1 hesaplayacagiz. Yani bu n oge
arasindan kac farkli bicimde & tane 6ge secebilecegimizi hesaplayacagiz.

Kiimenin ogelerini soldan saga dogru siraya dizilmis yerler olarak algilaya-
lim: Birinci yer, ikinci yer, ..., n’inci yer. Yerlerin resmi agagida:

Ha X kiimesinden k 6geli bir altkiime se¢misiz, ha bu n tane yerden k ta-
nesini secmisiz, ayni sey. Ornegin, sectigimiz yerlere A harfini yerlestirirsek,
yukaridaki ornekteki gibi n = 5, k = 3 ise, altkiimelerle yer se¢imleri arasindaki
iligki asagidaki gibi olur:

(1,23} «> AAA— —
(1,2,4) +—> AA - A-—
{1,2,5}) «—> AA— —A
{1,3,4}) «—> A— AA-
{1,3,5}) «—» A—A— A
{1,4,5}) «> A— —AA
{2,3,4} «— —AAA-
(2,3,5) «> —AA— A
(2,4,5) «> —A— AA
(3,4,5) +—> — — AAA

Sol tarafta 5 6geli {1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin 3 6geli altkiimeleri yer aliyor, sag
tarafta ise 5 yer arasmda secilebilecek 3 tane yerin listesi. (Secilmig yerleri A
harfiyle gosterdik.) Ornegin

{2, 4, 5}

altkiimesine 2’nci, 4’iincii ve 5’inci yerlerin se¢imi, yani
—A - AA

dizisi tekabiil etmis.

Yeni sorumuz soyle: n tane yer arasindan kac farkli bicimde k& tane yer
segebiliriz? Yukaridaki ornekte sectigimiz yerleri A harfiyle gosterdik. Oldu
olacak secmedigimiz yerleri de B harfiyle gosterelim. O zaman o6rnegimiz su
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hale doniisiir:
{1, 2, 3}
{1, 2, 4}
{1, 2, 5}
{1, 3, 4}
{1, 3, 5}
{1, 4, 5}
{2, 3, 4}
{2, 3, 5}
{2, 4, 5}
{3, 4, 5}

IT1T111111

Boylece {1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin 3 6geli her altkiimesi, ti¢ adet A ve iki adet
B’den olusan bir (ve bir tek) kelimeyle ifade edilir. (Ayni seyi A ve B yerine 0
ve 1 ile [1. Kitap, Ornek 3.32]’de yapmustik.) Genel problemimize geri dénecek
olursak, X kiimesinde toplam n tane 6ge olduguna gore, kelimenin uzunlugu
n olmahdir. Ama secilen altkiimede k tane 0ge oldugundan, kelimede tam k
tane A olmalidir (dolayisiyla n — k tane de B olmalidir). Simdi problem, &
tane A’nin ve n — k tane B’nin her birini tam bir defa kullanarak kag farkh
n harfli kelime yazabilecegimiz problemine doénitigtii. (Buna benzer problem-
leri bir 6nceki altboliimdeki orneklerde ¢ozmiugtiik. Okurun o problemlere bu
agamada tekrar bakmasinda yarar olabilir.) Once A’lar1 ve B’leri birbirinden

ayiralim: k tane A yerine

AL, A, ..

ve n — k tane B yerine

Bi, B, ...

yazalim.

Ay, Ag, ...y Ay, By, B, ...

harfleriyle tam n! tane kelime yazabilecegimizi biliyoruz ¢iinkii burada tam
n! tane farkli harf var. Ama A ve B’lerin sag yamacindaki gostergegler si-

lindiginde kelime sayis1 azalir, ornegin

A1A2A3B132B3B4 ile AgAQAlBQB4BlBg

AAABB
AABAB
AABBA
ABAAB
ABABA
ABBAA
BAAAB
BAABA
BABAA
BBAAA

7Ak

) Bn—k

kelimeleri arasinda fark kalmaz, her ikisi de

AAABBBB

kelimesine doniigiir. Gostergecler silindiginde kag farkli kelime ayni kelimeye

dontigtr?

Ay, A, ..

7Ak

) ank

41
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harfleri tam k! farkli bigimde siraya dizilir; yani A’larin gostergeclerini kaldir-
digimizda k! tane kelime aymi kelimeye doniisiir.

By, By, ...,By_y

harfleriyse tam (n—k)! farkh bigimde siraya dizilir; yani B’lerin gostergeglerini
kaldirdigimizda (n — k)! tane kelime aymi kelimeye doniigiir. Boylece hem
A’larin hem de B’lerin gostergeclerini kaldirdigimizda tam

E!'(n —k)!
tane kelimenin aym kelimeye doniigtiigiinii goriirtiz. Demek ki
A17 A2> R Ak‘a Bla B27 RN Bn—k

harfleriyle yazilan n! tane kelimeden, tiim gostergecler kaldirildiginda, geriye

sadece
n!

k!l (n — k)!
tane kelime kalir. Bir bagka deyisle k tane A ve n — k tane B ile toplam

n!

E!'(n —k)!

tane kelime yazilir. Bu da tam tamina n 6geli bir kiimenin k£ ogeli altkiime
sayisidir. Agagidaki 6nemli teoremi kanitladik:

Teorem 3.1. Eger 0 < k < n ise, n ogeli bir kimenin tam

n!

E!'(n —k)!
tane k ogeli altkimesi vardar.

Kanit: Teoremi yukarida zaten kanitlamistik. Tkinci bir kamit daha verelim. n
ogeli bir kiime alalim. Bu kiimenin k£ 6geli bir altkiimesini segecegiz. Bakalim
kag farkl bicimde secebilecegiz. Once kiimenin “birinci” ogesini segelim. Bili-
yoruz, kiimelerin birinci ya da ikinci 6gesi olmaz, kiimelerde siralama yoktur
ama biz yine de ilk sectigimiz 6geye “birinci 6ge” diyelim. Birinci 6ge kiimenin
n oOgesinden biri olabilir. Demek ki birinci 6ge icin n segenegimiz var. Simdi
gelelim kiimenin ikinci 6gesine. Birinci oge secildiginden geriye n — 1 tane oge
kalr. Tkinci 6geyi bu n — 1 geden birini secmeliyiz. Uciincii 6geyi geri kalan
n — 2 6geden birini se¢meliyiz. Bu boyle devam eder. Sonuncu, yani k'inc1 6ge
icin geri kalan n — (k — 1) 6geden birini se¢gmeliyiz. Boylece

n(n_l)(n_g)...(n_(k—l)):n(n—l)(n—Q)--~(n—k+1):m
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tane segenegimiz olur. Ama bu say1 “6geleri sirali olan k 6geli altkiime” sayisi.
Oysa kiimelerde birinci, ikinci 6ge filan olmaz. Siralamay1 dikkate almazsak
altkiime sayis1 azalir. Ornegin k = 3 ise,

{1, 2, 3}, {1, 3, 2}, {2, 1, 3}, {2, 3, 1}, {3, 2, 1}, {3, 1, 2}

kiimeleri ayni kiimelerdir ama biz yukaridaki hesapta bu altkiimeyi tam 6 defa
saydik, hatta her altkiimeyi tam 6 defa saydik, daha dogrusu 3! defa saydik.
Sonug olarak, yukaridaki hesapta k 6geli her altkiime tam k! defa sayildi. Bu
yanlisi diizeltelim. k 6geli altkiime sayisini bulmak icin yukarida buldugumuz
say1y1 k!’e boélmeliyiz. Sonug,

n!

-k n!
K k' (n—k)!

gikar; tam istedigimiz gibi. O

Sonug 3.2 (Simetri Ozelligi). Her 0 < k < n dogal sayist i¢in,
n\ n
k)] \n—k

Birinci Kamit: Sol taraftaki sayi, n 6geli bir kiimeden kac farkli bigimde
k oge secilebilecegini soyliiyor. Sag taraftaki sayi1 da, n 6geli bir kiimeden
kac farkli bicimde n — k &6ge secilebilecegini sOyliiyor. Ama k 6ge secmekle,
secmeyecegimiz geri kalan n — k O6geyi se¢cmek ayni sey... Biri belirlendi mi
digeri de belirlenir. Demek ki iki say1 birbirine esit.

Daha bicimsel olarak bu kanit1 s0yle ifade edebiliriz: X, n 6geli bir kiime
olsun. Her A C X i¢in, eger s(A) = k ise, s(A’) =n — k olur. Yani

esitligt gegerlidir.

A A =X\ A

kurali, k ogeli kiimelerle n — k 6geli kiimeler arasinda bir esleme verir. Do-
layisiyla k& Ogeli kiime sayisi tam tamina n — k ogeli kiime sayisidir. Yani
istedigimiz esitlik gecerlidir.

Ikinci Kanit: Daha cebirsel ve daha kisa bir kanit asagida:

<n . k) T (- k:)!(nn! m—k)  (n nli:)!k! - k:!(nn! k) (Z)

istedigimiz kanitlanmigtir. O
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“n’de k7, “n se¢c k7, “n’nin k’lis1” ya da “n’nin k’li kombinasyonu” gibi
adlar verilen bu say1 matematikte
n
k

n\ n!
k) kl'(n—Ek)
Ornegin n =5, k = 3 ise,

5 51 5xd4
= — = :1
(3> 32l 2 0

bulunur; bu da animsarsaniz 5 6geli bir kiimenin 3 o6geli altkiime sayisi. Her
sey teoremle uyum iginde... 25 kigilik bir simiftan kag farklh 11 kigilik futbol
takim cikarilabilecegini de artik kolaylikla hesaplayabiliriz:

25\ 25!
11) 11114V

gereksiz uzun hesaplar: yapmiyoruz, merakli okur sadelestirmelerden sonra ko-
caman bir say1 bulabilir. Burada ilging olan, bu sayimin bir dogal say1 cikmasi:
25! elbette 11! sayisina boliiniir ve tabii ki 14! sayisina da bdéliiniir; hi¢ bariz
olmayan (ama artik bildigimiz), 25! sayisinin 11!14! sayisina boliindiigi. Bu
ilging olguyu not edelim.

olarak gosterilir. Demek ki

Sonug 3.3. k!'m! sayst (k +m)! sayisine boler. O

Kanit: Nitekim, eger n = k + m tanimin yaparsak,

= (1)

olur ve sagdaki sayimin n ogeli bir kiimenin k£ 6geli altkiime sayis1 oldugunu
biliyoruz, bu say1 da tabii ki bir dogal sayidir. O

Ornekler

3.98. Rakamlar soldan saga dogru kesin artan 5 haneli ka¢ dogal sayr vardur?
Cozum: En soldaki rakam 0 olamaz, dolayisiyla sayilar 1’den 9’a kadar olan 9 rakamdan
olusurlar. Bu 9 rakamdan 5’ini secip kiigiikten biiyiige siraya dizersek, sorudaki tiim
sayilar: buluruz. Sonug (g) = 126 gikar.

3.99. 18 takim igeren bir futbol liginde her takim her takimla mag¢ yaparsa, toplam

18 18! 181 1817
<2> 20(18 —2)! _ 216! 2 9x 1T =153

mag yapilmig olur, ¢linkii 18 takimdan olusan bir kiimenin tam bu kadar iki ogeli
altkimesi vardir. Her takim her takimla iki ma¢ yaparsa, mag sayist bunun iki kati
olur elbette.
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3.100.

3.101.

3.102.

3.103.

3.104.

100 kisilik bir grupta herkes herkesle el sikigirsa, toplam

100 100 x 99
— Ry
<2> 5 950

el sikigma olur.
iginde 12 farkli renk bulunan bir boya kalemi kutusundan,

5 = =11 x9 x8="792

12y 12! 120 12x11x10x9x8
TOBl(12—=5)! BT T 5Bx4x3x2

farkh bigimde beg kalem segilebilir.
50 kisilik bir smiftan 11 kigilik bir futbol takimi

()

farkl bigimde secilir. Bir de ayrica geri kalanlardan 6 kisilik bir voleybol takimi se¢mek

istersek, bu se¢imi
50\ (39) 50!
11)\ 6 )  116!33!

Izgarada En Kisa Yol Sayisi. Asagidaki 1zgaranan istinden giderek ve hep doguya ya
da kuzeye giderek (0, 0) noktasindan (n, m) noktasina kag¢ farkl bicimde gidebilirsiniz?

farkli bigimde yapabiliriz.

@
0,0)

Yanit: Sorunun, (0,0) noktasindan (n,m) noktasia giden ve 1zgaradan sagmayan en
kisa yol sayisin1 sorduguna dikkatinizi ¢ekeriz. Toplam n 4+ m hareket yapmamiz lazim.
Bunlardan m tanesi kuzeye, geri kalan n tanesi doguya olmali. Demek ki n+m hareketten
m tane kuzey hareketi se¢meliyiz. Dolayisiyla yanit,

n+m\  (n+m)!
m “ nlm!
olur. O

0 < k < n olsun. n kisilik bir meclisten, biri bagkan olmak tzere kag farkl bi¢imde k
kisilik komite segebilecegimizi bulalim. Once k kisilik komiteyi se¢elim. Bu segimi

;)
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farkli bi¢imde yapabiliriz. Simdi de bu k kisilik komiteden bagkani secelim. Bu se¢imi
de k farkli bigimde yapabiliriz. Demek ki cevap

(1)

dir. Soruya bagka tiirlii de yaklagabilirdik. Once n kisilik meclisten bagkani secelim.
Bunu n farkl bigimde yapabiliriz. Sonra geriye kalan n — 1 kigiden komitenin baskan

olmayacak k — 1 kisiyi secelim. Bunu
n—1
k—1
farkli bigimde yapabiliriz. Demek cevap

olur. Buradan da

(2= )

esitligini buluruz. Aym esitligi cebirsel olarak da kanitlayabilirdik tabii.

1 < k < n olsun. n kisilik bir meclisten, biri bagkan, biri bagkan yardimcisi olmak iizere
kag farkli bigimde k kisilik komite segebilecegimizi bulalim. Once k Kkisilik komiteyi

secelim. Bu se¢imi
n
k

farkl bi¢imde yapabiliriz. Simdi de bu k kisilik komiteden bagkani secelim. Bu se¢imi
de k farkli bigimde yapabiliriz. Son olarak komitenin geri kalan k — 1 {iyesinden birini
bagkan yardimcisi olarak atayalim. Demek ki cevap

()

olur. Soruya bagka tiirlii de yaklagabilirdik. Once n kisilik meclisten bagkan1 secelim.
Bunu n farkh bicimde yapabiliriz. Sonra geriye kalan n — 1 kigiden bagkan yardimcisini
secelim. Ardindan mecliste kalan n — 2 kigiden komitenin bagkan olmayacak k — 2 iiyesini

secelim. Demek ki cevap
n—2
-1
n(n —1) < b 2)

olur. Ayn1 sonucu bir bagka yéntemle de bulabiliriz: Once baskan secelim. Bunu n farkh
bigimde yapabiliriz. Sonra, geri kalan n — 1 kisiden komitenin bagkan olmayacak k — 1

iiyesini segelim. Bunu
n—1
k—1

farkli bicimde yapabiliriz. Son olarak k — 1 kisi arasindan bagkan yardimcisini segelim.

Cevap bu sefer
n—1
n(k B 1) (k—=1)
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cikti. Tiim cevaplar dogru oldugundan,

n n—2 n—1
(k)k(k—l)—n(n—l)<k2> —n<k1>(k—1)

esitliklerini kanitlamig bulunduk. Bu esitlikleri tamamen cebirsel yontemlerle de kanit-
layabilirdik tabii.

3.106. k tane A, £ tane B ve m tane C harflerin her birini kullanarak k+ ¢+ m harfli kag farkh
kelime yazabiliriz? Bu soruyu yanitlamak i¢in énce harfleri birbirinden ayiralim:

A1, ..., Ap, Bi, ... B, C1, ..., Cn.

Bu harflerle (k 4 ¢+ m)! tane kelime yazabilecegimizi biliyoruz. A’lar arasindaki ayrimi
kaldirdigimizda bu say1 k! defa azalir, B’ler ve C’ler i¢in de benzer gey olur. Boylece
sorumuzun cevabi
(k+ 24 m)!
k! 0t m!
olur. Bu aynen k + £ + m ogrenciden olusan bir smnifi kag farkli bigimde k, m ve ¢
kisiden olusan ii¢ ayrik ve birbirinden farkli spor takimina ayirabilecegimizin sayisidir.
Ornegin 25 kisilik bir simiftan 11 kisilik bir futbol takimi ve 6 kisilik bir voleybol takimi
cikarmak istiyorsak ve ayni 6grencinin iki spor yapmasina izin verilmiyorsa, o zaman

bunu
25!

11!6!8!
farkli bicimde yapabiliriz: 11 futbol takimi igin, 6 voleybol takimi igin ve geri kalanlar
da (toplam 8 kisi) hicbir takima girmedikleri igin (geri kalanlar1 “moloz takimi” olarak
gorebilirsiniz). Bu vesileyle, k! ¢! m! sayisimin (k4 ¢+ m)! sayisim boldiigiinii goriiyoruz.
Bu olguyu genellestirmek isten bile degil:

Teorem 3.4. k1! --- k! sayise (k1 + -+ + kr) sayisina boler ve k1 + - -+ + kyr 0grencisi
olan bir stmf tam

(k14 -+ k)
kil k!
farkl bigimde ki, ..., k. oyuncu gerektiren farkli spor takimlarina ayrilir. g

Buradan, 100 6gelik bir kiimeyi 10, 20, 30 ve 40 6gelik 4 ayrik altkiimeye

100!
10!20! 30! 40!

farkl bigimde ayirabilecegimiz ¢ikar. Bu son problemi soyle de ¢ozebilirdik. 100 6gesi

olan kiimeden
100
10

farkl bicimde 10 6gelik altkiime segebiliriz. Her bir se¢im i¢in geriye 90 6ge kalir. Bu 90

ogelik kiimeden
90
20

farkl bigimde 20 6gelik altkiime segebiliriz. Geriye 70 6ge kalir. Bu 70 6gelik kiimeden

(5)



48

3.107.

3.108.

3.109.
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farkli bicimde 30 6gelik altkiime segebiliriz. Geriye 40 6ge kalir, ki bu da 40 o6gelik
son altkiimeyi olusturur. Boylece 100 &gelik bir kiimeyi 10, 20, 30 ve 40 6gelik 4 ayrik

altkiimeye
100 90 70
10 20 30

farkl bigimde ayirabilecegimizi goriiriiz. Yukarida buldugumuz yanittan farkli mi gorii-
niiyor? Sadece bir algi! Yanitlar ayn:

100 90 70\ 100! 90! 70! 100!
10 20 30/ — 10!90! 20!70! 30!40! ~ 10!20!30!40!
55 kisilik bir siniftan 11 kisilik futbol, 11 kisilik voleybol, 11 kisilik basketbol, 11 kisilik

hentbol, 11 kisilik atletizm takimi segmek istiyoruz. Aym kiginin iki farkli takimda
olamayacagini varsayalim. Bunu

55!
INIRRIRRINNINEN

farkli bigcimde yapabilecegimizi biraz onceki 6rnekte gordiik. Simdi su problemi ele
alalim: 55 kisilik bir sinifi 11’er kisilik birbirinden ayrik 5 futbol takimina ayirmak iste-
yelim. Bu sefer takimlara “futbol” ya da “basketbol” gibi adlar vermiyoruz, takimlarin
“aslanlar” ya da “kaplanlar” gibi adlar1 da yok, yani hi¢bir takimin bir diger takimdan
farki yok. Bu yeni problemin yaniti

55!
it
degildir, yanit
rtaaraaraat :
5! 1111111 5!
olur. Ciinkii bu sefer 5 takim arasinda bir fark olmadig: i¢in takimlar1 aralarinda de-
gistirebiliriz ve bu degigimi 5! farkli bigimde yapabiliriz.

100 kisilik bir sinifi 5 tane 6 kisilik, 10 tane 7 kisilik 15 ayrik gruba ayirmak istiyoruz.
Bu ayrigmay: kag farkli bigimde yapabiliriz? Cevap

100!
615 7110 100!

51100 615711051 10!

olur.
Yukaridaki ornegi genellestirerek bir teoreme doniistiirelim.

Teorem 3.5. ni,...,n, ve k1 < ... <k, dogal saylar olsun. O zaman

nlkl ++n7‘k7‘

ogesi olan bir kimeyi, n1 tane k1 6gesi olan, ne tane k2 6gest olan, ..., n, tane k, 0gesi
olan ikiger ikiser ayrik altkimeye

(nlkl + -+ nrkr)!
kilm - kplnenglon,l

farklh bicimde ayirabiliriz. O
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3.110.

Burada 6nemli olan kiimeler arasinda (6ge sayis1 diginda) bir ayrim olmamasidir, yani
k1 ogeli iki kiime arasinda bir ayrim yapmiyoruz. Eger yapacak olsaydik (6rnegin biri
futbol digeri basketbol takimi olsaydi), o zaman bulunan sonug

(nlkl + -+ nrkr)!

kilnt .ok Ine
olurdu.
Sonug 3.6. n1,...,n, ve k1 < ... <k, dogal saylar ise ki!"* -+ -k ""nq!l - ng! sayise
niky + - -+ + neky saysing boler. O

Zarda Olay Sayis1 2. Birbirinden fark: olmayan n zar attiginizda kag olay vardur?
Yanit: n tane kiigiik gubuk alip yanyana dizelim. Agagidaki sekilden izleyin. Bu n kii-
¢lik gubuk arasma (ya da gubuklarin en bagima ya da en sonuna) 5 tane biiytik ¢ubuk
yerlestirelim.

23 zarda 3 tane 1, 6 tane 2, 3 tane 3, 5 tane 4, 4 tane 5 ve 2 tane 6 olay1

23 zarda 4 tane 1, 0 tane 2, 8 tane 3, 4 tane 4, 7 tane 5 ve 0 tane 6 olay:

23 zarda 23 tane 6 olay1

En soldan baslayarak, birinci biiyiik gubugun solunda kalan kiiciik ¢ubuk sayisi1 bize n
zarda kag tane 1 geldigini sOylesin. Birinci biiyiik ¢ubukla ikinci biiyiik gubuk arasinda
kalan kiigiik gubuk sayisi1 da n zarda kag tane 2 geldigini s6ylesin. Ikinci biiyiik ¢ubukla
iiciincii biiyiik ¢ubuk arasinda kalan kiigiik cubuk sayis1 da n zarda kag tane 3 geldigini
soylesin... Ve son olarak besinci biiyiik gubugun sagindaki kiigik ¢ubuk sayisi n zarda
kag tane 6 geldigini soylesin.

n kiiciik ¢gubugun 5 biiylik ¢ubukla her ayrimi bize n zarda bir olay verir. Ve n zarda
gelebilecek her olay bize n kiiglik gubugun 5 biiyiik ¢ubukla bir ayrimini verir.

Demek ki n tane kiicliik ¢ubukla 5 tane biiyiik ¢cubugu ka¢ degisik bicimde dizebi-
lecegimizi bulmaliyiz. Kiiciik gubuklara A, biiyiikk ¢cubuklara B dersek, n tane A ve
5 tane B ile n + 5 harflik kac degisik sozciik yazabilecegimizi bulmaliy1z. Harfler i¢in
n + 5 tane yerimiz var ve bunlardan 5’i B harfine ayrilacak. Boyle bir se¢imi,

("5

farkl bigimde yapabilecegimizi biliyoruz. Yanit1 bulduk.
Eger n =1 ise, olmas1 gerektigi gibi

(£9-()-

buluruz. Eger n = 2 ise yanit 21 ¢ikmali; 6yle de oluyor:

2+5 7 7x6
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3.111.

3.112.

3.113.
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Dikkat: Eger n > 1 ise bu olaylarm her birinin gelme olasihg aym degildir. Ornegin
iki zarda 1-1 gelme olasiligi 1/36’dir ama 1-2 gelme olasiligi 1/18dir. g

Denklem Coéziimii Sayis1 1. x; dogal sayr olmak iizere,

1+ a2+ 23+ 24 =06

denkleminin kag¢ farkl (x1, x2, x3, T4) ¢Ozimi vardur?

Yamit: 6 sayisim alt1 adet kiigiik gubukla temsil edelim. Bu alti1 kii¢iik ¢ubugu g
biiyiik ¢ubukla dért parcaya bolelim. Her bolinme denklemin ayri bir (z1, x2, 3, x4)
¢oziimiini verir. Ornegin,

2+2+1+1=6 2+0+3+1=6 0+2+0+4=6 0+0+6+0=6

Birinci biiytlik ¢cubugun solundaki kiigiik gubuk sayis1 z1, ilk iki biiyiik gubuk arasinda-
ki kii¢iik ¢gubuk sayisi x2, ikinciyle iiclincii cubuk arasindaki kiigiik cubuk sayis1 s ve
son biiylik gubugun sagindaki kiigiik ¢ubuk sayis1 x4 sayisini verir. Her ¢6ziim boyle bir
boliinmeye yol actig1 gibi, her boliinme de bir ¢dziime yol acar.

Demek ki problem aslinda, 6 kiiciik ve 3 biiyiik cubugun kag farkl bigimde yerlestirilecegi
sorusu. Kiigiik gubuklara K harfi dersek, biiyiik gubuklara B harfi dersek, problem 6 tane
K ve 3 tane B harfiyle 9 harflik kag degisik sozciik yazabilecegimiz sorusuna doniisiir.
Bu problemi biraz once ¢ézmiistiik. Yanit:

9 9! Ix8XT
(6) 631 T 3xa2 oXAxT=8

olur. O

Denklem Coziimii Sayis1 2. Daha genel olarak,
rrtax2t+-+aTm=n

denkleminin dogal sayilarda

n+m—1\ [n4+m—-1) (m+m-—1)!
n N m—1 T onl(m—1)!
tane farkli (z1, z2, ..., Tm) ¢Ozlimi vardir.
Denklem Coziimii Sayis1 3. x; pozitif dogal sayr olmak iizere, x1 + x2 + x3 + x4 =6
denkleminin kag farkl ¢ozimi vardir?

Yanit: Yukaridaki problemden farkli olarak, bu sefer z;’ler 0 olamazlar, yani x; > 1
olmak zorunda. Coézmemiz istenen denklemi

(a:l—1)+(a:2—1)+(a;3—1)+(a:4—1):2
olarak yazalim ve y; = x; — 1 tanimini yapalim. Demek ki, y; > 0 ve
Y1+ y2 +ys +ya = 2.

Bu son esitligi saglayan (yi1, y2, ys, ya) dogal say1 dortlilerinin sayisim bulmaliyiz. Bir

onceki soruya gore bunlardan,
2+4-1 5
= =1
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3.114.

3.115.

tane vardir. Okur 10 ¢oziimii teker teker siralayabilir.
Daha genel olarak, aym akil yiiriitmeyle, 1 + x2 + -+ - + T, = n denkleminin pozitif

dogal sayilarda
n—1
n—m

tane farkli (z1, z2, ..., Tm) ¢6ziimii oldugunu buluruz. a
Rakamlar soldan saga dogru gidildik¢e hi¢ azalmayan 100 haneli ka¢ dogal say: vardur?

Yanit: Saymin icinde 0 olamaz. Dolayisiyla say1 1’den 9’a kadar olan 9 rakamdan
olusmali. Sayinin icinde bulunan ¢ rakami sayisina k; dersek,

ki+---+ ko =100

eder ve bu segimle istenen sekilde tek bir say1 yazabiliriz. Demek ki yanit, daha 6nceki
orneklerde oldugu gibi
108
8

olur. O

Yukarida yapilanlardan yararlanarak, her 1 < m < n i¢in

) () (B ()

egitligini kanitlaymn.

Kanit: z1 +z2+ -+ + 2, = n denkleminin dogal sayilarda kag farkl (z1, z2, ..., Tm)
¢O6zlimi oldugunu iki farkh bicimde sayacagiz.

Birinci Sayim: Ornek 3.111°deki soruya verdigimiz yanittan dolayr ¢oziim sayisinin
kanitlamak istedigimiz esitligin solundaki kadar oldugunu biliyoruz.

ikinci Sayim: z; + x2 + - -+ + £, = n denkleminin bazi ¢oziimlerinde bazi x;’ler 0’a
esit olabilirler. Bir 0 < k£ < n sayis1 icin, tam k tane x;'nin 0’a esit oldugu ¢oziimleri
sayalim. Once m tane z; arasindan 0’a esit olacak olan k tane z; terimini segelim. Bu

segimi
m
k

farkl bigimde yapabiliriz. Her bir se¢im igin,
r14+x2+---F+xm =nvex; >0
sisteminin ¢ozliim sayisi,
Yy1+y2+ tYn-k=nvey; >1

sisteminin ¢oziim sayisina esittir ve Ornek 5.112 ve Sonug 3.2’den dolay1 bunlardan

n—1 _ n—1 _ n—1
n—-(m-k ) \n-m+k] \m-k-1

tane oldugunu biliyoruz. Demek ki
T1+T2+ - +rxm=nvex; >0

sisteminin, tam k tane z;’nin 0’a esit oldugu toplam ¢oziim sayis1 tam

(£ ()



52 3. Diger Islemler

kadardir. Simdi bunlar1 £ = 0’dan k£ = m — 1’e kadar toplarsak,
T+ x2+ - Frm=nvex; >0

sisteminin toplam ¢6ziim sayisin ikinci bir defa bulmug oluruz. Bu da kanitlamak is-
tedigimiz esitligin sag tarafindaki ifadedir. g
3.116. Coklu Kiime. Bir kiimede bir 6ge en fazla bir kez belirir. Ornegin {1,1,2,2,2} kiimesi
aslinda {1, 2} kiimesidir. Ama bazen bir kiimede bir égenin birden fazla kez belirmesini
isteyebiliriz. Yukaridaki orneklerin her birinde aslinda bu yapiliyordu. érnegin 7 zar
attigimizda gelen zarlar 1, 1, 3, 4, 4, 4, 6 olabilir; burada 1 iki kez, 4 ise ii¢ kez beliriyor.
Icimizden bu zar olayim {1,1,3,4,4,4,6} olarak yazmak gegebilir ama bu dogru degil
tabii. Bu yiizden bu olay1 yazmak icin (1,1,3,4,4,4,6) gibi bir bagka yazilim kullan-
maliyiz. Bu tiir nesnelere ¢oklu kiime denir. Bu ¢oklu kiimenin “6ge sayis1” 7’dir.
n ogeli bir kiimenin k 0geli ¢oklu altkiime sayisini hesaplayalim. Tabii k£ ve n dogal
sayilar olmali, ama k, n’den biiyiik ya da kii¢iik olabilir. Yukaridaki 6rneklerdeki gibi
diiglinelim. n 6geli kiimenin 6gelerini 1’den n’ye kadar olan sayilarla gdsterebiliriz. §imdi
k tane noktay1 soldan saga dogru dizelim ve bu noktalarin arasina n — 1 tane paravan
koyalim. Her tiirli nokta-paravan diizenlemesi bize k Ogeli bir ¢oklu altkiime verir;
nitekim birinci paravanin solunda kalan nokta sayisi kiimemizden secilen 1 sayisi olsun,
birinci paravanla ikinci paravan arasinda kalan nokta sayis1 kiimemizden secilen 2 sayisi
olsun, bu bdyle devam etsin ve en sagdaki (yani n—1’inci) paravanin sagida kalan nokta
sayisinl kiimemizden segilen n sayisi olarak algilayalim. Demek ki k£ nokta arasina kag
farkli bicimde n — 1 paravan yerlestirebilecegimizi hesaplamaliyiz. Siralanmig nokta ve
paravanlari “nesne” olarak gorelim. Toplam k+n—1 tane nesnemiz var. Bunlar arasindan
hangilerinin paravan olacagina karar vermeliyiz. kK +mn — 1 tane nesne arasindan paravan
olacak n — 1 tane ya da nokta olacak k tanesini se¢meliyiz. Bunu

(57

farkl bigimde yapabiliriz. Demek ki n 6geli bir kiimenin £ 6geli ¢oklu altkiime sayis1 bu
kadardir.

3.5 TIlk n Pozitif Dogal Sayinin Toplami

Ik n tane pozitif dogal saymmn carpimim n! olarak tammladik; peki ilk n
pozitif dogal saymnin toplami nedir? Yani

14243+---+(n—-2)+(n—-1)+n
toplamu kaca esit olur? Bu toplam icin bir formiil bulabilir miyiz? Ornegin,
14+2+34---+98+99+ 100

toplami kaga esittir? (Yukaridaki toplamda 1’den 100’e kadar tiim dogal sayilar
toplanmaktadir, yani yiiz tane say1 toplanmaktadir.) Bu toplamin bir formii-
lit vardir. Agiklayalim.

Rivayete gore iinlii Alman matematik¢i Gauss’un (1777-1855) ilkokul 6g-
retmeni bir nedenden smiftan ¢ikmak zorunda kalmig. Cocuklarin bog dur-
mamalari, yaramazlik yapmamalari, zamanlarini boga harcamamalari i¢in de
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[43

zor” bir soru sormug: “1’den 100’e kadar olan sayilarin toplami kagtir?”
Cocuklarin bu 100 sayiy1 altalta yazip toplamalarini bekliyor... Zalim 6gret-
men daha smiftan disar1 adimini atmamis ki, kiigiik Gauss oturdugu yerden,
— 5050, diye bagirmis.
Ogretmen donakalmis kapinimn esiginde. Olacak is degil! Kiiciik Gauss he-
sapta kuvvetli kuvvetli olmasina ama, gene de... Oysa kiiciik Gauss’un bir
formiilii var. Iste formiil:

n pozitif bir tamsayiysa, 1’den n’ye kadar olan tamsayilarin toplama

n(n+1)
2

olur. Yani,

(1) 1+2+3+~-+@%4J+n:7mg+n

esitligi gecerlidir.
Ogretmenin sordugu soruda n = 100. Gauss yukaridaki formiilii uygulayip,

100 x 101

5 =50 x 101 = 5050

bulmus.

Eger n = 1 alirsak, (1) formiiliiniin sol tarafinda 1 buluruz (1’den 1’e kadar
olan sayilarin toplami 1’dir), sag tarafinda da 1 x (1 + 1)/2, yani 1 buluruz.
Formiil her dogal say1 icin gegerlidir. Mesela hem 1 4+ 2 + 3 + 4 sayis1 hem
de 4 x (44 1)/2 sayis1 10’a esittir. Formiil n = 0 igin bile dogrudur: n = 0
oldugunda sol tarafta 1’den 0’a kadar olan sayilar toplanir, yani hi¢ tane say1
toplanir, bu toplami da 0 olarak tanimlamigtik; sag tarafta da 0 bulunur. (Go6-
rilldiigii iizere hig tane sayimin toplamim 0 olarak tanimlamanin yarar: var!)

Gauss’un ¢ok kiigiik yaglarda buldugu bu formiili kanmitlayacagiz. Her k
tamsayisi 1 x k boyutlu bir dikdértgen olarak gosterelim. Ornegin, 4 tam-
sayisini agagidaki gibi bir dikdortgen olarak gosterecegiz.

Simdi,
14243+ +n

sayisini bu dikdortgenleri istiiste koyarak gosterelim. Ornegin n = 6 ise asa-
gidaki sekli elde ederiz.
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Bulmak istedigimiz say1 bu garip ticgendeki kare sayisidir. (Bu yiizden 142+
-+ -+n bicimindeki sayilara ticgensel sayilar denir.) Bu tiggendeki kare say1-
st bulmak kolay olmayabilir, ama bu tlicgenden iki tane alirsak, kare sayisimi
daha kolay hesaplayabiliriz: Bu ticgenin bir benzerini tepe taklak edip iistiine
koyalim ve iki “liggen”i birlegtirip bir dikdértgen elde edelim (agagidaki ikinci

sekle bakin).

Bulmak istedigimiz say1 bu dikdortgendeki
kare sayisinin yarisi. Dikdortgendeki kare sayi-
sin1 hesaplayip ikiye bolelim. Dikdortgenimizin
eni n, yiiksekligi n+ 1 oldugundan, bu dikdort-
gende

n(n+1)

tane kare vardir. Demek ki {iggende
n(n+1)
2

tane kare vardir. Dolayisiyla 1’den n’ye kadar
olan sayilarin toplami

n(n+1)
2
olur.
Bu arada, ilk bakigta kesirli say1 gibi gorii-
n(n+1)

nen —5— sayisin ashnda bir dogal say1 ol-
dugu gozden kagmamalidir.

n yerine herhangi bir say1 alabilecegimiz
gibi, n harfini istersek degistirebiliriz de, 6rne-
gin eger 1’den k’ya kadar olan sayilari topla-
mak istiyorsak, yukaridaki formiilde n yerine k
almak yeterli:

1+2+--+k=

k(k+1)

2
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n yerine s alsak da bir sey farketmez:
s(s+1)
5

n yerine n? de alabiliriz, bunun icin yukaridaki formiilde n gériilen yere (n’lere
hi¢ acimadan!) n? koymaliyiz:

1424 +s=

20,2
1
1424---4+n?2= n<n2+)
n yerine n — 1 de koyabiliriz: 1’den n — 1’e kadar olan sayilarin toplami
(n—1)n

1424+ (n—1) =

olur.
Karelerin toplami i¢in de bir formiil vardir:

1)(2n + 1
12492 4. g2 PEDERELD

6
Kiiplerin toplami icin de:
13+23+...+n3:M
1 .

Esitligin sagindaki sayilarin kesirli say1 gibi goriindiigiine aldanmayin, her
biri her n € N i¢in bir dogal sayidir, paydalar sadelesgir. Dordiincii kuvvet-
lerin toplami icin de bir formiil var. Bu formiilleri ne yazik ki bu asamada
kanitlayamayiz, ileride kanitlayacagiz ama. Bu arada,

B2 tnd=1+2+-+n)
esitligine de dikkatinizi ¢ekerim; sasirtici bir esitlik, kiiplerin toplaminin top-
lamin karesine egit oldugunu soyliiyor.
Ornekler
3.117. 1’den 100’e kadar olan ve 7’ye boliinen dogal sayilarin toplami kagtir? Soruda
T+ 14+---+98
toplami isteniyor. Toplanan sayilar 7 x 1’den 7 x 14’e kadar olan sayilar. Demek ki
7147244714
toplamini bulmaliyiz. Her bir terimde ortak olan 7’yi digar1 ¢ikaralim:
7T-14+24---+14)

toplamini bulmaliyi1z. Parantez igindeki toplamin

14-15
2
oldugunu metinde gordiik. Demek ki istedigimiz toplam 7 - 105 = 735.

=7-15=105
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1’den 100’e kadar olan ve 5’¢ boliinmeyen dogal sayilarin toplami kagtir? 1’den 100’e
kadar olan sayilarin toplaminin

100 - 101

5 = 5050

oldugunu biliyoruz. Bu sayidan 5’e boliinenlerin toplamini gikarmaliyiz. 5’e boliinenlerin
toplami da bir 6nceki aligtirmadaki gibi kolaylikla hesaplanabilir:

20-21

5.145-24---4+5-20=5-(142+---420)=5" = 5-210 = 1050.

Demek ki yanit 5050 — 1050 = 4000°dir.

1’den 1000’e kadar olan ve 7’ye boliinen ama 5’e boliinmeyen dogal sayilarin toplami
kagtir? 1’den 1000’e kadar olan ve 7’ye boliinen sayilarin toplami bir 6nceki aligtirmadaki
gibi hesaplanabilir:

142 - 143

T 14724 47-142=7-14+2+---4142) =7 =7-10.153 = 71.071.

Bu 71.071 toplamindan 7’ye ve 5%, yani 35’ béliinen® sayilarm toplamini ¢ikarmaliyiz:

2829

35-1435-24+---+35-28=35-(1+2+---+28) =35 = 35406 = 14.210.

Demek ki yanit 71.071 — 14.210 = 56.861 imis. (Bana giivenmeyip hesaplari bir de siz
yapin. Benim matematigim pek iyi degildir.)

1, 4, 7, 10 gibi 3'tin katlarina 1 eklenerek elde edilen sayilara “3n + 1 tiiriinden sayilar”
diyelim. 1 ve 100 dahil, 1’den 100’e kadar 3n+ 1 tiirtinden sayilarin toplami kagtir? Eger
n=0ise 3n+ 1 =1, eger n = 33 ise 3n + 1 = 100 olur. Demek ki n en az 0, en fazla
33 olabiliyor. Dolayisiyla 3 -0+ 1’den 3 - 33 + 1’e kadar olan sayilari, yani

3.04+1,3-1+1,3-24+1,...,3-33+1

sayilari toplayacagiz. Burada tam 34 tane say1 var. 1’leri toplarsak 34 eder. Bu 34’e
3’lerin katlarimin toplamini, yani

3331 4 33,17 = 1683

3.0+3-143-24...4+3-33+1=3-(04+1+2+---+33) = 3.

sayisini eklemeliyiz. Sonug
1683 + 34 = 1717

cikar.

Asagidaki toplamlari hesaplayalim:
1 = 1 = 1?
1+3 = 4 = 2
1+3+5 = 9 = 3
1+3+5+4+7 = 16 = 47
1+34+54+74+9 = 25 = 5°

Hep bir tamkare elde ediyoruz. Nitekim ilk n tek sayinin toplami her zaman bir karedir.
Bir kenar1 4 uzunlugunda olan bir kare alahm ve kareyi agagidaki gibi 16 tane kiiglik
kareye bolelim. Simdi kareleri agagidaki sekildeki gibi sayalim.

SHeniiz asal sayilar1 gérmedik (yakinda gérecegiz) ama, okurun da ¢ok iyi bildigi gibi, 5’e
ve T’ye bollinen sayilar tam tamina 35’e boliinen sayilardir.
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3.122.

Sol alt késede 1 (beyaz) kare var. Bu kareye 3 (agik gri) kare dokunur: biri sagindan,
biri tepesinden, obiirii de sag iist kogesinden (yani ¢aprazindan.) Bu yeni kareye 5 yeni
kare (biraz daha koyu gri) dokunur: ikisi sagindan, ikisi tepesinden, biri de ¢aprazindan.
Sonra 7 yeni kare (koyu gri)... 1, 3, 5, 7, ... Bunlarin toplamu kiigiik karelerin sayisina,
yani 4%’ye esit. Goriildiigii gibi ilk 4 tek sayimn toplami 42 dir.
Ik 5 karenin toplamimn gercekten 25 oldugunu gormek igin, yukaridaki karenin kuzey
ve dogu sinirlarina 9 kare daha ekleyelim: 4’4 doguya, 4’ii kuzeye, 1’i de kuzeydoguya.
Bu sefer 5 x 5 boyutunda bir kare elde ederiz. Demek ki 1 +3+ 547+ 9 = 52 olur.
Yukaridaki egitligi biraz daha cebirsel bicimde kanitlayalim. Ik n tek saylyl yazalim
once:

1,3,5, ..., (2n—1).

Okur bunlarin gercekten ilk n tek say1 oldugunu kontrol etmelidir, érnegin n = 5 alarak.
Daha dogru bir diigsiinme bigimi soyledir: Tek sayilar 2k — 1 biciminde yazilir. En kiigiik
tek say1 k = 1 iken elde edilir. Bir sonraki £ = 2 i¢in elde edilir. £ = n oldugunda da
n’inci tek sayiy1 elde ederiz. k, 1’den n’ye kadar degistiginde 2k —1 sayilar1 1’den 2n—1"e
kadar degigir ve alinan k’larin sayisi tam tamina n’dir. Bu sayilar1 soyle yazalim:

0+1,241,4+1, ..., (2n—2)+1.

Yukaridaki listede tam n tane say1 var ve her sayida bir tane +1 var. Bu +1’leri ayri
toplayalim. n tane 41 tabii ki n eder. Simdi geri kalan

0,2, 4, ..., (2n—2)
sayilarimi toplayalim. En bagtaki 0’1 saymayalim,
2,4, ..., (2n—2)

sayilarim toplamaliyiz. Bu sayilarin hepsi ¢ift oldugundan, sayilar: 2’ye béliip toplayalim,
cikani 2’yle garpariz:

2+4+--~+(2n—2):2-(1+2+---+(n—1))=2~@:nz—n.

Bu say1ya soz verdigimiz gibi 4+1’lerin toplami olan n’yi eklersek n? buluruz.

Aligtirmalar

3.123.
3.124.
3.125.
3.126.

20 ve 100 dahil, 20’den 100’e kadar olan sayilarin toplami kagtir?

1’den 100’e kadar olan 3’e boliinen dogal sayilarin toplami kactir?

1’den 500’e kadar olan 7’ye boliinen dogal sayilarin toplami kagtir?

1’den 500’e kadar olan ama 7’ye boliinmeyen dogal sayilarin toplami kagtir?
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3.127. 1’den 1000’e kadar olan ve 7’ye boliinen ama 3’e boliinmeyen dogal sayilarin toplami
kagtir?

3.128. 20 ve 100 dahil, 20’den 100’e kadar olan ve 5’e bdliinen sayilarin toplami kactir?

3.129. 1, 5,9, 13 gibi 4’tin katlarina 1 eklenerek elde edilen sayilara “4n + 1 tiirtinden sayilar”
diyelim. 1 dahil, 1’den 200’e kadar 4n + 1 tiiriinden sayilarin toplami kagtir?

3.130. 2, 7,12, 17 gibi 5’in katlarina 2 eklenerek elde edilen sayilara “5n + 2 tiirtinden sayilar”
diyelim. 1 ile 200 arasinda olan 5n + 2 tiiriinden sayilarin toplami kagtir?

3.131. Sihirli Kare. 3 x 3 = 9 tane kiigiik kareden olugmus 3 x 3 boyutlu bir karenin igine
1’den 9’a kadar olan dogal sayilar1 6yle yerlestirin ki, her siranin, her siitunun ve her iki
caprazin sayilariin toplami hep esit ¢iksin. i§te bir ¢o6zlim:

8|11]6
315 |7
41912

Her siranin, her siitunun ve her iki ¢aprazin sayilarinin toplaminin ancak 15’e esit ola-
bilecegini kanitlayin.

1 <z <y <z <15 egitsizliklerini ve ayn1 zamanda = 4+ y + z = 15 esitligini saglayan
tiim x, y ve z sayilarin1 bulun. z, y ve z’den birinin 5 oldugu ka¢ ¢6ziim var? Buradan
karenin ortasindaki sayinin hep 5 olmasi gerektigini ¢ikarin.

3.132. Bir 6nceki aligtirmadaki gibi bir say:1 karesine sihirli kare adi verilir. Yukaridaki sihirli
kare 3 x 3 boyutundayd: ve 1’den 9’a kadar sayilar yer aliyordu. 4 x 4 boyutlu bir sihirli
karede 1’den 16’ya kadar sayilar yer alir. n x n boyutundaki bir sihirli karenin satir,
stitun ya da ¢aprazlarinin ortak toplami (bu toplama sihirli toplam adi verilir) kagtir?
4 x4 boyutunda bir sihirli kare inga edin. 2 X 2 boyutunda sihirli kare olmadigini gosterin.



4. Bolme ve Bolunme

Bolme konusunu daha 6nce islemistik. Burada daha etraflica ele alacagiz. En
bastan baglayip tanimlar: tekrar etmenin bir zarar1 olamaz.

N kiimesi ¢ikarma islemi altinda kapali olmadigr gibi, bolme iglemi altinda
da kapali degildir. Bir dogal sayiy1 0’a zaten bolemeyiz, ama 0’dan farkli dogal
sayilar da ¢ogu zaman birbirine (dogal sayilarda) béliinmezler, mesela 48 sayisi
6’ya boliintir (sonug 8 cikar) ama 6 sayisi 48’e dogal sayilarda boliinmez,
¢iinkii 6/48 = 1/8 olur ve 1/8 bir dogal say1 degildir. Bu yiizden “6, 48’i
dogal sayilarda bolmez” diyecegiz.

Bolmenin matematiksel tanimi soyle: a ve b iki dogal sayr olsun. Eger
ax = b egitligini saglayan bir x dogal sayisi varsa a’nin b’yi dogal sayilarda
boldiigii soylenir ve bu

alb

olarak gosterilir. Bu durumda a’nin, b’nin bir boleni ya da bir ¢arpans oldugu
sOylenir. (")rneg‘in 12'nin tiim bolenleri 1, 2, 3, 4, 6, 12°dir.

Bazen “dogal sayilarda bolmek” yerine kisaca “bolmek” diyecegiz. Ornegin
2, 3’ (dogal sayilarda) bolmez, ¢iinkii 2z = 3 esitligini saglayan bir x dogal
sayist yoktur; 2 sadece ¢ift dogal sayilar1 boler. Ote yandan 3, 12’yi boler
¢liinkii 3x = 12 egitligini saglayan bir « dogal sayis1 vardir: 4.

Eger a, b’yi boliiyorsa, bolmenin tanimina gore, bir x dogal sayisi icin
b = ax olur, dolayisiyla

bN = (ax)N = a(zN) C aN,

yani
bN C aN

olur. Bunun ters istikameti de dogrudur. Nitekim N C aN varsayimini ya-
palim. b = b -1 oldugundan, b € bN olur; demek ki, bN C aN varsayimindan
dolay1, b ayn1 zamanda aN kiimesinin de bir 6gesidir, yani b, a’'nin bir dogal
say1 katidir, yani bir # dogal sayis icin b = az olur, yani a, b’yi boler. Ozetle,

alb ile bN C aN
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onermeleri matematiksel acidan “esdegerdir”, yani biri dogruysa digeri de
dogrudur. Bu matematiksel esdegerlik, matematikte simgesel olarak soyle gos-
terilir:

(1) alb <= bN C aN.

Aradaki <= simgesi “ancak ve ancak” olarak okunur. Dikkat ederseniz sol
taraftaki ifade a ve b sayilariyla ilgili, ama sag taraftaki ifade aN ve bN kiime-
leriyle ilgili. Modern matematikte sayilardan ve Ogelerden ziyade kiimelere
odaklanilir.

Ozel Durumlar. Verdigimiz tanima gore 1 tiim dogal sayilar1 boler. Nitekim
her b dogal sayisi icin 1o = b denkleminin bir ¢ozlimii vardir: x = b.

Ama 2 sayisi tiim dogal sayilar1 bolmez; 2’nin boldiigi dogal sayilara bi-
lindigi tizere ¢ift dogal sayr denir. Cift olmayan dogal sayilara da tek dogal
say1 denir. Cift dogal sayilar bir n dogal sayist i¢in 2n bi¢iminde yazilir. Tek
dogal sayilar ise bir n dogal sayisi i¢in 2n 4+ 1 biciminde yazilir. Bu yiizden gift
dogal sayilar kiimesi 2N, tek dogal sayilar kiimesi de 2N + 1 olarak gosterilir.

Tanima gore her sayr 0’1 boler. Nitekim a hangi dogal say1 olursa olsun,
ax = 0 denkleminin bir ¢oziimii vardir, z = 0 bir ¢oziimdiir. Bunun 6zel bir
durumu olarak, 0’in 0’1 boldiigiinii goriiyoruz; gercekten de Ox = 0 denkleminin
dogal sayilarda bir ¢oziimii vardir, mesela = 5. (Ama aslinda her = dogal
sayist 0z = 0 denkleminin bir ¢éziimiidiir.)

Gene tanmima gore 0 sadece 0’1 boler. Nitekim Ox = b denkleminin dogal
sayilarda sadece b = 0 ise ¢ozlimii vardir. Her x i¢in Ox = 0 oldugundan, her
say1l 0z = 0 denkleminin bir ¢oziimiidiir.

1 hangi dogal sayilara boliiniir? 1 sadece 1’e boliiniir, bagka da bir sayiya
boliinmez. Bunun kanitin1 okura birakiyoruz. Tabii kanit, onceki yillardan bil-
diklerinize degil, verdigimiz tanima dayanmali, yoksa 1’in sadece 1’e boliindii-
gunii kresteki bebeler de biliyor...

Biitiin bu soylediklerimizi yukaridaki (1) esdegerliginden de gikarabilirdik.
Bu egdegerlikte a = 1 alirsak, 1’in tiim b dogal sayilarini boldiigiinii goriiriiz.
Eger a = 0 alirsak, 0'in sadece 0’a boliindiigiinii goriirtiz. Eger b = 1 alirsak,
1’in sadece 1’e boliindigiinii gortriiz. Eger b = 0 alirsak, 0'in her a dogal
sayisina boliindiigini goririiz.

Her ne kadar 0 dogal sayis1 0’1 boler dediysek de “0 boli 0 diye bir say1
vardir” demedik! Heniiz “b bolii a” diye bir kavram tammlamadik. Ileride
(iki sonraki paragraftal) “b boli a” kavramim tamimladigimizda a’nin 0 olma-
masina 6zen gosterecegiz.

Okurun burada anlatilanlar1 gayet iyi bildigini biliyorum. Amacim mate-
matikte tanimin 6nemine dikkat ¢ekmek. Matematikte her kavram (kiime ve
6gesi olmak kavramlar1 diginda aslinda) net bir bi¢cimde tanimlanmali.
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Ozellikler. x|y iligkisinin birkag¢ 6zelligini agagida siraladik: Her z, y, z € N
icin

x|z

x|y ve ylx ise x =y

x|y ve y|z ise x|z

1|z

z|0

Olz ise z =0

olur. Tkinci ozelligin tamsayilarda gegerli olmadigina dikkatinizi cekeriz, nite-
kim —5 ve 5 birbirlerini tamsayilarda boler ama esit degildirler.

Alistirmalar

4.1. 8’in tam dort tane boleni vardir: 1, 2, 4 ve 8. Tam dort tane bdleni olan en kiiciik say1
6’dir: 1, 2, 3, 6. Tam dort tane boleni olan on tane daha sayr bulun.

4.2. Tek sayida boleni olan ilk on sayiy1 yazin. Ne farkediyorsunuz? Farkettiginizin nedenini
agiklayabilir misiniz? Yani farkettiginizi kanitlayabilir misiniz?

4.3. Ne tiir dogal sayilarin tiim bolenleri tektir?

4.4. Hangi sayilarin 1 digindaki tiim bolenleri ¢ift sayidir?

4.5. Eger n tekse, n sayisinin 1+ 2+ - - - + n sayisini boldigiini kanitlaym. Ama n giftse bu
higbir zaman dogru olmaz.

4.6. Her n dogal sayisi icin 3 sayis1 n® — n’yi, 5 sayis1 n® — n’yi, 7 sayis1 n” — n’yi boler.
Bu 6nermelerin dogrulugunu ister kanitlayin, ister birka¢ 6rnekle dogruluga ikna olun.
(Bkz. Teorem 7.6.) Ama 2° — 2 sayis1 9’a béliinmez.

Bolii. “b bolii ¢” kavramini matematiksel olarak tanimlayalim. a ve b birer
dogal say1 olsun. Diyelim b, a’y1 (dogal sayilarda) boliiyor, yani bir 2 dogal
sayisi icin ax = b esitligi saglaniyor. Eger ax = b esitligi tek bir x dogal sayisi
icin saglaniyorsa, ki hemen hemen her zaman 0Oyle olur, o zaman z sayisina
“p bolit a” deriz. Ornegin 3z = 12 esitliginin tek bir ¢oziimii vardir: 2 = 4.
Dolayisiyla “12 bolii 3” sayisi 4’e esit olur. Bir bagka ornek: Eger a # 0 ise,
o zaman da ar = 0 esgitliginin tek bir ¢oziimii vardir: z = 0; demek ki bu
durumda da “0 boli a” sayis1 0 olur.

Ama Oz = 0 esitliginin bir degil, sonsuz sayida ¢oziimii vardir, her dogal
say1 bu esitligin bir ¢éztimiidiir. Demek ki “0 bolii 0” diye bir say1 yok. Goruldi-
gii lizere “b boli @” kavraminin tanimi “0 boli 0”7 diye bir sayimin varligini ya-
sakliyor. Tanimimiz “0 bolii 0”7 ifadesini tamimlamadigindan, bazen “0 bolii 07
tanimsizdar denir.

Isteseydik, 6zel bir paragraf ayirarak, “0 bolii 07 ifadesini tamimlayabilirdik,
mesela “0 boli 0, 5 olsun” diyebilirdik, ama istemedik, ¢iinkii “0 bdli 07
ifadesini tanimlamak igimize gelmez, tam tersine igimizi zorlagtirir. “0 boli 07
ifadesini tamimlayip tanimlamamak tamamen bizim irademize kalmistir. Eger
giliniin birinde “0 bolii 071 5 olarak tanimlamanin isinize gelecegini goriirseniz,
hi¢ cekinmeyin!
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Eger a # 0 ise, “0 bolii a” diye bir say1 vardir, ¢inkii eger a # 0 ise
ax = 0 denkleminin tek bir ¢oziimii vardir, o da x = 0 ¢ozlimiidiir. Demek ki
eger a # 0 ise, “0 boli a” ifadesi tanimlanmigtir ve 0’a esittir. Bu dedigimiz
gercekle ortiisiiyor, mesela 0 liray1 50 kisgi arasinda esit paylagtirirsaniz her-
kese 0 lira diigser! Yani “0 boli 50” gercek hayatta da 0’a esittir. Ama -
tekrarlayalim- “0 boli 0”7 ifadesi tanimsizdir, daha dogrusu tanimlanmamigtir,
ozellikle tanimlanmamustir, bilerek ve isteyerek tanimsiz birakilmistir.

“a boli b” diye bir dogal say1 oldugunda bunun

a/b ya da % ya da ab~!

olarak yazildigini 6nceki egitim yillarimizdan biliyoruz tabii. Bu konuya kesirli
sayilar konusuna geldigimizde daha fazla yer ayiracagiz.

Ortak Boélen. 11, hem 66’y1 hem de 77’yi boler. Yani 11 sayisi1 66 ve 77’nin
ortak bolenidir, daha dogrusu iki ortak boleninden biridir, diger ortak boleni
1’dir.

6 hem 36’y1 hem de 48’i boler. 6 sayis1 36 ve 48’in ortak bolenidir. 12, bu
iki sayimin bir baska ortak bolenidir. Bu iki sayiy1 1, 2, 3, 4, 6 ve 12 boler, bu
sayilar 36’yla 48’in tiim ortak bolenleridir.

1 her sayiy1 boler. 1’den bagka ortak boleni olmayan dogal sayilara ara-
larnda asal denir. Ornegin 15 ve 22 aralarinda asaldirlar. 6, 10 ve 15, ikiger
ikiser aralarinda asal degildir ama hepsi birden aralarinda asaldir, hepsini
bolen yegane dogal say1 1'dir ¢iinkii. Ama 33 ve 77 aralarinda asal degildir,
her ikisi de 11’e boliiniir. 15, 21 ve 33 de aralarinda asal degildir.

Eger bir a sayisi b ve ¢’yi boliiyorsa, o zaman o a sayisi b + ¢’yi de boler.
Nitekim eger bir z € N i¢in ax = b ve bir y € N icin ay = c¢ oluyorsa,

b+c=ax+ay=alz+y)
olur, yani a, b+ ¢’yi boler. Ayni sey b > ¢ ise b — ¢ i¢in de dogrudur:
b—c=ar—ay=a(x—y)

olur. Bu soylediklerimizden su ¢ikar: ¢ > b olsun; a ve b’nin ortak bolenleri a—b
ve b'nin ortak bolenleridir. Bu sayede iki sayinin ortak boélenlerini kolaylikla
bulabiliriz. Oldukg¢a megakkatli hesaplar gerektiren bir 6rnek verelim.

Ornekler
4.7. Diyelim 43.725 ile 13.565’in ortak bolenlerini bulmak istiyoruz.
43.725 ile 13.565
sayilarimin ortak bolenleri,

43.725 — 13.565 = 30.160 ile 13.565
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sayilarimin ortak bolenleridir. Ama bu iki saymin ortak bolenleri
30.160 — 13.565 = 16.595 ile 13.565
sayilarinin ortak bolenleridir. Ama bu iki sayiin ortak bélenleri
16.595 — 13.565 = 3.030 ile 13.565
sayilarimin ortak bolenleridir. Ama bu iki sayimin ortak bolenleri
3.030 ile 13.565 — 3.030 = 10.535
sayilariin ortak bolenleridir. Ama bu iki sayimin ortak bolenleri
3.030 ile 10.535 — 3.030 = 7.505
sayilarimin ortak bolenleridir. Ama bu iki sayimin ortak bolenleri
3.030 ile 7.505 — 3.030 = 4.475
sayilariin ortak bolenleridir. Ama bu iki sayimin ortak bolenleri
3.030 ile 4.475 — 3.030 = 1.445
sayilarimin ortak bolenleridir. Ama bu iki sayiin ortak bélenleri
3.030 — 1.445 = 1.585 ile 1.445
sayilarimin ortak bolenleridir. Ama bu iki saymin ortak bolenleri
1.585 — 1.445 = 140 ile 1.445
sayilarinin ortak boélenleridir. Ama bu iki sayiin ortak bélenleri
140 ile 1.445 — 140 = 1.305
sayillarinin ortak bolenleridir. Bu siireci tabii ki devam ettirebiliriz:

43.725 13.565
30.160  13.565
16.595  13.565

3.030 13.565
3.030 10.535
3.030 7.505
3.030 4.475
3.030 1.445
1.585 1.445
140 1.445
140 1.305
140 1.165
140 1.025

Biraz uzun siirdii, ki daha bitmedi, stireci devam ettirebiliriz. Ne zaman biter bu stireg?
Hi¢ bitmez ama iki sayidan biri 0 oldugunda bitirebiliriz; ¢linkii iki sayidan biri 0
oldugunda biyitik sayidan kiiciikk sayiyr (01) ¢ikardigimizda ayni sayilari buluruz ve
devam etmenin bir anlam kalmaz. Tki sayidan birinin 0 olmasi da bir énceki agamada
iki sayimin birbirine esit olmasi1 demektir. Eger yukaridaki siireci devam ettirirsek, bir
zaman sonra 5 ve 5 sayilarina varacagiz. Demek ki 43.725 ile 13.565 sayilarinin ortak
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bolenleri 5 ile 5 sayilarinin ortak boélenleri ayniymig, yani 43.725 ile 13.565 sayilarmin
ortak bolenleri 5’in ortak bolenleriymis yani sadece 1 ve 5'mis.

Eger kiigiik sayiy1 biiyiik sayidan teker teker ¢ikarmak yerine tek bir hamlede birkag defa
cikarirsak siireg kisalir. Ornegin yukaridaki tabloda 43.725’ten 13.565°1 pespese li¢ defa
cikarmigiz. Bunu tek bir hamlede yapsaydik tablomuz daha da kisalir. Bu yeni yontemle
tablo bir kitap sayfasina sigacak kadar kisalabilir:

43.725  13.565

3.030 13.565
3.030 1.445
140 1.445
140 45
5 45

5 5

Bu ornekten sonra yukaridaki olguyu teorem olarak yazalim:

Teorem 4.1. a, b ve x ¢ dogal sayr olsun. a ile b’nin ortak bolenleriyle a+ bx
ile b'nin ortak bolenleri aymidir. Ayrica ejer a > bx ise a ile b’nin ortak
bolenleriyle a — bx ile b’nin ortak bolenleri aynadar.

Kamit: Ikinci 6nermeyi kamtlayahm. Eger bir d sayist hem a’y1 hem b'yi
boliiyorsa, elbette bu d sayisi a — bx sayisimi da boler. Diger istikamette: Eger
bir d sayis1t hem a — bx’i hem de b’yi boliiyorsa, elbette bu d sayis1 a’y1 da
boler ¢linkii @ = (a — bzx) + bx esitligi gegerlidir. Birinci énermenin kaniti da
benzerdir ve okura aligtirma olarak birakilmigtir. O

B(a), a’nin bolenlerinden olugan kiime olsun. Ornegin
B(30) = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}

ve B(0) = N olur. Tanima gore B(a) N B(b) kiimesi a ve b’nin ortak bolenleri
kiimesidir. Bu kiimeyi B(a,b) olarak gosterelim:

B(a,b) = B(a) N B(b) = {d € N : d|a ve d|b}.
Teoreme gore eger a > b ise
B(a,b) = B(a — b,b)

olur. Ayrica B(a,b) = B(b,a) esitligi de bariz. Ve her n dogal sayisi icin
B(a, an) kiimesi aynen a’nin bolenlerinden olusur, yani B(a,an) = B(a) olur.
Buradan B(a,0) = B(a) gikar. Simdi bu olgular1 kullanarak 375 ve 105’in
ortak boélenlerini bulalim:

B(375,105) = B(270,105) = B(165,105) = B(60, 105)

— B(60,45) = B(15,45) = B(15)
= {1, 3,5, 15}.
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Eger a ve b sayilarimin her ikisi birden 0 degilse, o zaman B(a,b) kiimesi
sonlu bir say1 kiimesidir ve bu durumda en biiyiik bir 6gesi vardir; bu durumda
B(a,b) kiimesinin en biiyiik 6gesine a ve b'nin en buytk ortak béleni adi
verilir ve bu say1 obeb(a,b) olarak, bazen de kisaca (a,b) olarak gosterilir.
Yukarida yaptigimiz hesaplardan obeb(375,105) = 15 oldugu anlasiliyor. Iki
pozitif saymin obeb’i en az 1 olmahdir elbette. Iki saymn aralarinda asal
olmasi icin de en bluyitk ortak bolenlerinin 1 olmasi gerekir.

Bir 6nceki érnekten de hemen anlagilacag tizere eger B(a,b) = B(d) ise, d
sayist a ve b'nin en biiylik ortak bolenidir. Nitekim B(a,b) = B(d) esitligi, a
ve b’nin ortak bolenlerinin aynen d’nin boélenleri oldugunu soyliiyor, demek ki
bu durumda d sayisi a ve b’nin en biiyiik ortak boleni olur. Bunu not edelim.

Teorem 4.2. a ve b her ikisi de 0 olmayan iki dogal sayr ve d = obeb(a,b)
olsun. O zaman a ve b’nin ortak bolenleri tam olarak d’nin bélenleridir. O

Asagidaki kolay sonucu da aradan cikaralim:

Teorem 4.3. a ve b her ikisi de 0 olmayan ikt dogal sayr ve d € N olsun.

i. Eger d = obeb(a,b) ise, a = da’ ve b = db’ esitliklerini saglayan birbirine
asal @’ ve V' dogal sayilary vardar.

ii. Eger a ve b birbirine asal ki pozitif dogal sayr ise, her d > 1 dogal sayist
i¢in d = obeb(da, db) olur.

Kanmit: Once birinci énermeyi kamitlayalim. d = obeb(a,b) oldugundan, d
say1s1 hem a hem de b sayisini boler. Dolayisiyla a = da’ ve b = db’ esitliklerini
saglayan a’ ve b’ dogal sayilar1 vardir. Simdi a’ ve b’ sayilarinin birbirine asal ol-
duklarimi kanitlayahm. Eger 0 < e dogal sayis1 a’ ve b’ dogal sayisim boliiyorsa
o zaman, a = da’ ve b = db esitliklerinden dolay1, de sayis1 hem a’y1 hem de
b’yi boler, yani de sayisi a ve b'nin ortak bdélenidir. Ama d < de oldugundan,
bundan d = de ve e = 1 gikar. Demek ki a’ ve V' birbirine asal dogal sayilardir.

Sira ikinci 6nermeye geldi. Bir an icin ikinci 6nermenin yanlig olabilecegini
varsayalim. Onermenin yanlig oldugu dogal sayilar arasindan a + b toplaminin
en kii¢iik oldugu a ve b sayilarini secelim. Eger a = b ise, a ile b aralarinda
asal olduklarindan, a = b = 1 olmali ve bu durumda 6nerme elbette dogru.
Bundan boyle a # b varsayimimi yapalim. Diyelim b < a. O zaman b ile a — b
de aralarinda asal oldugundan ve bu iki saymin toplami olan b+ (a — b) saysi,
yani a sayisi a + b toplamindan kii¢iik oldugundan,

obeb(d(a — b),db) = d
olur. Ayrica
obeb(d(a — b),db) = obeb(da — db, db) = obeb(da, db)

oldugundan istedigimiz kanitlanmig olur. O
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Notlar

4.8.

4.9.

4.10.
4.11.

Metinde obeb(0, 0)"1 tammsiz biraktik. Bazi durumlarda obeb(0, 0) = 0 tanimini yapmak
yararli olur. Mesela bu tanimla istisnasiz her n dogal sayisi igin obeb(0,n) = n olur,
yani bu tanim sayesinde, 0, obeb igleminin etkisiz 6gesi olur.

Her n dogal sayisi i¢in obeb(1,n) = 1 oldugundan, 1, obeb isleminin yutan Ogesidir.
(Ornegin 0 da ¢arpma igleminin yutan 6gesidir. Toplama i¢in yutan 6ge yoktur.)
obeb(z,y) = obeb(y, ) esitligi bariz, yani obeb islemi degisme 6zelligini saglar.
Yukaridaki notlarda da fisildadigimiz gibi, obeb, aynen toplama ve garpma gibi ikili bir
islemdir. Birlesme 6zelligini bile saglar: Her a, b, ¢ dogal sayis1 igin,

obeb(a, obeb(b, ¢)) = obeb(obeb(a, b), c)

olur. Bunun kanit1 oldukga kolaydir ve okura aligtirma olarak birakilmigtir. Dolayisiyla
bu ifadeler yerine
obeb(a, b, c)

yazabiliriz. Gelecekte Oyle de yapacagiz. obeb(a, b, ¢) sayisi, a’y1, b’yi ve ¢’yi bolen en
biiyiik dogal sayidir; bunun tek istisnasi a = b = ¢ = 0 oldugu durumdur. Genel olarak,
eger X, hepsi 0 olmayan ve bogkiime olmayan bir dogal say1 kiimesiyse, obeb X, X’in
ortak bolenlerinin en biiytigiinii simgeleyecek.

Ornekler

4.12.

4.13.

Eger d sayis1 a’y1 boliiyorsa, o zaman a/d sayist da a’y1 boler. Yani her d boleninin
bir “arkadagi” vardir, o arkadas da a/d bélenidir. Ornegin 2, 42’yi boler, bu yiizden de
21, 42’yi boler. Bu ytizden bolenler genelde ikiger ikiger gelirler. 42’nin tiim bolenlerini
arkadaglarini yanyana yazmak suretiyle yazalim:

1 42
2 21
3 14
6 7

Goriildiigii lizere 42’'nin tam 8 tane boleni var. Ama bazen bir bélenin arkadagi yine
kendisidir, yani d béleni arkadas: olan a/d sayisina esit olabilir, yani d = a/d olabilir.
Bu da ancak a = d? ise miimkiindiir. Demek ki kare sayilarin bélen sayisi tektir, kare
olmayan sailarin bolen sayise ise ¢ifttir. Ornegin 36 sayisinm bolenleri sunlardir:

36
18
12
9
6 [

=W N =

Toplam 7 tane, c¢linkii 6’nin arkadasi gene 6; 6 boleni disinda diger tiim bolenler ar-
kadaslariyla birlikte ikiger ikiger geliyor.

(BN +2) N (3N + 1) = 15N 4 7 esitligini kanitlayalim.

Once 15N 4+ 7 C (5N 4 2) N (3N + 1) icindeligini kanitlayalim. Sol taraftaki kiimeden
herhangi bir say1 alalim, diyelim 15n + 7 sayisim aldik.

150 +7=30Bn+2)+1€3N+1

ve
150 +7=53n+1) +2 € 5N + 2



4.14.

4.15.

4.16.

67

oldugundan istedigimiz kanitlanmigtir. Bu kolay istikametti. §imdi diger istikameti ka-
nitlayalim.

(5N 4+ 2) N (3N + 1) kiimesinden rastgele bir a secelim ve bu sayiy1  ve y dogal sayilar
i¢in bz + 2 ve 3y + 1 biciminde yazalim. Demek ki

a=5+2=3y+1.
Buradan
6a = 30x + 12 ve ba = 15y + 5

buluruz. Taraf tarafa gikarirsak,
a=6a—5a = (30x +12) — (15y +5) =152z —y) + 7€ 15N+ 7

buluruz. (Neden 2z — y negatif bir say1 olamaz?)

Her ne kadar heniiz tanimlamamigsak da okurun tamsayilarla agina oldugunu biliyoruz.
Bu ornekte bir ara dogal sayilar yerine tamsayilarda caligacagiz ve tamsayilarda ¢ikarma
yapabilecegimizden her sey ¢ok daha kolay olacak. n herhangi bir dogal say1 olsun. 3n—2
ile 5n + 4’in ortak bolenleri kiimesini bulalim:

B(Bn—2,5n+4) = B@Bn-—2,2n+6) = B(n—_8,2n+6)

= B(n—-8,n+14)=B(-22,n+14) = B(22,n+ 14)
B(22,n—8) C B(22) = {1, 2, 11, 22}

Her sey n — 8’in 2’ye ve 11’e boliiniip boliinmemesine bagli.
n — 8’in 2’ye béliinmesiyle n'nin ¢ift olmasi ayni sey.
n — 8’in 11’e boliinmesi de n € 11N + 8 demek.

Demek ki
{1, 2, 11, 22}  eger n € 2NN (11N 4 8) = 22N + 8 ise
_ ) {1, 11} egern € (2N +1)N (11N 4+ 8) = 22N + 19 ise
B@Bn=25m+4) =9 1 9 eger n € 2N ama n ¢ 11N + 8 ise
{1} egern € 2N+ 1 ama n ¢ 11N + 8 ise

n > 0 bir dogal say1 olsun. n’den kiiciikesit ve n’ye asal olan dogal say1 say1si (n) olarak
gosterilir. ¢’ye Euler ¢ fonksiyonu adi verilir'. Ornegin ¢(6) = 2 olur ciinkii 6’dan
kii¢lik sadece 1 ve 5 dogal sayilar1 6’ya asaldir. Birkac ornek asagida:

[\

LISl
([l
N N R

€6€€E€6E€EE

Eger n ve m sayilar1 aralarinda asalsa ¢
kanitlamayacagiz.

—~

nm) = o(n)e(m) olur. Bu olguyu bu kitapta

Herhangi bir dogal say1 alalim, diyelim 12’yi aldik. 12’nin boélenlerini yazalim:

1,2, 3, 4,6, 12.

Ly, Yunan alfabesinin kiiciik f harfidir ve “fi” olarak okunur. Biiyiik harf fi, ® olarak

yazilir.
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Simdi bu sayilarin ¢’lerini (bkz. bir 6nceki 6rnek) hesaplayip toplayalim:
P(1)+¢(2) +93) +o(4) +p(6) +p(12) =1+ 1+2+2+2+4 = 12.
Sonug 12 ¢ikt1, basgladigimiz sayiy1 bulduk. Bagka bir sayiyla ayni deneyi yapalim, mesela
14 ile. 14’in bolenleri 1, 2, 7 ve 14. Bu sayilarin ¢’lerini alip toplayalim:
o) +e2)+ (7)) +¢(14) =1+14+6+6 = 14.
Yine bagladigimiz sayiy1 bulduk. Hangi sayiy1 alirsaniz alin, bélenlerinin ¢’lerini toplar-
saniz hep saymin kendisini bulursunuz! Sasirtic1 degil mi? Sagirtict ama dogru ve kanit1
da ¢ok ¢ok zor degil. Gene de bu agsamada kanit1 vermeyecegiz, bkz. [4. Kitap, Ornek
2.7].
Alstirmalar
4.17. 3.969 ile 15.435’in tiim ortak bolenlerini bulun.
4.18. 13.969 ile 15.435’in tiim ortak boélenlerini bulun.
4.19. n herhangi bir dogal say1 olsun. n ile n + 1’in ortak bolenlerini bulun.
4.20. Hangi n dogal sayilar: i¢in n ile n + 2 aralarinda asaldir?
4.21. Hangi n dogal sayilar1 i¢in n ile n 4 18 aralarinda asaldir?
4.22. Hangi n dogal sayilar: i¢in n ile 3n + 15 aralarinda asal degildir?
4.23. Hangi n dogal sayilar: i¢in 2n + 7 ile 3n 4 8 aralarinda asaldir?
4.24. Hangi n ve k dogal sayilari i¢in n ile nk + 3 aralarinda asaldir?
4.25. Hangi n dogal sayilari icin n ile n? — n + 3 aralarinda asaldir?
4.26. 2NN (11N + 8) = 22N + 8 esitligini kamtlayin.
4.27. 2N+ 1) N (11N + 8) = 22N + 19 esitligini kanitlaymn.
4.28. (3N+1)N (4N + 3) = 12N + 7 esitligini kamitlaymn.
4.29. (2N +1) N (3N + 1) kiimesini aN + b bigiminde yazn.
4.30. (3N + 2) N (4N + 3) kiimesini aN + b bi¢iminde yazin.
4.31. (6N + 1) N (8N + 1) kiimesini aN + b bi¢ciminde yazin.
4.32. n > 1 bir dogal say1 olsun. 4n — 3 ile 7n + 2 sayilarinin en fazla iki ortak boleni olabile-
cegini kanitlaym. Bu ortak bélenler hangi sayilar olabilir?
4.33. n bir dogal say1 olsun. n? + 2 = (n + 2)(n — 2) + 6 esitliginden hareketle
B(n®>+2,n+2) C{1,2, 3,6}
esitligini kanitlaym. ebob(n? 4 2, n + 2) hangi degerleri alabilir? obeb(2002% + 2, 2002 +
2) = 6 esitligini kamtlaymn.
Notlar
4.34. n > 0 bir dogal say1 olsun. n’yi bélen dogal sayilarin toplami o(n) olarak yazilir®.

Ornegin
o(12)=14+2+3+44+6+12=28
olur.

Eger n ve m aralarinda asal iki sayiysa,

o(nm) = o(n)o(m)

25, Yunan alfabesinin s harfidir, “sigma” olarak okunur. Bu sigmanin kiiciik harf seklidir;

biiytik harf sigma, > olarak yazilir.
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esitligini kamtlamak cok zor degildir. (Ama bu kitapta kamtlamayacagiz.) Ornegin
0c(3)=1+3=4veoc(d)=1+2+4=7

oldugundan,
0(12) =0(3-4)=0(3)0(4) =4-7=128

olur, aynen biraz 6nce hesapladigimiz gibi.
n > 0 dogal sayis1 igin, oo(n), n’nin n’den farkl bélenlerinin toplamini simgelesin. Or-
negin

00(12) =14+24+34+4+6=16

olur. Eger

oo(n)=mn

egitligi saglanirsa n’ye mukemmel sayr denir. Ornegin 6 miikemmel bir sayidir ¢iinki
00(6)=1+2+3=6
olur. 6 ayrica ilk mitkemmel sayidir. Bir sonraki miikemmel say1 28’dir:
00(28) =1+2+4+4+7+14=28.

Sonraki iki miitkemmel say1 496 ve 8128’dir. Bu ilk dort miikemmel sayiy1 M.O. 4iin-
cii yiizy1lda yasamg olan Oklid de biliyordu. Daha sonra bagka miikemmel sayilar da
bulunmustur ama hepsi ¢ift sayidir. Bugiin hala daha miikemmel olan bir tek sayimin
varlig1 ya da yoklugu bilinmiyor. Bu soru giiniimiiz matematiginin en tinlii sorularindan
biridir. Bu konu hakkinda Not 5.29’da daha fazla bilgi bulabilirsiniz.

Collatz Sanisi. 1’den biiyiik herhangi bir dogal say1 se¢in. Say1 ¢iftse ikiye boliin, tekse
iigle carpip bir ekleyin. Elde ettiginiz yeni sayiya tekligine ve ciftligine gére yine bu
islemlerden birini uygulaymn. Diyelim 7’yi sectik. 7, tek oldugundan, 7’yi tigle carpip 1
ekleyelim. 22 elde ettik. 22 ¢ift oldugundan, 22’yi ikiye bolmeliyiz, 11 elde ettik. 11 tek.
Demek ki 1171 tigle carpip 1 ekleyecegiz. 34 elde ederiz. 34’1 ikiye bolelim. 17 bulduk...
Bunu béylece siirdiirelim. i§te elde edecegimiz dizi:

7,22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1.
1’e ulagtigimizda duralim. Bagka sayilarla da baslayabiliriz:

3,10, 5, 16, 8, 4, 2, 1.

9, 28, 14, 7, ... (7T’yle baglayan dizideki gibi 1’e ulagiriz.)

15, 36, 18, 9, ... (9’la baslayan bir énceki dizideki gibi 1’e ulagiriz.)

19, 58, 29, 88, 44, 22, 11, ... (7’yle basglayan dizide 11 var.)

29, 88, 44, 22, 11, 58, 29, ... (T'yle baslayan dizide 11 var.)

51, 154, 77, 232, 116, 58, 29, ... (29’la baslayan dizideki gibi 1’e ulasiriz.)
100, 50, 25, 76, 38, 19, ... (19’la baslayan dizideki gibi 1’e ulagiriz.)

101, 304, 152, 76, ... (100’le baglayan dizide 76 var.)

Deneyin, hangi sayiyla baglarsaniz baglayin, bir zaman sonra hep 1’e ulagacaksimiz. Asa-
gidaki resim baz kiigiik sayilarin 1’e ulagma hizini gosteriyor; bir iist kattan bir alt kata
gegiliyor.
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32768, 5461, 5460, 5456, 909, 908, 151, 5440, 906, 1356, 4376, 848, 141, 140, 23, 832, 138, 136, 22, 768
16384, 2730, 2728, 454, 2720, 453, 678, 2688, 424, 70, 416, 69, 68, 11, 384
8192, 1365, 1364, 227, 1360, 339, 1344, 212, 35, 208, 34, 192
4096, 682, 680, 113, 672, 106, 104, 17, 96
2048, 341, 340, 336, 320, 53, 52, 48
1024, 170, 168, 160, 26, 24
512, 85,84, 80, 13, 12
256, 42, 40, 6
128,21, 20, 3
64,10
32,5
16

L ]

Nereden biliyoruz hep 1’e ulagsacagimizi? Aslinda bilmiyoruz... Ama 6yle saniliyor. Ciin-
kil birgok say1 denenmis ve hep 1’e ulagilmig. Her say1 denenmemis elbet. Ama ilk 1
milyar say1 denenmis ve hep 1’e ulagilmig. Tiim sayilar1 denemeye zaman yetmez! Ka-
nitlamak lazim.

Her sayiya bu iglemi uyguladigimizda, hep 1’e ulagacagimizi kanitlayabilir miyiz? Mate-
matikciler bugiine degin bunu ne kanitlayabilmisler ne de 1’e ulagmayan bir dogal say1
bulabilmigler. Bazilar1 ugrasiyor... Bu saniya Collatz sanisy adi verilir.
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1 ve kendisinden baska sayiya boliinmeyen sayilara asal sayz adi verilir, yalniz
teknik nedenlerden dolay: 1 asal say1 kabul edilmez.

Ornegin 2 ve 3 asal sayidir, ama 4 degildir, ciinkii 4 sayis1 2’ye boliiniir.
5 asaldir ama 6 degildir, ¢linkii 6 sayis1 2 ve 3’e boluntir. 1 de, sadece 1
oldugundan, baska nedenden degil, asal degildir. Iste ilk birkag asal say1:

2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53.
Asal sayilar kiimesini P ile gosterecegiz:
P={2, 3,5 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, ... }.

0 sayis1 asal degildir ¢iinkii 6rnegin 26’ya boliiniir.

Ashinda “asal say1” yerine “indirgenemez say1” demek daha dogru olurdu
ama “asal say1” o kadar yaygin kullamliyor ki degistirmeyi uygun bulmadik!.

Asal sayilar hem ¢ok 6nemli hem de gok gizemlidir. Ornegin sifrelemede
yogun olarak kullamhrlar. Ozel mesajlarmizin ticiincii kisiler tarafindan okun-
mamasl, banka hesaplariniza bagkalarinin girememesi, askeri yazigmalarin giz-
lilik icinde yapilabilmesi icin ¢ok biiyiik asal sayilara ihtiyac vardir. Ama sif-
relemeye kadar gitmeye gerek yok, asal sayilar sadece varliklariyla 6nemlidir!
Insanlar asal sayilar1 sadece teknolojik uygulamalarindan dolay1 degil, merak-
larindan da aragtirmaktadirlar.

Bugiin matematikte asal sayilarla ilgili yanit1 bilinmeyen bircok soru vardir.
Bu sorulardan bazilarini bu boliimde ve bu ve sonraki kitaplarda gorecegiz.

Kiigiik asal sayilar1 bulmak kolay. Biiyiik asal sayilari bulmak da teorik
olarak zor degil, 2’den baslayarak, asal olup olmadigini anlamaya caligtigimiz
say1y1 kendisinden kii¢iik sayilara bolmeye c¢aligin, sadece 1’e ve kendisine bo-
liiniiyorsa asaldir. Orneégin 611.953 sayis1 belli ki 2’ye boliinmiiyor, 3’e de

! Asal saymin matematiksel tanimi ashinda sSyledir: “Bir p # 0, 1 dogal sayis1 her ab car-
pimini boldiigiinde illa a’y1 ya da b’yi bolmek zorunda kaliyorsa, p’ye asal say1 denir.” Teorem
6.1’de, yukaridaki metinde verilen tanimla bu dipnotta verilen tanim arasinda matematiksel
anlamda bir ayrim olmadigini gorecegiz, yani bir say1 bir anlamda asalsa, diger anlamda da
asaldir.
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boliinmiiyor, 2’ye boliinmediginden 4’e ve 6’ya da boliinmez, belli ki 5’e de
boliinmiiyor, denerseniz 7’ye de boliinmedigini anlarsiniz. Bunu boyle devam
etmek gerekiyor. Tabii 611.954 ve sonrasina da boliinmez. Demek ki 611.952’ye
kadar denemek yetiyor. Bayag: bir is...

Eski Yunanhlar zamanindan beri bilinen bu yontem bir sayimnin asal olup
olmadigini anlamak icin en basit ama cok yavas sonug veren yontemdir. Bugiin
daha zh sonug veren ¢ok daha sofistike yontemler biliniyor. Ornegimizdeki
611.953 ¢ok biiyiik bir say1 degil, bu sayinin asal olup olmadigini hemen anla-
yan bilgisayar programlar var, ama daha biiyiik sayilarin asal olup olmadigini
anlamak ytizlerce makineyi binlerce yil mesgul edebilir.

Eski Yunanlhilardan beri bilinen kiiciik asallar1 bulma yontemini aciklaya-
lim. Asagidaki gibi bir tablo hazirlayalim.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
50 51 52 53 54 55 56 57 58 59
60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
70 71 72 Y3 74 75 T6 77T T8 79
80 81 82 83 84 8 86 87 88 &9
90 91 92 93 94 95 96 97 98 99

Biz tabloyu 10’a 10 boyutunda hazirladik, daha biiyiik ya da daha kiigiik
boyutlarda bir tablo yapilabilir. Simdi bu tablodan asal olmayan sayilar: teker
teker silecegiz, geriye sadece asal olanlar kalacak.

Ik olarak 0 ve 1’1 silelim, bu iki saymmn asal olmadigim biliyoruz. Sonra
silinmemis ilk say1 olan 2’yi ele alalim. 2'nin altin ¢izelim (ya da 2’yi ¢ember
i¢ine alahm) ve 2 diginda 2’ye boliinen 4, 6, 8 gibi tiim ¢ift sayilar: silelim. Bu
agsamada tablo su durumdadir:

pr 2 3 4 5 6 7 8 9
MW o11 17 13 M 15 6 17 18 19
20 21 27 23 24 25 26 27 28 29
30 31 37 33 34 35 36 37 38 39
A0 A1 47 43 4 A5 46 4T 48 49
50 51 57 53 54 55 56 57 58 59
60 61 67 63 64 65 66 67 68 69
T #2013 M 75 76 17 7819
80 81 87 83 84 85 86 87 88 89
90 91 97 93 94 95 96 97 98 99
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Sildiklerimizin asal olamayacagini biliyoruz, ¢linkii bunlar 2’ye bdéliinen
2’den biiyiik sayilar. Teker teker asal olmayan sayilari silecegiz ve geriye sadece
asal sayilar kalacak, yani sayilar1 bir nevi elekten gecirecegiz.

Simdi dokunmadigimiz ilk say1 olan 3’i ele alalim. 3%in altim ¢izip, 3’e
boliinen 3 digindaki diger tiim sayilari eleyelim. (Daha 6nce elenmisleri bir
daha elemenin anlami yok!) Tablo simdi soyle:

g ¥ 2 3 4 5 6 7 8 9
W 11 ¥ 13 M4 15 16 17 18 19
20 21 27 23 24 25 26 27 28 29
30 31 37 33 34 35 36 37 38 39
M 41 47 43 44 45 46 AT 48 49
5 51 57 53 54 55 56 57 58 59
60 61 67 63 64 65 66 67 68 69
7L 72 13 M w5 w77 819
80 81 87 83 84 85 86 87 88 89
99 91 97 93 94 95 96 97 98 99

Sonra, dokunulmayan ilk say1 olan 5’1 ele alalim. 5’in altimi ¢izelim ve 5’e
boliinen 5’ten biiytlik sayilar: silelim.

Ardindan, dokunulmamig ilk say1 olan 7’yi ele alacagiz.

Bu yonteme boyle devam edelim. 50’den sonraki sayilari ele almaya ge-
rek yok, cilinkii asal olmayan 100’den kiiciik bir say1r mutlaka 50’den kiiciik
bir sayiya boliiniir. Ama ashinda 10’a kadar olan sayilari ele almak yeter,
¢iinkii 100’den kiiciik asal olmayan bir say1 mutlaka 10’dan kiiciik bir sayiya
boliiniir. (Neden?)

En sonunda elimizde su tablo kalir:

g1 2 3 4 5 6 7 F 9
M 11 17 13 M A5 16 17 18 19
20 210 27 23 24 25 26 27 28 29
20 31 37 33 34 35 36 37 38 39
A0 41 47 43 M 45 46 AT A8 49
50 51 57 53 54 55 56 57 58 59
60 61 67 63 64 65 66 67 68 69
71 22 13 A 75 6 T 72819
80 81 82 83 34 85 86 57 88 89
90 91 97 93 94 95 96 97 98 99

Yukaridaki tabloya Eratosthenes kalburu (elegi) adi verilir, yani sayilar
kalburdan geciriyoruz, asal olmayanlar ayiklaniyor, geriye asallar kaliyor. Yu-
karidaki tabloda alt1 ¢izili sayilarin hepsi asaldir ve bunlar, 1’den 100’e kadar
olan asallarin timidiir.
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Demek ki 100’den kiigiik 25 asal vardir, yani 100’den kiiciik sayilarin dortte

biri asaldir. Bu oran giderek azalir ve ¢ok daha ileri matematikte asallarin
oraninin giderek azaldigi kanitlanabilir.

Alstirmalar

5.1.
5.2.
5.3.

5.4.
5.5.
5.6.

5.7.
5.8.

5.9.
5.10.
5.11.

5.12.

5.13.

101 ve 221 sayilar1 asal midir?

200’den kiiclik tam 46 tane asal say1 vardir. Hepsini bulun.

300’den kiiciik tam 62 tane asal say1 vardir. Bog zamaniniz varsa hepsini bulun. Stirecin
giderek daha fazla zaman aldigini goreceksiniz.

T =N\ {0, 1} olsun P =T\ T T esitligini gosterin.

P - P kiimesinin en kiigiik on 6gesini bulun.

2 diginda tiim asal sayilar tek sayidir elbette. Dolayisiyla n? 4+ 1 sayismm asal olmasi
icin ya n = 1 olmahdir ya da n cift olmaldir. Nitekim n = 1, 2, 4, 6 icin n? + 1 bir
asaldir, sirasiyla 2, 5, 17, 37 elde ederiz. Ama n = 8 icin n? + 1 = 65 elde edilir ve 65
asal degildir. n = 18, 28, 38 gibi son rakami 8 olan sayilar icin de bir asal elde etmeyiz.
Neden? Son rakami 2, 3 ya da 7 olanlar igin ne diyebilirsiniz?

n? — 1 tiiriinden sayilar sadece n = 2 icin asal olabilirler. Neden?

n® — n + 3 tiiriinden sayilar 3’e béliiniirler, dolayisiyla n = 1 haricinde asal olamazlar.
Bu sayilar neden hep 3’e boliiniiyor?

Eger n € 3N+ 1 ve n # 1 ise n? + n + 1 sayisiin asal olamayacagim kanitlayimn.

n? 4+ n + 1 sayisin asal oldugu 10 tane n dogal sayis1 bulun.

Eger n =0, 1,2, ..., 39 ise n? +n + 41 sayismm asal oldugu biliniyor (Euler, 1772).
Eger n = 40, 41 ise n? + n + 41 sayisin asal olmadigini gosterin.

[AAZ, sayfa 6] 3n — 4, 4n — 5 ve bn — 3 sayilarmn hepsinin asal oldugu tiim n pozitif
dogal sayilar1 bulun. (Ipucu: Once bu ii¢ sayidan en az birinin ¢ift olmasi gerektigini
kanitlaym.)

p # 0, 1 su ozelligi saglayan bir dogal say1 olsun: Her z, y € N igin p|zy ise ya p|z ya
da p|y. Bu durumda p’nin asal oldugunu kanitlaym. (Bu énerme ve bu 6nermenin ters
istikameti Teorem 6.1’de kanitlanacak.)

Notlar

5.14.

5.15.

Basinda bir iki yilda bir “en biiyiik asal say1 bulundu” gibi haberler ¢ikar. Oysa asal
sayilar sonsuz sayidadir ve en biiyligii olamaz. Her asal sayidan daha biiyiik bir bagka
asal say1 daha vardir. Ornegin 100’den biiyiik bir asal say1 bulmak istiyorsaniz, 100! + 1
sayisin1 bolen bir asal say1 bulun, illa ki 100’den biiyiik olmak zorunda olacaktir. Daha
iyisini de yapabiliriz: Bildiginiz tiim asallar1 carpip, ¢ikan sayiya 1 ekleyin. Elde ettiginiz
say1 yeni bir asala boliinecektir. O haberlerde aslinda “bugiine kadar bilinen en biiyiik
asal say1 bulundu” denmek istiyor. Asallarin sonsuz sayida oldugunu daha ileride, Sonug
7.2’de (burada agikladigimiz yontemle) kanitlayacagiz.

Metinde agiklanan asal bulma yontemini bulan Eski Yunanlh matematikci, cografyaci,
gair, astronom ve miizik teorisyeni Eratosthenes M.O. 276 ile M.O. 194 yillar1 arasinda
yagamigtir. Meghur iskenderiye kiittiphanesinin bagkiitiiphanecisiydi. Cografya bilimini
bulan kigi olarak anilir. Tarihi olaylarin tarihlerini saptamak demek olan kronoloji bi-
limini de yaratmigtir®. Diinyanin cevresini ilk hesaplayan kisi olarak da bilinir. Ayrica

2Mesela bugiin Eratosthenes’in Milat’tan énce 276’da dogdugu nasil bilinmektedir? O

zamanlar heniiz Isa Peygamber dogmadigindan Milat’tan énce diye bir kavram yoktu dogal
olarak. Bu cok eski tarihleri saptama bilimine kronoloji ad1 verilir.
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diinyanin giines etrafinda dontis ekseniyle kendi etrafinda doniis ekseni arasindaki aciy1
da (23,4 derece) hesaplamigtir. Diinya’nin Giines’e olan mesafesini de hesapladigi ve
“artik giin” kavramim® buldugu da sdylenir. Eratosthenes her konuda bilgili ama hicbir
konuda en 6nde gelen olmadigi igin, bir soylentiye gore lakabr bazi ¢agdaslar: arasinda
(Yunan alfabesinin ikinci harfi olan) “Beta” imis... Cok énemli bir bilgin oldugundan
hi¢ kugku yok. Yaglihiginda goz iltihaplanmasindan kér olmustur. Okuyup yazamamanin
verdigi 1zdiraba dayanamayarak kendini a¢liga mahktm etmig ve 82 yasinda Slmiistiir.

Eratosthenes

Asal sayilar hakkinda bilmedigimiz ¢ok sey vardir. Bunlardan en tinlisii ¢kiz asallar
sanmistdar. 3 ve 5 gibi, 5 ve 7 gibi, 11 ve 13 gibi, 17 ve 19 gibi farklar1 2 olan asal sayilara
tkiz asallar denir. Sonlu ya da sonsuz tane ikiz asal olup olmadig1 bilinmiyor. Sonsuz
tane asal say1 vardir, bunu kanitlamak kolay, ta Eski Yunanlilardan beri biliniyor ve bu
boliimde de kanitlayacagiz, ama ikiz asallar sanis1 hala gizemini koruyor.

1990’da bilinen en biiyiik ikiz asallar 1.706.595 x 21235 £ 1 asallariydi, 1990’da Parady,
Smith ve Zarantonello tarafindan bulunmuslardi. Ama o giinden bugiine teknoloji ve
matematik ¢ok ilerledi. 2007°de

2.003.663.613 - 2195000 41

sayilarimin, 2009’da
65.516.468.355 - 2%33-33 4 1

sayilariin, 2011’de
3.756.801.695.685 - 2656-669 1 1

sayilarinin ikiz asallar oldugu gosterildi. Sonuncusu bugtine (17 Eyliil 2015) kadar bilinen
en biiyiik ikiz asaldir; 200.700 basamakli bir sayidir.

1966’da, sonsuz sayida p asali i¢in, p 4+ 2 sayisinin ya bir asal ya da iki asalin ¢arpimi
oldugu kanitlandi.

Diyelim asallarin arasindaki farkin 2 olmasindan vazgectik, aradaki farkin en fazla belli
bir n sayisi olmasini istiyoruz. Acaba aradaki farkin en fazla n oldugu sonsuz sayi-
da asal ¢ifti var midir? 17 Nisan 2013’te Yitang Zhang, pek bilinmeyen, hatta co-
gu zaman isgsiz kalan Amerikali bir matematikg¢i, aralarindaki farkin 70 milyondan az
oldugu sonsuz sayida asal oldugunu kanitladi. Bu teorem matematik diinyasinda baya-
g1 glriiltii yapti. Bizim i¢in sevindirici tarafi, Zhang’in kanit yonteminin Cem Yal¢in

3Her dort yilda bir, yila bir giin eklenmesi, bugiinkii 29 Subat yani.
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Yildirim meslektagimizin yazarlarindan biri oldugu bir makaleden esinlenmis olmasi.
Simdi yeni soru su: 70 milyonu kaga kadar indirebiliriz? Unlii matematik¢i Terence
Tao'nun basgimi ¢ektigi bir aragtirma grubu Zhang’in yontemlerini kullanarak ve yeni
yontemler geligtirerek 70 milyonu 264’e indirdi (Subat 2014). Bildigim kadariyla bili-
nen en digiik aralik simdilik 264 (Mayis 2015). Kimse bu yontemlerle farkin 2’ye kadar
inecegini, yani ikiz asallar sanisinin kanitlanacagini diigiinmiiyor ama bilgi bilgidir.
U(_;iiz asallar var midir? (3,5, 7)’den bagka yoktur. Okur bunu kolaylikla kanitlayabilir.
Bir ipucu verelim: eger n bir tamsayiysa, n, n + 2, n + 4 sayilarindan biri (ve sadece
biri) 3’e boliiniir.

2 diginda her asal say1 tek say1 olmak zorundadir tabii ki. Dolayisiyla iki asal sayinin
toplami “hemen hemen her zaman” bir ¢ift say1 olur. Acaba her ¢ift say1 iki asalin top-
lami olarak yazilabilir mi? 2 yazilamaz elbet. Ama 4 yazilir: 4 = 24 2. Diger cift sayilara
bakalim:

6 = 3+3
8 = 3+5
10 = 3+7
12 = 5+7
14 = 3411
16 = 3+13
18 = 7411
20 =  T7+13
22 = 11+11
24 = 11+13
26 = 13+13
28 = 5+23
30 = T7T+23

Bugiine kadar iki asal saymin toplami olarak yazilamayan 2’den biiyiik bir ¢ift say:
bulunamadi, ama 2’den biiyiik her ¢ift dogal sayinin iki asalin toplami olarak yazilacag:
da kanitlanamadi. Matematigin kanitlanamamis tinlii sorularindan biridir. Goldbach
sanast, 2’den biiyiik her c¢ift dogal saymnin iki asalin toplam olarak yazildigimi soyler,
ama sadece sOyler, yani bir tahmindir, matematiksel jargonla bir samdir.

Tleride Sonug 7.2’de kanitlayacagimiz gibi sonsuz sayida asal say1 vardir, dolayisiyla en
biiyiik asal sayiy1 bulmak gibi bir sey s6z konusu olamaz. Ancak ¢ok ¢ok biiyiik asallar
sifrelemede (6rnegin haberlesme gizliligini korumak i¢in, banka hesaplarina bagkalarinin
girmemesi i¢in, askeriyede) ¢ok onemlidir. Cok biiyiik asal bulmak hi¢ kolay bir ig
degildir, bu amagcla bilgisayarlarda 6zel programlar yazilmakta ve program yillarca
caligtirilmaktadir. Su anda bilinen en biiytik 10 asal agagidaki tabloda:

sira sayl1 basamak sayisi yil
1 257885161 _ g 17.425.170 2013
9 243.112.609 _ 4 12.978.189 2008
3 242643801 _ 12.837.064 2009
4 237-156.667 _ 11.185.272 2008
5 232582657 _ 9.808.358 2006
6 230402457 _ 1 9.152.052 2005
7 925:964.951 4 7.816.230 2005
8 024.036.583 _ 7.235.733 2004
9 220-996.011 _ 9 6.320.430 2003
10 213466917 _q 4.053.946 2001

Her yeni rekor matematik diinyasinda bir haber olarak duyulur. Cabuk igleyen yeni
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bilgisayar programlar: ve hizli caligan yeni teknolojiler yararhdir elbet.
Yukarida listeledigimiz asal sayilar hep 2 — 1 bigiminde. 2™ — 1 tiiriinden sayilarin
asal olabilmeleri i¢in n’'nin de asal olmasi gerekmektedir. Bunu ileride kanitlayacagiz,
simdilik kabul edelim. Asal bir n igin 2" — 1 bigiminde yazilan sayilara Mersenne
sayelary denir?. Peki, n asalsa,

M, =2" -1

olarak tammlanan say1 da asal midir? Ik Mersenne sayilarma bakalm:

Mo =3
Mz=T7
Ms =31
M7 =127

Bu sayilarin her biri asal. Ama bundan sonraki ilk Mersenne sayisi, yani M;; asal degil:
M11 = 23 x 89.

Hangi n asallar1 icin M,, asaldir? Yamt bilinmiyor. Sonlu ya da sonsuz sayida Mersenne
asalinin olup olmadigr da bilinmiyor.

1972’de Mi9937’nin asal oldugunu Bryant Tuckerman bilgisayar yardimiyla kesfetti.
1975’te, on beg yaginda iki lise 6grencisi, Laura Nickel ve Curt Noll, Mig.937'nin o za-
mana dek bilinen en biiyiik asal oldugunu bir gazeteden 6grenince ¢aligmaya koyuldular
ve l¢ yil sonra, 1978’te, bilgisayarlarin1 350 saat caligtirdiktan sonra, Ma2i701’'in asal
oldugunu buldular. Ve birdenbire iinlendiler.

Subat 1979’da Noll, M23209’un asal oldugunu buldu.

ki ay sonra, Amerikali David Slowinski M44497'nin asal oldugunu gosterdi.

Mayis 1983’te gene Slowinski, Mge243’lin asal oldugunu bilgisayar yardimiyla tam 1
saat 3 dakika 22 saniyede kamitladi. Ama 86.243 sihirli sayisim1 bulmak igin aylarca
ugragti. Bilinen klasik yontemle (yani kendisinden kiigiik sayilara bolmeye gahigarak)
Mgg243’in asal oldugunu kanitlamak, evrenin omriinii agardi! Mgeo4s'iin tam 25.962
basamagi oldugunu da ayrica belirtelim. Bu kadar bozuk paray: istiiste yigsaniz, para
kuleniz evrenin simirlarin agar! [De]

Yukaridaki asali bulan Slowinski, 19 Eylil 1983 tarihinde Mis2049’un asal oldugunu
bilgisayarlarla anladi. Bundan ¢ok daha 6nce, Manfred Schroeder adli bir matematikgi,
matematiksel yontemlerle, sezgisinin de yardimiyla, 2'3%-%9° civarlarinda bir asal oldu-
gunu tahmin etmisti zaten.

Mart 1992’de M756s39 un asal oldugu anlasildi.

12 Ocak 1994°te, Paul Gage ve yine David Slowinsky bilgisayar aglarinda Mgs9433’1in asal
oldugunu kanitladiklarini duyurdular. Hesaplarini gene bilgisayarla yapmiglardi elbet.
Mys.112.600 asaldir. 23 Agustos 2008’de, binlerce goniilliiniin bilgisayarlarina, kullanma-
diklar1 zamanlarda (daha gok geceleri tabii) internet yoluyla girip binlerce bilgisayar:
eszamanh kullanan bir projeyle gosterilmigtir. (Boylece hesaplar daha hizh yapilmigtir.)
Eyliil 2015 tarihine kadar topu toplami 48 Mersenne asali bilinmekteydi ve bilinenlerin
en biiyiigi Ms7.885.161 1di. Bu say1 ayrica o giine kadar bilinen en biiyiik asaldi.

Bu sonuglara, ancak bilgisayarlara giivenebildigimiz derecede giivenebiliriz elbet. Bilgi-
sayarlar da hata yaparlar!

4Marin Mersenne (1588-1648), iinlii matematikci Fermat’yla cagdag ve Fermat’nimn mek-

tup arkadasi bir Fransiz matematikgisidir.
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Birileri, p asalsa, M, sayillarima ¢ifte Mersenne sayist demis. Ik cifte Mersenne
sayilari:
M, =Mz =17,
My, = M7 = 127,
Mg = M3y = 2.147.483.647.
Bunlarin her biri asal. Bir sonraki ¢ifte Mersenne sayis1 olan
M, = M2z

sayis1 da asal. Acaba cifte Mersenne sayilarinin hepsi asal mi? Sansimiza kiisiin! Mz, 'nin
asal olmasi i¢in M, nin asal olmas1 gerektigini biliyoruz, dolayisiyla, M, asal olmadi-
gmdan, bir sonraki ¢ifte Mersenne sayis1 My, de asal olamaz. Peki, M, asalsa, M,
asal midir? Yanit gene olumsuz: p = 13, 17, 19 ve 31 ise M, 'nin asal oldugu biliniyor
ama My, 'nin asal olmadigr gosterilmis. Bir sonraki aday M, . Bu saymin asal olup
olmadigr bildigim kadariyla bu kitabin yazildig: tarihte bilinmiyor.

Bu paragraflik, M,, yerine M (p) yazalim. Birkag ornek:

M(2) =3,
M(M(2)) = M(3) =T,
M(M(M(2))) = M(7) = 127,

M(M(M(M(2)))) = M(127) = asal bir say.

Bunlara Catalan-Mersenne sayilar: denir. Goriildigi tizere ilk dort Catalan-Mersen-
ne sayist asal. Ya bir sonraki Catalan-Mersenne sayisi olan M (M (127))7 Kimse bilmiyor.
Biiyiik sayilarin asal olup olmadiklarini anlamak, sifreli mesajlarda (kriptolojide yani)
cok onemlidir ve geligmig iilkelerin ordular: bu yiizden asal sayilarla ¢ok ilgilenirler. Gizli
mesaj yollamak isteyen, mesajiyla birlikte iki biiyiik asal sayimmin ¢arpimini da yollar.
Sifreyi ¢ozmek igin, sifreyle birlikte yollanan sayiy1 bolen o iki asali bilmek gerekir, ki
say1y1 carpmak kolaydir ama bir say1iy1 ¢carpanlarina ayirmak ¢ok daha zordur. ('jrnegin7
2011 yilina kadar kimse

25.195.908.475.657.893.494.027.183.240.048.398.571.429.282.126. 204.032.027.777.137.
836.043.662.020.707.595.556.264.018.525.880.784.406.918.290.641. 249.515.082.189.298.
559.149.176.184.502.808.489.120.072.844.992.687.392.807.287.776. 735.971.418.347.270.
261.896.375.014.971.824.691.165.077.613.379.859.095.700.097.330. 459.748.808.428.401.
797.429.100.642.458.691.817.195.118.746.121.515.172.654.632.282. 216.869.987.549.182.
422.433.637.259.085.141.865.462.043.576.798.423.387.184.774.447. 920.739.934.236.584.
823.824.281.198.163.815.010.674.810.451.660.377.306.056.201.619. 676.256.133.844.143.
603.833.904.414.952.634.432.190.114.657.544.454.178.424.020.924. 616.515.723.350.778.
707.749.817.125.772.467.962.926.386.356.373.289.912.154.831.438. 167.899.885.040.445.
364.023.527.381.951.378.636.564.391.212.010.397.122.822.120.720.357

sayisini asallarina ayiramamigtir. Buglin durum ne haldedir bilmiyorum. Ama biri size
bu sayilar1 bolen asallari verse, bu asallar1 garparak yukaridaki sayiyi, elle kolay ol-
masa da, bilgisayarla birka¢ saniye iginde elde edilebilirsiniz. (Asallarla nasil sifreleme
yapilacagini 6grenmek igin internetten RSA’y1 arayabilirsiniz; RSA, bu sifreleme yonte-
mini bulan Ron Rivest, Adi Shamir ve Leonard Adleman’in soyadlarinin ilk harflerinden
olugsmustur.)

Sifrelemede Mersenne sayilar1 kullanilmaz. Clinkii az sayida (50’den az) asal Mersenne
sayisi bilindiginden, sifreyle birlikte yollanan sayinin asal bir Mersenne sayisina boliiniip
boliinmedigini anlamak kolaydir.
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Mersenne sayilarina ¢ok benzeyen bagka sayilara bakalim. 2" +1 bi¢giminde yazilan sayilar
asal midir? Bu sayilarin hangi n’ler igin asal olduklarini bilmiyoruz ama hangi n’ler i¢in
asal olamayacaklarini biliyoruz: Eger n, 2'nin bir kuvveti degilse, yani 2™ bi¢iminde
yazilamazsa, bu sayilar asal olamazlar. Bunu ilerideki kitaplarimizda kanitlayacagiz.
Unlii Fransiz matematikcisi Pierre de Fermat,

Fn:22n+1

biciminde yazilan biitiin sayilarin asal olduklarini saniyordu. Bu yiizden bu sayilara
Fermat sayilar: denir; say1 asalsa Fermat asallari. Gergekten de ilk beg Fermat
say1sl,

Fo=3,

Fy =5,
=17,
F3 = 257,
Fy = 65537

asaldir. Fermat, biitiin Fermat sayilarinin asal olduklarini kanitlamaya ugrasti ama ba-
gsaramadi. Basgarisizliginin nedeni vardi: Sanisi dogru degildi. F5 asal degildir. F5 on
basamakli bir say1 oldugundan asalligin1 kanitlamak kolay degildi.

Euler (1707-1783), F5’in 641’e boliindiigini gosterdi:

F5 =641 x 6700417.

Demek ki n = 2™ bigiminde yazilabilse bile, 2" + 1 asal olmayabiliyor.
Lucas Fs’nin asal olmadigini kanitladi. Daha sonra, 1880’de, Landry, 80’inci yagin siirer-
ken,

Fe = 274.177 x 67.280.421.310.721
esitligini buldu.
F7 ve Fy sayilar1 da asal degiller. Bu sayilarin asal olmadig1 ¢ok geg bir tarihte 1970 ve
1981’de anlagildi.
W. Keller, 1980’de Fyaus sayismin asal olmadigim gosterdi. Bu say1 19 x 294°0 4 1%
boliiniir.
1984’te gene W. Keller, Faz471 sayismm asal olmadigimi gosterdi. Bu saymin 107°°°’den
fazla basamag vardir ve

5 % 223473 4

sayisina boliiniir.
n > 5 i¢in, asal bir F,,’nin olup olmadig: simdilik (2017’de yaziliyor bu satirlar) bilin-
miyor. Asallig1 bilinmeyen en kiigiik Fermat sayilar: sunlar: Faa, Fba, Fog.
Son yillarda bir sayimin asalligina yiizde olarak oldukga gabuk karar verebilen yontemler
geligtirildi. Ornegin, “Su say1 yiizde 99,978 olasihikla asaldir” gibi 6nermeler bilgisayar-
larin yardimiyla oldukga kisa sayilabilecek zamanda kanitlandi.
11, 111, 1111, 11111 gibi her rakami 1 olan sayilar asal mudir? Icinde n tane 1 olan
sayiya B, diyelim. Eger cift sayida 1 varsa, yani n c¢iftse, B,, 11’e boliiniir ve By di-
ginda bunlardan higbiri asal olamaz. Eger n iice boliintiyorsa B,, de iige boliiniir ve asal
olamaz.
Hangi n’ler i¢in B,, asaldir? Bu asallardan kag tane vardir?

B2, Big, Ba23, Bsi7, Bios1

asal sayilar, bu biliniyor. Bunlardan baska? Bu sayilardan daha biiyiik bir asal varsa,
n > 10.000 olmas: gerektigini Harvey Dubner kanitlamig, daha dogrusu hesaplamis [De].
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n? +1 tiiriinden olan asal sayilarm sonlu ya da sonsuz sayida olduklar1 (bugiin itibariyle,
Ekim 2015) bilinmiyor. Asal sayilar hakkinda yamti bilinmeyen ¢ok soru vardir. Bugiin
asal sayilar ¢ok aktif bir aragtirma konusudur.

Not 5.35'te n > 0 dogal says1 igin, oo(n), n’nin n’den farkli bélenlerinin toplamini
simgeledigini soylemigtik. Ornegin

00(12) =1+2+34+4+6=16
olur. Eger
oo(n)=n
esitligi saglanirsa n’ye miitkemmel saye denir. Ornegin 6 mitkemmel bir sayidir ¢iinkii
00(6)=1+2+3=6
olur. Oklid, ¢ift olan her mitkemmel sayiin, bir 27 — 1 Mersenne asali i¢in
2P~ (2P —1)

bi¢giminde oldugunu kanitlamigtir. Bunun tersi de dogrudur: Eger 2P — 1 bir Mersenne
asaliysa 271 x (27 — 1) sayis1 Gift bir mitkemmel sayidir. Kanit ¢ok zor degildir, ileride
kanitlariz, simdilik 6rnek vermekle yetinelim.

sira. p 2P 1(2P — 1) mitkemmel sayis1  bulundugu yil bulan kisi
1 2 6 M.O. 4iincii yiizyll  Oklid
2 3 28  M.O. 4’iincii yiizy1l  Oklid
3 5 496 M.O. 4iincii yiizyll ~ Oklid
4 7 8128 M.O. 4iincii yiizyll  Oklid
5 13 33.550.336 1456 Bilinmiyor
6 17 8.589.869.056 1588 Cataldi
7019 137.438.691.328 1588 Cataldi
8 31 2.305.843.008.139.952.128 1772 Euler

Bugiine kadar bulunan tiim miikemmel sayilar ¢ifttir, yani yukaridaki bigimdedirler ve
tek say1 olan bir mitkemmel sayimin yoklugu kanitlanamamigtir.



6. iyiswalama (")zelligi ve
Birka¢ Sonucu

Bu boliimde, dogal sayilarin siralamasinin ¢cok 6nemli bir Ozelliginden soz
edecegiz, “iyisiralama 6zelligi”nden.

6.1 Iyisiralama Ozelligi

Iyisiralama ézelligi. Boskiume olmayan her dogal say: kiimesinin en kigik
ogesi vardar.

Cok 6nemli sonuclar1 olan bu olguyu kitabin ilerleyen sathalarinda ala-
bildigine somiirecegiz. Su kadarim soyleyelim: Dogal sayilarla ilgili karsilasa-
cagimiz hemen her 6nerme iyisiralama 6zelligi kullanilarak kanitlanir.

Ornekler

6.1. Asal sayilar kiimesinin en kiigiik 6gesi 2’dir.

6.2. Cift olmayan asal sayilar kiimesinin en kiigiik 6gesi 3’tiir.

6.3. 100’den biiyiik ve 17’ye boliinen dogal say1 kiimesinin en kiiciik 6gesi 102’dir.

6.4. 100’den biiyiik en kiigiik tamkare 121’dir.

6.5. 100’den biiyiikesit en kiigiik tamkare 100’diir.

6.6. En kiiciik dogal say1 da 0’dur.

6.7. En kiiciik pozitif dogal say1 1'dir.

6.8. 10’dan biiyiikesit en kiigiik dogal say1 10’dur.

6.9. Karesi 25 olan en kiigiik dogal say1 5'tir. (Karesi 25 olan tek bir dogal say1 vardir zaten:
5; en kiigigii de elbette bu 5 sayisidir!)

6.10. =z + 1 = 0 esitligini saglayan en kiiciik dogal say1 yoktur, ¢iinki x + 1 = 0 esitligini
saglayan bir dogal say1 yoktur! Bir kiimenin en kii¢lik 6gesinin olmasi i¢in her seyden
once o kiimede en az bir 6ge olmalidir!

6.11. 2% + 4z > 20 esitsizligini saglayan en kiiciik dogal say1 3’tiir.

6.12. {n € N : 2™ > 1000} kiimesinin en kiiciik 6gesi 10’dur ¢iinkii 2° = 512 < 1000 ve
2% =1024 > 1000 olur.

6.13. 6 ve 8’e boliinen pozitif dogal sayilar kiimesinin en kiiglik 6gesi (adina en kiigiik ortak
kat denen) 24’tiir.
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6.14. 101:090-990°qan bityiik en kiiciik asal say1 vardir (ciinkii daha sonra kanitlayacagimiz

iizere sonsuz sayida asal say1 vardir) ama bu asal sayiy1 bu kitabin yazildig: giinlerde
yerytiziinde herhangi birinin bildigini sanmiyorum.

6.15. 21, (5N + 1) N (6N + 3) kiimesinin en kiigiik 6gesidir.

Alstirmalar

6.16. {n € N: 7n > 500} kiimesinin en kii¢iikk 6gesini bulun.

6.17. {n € N:7n+ 25> 500} kiimesinin en kiigiik 6gesini bulun.

6.18. {n € N:3" > 500} kiimesinin en kiigiik 6gesini bulun.

6.19. (3N + 1) N 14N kiimesinin en kiigiik 6gesini bulun.

6.20. Ayni anda hem bir tamkare hem de bir tamkiip olan ama 0 ya da 1 olmayan en kiigiik
dogal sayiy1 bulun.

6.21. Ayni anda hem bir dogal saymin 5’'inci kuvveti hem de bir bagka dogal sayinin 7’nci
kuvveti olan ama 0 ya da 1 olmayan en kiigiikk dogal sayiy1 bulun.

6.22. Ayni anda hem bir dogal sayinin 4’iincti kuvveti hem de bir bagka dogal saymin 6’nci
kuvveti olan ama 0 ya da 1 olmayan en kiigiik dogal sayiy1 bulun.

6.23. (3N + 1) N (7N + 3) kiimesinin en kiiglik 6gesini bulun.

6.24. (6N + 1) N (7N + 1) kiimesinin en kiigiik 6gesini bulun.

6.25. (6N +2) N (7N + 1) kiimesinin en kiigiik 6gesini bulun.

6.26. (6N + 2) N (14N + 1) kiimesinin en kiigiik 6gesi var midir? Varsa kagtir? Yoksa neden
yoktur?

6.27. (6N +1) N (7N + 2) N (8N + 3) kiimesinin en kiigiik 6gesini bulun.

6.28. (6N + 1) N (7N + 2) kiimesinin en kiigiik tamkaresini bulun.

6.29. Tuhaf biri baz1 dogal sayilar giizel buluyor. Hangi dogal sayilar1 giizel buldugunu séyle-
miyor ama 0’1 giizel buldugunu biliyoruz. Bir de eger bir n sayisin giizel buluyorsa, n+1
sayisini da gilizel buldugunu biliyoruz. Bu kisinin giizel bulmadig1 en kiigiik dogal sayiy1
kagtir?

6.30. Bir bagka tuhaf biri baz1 dogal sayilar1 giizel buluyor. Hangi dogal sayilar giizel bul-
dugunu soylemiyor ama 5’i ve 8’1 giizel buldugunu biliyoruz. Bir de eger bir n ve m
sayillarim giizel buluyorsa, n +m sayisini da giizel buldugunu biliyoruz. Bu kisinin giizel
bulmadig1 en biiyiikk dogal say1 var midir? Varsa kactir, yoksa neden yoktur?

6.31. Bir bagka tuhaf biri baz1 dogal sayilar1 ¢irkin buluyor. Hangi dogal sayilar1 ¢irkin bul-

dugunu soylemiyor ama 2’nin kuvvetlerini ¢irkin buldugunu biliyoruz. Bir de eger bir n
sayisini ¢irkin buluyorsa, n — 1 sayisi da ¢irkin buldugunu biliyoruz. Bu kiginin ¢irkin
bulmadig: en kiigiik dogal sayiy1 kagtir?

Burada Iyisiralama (jzelligi’nin basit bir uygulamasini verelim. Bir m > 0

dogal sayis1 alalim ve m’nin katlarina bakalim:

0, m, 2m, 3m, 4m, bm, ...

Bu katlar elbette her sayiy1 bir zaman sonra asar, ornegin m’nin n + 1 kat1
olan (n + 1)m, n sayisim asar ¢linkii ne de olsan <n+1 < (n+ 1)m. Ama
m’nin daha kiiciik katlar1 da n’yi agabilir. Ornegin m = 7, n = 100 ise, m’nin
101 kat1 n’yi agtig1 gibi, m’nin 100 kat1 da, 50 kat1 da n’yi asar, hatta 20 kati
da asar. Genel duruma geri doéniip, bir n sayisi daha sabitleyelim ve A adini
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verdigimiz su kiimeye bakalim:
A={keN:n<km}.

Biraz once de sOyledigimiz gibi n + 1 € A. Demek ki A # (. Iyisiralama
Ozelligi'nden dolay1r A'nin en kiic¢iik bir 6gesi vardir, diyelim k. Yani k,

n < km

esitsizligini saglayan en kiiciik dogal say1, ondan kiiciikleri bu egitsizligi sagla-
miyor. Eger k = 0 olsaydi, n < km = 0 gibi bir sagmalik elde ederdik, demek
ki k > 0 ve dolayisiyla bir ¢ dogal sayisi icin k£ = ¢+ 1 olur. ¢ < k oldugundan
q ¢ A ve gm < n olur. Sonug olarak, bir ¢ dogal sayisi i¢cin

gm <n < (¢g+1)m
esitsizliklerini elde ettik. Bunu not edelim, ileride gerekecek:
Onsav 6.1. m > 0 ve n birer dogal sayr olsun. O zaman
gm <n < (¢g+1)m
egitsizliklerini saglayan bir ¢ € N sayist vardar. O
Ornegin m = 7, n = 100 ise, ¢ = 14 olur:
14 x 7 <100 <15 x 7.

Bu boliimiin sonuna kadar dogal sayilarla ilgili birkag énemli teorem ka-
mtlayacagiz. Kanitlayacagimiz hemen her teoremde Iyisiralama Ozelligini ca-
nalic1 bir bicimde kullanacagiz. Bu uygulamalarin iyiswalama C)zelligi’nin one-
mini gosterecegini umuyoruz.

6.2 Asala Bolunme

Birazdan 1’den biiyiik her dogal sayinin bir asala boliindiigiinii kanitlayacagiz.
Kanitin anafikrini bir 6rnekle anlatalim. Rastgele bir n dogal sayis1 alalim ve
bu sayinin bir asala boliindiigiinii gostermeye ¢aligalim. Eger say1 15 filan gibi
kiigiik bir sayiysa, isimiz kolay, 15’in 3’e (ya da 5’e) boliindiigiinii ve 3’iin (ve
5’in) asal oldugunu herkes bilir. i§imizi zorlagtirmak icin oldukga biiyiik bir
say1 secelim. Diyelim

n = 352.302.911

sayisini se¢tik. Bu sayinin bir asala boliindiigiinii kanmitlamak istiyoruz. Dener-
seniz bulamayacagimiza dair iddiaya girebilirim! Kolay degil ¢iinkii, cok zaman
alabilir. Bu sayiy1 bolen bir asal bulamayabiliriz ama gene de bu sayimin bir
asala bolindiugiinti kanitlayabiliriz. Cok daha biiytik bir saymin bir asal bole-
nini sadece siz degil, yeryliziinde kimse bulamayabilir. Her sayinin bir asala
boliindiigiini kanitlamak baska, sayiy1 bolen bir asal bulmak basgka.
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Nasil yapacagiz? Eger sectigimiz bu n sayisi bir asalsa, igimiz zaten bitti
demektir, ¢iinkii n asal elbette n sayisimi boler, aynen istedigimiz gibi. Ama
ya n bir asal degilse, o zaman ne yapacagiz? Eger n bir asal degilse, n, 1’den
biiyiik iki dogal sayinin carpimi olarak yazilir. Diyelim a > 1 ve b > 1 dogal
sayilari i¢in

n = ab.

a ve b’nin kag¢ oldugu hakkinda higbir fikrimiz yok, ama eger a ya da b’nin bir
asala boliindiigiinii gosterebilirsek, o zaman bu asal n’yi de bolmek zorunda.
Kac oldugu hakkinda hicbir fikrimizin olmadig1 a ve b sayilar1 acaba bir asala
boliintiyor mu? a ve b'nin kag olduklarini bilmiyoruz belki ama 1’den biiyiik
olduklarini, dolayisiyla n’den kii¢iik olduklarini biliyoruz, clinkii ne de olsa
carpimlar: n. Simdi a’y1 ele alalim. Eger a asalsa, o zaman isimiz is gercekten,
n sayisiin ¢ asalina bolindugiinii géstermis oluruz. Peki ya a asal degilse?
O zaman a’y1 1’den biiyiik, dolayisiyla a’dan kiigiik iki dogal sayinin ¢arpimi
olarak yazabiliriz. Diyelim 1 < ¢ < a ve 1 < d < a dogal sayilar1 icin

a=cd

oluyor. Eger ¢ ya da d’den en az biri asalsa, igsimiz bitti, ¢linkii bu asal a’y1
boler ve a’y1 boldiigiinden n’yi de boler. Eger ¢ ve d asal degilse, i¢lerinden
birini se¢ip aym stireci igletelim. Hep daha kiigiik sayilar buluyoruz. Yukarida

n>a>c

oldu. Eger ¢ asal degilse, bunu bir adim daha uzatip 1 <e<cvel < f <c
dogal sayilar1 i¢in

c=cef

bigiminde bir esitlik buluruz. Bu sefer
n>a>c>e

olur. Ama dogal sayilarda siirekli daha kiiclik bir say1 bulmak mimkiin degil,
ne de olsa en altta 0 var, onun altina inemeyiz. (Dogal sayilarda siirekli daha
kiiciik bir say1 bulamamak biraz énce bahsettigimiz Iyisiralama Ozelliginden
kaynaklanir. Birazdan bu yakin iligkiyi gorecegiz.) Bu siireg illa ki bir zaman
sonra durmall, yani bir zaman sonra bir asal sayiya toslamaliyiz. Iste o asal
say1 n’yi boler.

Eger verdigimiz n = 352.302.911 sayisin1 bolen bir asal sayiy1r merak et-
migseniz hemen syleyeyim: n asal degil, 997, 787 ve 449 sayilarina boliintiyor
ve bu ii¢ say1 da asal. Hatta n bu ii¢ asalin carpimi. Ama mesela yukarida
akil yiiriitme sayesinde 101000000 1 1 ¢ibi devasa bir sayinin da bir asala bo-
liindiigiinii biliyoruz. Hangi asala boliindiigiine dair hi¢bir fikrim yok! Ama
kesinlikle bir asala boliintiyor!
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Yukaridaki basit fikri agagidaki kamtta biraz farklh bir bigimde (biraz daha
matematiksel bir bicimde, Iyisiralama Ozelligi'ni kullanarak) ele alacagiz.

Teorem 6.2. 1 disinda her dogal sayr bir asala bolinr.

Kanit: n # 1 herhangi bir dogal say1 olsun. n’nin bir asal sayiya boliindii-
glinii gosterecegiz. 0 sayisi tabii ki her asala boliiniir, 6rnegin 2’ye bdliiniir.
Bundan boyle n # 0 olsun. Demek ki n > 2. Bir tanim yapalim:

A={peN\{0, 1} : p, n'yi boler}

olsun. Yani A, n’yi bolen 0 ve 1’den farkli dogal sayilardan olugan kiime.
n € A oldugundan (¢iinkii, n, n’yi boler ve n # 0, 1), A bosgkiime degildir.
Iyisiralama Ozelligi'nden dolay1 A'min en kiiciik 6gesi vardir. A’nim bu en kiiciik
ogesine p adim verelim. p en az 2 tabii ki. p’nin bir asal oldugunu kantlarsak
istedigimizi kanitlamig olacagiz. Eger p bir asal olmasaydi', 1’den biiyiik ama
p’den kiiciik a ve b sayilari i¢gin p = ab olacakti. Ama a|p ve p|n oldugundan
a € A olur. Boylece A’da p’den kii¢lik bir 6ge bulmusg olduk, oysa p, A'nin en
kiiciik Ogesiydi, bir celigki. Demek ki p bir asalmais. O

Goriildiigi tizere Iyisiralama Ozelligi'mi yukaridaki kanitta canalici bir bi-
¢imde kullandik. Asagida ayni 6zelligi birkag defa daha kullanacagiz.

Bir not: Yukaridaki teoremin kaniti, bir saymin 1’den biiyiik en kiigiik
boleninin bir asal olmak zorunda oldugunu gosteriyor.

6.3 Asal Carpanlarina Ayirma

Birazdan 1’den biiyiik her dogal saymin asallarin ¢arpimi olarak yazilacagini
gosterecegiz. Kiiciik sayilar icin bunu gostermek kolay:

= 2
3

= 2x2=22

5

2x3

7
2x2x2=23
= 3x3=32

2 x 5.

© 0N T W
I

—
()
|

1Su anda “olmayana ergi” adi verilen kamit yontemine basliyoruz. p’'nin asal oldugunu
kanitlamak istiyoruz. p’nin asal olmadigini varsayip bir sagmalik, bir ¢eligki, bir absiirtliik
elde edecegiz. Buradan da p'nin asal olmadigi varsayiminin yanls oldugu, yani p’nin asal
oldugu anlagilacak.
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Kiiciik sayilar icin kolay ama 101990-090 1 1 gibi bir say1y1 asallarin ¢arpimi ola-
rak nasil yazacagiz? Aslinda yazamayacagiz, bu say1 basa cikilamayacak kadar
biiyiik bir sayi. Bu sayiy1 asallarin carpimi olarak yazamasak da yazabilecegi-
mizi gosterecegiz! (Yazilacagim bilmekle yazabilmek arasinda bayag bir fark
var! Ornegin yiiz basamakl iki say1y1 carpabilirim, ama carpmam, isim giiciim
var! Bir milyar basamakli iki sayiy1 igim giictim olmasa da ¢arpamam, hayat o
kadar uzun degil, ama yeterince zamamm olsaydi garpabilecegimi biliyorum!)

Kiglik sayilara geri donelim. Asal sayilarin nasil asal sayilarin carpimi
olarak yazilacag: belli: Bir p asali, p’nin kendisiyle bir defa carpimidir, yani p =
p olur! Marifet, asal olmayan dogal sayilar1 asallarin ¢arpimi olarak yazmakta.
Bundan sonraki 6rneklerde asal olmayan dogal sayilara odaklanalim:

12=2x2x3=22.3
14=2x7

15=3x%x5
16=2x2x2x2=24
18=2x3x3=2-32
20=2x2x5=2%2.5
21=3x7

22 =2 x 11
24=2x2x2x3=2%.3

Bu yaptigimiza asallara ayristirma ya da asal ¢carpanlara ayirma denir.
Bir sonraki teoremde pozitif her dogal sayinin asallara ayrigtirilabilecegini ka-
nitlayacagiz. Kanit yontemimizi bir ornekle gosterelim. Diyelim 252 sayisini
asallarn carpimi olarak yazmak istiyoruz. Once 252’yi bélen bir asal bulalim.
252’yi bolen bircok asal var, mesela 2 boliiyor, 3 de boliiyor, bunlardan birini
secelim, hangisini sectigimiz farketmez. Diyelim kolaylik olsun diye 2 asalim
sectik. 2527yi 2’ye bolelim:
252 =2 x 126.

Eger 126’y1 asallarin ¢arpimi olarak yazarsak, isimiz is, bu ¢arpima bir de 2’yi
eklersek 252’yi asallarin ¢arpimi olarak yazariz. 126 gene 2 asalina boliiniiyor:

252 =2x126=2x 2 x 63.

Aym siireci 63 i¢in igletelim. 63, 3 asalina boliiniiyor: 63 = 3 x 21. Yukaridaki
satirdaki esitlikleri devam ettirelim:

252=2x126=2x2x63=2x2x3x2l.
21 de 3’e boliiniiyor: 21 = 3 x 7. Bir 6nceki satirdaki esitlikleri devam ettirelim:

202=2x126=2X2X63=2X2x3x21=2Xx2x3x3xT.
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Sag tarafta sadece asallar oldugundan igimiz bitmistir:
252 =2x2x3x3x7=22.32.7.

Nihai sonucu bulmak icin, sadece asal elde edene kadar yukaridaki iglem-
lerin her birini yapmak zorundaydik, ama nihai sonucu elde etmeden nihai
sonucu elde edebilecegimizi anlamak igin iglemleri sonuna kadar gotiirmek zo-
runda degiliz. Ik adimdan sonra her sayiy1 asallarin carpimi olarak yazabi-
lecegimiz anlasiliyor, c¢linkii ilk adimda

252 =2 x 126

elde ediyoruz. Yeni say1 126 ve 126’y1 asallarin carpimi olarak yazmaliyiz.
Ama 126, 252’den daha kiigiik bir say1. Kiiciik sayilari asallarin ¢arpimi olarak
yazmak kolay! En azindan kiiciik sayilarla basa cikabilecegimizi varsayabiliriz.
Belli ki her adimda daha kiigiik sayilara ayni prosediirii uyguluyoruz, nitekim
yukarida elde ettigimiz sayilar sunlar:

252, 126, 63, 21, 7, 1.

(7 sayist 7 asalina bolindiigiinden, listenin en sonuna yukarida olmayan bir
1 ekledik.) Sayilar kiigiile kiigiile bir zaman sonra 1’e gelecek ve bu agamada
say1ly1 asallarin ¢arpimi olarak yazmig olacagiz.

Yaptigimiz iglemleri altalta yazalim:

252 = 2x126

126 = 2x63
63 = 3x21
21 = 3x7
7T = T7Tx1.

Esitligin hemen saginda beliren asallarin ¢arpimi 252’yi verir:
242=2x2x3x3x7=2%-3".7.

Yukarida izledigimiz siire¢ asagidaki yontemle son derece gorsel ve kolay
bir bi¢imde goriilebilir:

252
126
63
21
7

1

N W W NN
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Sol stituna sayiy1 yaziyoruz, sayinin sagina da o sayiy1 bolen bir asali; sonra bir
alt satirin sol tarafina sayinin asala boliimiinii yaziyoruz ve ayni siireci devam
ettiriyoruz. 1’e vardigimizda duruyoruz. Ayni seyi 1500 i¢in yapalim:

1500
750
375
125

25
5
1

QL Ot O W NN

Demek ki
1500 = 22 -3 .53

olur.

Bu sefer 252 ya da 1500’den baglamayalim da, 352.302.911 gibi cok daha
biiyiik bir sayidan baglayalim. O biiyiik sayiya n diyelim. n’yi asallarin ¢arpimi
olarak yazacagiz. Eger n asalsa igimiz bitti. Eger n asal degilse, n’yi 1 < a <n
ve 1 <b < nigin

n = ab

biciminde yazabiliriz. Eger a ve b’yi asallarin carpimi olarak yazabilirsek, o
zaman n = ab egitliginden dolay1 n de asallarin ¢arpimi olacak. Ama a ve b,
n’den daha kiiciik olduklarindan, bu sayilar: asallarin carpimi olarak yazmak,
n’yi asallarin carpimi olarak yazmaktan daha kolay. Eger a ve b asalsa igimiz
bitti. Aksi halde asal olmayamn 1’den biiyiik iki dogal sayimin carpimi olarak ya-
zalim. Ve bu siireci asallara toslayana kadar devam ettirelim. n = 352.302.911
sayist da asallarin carpimidir:

352.302.911 = 997 x 787 x 449.

Bu yontem agagidaki teoremin kanitindaki fikridir.

Teorem 6.3 (Aritmetigin Temel Teoremi). 0’dan biyik her dogal sayr sonlu
sayrda asalin carpumadar.

Kamit: Hi¢ tane saymin ¢arpimimi 1 olarak tamimlandigindan (sayfa 21), 1
sonlu sayida asal saymin carpimidir, nitekim 1 sayisi1 hi¢ tane asal sayimin
carpimidir. Bundan boyle 1’den biiyiik sayilara odaklanalim. 1’den biiyiik her
dogal sayinin sonlu sayida asalin ¢arpimi olarak yazilacagim gosterecegiz. (Ta-
bii bazi asallar garpimda birkag defa kullanilabilir.)

Diyelim teorem dogru degil?. O zaman 1’den biiyiik en az bir dogal say1
sonlu sayida asalin carpimi olarak yazilmaz. Bu varsayimdan bir celigki elde

2Burada da “olmayana ergi” kamt yontemine baglhyoruz.
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edecegiz ve boylece teorem kanitlanmig olacak.
A= {n e N\ {0}: n sonlu sayida asalin ¢arpimi degil}

olsun. Varsaymmimiza gore A # (). Bir 6nceki paragrafa gore de 1 ¢ A, yani
A’'nimn 6geleri 2°den bityiikesit olmak zorunda. Iyisiralama Ozelligi'nden dolay1
A’'nin en kiigiik bir 6gesi vardir, diyelim n. Bir 6énceki teoreme gore (Teorem
6.2) n bir asala boliiniir, diyelim p asalina boliintiyor. Bu durumda bir m dogal
say1sl icin

(1) n=pm

olur.

Elbette m # 0 ¢linkii aksi halde n = 0 olurdu. Eger m = 1 ise n = pm =
p-1 = p olur ve p asal oldugundan n sayis1 asallarin (tek bir asalin, p’nin)
carpimi olur. Demek ki m > 2 olmak zorunda.

(1) esitliginden dolay1 m < n olur. n, A'min en kiigiik 6gesi oldugundan,
m ¢ A olmak zorunda, yani m asallarin ¢arpimidir. Demek ki pm, yani n de
asallarin garpimiymig. (m’yi veren asallarin ¢arpimini bir de p ile garparsak
n’yi elde ederiz.) Celigki. Demek ki A = (). O

Tleride, Teorem 7.1'de, her dogal saymn, asallarm carpimi olarak bir an-
lamda tek bir bicimde yazildigin1 kanitlayacagiz, yani bir sayiy1 asallarin
carpim olarak iki farkli bicimde yazamayiz. Ama bunu su anda kanitlaya-
may1z, bir sonraki boliimi beklemeliyiz.

Ornekler
6.32. 3.000.000 sayisini asallara ayiralim:
3.000.000 =3-10° =3-(2-5)® =3-2".3°.
6.33. (547)* sayisini asallara aymralim:
(547)% = 5428 — (2.27)% = (2.3%)2% — 928 . 3328 _ 928 384
6.34. (27-90)7 sayisin1 asallarma ayiralim:
(27-90)" =(3*-(3°-2-5)" =(3-3%-2-5)7"=(3"-2.5)"=3%.2".5".
6.35. 10! sayisini asallara ayiralim:

10! = 2.3-4.5-6-7-8-9

= 2.3-22.5.(2-3).7-2%.32

= 2.3t .22.50.20. 30712332
—  ol+2+143 gltl+42 gl ol

= 27.3%.5' .7

6.36. n! sayist asallarma ayrildiginda, tabii ki beliren asallar n’den kiigiik olmali. Ornegin 18!
say1s1 asallarina ayrildiginda 19, 23 gibi asallar belirmez, ama 18’den kiigiik tiim asallar
belirir.
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Alistirmalar

6.37.
6.38.
6.39.
6.40.
6.41.
6.42.
6.43.
6.44.
6.45.
6.46.
6.47.
6.48.
6.49.

15.000.000 ve ve 160.000.000 sayilarini asallara ayirin.
210° sayisini asallara ayirin.

(2520°)° sayisii asallara ayirin.

((2520%)° - 14%)° sayisini asallara ayirm.

15! sayisini asallarina ayirin.

15! sayisim asallara ayirin.

10! 4 15! sayisim asallarina ayirin.

13! — 10! sayisin1 asallarina ayirin.

15!/10! sayisim asallarina ayirin.

(2™ + 2115%)8 sayisim asallara ayirin.

2’'nin en biiyiik kaginci kuvveti 100! sayisini boler?
3’iin en bityiik kaginci kuvveti 100! sayisii boler?

100! say1sim1 asallarina ayirin. (Bunun kolay bir yontemini ileride gorecegiz. Simdilik ac
gekmek zorundasiniz.)

6.4 Kalanli Bolme

Dogal sayilarda her zaman bolme yapilamayacagini biliyoruz, ornegin 26’i
7T’ye tam olarak bolemeyiz, ¢iinkii 26/7 bir dogal say1 degildir, daha dogrusu
¢linkii 26 = 7x denkleminin dogal sayilarda bir ¢o6ziimii yoktur. Ama gene de
dogal sayilarda 26’y1 7’ye kalanl:y bolebiliriz: 26’nin i¢inde tam 3 tane 7 vardir
ve geriye 5 kalir, yani

25=T7Tx3+5

esitligi gecerlidir. Hayattan bir ¢rnekle aciklamak gerekirse, 26 bilyeyi 7 kisi
arasinda esit paylagtirmak istiyorsaniz herkese 3’er bilye diiser ve geriye ne
yapacaginizi bilmediginiz bes bilye kalir. Bunun gibi, 58’i 13’e tam bolmeye
calisirsak 4 gikar ama geriye bir de 6 kalir, yani

58 =13 x4+6

esitligi dogrudur. Kalan say1 (yukaridaki 6rneklerde sirasiyla 5 ve 6) her zaman
bolen sayidan (yukaridaki 6rneklerde sirasiyla 7 ve 13) kiigiiktiir. Bu genel bir
olgudur: Her dogal say1, 0 diginda her dogal sayiya kalanli da olsa bdliiniir.
Bunu kanitlayalim.

Teorem 6.4. n ve m iki dogal says olsun. m # 0 olsun. O zaman
r<muven=mq-+r

onermelerini saglayan q ve r dogal sayilary vardwr. Ayrica bu q ve r sayilar
biriciktir, bir baska deyisle eger q, q1 ve r, r1 dogal sayilar, i¢in

ry, r<<movemq—+r=mq +11

ise ¢ = q1 ver =ry olur.
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Kamt: Once birinci onermeyi, yani g ve r sayilarinin varligim kanitlayalim.
Onsav 6.1°den dolay1
mg <n<m(qg+1)

esitsizliklerini saglayan bir ¢ dogal sayisinin varligini biliyoruz. Demek ki
0<n—mg<m
olur. Eger r = n — mgq tamimini yaparsak, istedigimiz
r<mven=mq-+r

onermelerine ulagiriz.
Ayni olgunun bir bagka kanmitim1 daha verelim. n = m x 0 + n esgitligini
biliyoruz. Demek ki

A ={reN: bir ¢ € N dogal sayisi i¢cin n = mq + r}

kiimesi n’yi iceriyor, dolayisiyla A kiimesi bos kiime degil. iyisuralama Ozel-
ligi'nden dolayr A'nmin en kiiciik 6gesi vardir. Bu en kiiclik ogeye r diyelim.
r € A oldugundan, bir ¢ € N icin

(1) n=mq-+r

olur. Geriye r < m esitsizligini kanitlamak kaldi. Diyelim bu esitsizlik dogru
degil. Olmayana ergi yontemini kullanacagiz, yani bu varsayimdan bir celigki
elde edecegiz. r < m esitsizligi dogru degilse, » > m esitsizligi dogrudur. Bu-
radan da r —m € N cikar. Ote yandan (1) esitliginden hemen

n=m(q+1)+ (r—m)

elde ederiz. Buda r—m € A demektir. Ama m # 0 oldugundan r—m < r olur,
ki bu da r’nin A’nin en kiiciik 6gesi olmasiyla celigir. Demek ki varsayimimiz
yanlismig, yani r < m esitsizligi dogruymus. Boylece teoremin onermesinde
varligi soylenen ¢ ve r sayilarinin varligi ikinci kez kanitlandi.
Simdi ¢ ve r sayilarmin biricikligini kanitlayalim. Diyelim ¢, q1 ve r, 71
dogal sayilar1 igin
r,r<mvemqg—+r=mq +171

oluyor. Bir geligki elde etmek amaciyla g; > ¢ varsayimini yapalim. O zaman
m(qp —q)=r—m

ve
m<m(g—q)=r—r <r<m



92 6. lyisiralama Ozelligi ve Birkag Sonucu

olur, bu da m < m celigkisini verir. Demek ki ¢1, ¢’dan biiyiik olamaz. Aym
nedenden ¢ da ¢;’den biiyiik olamaz. Boylece ¢ = ¢ esitligini gbstermis olduk.
Bundan ve mq 4+ r = mqy + r1 esitliginden r = r1 elde ederiz. ]

Ashinda ¢ ve r’yi bulmak i¢in sunu yapiyoruz: Aynen Onsav 6.1’in kamitinda
yaptigimiz gibi, m’nin katlarindan olusan

0, m, 2m, 3m, ...

dizisine bakiyoruz. Yani 0’dan baglayarak n’ye dogru m uzunlukta adimlar
atiyoruz. Bu dizi bir zaman sonra n’yi agsacaktir, mesela n’inci adimda nm > n
olacaktir. Diyelim gm, n’yi asmiyor da, bir sonraki adimda (¢ + 1)m asiyor,
yani diyelim

gm <n < (¢+1)m

oluyor. Sekil goyle:

r
—

— O H——————HOH————H O+ HOH—HO—O——
0o - m - 2m qm n (g+l)m

Simdi r’yi n — ¢gm sayisi olarak alalim. istedigimize ulasgiriz.

Teoremdeki r sayisina kalan adi verilir. n boliinen sayidir, m bolen sayidir.
q sayisina da “bolim” ya da “sonuc¢” denebilir.

Demek ki bir dogal say1 bir m > 0 dogal sayisina boliindiigiinde kalan

0,1,2,...,m—1
sayilarindan biri olur. Bir bagka deyisle her dogal say1
mN, mN+1, mN+2, ..., mN+ (m—1)

kiimelerinden birinde olmali. Ayrica “kalan” biricik oldugundan bu altkiime-
ler ikiger ikiger kesigsemez. Sonug olarak, N kiimesi, ikiger ikiger ayrik olan
yukaridaki m tane altkiimenin birlegimidir.

Sonug 6.5. m > 0 bir dogal sayr olsun. Eger r, s € {0, 1, ..., m — 1} iki
farkly dogal sayysa,
(mN+7) N (mN+5) =0

olur. Dolayisiyla N kiimesi ikiser ikiser ayrik olan
mN, mN+1, mN+2, ..., mN+ (m—1)

altkimelerinin birlesimidir. O
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Eger m = 1 ise kalan ancak 0 olabilir ve bu durumda N = N gibi pek
ilging olmayan bir énerme elde ederiz. Ama eger m = 2 ise kalan ya 0 ya da
1 olur; kalami 0 olanlar ¢ift sayi, kalan1 1 olanlar tek sayilardir. Sonuca gore
2N ve 2N + 1 kiimeleri ayrik oldugundan, bir say1 ayni anda hem ¢ift hem tek
olamaz! Boylece herkesin bildigi bir énermeyi daha kanitlamig olduk...

Eger m = 3 ise kalan 0, 1 ya da 2 olabilir. Kalani 0 olanlar 3’e tam béliinen-
lerdir, kalani1 1 olanlar 3’e boliindiigiinde kalani 1 olan sayilardir (elbette!)
ve kalan 2 olanlar 3’e boliindiigiinde kalam 2 olan sayilardir (gene elbette!).
Boylece dogal sayilari ii¢ parcaya ayirmis oluruz:

N=3NU(BN+1)U (3N +2).

Sonuca gore bu ii¢ kiime ikiger ikiger ayriktir yani ikiger ikiger bogkiimede
kesigirler.
Benzer gey diger dogal sayilar i¢in de gecerlidir. Ornegin,

N ANU (AN + 1)U (AN +2) U (4N + 3)
N 5NU (5N + 1) U (5N + 2) U (5N + 3) U (5N + 4)
N = 6NU(BN+1)U(6N+2)U (6N +3)U (6N +4)U (6N +5)

olur ve her esitligin saginda bilesimi alinan altkiimeler ikiser ikiger ayriktir.

Ornekler
6.50. (5N + 3)(5N+4) kiimesindeki sayilar1 belirlemek pek kolay olmayabilir ama en azindan
(5N +3)(5N +4) C 5N+ 2
oldugunu gosterebiliriz ¢iinkii her z, y € N igin
(5z+3)(5y+4) = 25zy+15y+20x+12 = 5(bzy+3y+4x)+12 = 5(bzy+3y+4x+2)+2

olur ve en sagdaki say1 5N+ 2 kiimesindedir. Tabii (5N + 3)(5N+4) C 5N + 12 6nermesi
de dogru.

6.51. Ote yandan (5N + 2)(7N + 3) kiimesi ok daha vahsidir, yukaridaki 6rnekte oldugu gibi
zaptedilemez.

6.52. 2°.3% sayis1 5'e boliindiigiinde kalam bulalim. a ve b dogal sayilar1 icin
2'=16=1+15=1+5a
(burada @ = 3 ama bunun bir 6nemi olmayacak) ve
20=2".2>=(145a)-4=4+5b
(burada b = 4a = 12 ama bunun bir 6nemi olmayacak) oldugundan ve bir ¢ dogal sayis1
icin
3'=81=1+80=1+5¢c

(burada ¢ = 16 ama bunun bir 6nemi olmayacak) oldugundan, bir d dogal sayis1 i¢in
20.3% = (44 5b)(1 4+ 5¢) =4+ 5d

olur. Demek ki yanit 4’tiir.
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6.53.

6.54.

6.55.

6. lyisiralama Ozelligi ve Birkag Sonucu

26 + 3% sayis1 5'e boliindiigiinde kalam bulalim. Bir énceki ahstirmada oldugu gibi b ve
¢ dogal sayilar: icin
20=2".22 = (1+5a)-4=4+5b

ve
31=81=1+80=1+5¢

oldugundan,
2043 " =(1+45b)+(4+5c)=5x(1+b+c)

olur. Demek ki 2% + 3* say1s1 5°e boliiniiyormus, yani 5’e béliindiigiinde kalan 0 imis.

2'2 sayis1 5'e boliindiigiinde kalani bulalim.
2'=16=1+15=1+5a
oldugundan (burada a = 3 ama bunun bir 6nemi olmayacak),
2'2 = (29" = (1 4 5a)°

olur. En sagdaki parantezi acarsak, o sayinin bir b icin 1 4 5b’ye esit oldugunu goriiriiz,
yani

212 = (29" = (1 4+ 5a)® = 1+ 5b
olur. Dolayisiyla yamit 1’dir.

23+ 3% 445+ 5% 467 sayis1 7’ye boliindiigiinde kalam bulalim. Once toplanan her saymim
7’ye boliindiigiinde kalanim bulalhim. 2% kolay: Bir a sayis: icin,

2°=8=1+"7a
olur. (a = 1 elbette, ama kimin umurundal!) Okurun isterse bulabilecegi b ve ¢ sayilar
icin
31 =92 = (2470’ =4+7Tc
olur. Benzer gekilde

4P = (4% 4=16"-4=(247d)? 4=(4+Te)-4=16+Tf=2+417g

ve

50 =(5")° =25"=(44+T7h)? =4*+Ti=644+Ti=1+7j

ve

6" =(6"-6=36"-6=(1+7k)>-6=(1+70)-6=6+7m
olur. Simdi bu esitliklerin hepsini toplayalim:

23434445 455467

(I4+7a)+ (A +7c)+(2+79)+ (1 +7j)+ (6 +Tm)
(1+4+24146)+7n
= 14+Tn="712+n)

Meger say1 7’ye boliiniiyormus, yani 7’ye boliindiigiinde kalani 0 imis.

Alistirmalar

6.56.
6.57.
6.58.
6.59.
6.60.

(7N + 3)(7N + 4) C 7N 4 5 6nermesini kanitlayin.
(TN + 3)(14N +4) C 7N + 5 6nermesini kanitlayin.
(21N + 3)(14N + 4) C 7N + 5 Onermesini kamtlayin.
2'2 sayis1 7’ye boliindiigiinde kalanmi bulun.

3129 sayis1 7’ye boliindiigiinde kalanini bulun.
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6.61. 2'2 4+ 3'° sayis1 9’a boliindiigiinde kalan1 bulun.

6.62. 219 4+ 3 1 515 sayis1 11% béliindiigiinde kalan1 bulun.

6.63. 2'°.3'5 sayis1 11’¢ boliindiigiinde kalan1 bulun.

6.64. 23 + 3% 445 4 55 4 67 sayis1 11’ boliindiigiinde kalan: bulun.

6.65. Eger n > 0 ise (2n)! sayisimin n?’ye boliindiginii kanitlaym.

6.66. Eger n > 0 ve k bir dogal sayiysa (kn)! sayisinm n*’ya boliindiigiinii kanitlayin.

6.67. 4N+ 1 kiimesinin ¢arpma altinda kapal oldugunu kanitlayin. Buradan hareketle, 5" + 1
ya 9" 41 tiirlinden yazilan bir sayinin 2’ye boliindiigiinii ama 4’e boliinmedigini gosterin.

6.5 Bolme Algoritmasi

Dogal sayilarda kalanli bolme yapmanin bir yontemi vardir, yani n ve m
sayilar1 verildiginde (ama m illa ki 0’dan farkli olacak), Teorem 6.4’teki ¢
ve r sayilarini bulmanmin bir “algoritmasi” vardir. Hi¢ diistinmeden, verilmis
kurallara uyarak sonu¢ bulmaya yarayan yontemlere matematikte ve bilgisa-
yar bilimlerinde algoritma adi verilir. Bu algoritmay1 anlatalim. n ve m iki
dogal say1 olsun. m # 0 varsayimini yapalim. Yukaridaki teoremi saglayan ¢
ve r sayilarin1 bulacagiz.

Baglangicta, teoremin kanitindan esinlenerek ¢ = 0 ve r = n tanimlarini
yapalim. g ve r’ye verdigimiz bu degerlerle elbette n = mq+r esitligi saglanir.
Tabii bunlar heniiz aradigimiz g ve r sayilar: degil, ¢iinkii r yeterince kiigiik
olmayabilir. Bu sayilar1 yavas yavas degistirecegiz, g teker teker artacak, r de
m’ser m’ser azalacak ve r tam kivamina geldiginde de duracagiz.

Eger r sayist (ki en bagta n’ye esit) m’den kiicikse duralim. Istedigimizi
elde ederiz.

Degilse, ¢ sayisini 1 artiralm (simdi ¢ = 1 oldu) ve r sayisii r —m sayisina
doniigtiirelim (simdi » = n —m oldu). n = mq+ r esitligi gene gegerlidir. Eger
yeni r sayis1 m’den kiiciikse durahm. Istedigimizi elde ederiz.

Degilse, g sayisin 1 artiralim (simdi ¢ = 2 oldu) ve r sayisii r» —m yapalim
(simdir = n—2m oldu). n = mq+r esitligi gene gecerlidir. Eger r sayis1 m’den
kiigiikse durahm. Istedigimizi elde ederiz.

Degilse bu yonteme devam edelim. Kiiciile kiigiile bir zaman sonra r, m’den
daha kiiciik olacaktir. O agsamada istedigimiz q ve r sayilarini elde etmis oluruz.

Yukaridaki yonteme bir 6rnek verelim. n = 25 ve m = 7 olsun. Ilk agsamada

q=0ver=n=25.

Sorumuz “r < m?” sorusu. Yant simdilik olumsuz, ¢iinkii 25, 7’den kiigiik
degil. Yukaridaki ¢ ve r’yi degistirelim:

qg=1ver=25-7=18
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olsun. Gene “r < m?” sorusunu soralim. Yanit gene olumsuz, ¢linkii 18, 7’den
kiigiik degil. ¢ ve r’yi degistirelim:

qg=2ver=18—-7=11

olsun. Gene “r < m?” sorusunu soralim. Yanit gene olumsuz, ¢linkii 11, 7’den
kiiciik degil. ¢ ve r’yi degistirelim:

q=3ver=11-7=4

olsun. Gene “r < m?” sorusunu soralim. Yamt bu sefer olumlu, ¢iinkii 4, 7’den
kiigiik. Istedigimiz g ve r sayilarini bulduk:

qg=3ver=4.

Gergekten de
26=T7Tx34+4ved <7

oluyor. Dikkat ederseniz bu yontemde sirasiyla

25 = Tx0+25
25 = 7Tx1+418
25 = Tx2+11
25 = Tx3+4+4

estliklerini kullaniyoruz. ¢ stirekli birer birer biiyiiyor (0, 1, 2, 3 oluyor), r
ise m’den kiigiik oluncaya kadar m’ser m’ser azaliyor (25, 18, 11, 4 oluyor).
Asagidaki tabloda ¢ ve r’nin macerasini goriiyorsunuz:

n‘m‘q‘r
25 7[0]25
1|18
2 |11
3] 4

Ornek 5.7°de 43.725 ile 13.565’in ortak bélenlerini bulmanm bir yontemini
bulmustuk. Ornegin sonunda da uzun siirebilecek bu yéntemi nasil kisaltabi-
lecegimizi gostermigtik. O O6rnegin sonunda soylediklerimizi gimdi teorik bir
bicimde aciklayabiliriz. Once su teoremi kamtlayalim, sonra aym érnegi tekrar
ele alacagiz.

Teorem 6.6. n > m > 0 iki dogal sayr olsun. n’yi m’ye bolip, q ve r < m
dogal sayplar icin n = mq + 1 elde edelim. O zaman n ve m sayilarimin ortak
bolenleriyle m ve v sayilarinan ortak bélenleri ayni saylardor.
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Kanit: Eger bir d sayis1i hem n’yi hem m’yi boliiyorsa, elbette bu d sayisi
n — mq, yani r sayisini da boler. Diger istikamette: Eger bir d sayisi hem r’yi
hem de m’yi boliiyorsa, elbette bu d sayist n’yi de boler ¢iinkii n = mq + r
esitligi gecerlidir. O

Ornekler

6.68. Ornek 5.7°de ele aldigimz 43.725 ile 13.565’in ortak bélenlerini bulma érnegimize geri
donelim. Biiyiik sayiy1 kiiclik sayiya bolelim:

43.725 = 13.565 x 3 + 3.030.

Boylece, teoremden dolayi, 43.725 ile 13.565’in ortak bolenlerinin 13.565 ile 3.030’un
ortak bolenleri oldugunu anlariz. Simdi 13.565’1 3.030’a boélelim:

13.565 = 3.030 x 4 + 1.445.

Boylece, teoremden dolayi, 13.565 ile 3.030’un ortak bolenlerinin 3.030 ile 1.445’in ortak
bolenleri oldugunu anlariz. Simdi 3.030’u 1.445’e bélelim:

3.030 = 1.445 x 2 4 140.

Boylece, teoremden dolayi, 3.030 ile 1.445in ortak bdélenlerinin 1.445 ile 140’ in ortak
bolenleri oldugunu anlariz. §imdi 1.445’i 140’a boélelim:

1.445 = 140 x 10 + 45.

Boylece, teoremden dolayi, 1.445 ile 140’1n ortak bolenlerinin 140 ile 45’in ortak bolenleri
oldugunu anlariz. Simdi 1401 45’e bolelim:

140 = 45 x 3+ 5.

Boylece, teoremden dolayi, 140 ile 45’in ortak bolenlerinin 45 ile 5’in ortak bdélenleri
oldugunu anlariz. Simdi 45’1 5’e bolelim:

45=5x940.

Boylece, teoremden dolayi, 45 ile 5’in ortak bolenlerinin 5 ile 0'in ortak bolenleri (yani
5’in bélenleri) oldugunu anlariz. Siireci burada tamamlayalim. Ta en bagtan ele ala-
cak olursak, 43.725 ile 13.565’in ortak bolenleri 5’in boélenleridir; dolayisiyla 43.725 ile
13.565’in en biiylik ortak boleni 5tir.

Yukarida yaptiklarimizi bir tablo halinde gosterelim:

43.725 = 13.565 x 3 + 3.030
13.565 = 3.030 x 4 4 1.445
3.030 = 1.445x2+140
1.445 = 140 x 10+45
140 = 45x3+45
45 = 5x94+0

0’dan onceki ilk kalan 43.725 ile 13.565’in en biiyiik ortak bolenidir.
Bu 6rnekte agikladigimiz en biiyiik ortak bélen bulma algoritmasina Oklid algoritmast
adi verilir.
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6.69. Oklid algoritmasin s6yle de kullanabiliriz (bu yéntemi Ornek 5.7’de agiklamgtik):
43.725 ile 13.565
sayilarinin ortak bolenleriyle
43.725 — 13.565 = 30.160 ile 13.565
sayilariin ortak bolenleri aynmidir.
30.160 ile 13.565
sayilariin ortak bolenleriyle
30.160 — 13.565 = 16.595 ile 13.565
sayilariin ortak bolenleri aynidir.
16.595 ile 13.565
sayillarinin ortak bolenleriyle
16.595 — 13.565 = 3.030 ile 13.565
sayilariin ortak bolenleri aymidir. 3.030 ile 13.565’in ortak bolenleriyle
3.030 ile 13.565 — 3.030 = 10.535

sayilarimin ortak bolenleri aymidir... Bunu boyle devam ettirerek, ortak bolenlerini bul-
mak istedigimiz sayilar1 siirekli kiigiiltiiriiz ve belli bir zaman sonra ortak bdlenlerini
kolaylikla bulabilecegimiz bir say1 ¢iftine rastlariz.



7. Asallar Uzerine Daha Fazla

Bu boliimde onceki bolimde kanitladiklarimizi kullanarak asallar tizerine bir-
birinden ilging sonuclar iiretecegiz.

2NN (2N+1) =1
esitligini biliyoruz, bir say1 ayn1 zamanda tek ve ¢ift olamaz. Benzer sekilde
BN+1)N(BN+2)=10
olur. Ornekleri cogaltabiliriz:
(TN+3)N(TN+5) =10

olur, ¢iinkii 7N + 3 kiimesi 7’e boliindiigiinde kalanin 3 oldugu sayilardan olu-
sur, oysa TN+ 5 kiimesi 7’ye boliindiigiinde kalanin 5 oldugu sayilardan olusur
ve Teorem 6.4 bize kalanin biricik oldugunu soyliiyor, kalan hem 3, hem 5
olamaz.

Demek ki, ornegin,

N=5NUGBN+1)U((BN+2)U (5N +3) U (5N +4)

olur ve bu kiimeler ikiger ikiger ayriktirlar. Bu durumda (kiimeler ikiser ikiser
ayrik olduklarinda), bazen, bilesim i¢in U simgesi yerine U simgesi kullanilir,
yani

N =5NU (5N + 1) U (5N +2) U (5N + 3) LU (5N + 4)

yazilir. Bunun sekli agagida:

SN SN+1 5N+2  5N+3  5N+4
e ol o2 o3 o4
o5 e 6 o7 o8 9
e 10 oll | 12 013 | ol4
ol5 el6 | 17 018 | 19
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2N + 1 kiimesinin 6geleri tek sayilardir, 2’ye boliinmezler, bu sayilar 2’ye
boliindiigiinde kalan 1 olur. Bunun gibi 3N + 1 ve 3N + 2 kiimesinin 6geleri
de 3’e boliinmezler, bu sayilar 3’e boliindiiginde kalan sirasiyla 1 ve 2 olur.
Benzer nedenden 4N + 1, 4N 4 2, 4N + 3 kiimesinin ogeleri 4’e boliinmezler.
Tahmin ettiginiz tizere, bu genel bir olgudur: Eger bir say1 m’ye béliindiiginde
kalan 0 degilse, o say1 m’ye tam boliinmez.

Bundan biraz daha genel bir sonu¢ kanitlayabiliriz. Evet, 15N + 1 kiime-
sindeki sayilar 15’e tam boliinmez, ama 3’e ve 5’e de tam boliinmez. Ayni ne-
denden 42N + 1 kiimesindeki sayilar 42’ye boliinmez, ama bunun da 6tesinde
2’ye, 3’e, 6'ya, T’'ye, 14’e ve 21’e de tam béliinmez. Bu daha genel sonucu not
diistip kanitlayalim:

Sonug 7.1. k£ > 1 ve m # 0 iki dogal sayr olsun. Eger klm ise mN + 1
ktiimesinin dgelert k’ya tam bolinmezler.

Kanit: k|m oldugundan, mN C kN olur. Dolayisiyla
ENN(mN+1) CENN(EN+1)=10

olur. O

Eger 2’ye, T’'ye, 45’e ve 19’a boliinmeyen bir say1 bulmak istiyorsak, bu
sayilar1 birbirleriyle carpip 1 ekleyelim:

2-7-45-19+1=11.971

say1s1 yukaridaki sonuca gore 2’ye, 7’ye, 45’e ve 19’a boliinmez.

Bir sonraki sonugta asal sayilarin sonsuzlugunu kanitlayacagiz. Matematik-
sel kanit1 vermeden Once kaniti sohbet biciminde agiklayalim. Diyelim sadece
iki tane asal say1 biliyoruz, mesela diyelim sadece 2 ve 3’iin asal olduklarini
biliyoruz. Bakalim bu iki asaldan bagka asal var mi? Bu iki asali ¢arpip 1
ekleyelim:

2x3)+1=7

Her say1 gibi, buldugumuz bu say1 da bir asala boliiniir (7, 7 asalina boliiniiyor),
ama 2 ve 3 asallarima bolinmez. Bu sayiy1 bolen asal (7), tglincii asalimiz
olacak. Demek ki gimdi ti¢ asal say1 biliyoruz: 2, 3 ve 7. Bu ii¢ asali ¢arpip 1
ekleyelim:

(2x3x7)+1=43

Bu say1 da her say1 gibi bir asala boliinmeli, ama 2, 3 ve 7 asallarina boltinemez.
Demek ki 43’1 bolen asal daha onceki asal listemizde yok. 43’1 bolen asal da
43’tir. Simdi dort asalimiz oldu: 2, 3, 7 ve 43. Bildigimiz bu asallar1 carpip 1
ekleyelim:

(2x3x7x43)+ 1= 1807
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elde ederiz. Onceki teoreme gore 1807 sayis1 bildigimiz 2, 3, 7 ve 43 asallarina
bolinmez, ama illa ki bir asala boliiniir. Nitekim

1807 =13 x 139

olur ve 13 bir asaldir. Yeni bir asal daha kesfettik: 13. (Ashinda 139 da bir asal
ama bunu bilmedigimizi varsayalim.) Simdi artik beg asalimiz var: 2, 3, 7, 43
ve 13. Bu beg asali carpip 1 ekleyelim:

(2x3xT7x43x13) + 1 =23.479

elde ederiz. Elde ettigimiz 23.479 sayis1 bir asala boliintir ama bu asal asla 2,
3, 7, 43 ya da 13 olamaz. Nitekim,

23.479 = 53 x 443

olur ve 53 bir asaldir. (443 de bir asal, ama ona ihtiyacimiz yok.) Boyle gide
gide hep bir asal daha fazla elde ederiz. Bu da sonsuz sayida asal oldugunu
gosterir. Simdi bu basit diigiinceyi matematiksel bir kanit olarak yazalim.

Sonug 7.2. Sonsuz sayrda asal sayr varder.

Kanit: n tane asal say1 alalim, bu asallara py, po, ..., p, diyelim. Bu asallar1
carpip, ¢ikan sonuca 1 ekleyelim, yani

N=pip2---pp+1

sayisina bakalim. Teorem 6.2’ye gore N sayis1 bir asala boliiniir. Sonug 7.1%e
gore N’yi bolen bu asal py, po, ..., p, asallarindan farkli olmali. Demek ki
D1, D2, - - -, Pp asallarindan farkli yepyeni bir asal bulduk. Boylece verilmig her
n tane asal i¢in n 4 1’inci bir asal bulduk. Bu da sonsuz sayida asal oldugunu
gosterir. ]

Ikinci Kamt: n herhangi bir dogal say1 olsun. N = n! + 1 sayisina bakalim.
Teorem 6.2’ye gore N sayisi bir asala boliintir. Sonug 7.1’ya gore N’yi bolen bu

asal n! sayisim1 bolemez, yani 2, 3, ..., n olamaz, illa ki n’den biiyiik olmali.
her n sayisindan daha biiyiik bir asal bulduk. Bu da sonsuz sayida asal sayinin
varligini gosterir. O

Ikinci kamit ashnda su sonucu da kanitlar:

Sonug 7.3. Hern dogal sayst icin n < p < nl 41 esitsizliklerini saglayan bir
p asaly vardar. O

Ornekler

7.1. Her ne kadar Teorem 6.4’e gore (5N+1)N (5N +3) = @ ise de (5N+1) N (6N + 3) kiimesi
bos degildir, 6rnegin 21 sayisi bu kesisimdedir.

7.2. Acaba ardigik her bin sayidan en az biri asal midir, yani n herhangi bir dogal sayiysa,

n+1,n+2 n+3,...,n+ 1000 sayilarindan biri mutlaka asal midir? Bircok n sayis
i¢in bu dogrudur tabii, ama her n sayisi i¢in dogru mudur?
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Bu soruyu yanitlamak icin yeterli bilgiye sahibiz. Yanit olumsuzdur. Yanitin olumsuz
oldugunu kanitlayalim.
Bir 6rnekle baglayalim. 7! = 5040 sayis1 elbette 2’ye, 3’e, 4’e, 5’e, 6’ya ve T’ye boliiniir.
Dolayisiyla bu sayiya 2, 3, 4, 5, 6, 7 eklersek, elde ettigimiz sayilar sirasiyla 2’ye, 3’e,
4’e, b’e, 6’ya ve T’ye boliiniirler:

5042, 2’ye,

5043, 3’e,

5044, 4’e

5045, 5'e,

5046, 6’ya,

5047, T’ye

boltintir. Dolayisiyla bu ardigik 6 sayidan higbiri asal olamaz. Bunun gibi, agagidaki 1000
say1,
1001! 42, 1001! + 3, ..., 1001! 4+ 1001

sirasiyla 2’ye, 3’e, ..., 1001’e boliiniirler ve higbiri asal olamaz. Bu yaptigimizi genelleg-
tirmek igten bile degildir:

Teorem 7.4. Ardisik her n dogal sayrdan birinin mutlaka asal oldugu bir n yoktur.

Kanit: (n+1)!1+2, (n+1)!+3, ..., (n+ 1) +n, (n+ 1)+ (n+ 1) sayilan sirasiyla
2’ye, 3’ye, ..., n’ye ve (n + 1)’e boliiniirler ve asal olamazlar. Bunlardan da tam n tane
var. g
4N+1 kiimesi ¢arpma altinda kapalidir, yani bu kiimeden iki say1 segersek, bu iki sayinin
carpimi da bu kiimededir. Bunu kanitlayalim. Bu kiimeden iki say1 alalim. Bu sayilari,
n, m € N igin

dn+1vedm+1

bi¢iminde yazalim ve ¢arpimlarini hesaplayalim:
(An+1)(4m +1) =16nm +4n+4m+ 1 =4(4dnm +n+m) + 1.

Goruldigi tzere (4n + 1)(4m + 1) sayist da 4N 4 1 kiimesinde (glinkd 4nm +n +m
say1s1 bir dogal sayidir).

Dogal sayilar
3N, 3N+1 ve 3N+ 2

olmak tizere {i¢ ayrik kiimeye ayiralim. 3N kiimesinin carpma altinda kapali oldugu belli,
yani 3’e boliinen iki sayimin ¢arpimi gene 3’e boliiniir. 3N 4 1 kiimesi de ¢arpma altinda
kapalidir. Bu, bir énceki 6rnekte oldugu gibi kolaylikla kanitlanabilir. Bunu kullanarak
asagidaki teoremi kanitlayalim:

Teorem 7.5. 3N + 2 kiimesinde sonsuz sayida asal vardur.

Kanit: 3N kiimesindeki bir say1 3N + 2 kiimesindeki bir sayiy1 bolemez, ¢iinkii 3N
kiimesindeki sayilar 3’e boliiniiyor, oysa 3N+-2 kiimesindekiler 3’e boltinmiiyorlar. Demek
ki 3N + 2 kiimesindeki bir sayiy1 bolen sayilar 3N + 1 ve 3N + 2 kiimesinde olmalidir.
Ama hepsi birden 3N+ 1 kiimesinde olamaz, ¢linkii 3N+ 1 kiimesinin 6geleri kendileriyle
carpildiginda gene 3N + 1 kiimesinden bir say1 verir. Demek ki 3N + 2 kiimesinin her
sayisi, gene 3N + 2 kiimesinden bir asala boliintir.

Simdi n > 3 herhangi bir say1 olsun. 3n! + 2 sayisi ele alalim. Bu sayiya = diyelim.
z € 3N + 2 olur. Demek ki 3N + 2 kiimesinde #’i bélen bir asal vardir. Ote yandan x’i
bolen sayilar n’den biiyiiktiir elbet. Ne kanitladik? n kag olursa olsun, 3N+ 2 kiimesinde
her n’den biiyiik bir asal vardir. Bundan da 3N+ 2 kiimesinde sonsuz sayida asal oldugu
cikar. O
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7.5. Herhangi bir asal say1 alalm, diyelim 5. Simdi cesitli a sayilar icin a® — a sayisin
hesaplayalim:

240
1.020
3.120
7.770

16.800

\]@W%W[\DHO‘@

Goriildiigii tizere hepsi 5’e boliiniiyor. Ayni seyi bir bagka asal i¢in yapalim, bu sefer
asalimizi 7 alalim:

a ad—a = Txn

0 0 = 7x0

1 0 = 7x0

2 126 = 7x18

3 2184 = T7x312

4 16.380 = 7 x2.340

5 78.120 = 7 x11.160
6 | 279.930 = 7 x 39.990
7 | 823.536 = 7 x117.648

Bu sefer de sonuglar 7’ye boliintiyor.

Bu, genel bir olgudur ve Fermat’'nin Kiigiik Teoremi olarak bilinir. Her p asali ve her
a sayisi igin, a? — a sayisi p’ye boltniir. Ornegin 203191 — 203 sayis1 101’ béliiniir,
¢iinkii 101 asaldir. Bunu teorem olarak yazalim ve kanitlayalim.

Teorem 7.6 (Fermat'min Kiigiik Teoremi). Eger p bir asal ve n bir tamsayiysa n* —n
sayist pye bolindr.

Kanit: p bir asal say1, n herhangi bir dogal say1 olsun. n tane farkli harf alalim, diyelim
hi, ha, ..., hy, harflerini aldik. Bu harflerle yazilmis p uzunlugundaki sozciikleri ele alalim.
Ornegin eger p = 5ven = 3 ise h1h1h2h3h1, h3h2h2h3h17 h2h2h2h3h1, h3h3h3h3h3
sozciiklerden dort tanesidir; bunlar gibi toplam 3° tane sozciik vardir, ciinkii harfleri
yerlegtirecek 5 yerimiz var ve her yere 3 harften biri gelebilir. Genel durumda, bu tiir
sozciiklerden tam nP tane vardir, ¢iinkii p yerimiz var ve her bir yer igin n tane harf
secenegimiz var.

Bu sozciiklerin bazilarinda tek bir harf kullanilir: h1hq ... hy gibi; bunlardan da tam n
tane vardir. Bunlar gikaralim. Geriye

n? —n
tane sozciik kalir. Bunlar, n tane harfin en az ikisini kullanan p uzunlukta sozctiklerdir.
Bu sozciiklerin kiimesine X diyelim. Eger n” —n tane 6gesi olan X kiimesini, her birinde
p tane 6ge bulunan ayrik kiimelere ayirabilirsek, o zaman istedigimizi kanitlamig oluruz.
Simdi X kiimesindeki sozciiklerin harflerini bir cemberin etrafina egit araliklarla dizelim.
O zaman baz sozciikler arasinda fark kalmaz. Ornegin p =05 ise,

KUMES, UMESK, MESKU, ESKUM, SKUME

sozciikleri gember etrafina dizildiklerinde ayni sozciik gibi goriintirler. Bu tiir sozciiklere
denk sozciikler diyelim. Her sozciik (kendisi de dahil olmak iizere) tam p tane sbzciige
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denktir. Ornegin eger p = 5 ise

hihihihiha, hihihihahy, hihihahihy, hihohihihy, hohihihihy
sozciikleri denktir ya da

hshshihiha, hahshshihi, hihahshshy, hihihahshs, hshihihahs

sozciikleri denktir. Birbirine denk olan sozciikleri bir altkiimede toplayalim. Boylece X
kiimesinin n” —n tane 6gesini her biri p 6ge igeren altkiimelere ayirmig oluruz. Dolayisiyla
p, n? — n sayisim boler. a

I
N\

Her birinde p eleman olan siniflar

X’in 7P — n tane elemani var ve her biri p elemani olan ayrik
siuflara ayrilmig. Demek ki p, n? — n’y1 boler.

Bir 6nceki maddede kanitladigimiz Fermat'nin Kiigiik Teoremi’ni kullanarak 18%% sayi-
s 7’ye boldiigiimiizde kalan1 bulalim. a = 2 igin,

18=4+"7a
oldugundan kaga esit oldugunu umursamadigimiz bir b dogal sayisi igin
18%° = (4 +7a)® =4 + 70

olur. Demek ki 4% sayisi 7’ye boldiigiimiizde kalam bulmak yeterli. Fermat’nin Kiiciik
Teoremi’ne gore, bir ¢ dogal sayisi igin

4" =4+ 17c
olur. Bundan da bir d igin
47 = (47)% 42 = (4 + 7¢)° - 4% = (4° + Td) - 4

bulunur. Demek ki 4% - 42 sayisinin 7’ye boliimiinden kalan1 bulmak yeterli. 4> = 64 =
14+7-9ved? =16 =2+ 7-2 oldugundan, yamt 2 cikar.

Alistirmalar

7.7.
7.8.

7.9.
7.10.

P C{2,3}U(6N+ 1)U (6N — 1) 6nermesini kanitlaym.

Fermat’nin Kiigiik Teoremi’ni kullanarak 2015'% sayisinm 17°ye béliindiigiinde kalani
bulun.

2Vin (5N + 1) N (6N + 3) kiimesinde oldugunu gosterin.

4N+ 3 kiimesinin iki 6gesinin ¢carpiminin her zaman 4N+ 1 kiimesinde oldugunu gosterin.
4N + 3 kiimesinden ii¢ 0gesinin ¢arpiminin gene 4N + 3 kiimesinde oldugunu gosterin.
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Teorem 7.5’ten esinlenerek asagidaki teoremi kanitlayin:

Teorem 7.7. 4N + 3 kimesinde sonsuz sayida asal vardar.

Notlar

7.12.

7.13.

7.14.

7.15.

Sonug 7.3’te buldugumuzdan ¢ok daha kuvvetli bir olgu vardir: Her n > 1 dogal sayis1
icin n ile 2n arasinda bir asal vardir. Bu 6nerme 1845’te Fransiz matematik¢i Joseph
Bertrand (1822-1900) tarafindan ortaya atilmigtir. Bertrand 6nermenin dogrulugunu 3
milyona kadar elle kontrol etmig ama 6nermeyi tiim genelligiyle kanitlayamamigtir. Bu
yiizden énerme “Bertrand postiilasi” olarak bilinir. Onerme daha sonra Rus matematikgi
Cebigev (1821-1894) tarafindan kanitlanmigtir.

Bertrand postiilasindan da kuvvetli bir olgu kanitlanmigtir: Her £ > 1 dogal sayis: i¢in
k’dan biiyiik her k ardigik sayidan en az biri k’dan biiyiik bir asala boliiniir. Ornegin
k = 17 alalim; o zaman 1001, 1002, ..., 1017 sayilarindan biri 17°den biiyiik bir asala
boliiniir. Bu olguyu Cebisev’in cagdas: Ingiliz matematikgisi James Joseph Sylvester
(1814-1897) kamitlamistir.

Sylvester’in bu sonucundan Bertrand postiilas: kolaylikla ¢ikar. n > 2 olsun. Sylvester’in
teoreminde k = n alalim ve n + 1, n 4+ 2, ..., n + n = 2n sayilarina bakalim. Burada
tam n tane say1 vardir. Demek ki Sylvester’in sonucuna gore bu sayilardan biri, diyelim
n+m sayisi, n’den biiyiik bir asala boliinmek zorundadir, bu asala da p diyelim. Burada
m=1,2, ..., n. Ama m = n olamaz ¢iinkii aksi halde p|2n olur ve buradan ya p|2 ya
da p|n ¢ikar, ama 2 < n < p oldugundan her iki gikarim da miimkiin degildir. Simdi bir
t > 1 dogal sayisi igin n +m = tp yazalim. Eger ¢ = 1 olmasaydi, yani ¢ > 2 olsaydi,
n+m < 2n < tn < tp = n + m olurdu, bir geliski, demek ki t = 1 ve n +m = p, yani
n + m bir asaldir.

Yukarida n > 2 ise n ile 2n arasinda en az bir asal oldugunu gordiik. Peki en az iki asal
var midir? n = 2, 3 ise yoktur. Ama yeterince biiylik n sayilar1 i¢in n ile 2n arasinda
mutlaka en az iki asal vardir. Ya ii¢ asal? O da oluyor, yeter ki n’yi belli bir sayidan
biiyiik alalim. Bu, Hint matematik dahisi Ramanujan’in 1919’da ve Macar matematik
dahisi Erdos’in 1934’te kanitladigi genel bir teoremdir: Her & > 0 dogal sayist igin, her
n > N igin n ile 2n arasinda k tane asal saymin oldugu bir N say1 vardir.

18’inci yiizyilin sonlarma dogru, Fransiz matematikgisi Legendre (1752-1833) Teorem
7.5 ve 7.7°yi genellegtirmek istedi. Su soruyu sordu:

Soru. a ve b, 1’den baska ortak béleni olmayan iki sayr olsun. an + b bigiminde yazilan
sonsuz sayrda asal var madir, yani aN + b kiimesinde sonsuz sayrda asal var madir?

Teorem 7.5’ten a = 3, b = 2 i¢in, Teorem 7.7’den de a = 4, b = 3 i¢in yanitin olumlu
oldugu anlagihyor. Legendre bu soruyu genel olarak yanitlamak istedi. Ornegin 25n + 6
bigiminde yazilan sonsuz tane asal var midir? Eger z = 1 ise 31 buluruz ki, 31 asaldir.
Eger n = 2, 3, 4 ise, sirasiyla 56, 81, 106 buluruz ve bunlardan higbiri asal degildir. Ama
n = 5 oldugunda 131 gikar ve 131 asaldir.

Legendre sorunun yanitinin olumlu oldugundan hig kugsku duymadi, ancak kanitlamakta
glicliik ¢cekti. 1785’te defterine “bunu bilimsel olarak kanitlamali” diye not diigmiig. On
dort yil sonra, 1798°de, “dogrulugundan kusku duymamaliy1z” diye yazmis. Sonra da
kanitlamaya caligmig. Basaramadan... Ikinci denemesini Sayilar Kuram adh kitabina
aldigini biliyoruz [L]. Ama bu denemesi de yanhs. Kanitin yanhshginin ne zaman anlasil-
digin1 bilmiyorum. 1837’de Alman matematik¢i Dirichlet (1805-1859) teoremi kamitlad:
[Di]:

a ve b ortak boleni olmayan iki dogal sayrysa, ax + b biciminde yazilan sonsuz sayida
asal sayr vardar.
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Dirichlet’nin yénteminden bir bagka teorem daha elde edilebilir:

a, b ve ¢ ortak béleni olmayan g pozitif dogal say olsun. az® + bxy + cy® biciminde
yazilan sonsuz sayida asal vardor.

Sonsuz sayida asal oldugunu gordiik. Ama ne kadar sonsuz sayida asal var? Bu son-
suzlugu derecelendirebilir miyiz? 100’den kiigiik 25 tane asal var. Demek ki 100’den
kiiglik bir saymin asal olma olasihgr %25. Ama 6rnegin 1 milyardan kiiciik rastgele
bir saymin asal olma olasilig1 kagtir? (%5’ten biraz fazla.) Ya da 100 milyardan kiigiik
rastgele bir saymin? Bu olasiliklar agag1 yukar1 (yani yaklagik deger olarak) biliniyor. n
biiytidiikee, 1 ile n arasinda rastgele secilmis bir sayinin asal olma olasilig1 giderek azalir,
ve eger n ¢ok cok ¢ok biiyiikse bu olasilik 0’a ¢ok yakin olur. Yani, evet, sonsuz tane asal
say1 var ama o kadar da c¢ok yok! Bir anlamda, rastgele segilmis bir dogal saymin asal
olma olasihigr 0’dir. (Ama tabii bu dedigimin anlam kazanmas: igin “rastgele secilmisg
dogal say1”nin ne demek oldugunu bilmek lazim!)
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8.1 On Tabam

Bu boliimde neredeyse dogdugumuzdan beri bildigimiz bir seyi yeniden 6gre-
necegiz: Bir say1 “on tabaninda” nasil yazilir? Gergekten de ilkokuldan beri,
hatta okul oncesi ¢aglarimizdan beri hepimiz sayilar: onluk tabanda yazarak
ogrendik. Saymaya belki

bir, iki, tg, ...

diye sozlii bagladik ama tez zamanda sayilar: rakamlarla ifade etmeyi 6grendik:
1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10.

Daha sonra sayinin kendisiyle sayinin ifadesi arasinda bir fark olmadigina inan-
dirildik, mesela 19.652 sayisi bize sadece “19.652” ifadesi olarak gosterildi, “on
dokuz bin alt1 ytiz elli iki” sayis1 olarak degil. Daha ilkel caglarda, mesela tas
devrinde filan yagasaydik, 19.652 sayisin1 19.652 tane cubugu yanyana getirerek
sOyle gosterirdik:

19.652 tane

19.652 sayis1 ashinda bir satir yukarida gosterilen (ashnda gosterilmeye galigi-
lan) gubuk sayisidir ve “19.652” ifadesi sadece ve sadece bu ¢ubuk sayisiin
bir gosterimidir. Yani say1 bagka, sayimin ifadesi baska.

Soyle bir benzetme yapmak cok yanlig olmaz: “Masa” kelimesi asla masa
degildir! “Masa” kelimesi sadece ve sadece masa adini verdigimiz nesneyi sim-
geleyen bir kelimedir. “Masa” kelimesinin ger¢cek masayla o kadar alakasi yok-
tur ki, Tiirkce bilmeyen bir yabanciya “masa” derseniz size aval aval bakar!

19.652 gosterimiyle gercek 19.652 arasindaki iliski de buna benzer. Bir
onceki cimlede gecen iki 19.652 ifadesini birbirinden ayirdetmek icin ikinci-
sine bundan boyle n diyecegiz. Gergek sayiya n dedik. Yani biri bize bir n
dogal sayis1 vermis olsun. n, yukaridaki gibi bir kiimedeki ¢ubuk sayis1 olabi-
lir. Aslinda n = 19.652 ama biz bunu heniiz bilmiyoruz, bulacagiz. Iste bize
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verilen say1 agagidaki resimde bulunan ¢ubuk sayisi:

——

n tane ¢ubuk

(Yer kazanmak amaciyla gubuklarin hepsini gostermedik, araya noktalar koy-
duk, ama tam 19.652 tane var; bu bilgi aramizda kalsin!)

Soyle bir senaryo da distinebiliriz: Hi¢ okula gitmemis, vahgi ormandan
c¢itkmamis birine, bir magara insamina mesela dogal sayilarin on tabaninda
nasil yazildigini 6gretmeye caligalim. Once bu kisiye

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

rakamlarini ve 10’a kadar saymay1 ogretelim.

19.652 ¢ubugu kisinin 6niine yigalim. Bu yiginda kac ¢ubuk oldugunu sor-
sak bize “cok” der herhalde. Yakin zamanda bu yi1gindaki ¢gubuk sayisini aynen
bizim gibi “19.652” olarak ifade etmesini 6grenecek.

Once magara kigisinden ¢ubuklardan 10’arlik gruplar yapmasini isteyelim.
Kisi cubuklar: 1965 adet 10’luk gruba ayiracaktir ve geriye sadece 2 ¢ubuk
kalacaktir:

O...0 + |

—
1965 tane 10’luk

Biz, kisinin
19.652 = 1965 x 10 4 2
islemini yaptigini biliyoruz, yani ashinda kalanli bolme yapmigtir. Kisi bu ifa-
dedeki 19.652’yi bilmiyor, 1965’i de bilmiyor, bunun i¢in yeterli matematik
bilgisi hentiz yok, ama 2’yi biliyor. Bu 2’yi (kalani yani) bir kagida yazmasim
isteyelim:
2.

Bu 2, n sayisiin, yani ¢ubuk sayisinin, yani 19.652 sayisinin en sagdaki ha-
nesidir.

19.652 ¢ubuk sayisi, 1965 de onluk ¢ubuk grubu sayisi.

Ardindan kigiden, 1965 tane olan 10’luk gruplar: 10’ar 10’ar gruplamasini
isteyelim. Boylece her biiyiik grupta 10 x 10 = 100 tane ¢ubuk olacak ve
100’lik gruplardan 195 tane olacak ama 5 tane onluk grup artacak:

1965 = 196 x 10 + 5.
Bu sefer kalan 5 oldu. Daha 6nce yazdigi 2’nin hemen soluna 5 yazsin:

52.
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Bu 52, n sayisiin, yani 19.652 sayisinin son iki basamagidir. Ardindan ayni
seyi 196 icin yapsin, yani bir onceki yiizliik gruplar: onar onar gruplayip binlik
gruplar elde etsin:

196 = 19 x 10 4 6.

Daha o6nce yazdigi 52’'nin soluna 6 yazsin:
652.
Bu 652, n sayisinin, yani 19.652 sayisinin son ti¢ basamagidir. Sira 19°da:
19=1x10+09.
Daha o6nce yazdigi 652’nin soluna 9 yazsin:
9652.

Bu 9652, n sayisinin, yani 19.652 sayisinin son dort basamagidir. Sonra sira
1’e geldi:
1=0x10+1.

Daha o6nce yazdigi 9652'nin soluna 1 yazsin:
19652.

Bu 19652, n sayisiin, yani 19.652 sayisinin son beg basamagidir. Sonra sira
0’a geldi:

0=0x10+0.
Daha 6nce bulunan 19652'nin soluna bir 0 ekleyip 019652 elde ederiz. Bunu
boyle sonsuza kadar gotiirebiliriz, bu agamadan sonra sola hep 0 gelir:

...00019652.
Ama bildiginiz gibi bu en soldaki 0’lar yazilmaz ve say1
19652

olarak gosterilir. Eger sayinin okunmasini kolaylastirmak istiyorsak rakamlar:
en sagdan baslayarak fiicer ticer bir noktayla ayiririz:

19.652
Aslhinda yaptigimiz is su:

n = 196510+ 2

(196 -10 +5) - 10 + 2

196 - 102 +5-10+ 2

(19-10+6) - 10> +5-10 + 2

19-1034+6-102+5-10+2

= (1-104+9)-10* +6-10%> +5- 10 + 2
1-10* +9-102 +6-10%2 +5-10 + 2.
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Yani yigindaki cubuk sayisini
n=1-10"+9-10°+6-10% +5-10" +2-10°

olarak ifade ettik. Goriildiigii {izere (eger 10’u ve kuvvetlerini saymazsak) n
sayisi, esitligin sagindaki 1, 9, 6, 5 ve 2 rakamlariyla belirleniyor. Hepimizin
bildigi gibi bu rakamlar soldan saga dogru siralanir ve boylece n = 19652
gbsterimini elde ederiz.

Ornegin 65.018 gosterimi

n=6-10"+5-10+0-10>+1-10" +8-10°
sayisiin gosterimidir. Istersek
n=0-10°+6-10"+5-10>+0-10°+1-10' +8-10°

de yazabilirdik ama gereksiz yere en bagsa 0 eklemenin anlami yok. Her dogal
say1 boylece 0’dan 9’a kadar olan sayilarla (rakamlarla) ifade edilir.

Bu yazihma on tabaninda yazilim denir, ¢iinkii sayilar hep 10’a bo-
liintir, yani ¢ubuklar 10’luk gruplara ayrilir, sonra bu 10’luk gruplar 10’luk
10’luk (yani 100’lik) gruplara ayrilir vs.

Boylece her n dogal sayisi, ag, a1, ..., ap € {0, 1, ..., 9} sayilar i¢in

n:ak10k+---+a110+ao

olarak ifade edilir. Eger n # 0 ise, ax’yi 0’dan farkh alabiliriz ve bu durumda
k + 1 sayisia n sayisimin (on tabaninda) basamak sayist denir. Yukaridaki
n = 19.652 orneginde k = 4, a4y = 1, a3 = 9, as = 6, a; = 5 ve ag = 2 ve
basamak sayis1 k+1=4+1=25.

Basamak sayisi1 k + 1 olan bir dogal say1

10F < n < 10F+1

esitsizliklerini saglar. Bunun tersi de dogrudur: Bu esitsizlikleri saglayan bir
dogal sayinin basamak sayis1 k£ + 1’dir. 0 sayisinin basamak sayisinin 0 oldugu
kabul edilir.

Ornekler

8.1. 3% sayisinin 10 tabaninda yaziliminda birler basamaginda (yani en sagda) hangi rakam
vardir? 3% = (3")? = 812 oldugundan, 3%’in birler basamaginda 1 vardir.

8.2. 167 sayismin 10 tabaninda yaziliminda birler basamaginda hangi rakam vardir? 6’nin
biitiin kuvvetlerinin son basamag 6 oldugundan, 16'7’nin birler basamaginda 6 vardir.

8.3. 42* sayismm birler basamag kactir? Bu 6rnekte a = b ifadesi, a ve b sayilarinin birler
basamag) esit anlamina gelsin.

42% = 9% = (2°)%2% = 32%8 = 288 = 2°2%8 = 32. 64 = 8.

Demek ki 4243 sayisiin birler basamaginda 8 varms.
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Alistirmalar

8.4.
8.5.
8.6.
8.7.
8.8.
8.9.

2350 sayisinin birler basamaginda hangi rakam bulunur?

a, birler basamag 4 olan bir say1 olsun. ¢*”'nin birler basamagnda hangi rakam bulunur?
Hangi sayilarin tiim kuvvetlerinin birler basamagi hep aynidir?

Hangi sayilarin tiim ¢ift kuvvetlerinin birler basamagi aynidir?

Hangi sayilarin kuvvetlerinde 1’den 9’a kadar tiim rakamlar bulunabilir?

a > b iki dogal say1 olsun. a ve b sayilarinin birler basamag: ayni olmasinin 10’'un a — b
sayisini boldiigi anlamina geldigini kanitlayin.

8.10. Hangi n > m dogal sayilar1 igin n! — m! sayis1 10’a boliiniir?
Notlar
8.11. Tabii onluk tabanda yazilim 6grenildikten sonra, bu sayilarin toplamini ve g¢arpimini

8.12.

8.13.

onluk tabanda ifade etmeyi 6grenmek gerekir. Bunu ilkokulda 6greniriz. 32054 ile 7819’u
elle carpmak, biraz can sikicidir belki ama hig de zor degildir.

Eski Romalilar sayilar1 onluk tabanda ifade edemiyorlardi. Onlarin Etriisklerden uyar-
ladiklar1 kendi 6zel ifade bigimleri vardi; MCDXVIII gibi ifadeleri gérmiigsiiniizdiir. On-
luk tabanda 1418’e esit olan bu saymin Romen rakamlariyla ifade edilmis big¢iminin
karesini almaya caligirsamz ifadenin ne denli énemli oldugunu anlarsimiz. ifade deyip
gecmemek lazim, onluk sistem ¢ok 6nemlidir. Romalilar bu ifadeleri bizim gibi kalem
kagitla degil, abakiisle toplayip garpiyorlardi. Maalesef giintimiize bir Roma abakiisii kal-
mamisgtir. Asagida, birka¢ boncugu eksik olsa da, tahmini bir Roma abakiisiiniin fotog-
rafin1 goriiyorsunuz.

e - e m——
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Romen rakamlar1 14, hatta 15’inci yiizyila kadar Avrupa’da kullanildi. 11’inci ytizyildan
itibaren yavag yavag “Hint-Arap sistemi” denilen yukarida agikladigimiz ve bugiin bi-
zim de kullandigimiz sisteme gecildi. Bugiin Romen rakamlar1 Bati kiiltiiriinde hala
daha geleneksel olarak kullanilir. Saatlerin Romen rakamlariyla yazildig: fiyakal saatleri
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cok gormiigsiiniizdiir. Bagka cok drnek var: Imparatorlar Roma rakamlariyla siralanirlar
(Napolyon III gibi), gezegenlerin uydular1 Roma rakamlariyla belirtilirler (Titan’in bir
bagka adi Satiirn VI’dir), olimpiyatlar ve konferanslar Roma rakamlariyla siralanirlar
(XX. Miinih Olimpiyatlar: gibi).

8.2 Diger Tabanlar

Tabanda 10’un kullanilmasi 10 parmagimiz olmasindan ileri gelmektedir. Co-
cuklugunuzda sayilar1 toplayip carparken parmaklarinizi kullandiginizi hatir-
liyor musunuz? Iste yukarida acgikladigimiz onluk sistem, parmaklarimizi kul-
lanabilelim, kolaylik olsun, rahat toplayip carpalim diye kabul edilmistir. Eger
bizim de domuzlar gibi ikiser parmagimiz (aslinda tirnagimiz, yani toynagimiz)
olsaydi, muhtemelen 4’liik tabani kullaniyor olurduk. 4’liik tabanda yazilmak
istenen say1 10 yerine 4’e boliiniir ve kalanlar sagdan sola dogru siralanarak
yazilir. Bir sonraki paragrafta érnek verecegiz. Bu durumda kalanlar (rakamlar
yani) tabii hep 0, 1, 2 ya da 3 olacaktir.

275 sayisin1 4 tabaninda yazalim. Bunun i¢in 275’1 4’e kalanli bolecegiz,
kalan say1 en sagdaki basamak olacak. Bolmeyi yapalim:

275 =68 -4+ 3.
Demek ki en sagdaki basamak 3 olacak. Simdi 68’1 4’e bolelim:
68 =17-440.
Demek ki sagdan ikinci basamak 0 olacak. Simdi 17’yi 4’e bolelim:
17=4-4+1.
Demek ki sagdan iiciinci basamak 1 olacak. Simdi 4’1 4’e bolelim:
4=1-4+0.
Demek ki sagdan dordiincii basamak da 0 olacak. Simdi 1’1 4’e bolelim:
1=0-4+1.

Demek ki sagdan beginci basamak 1 olacak. 0’a kadar geldik burada durabiliriz.
Yaptiklarimizi ozetleyelim:

275 = 68-4+3

(17-440)-4+3
17x424+0-4+3
(4-441)-4*+0-4+3
4-4241-4240-4+3

= (1-4+0)-4°+1-42+0-4+3
= 1-4340-42+1-424+0-4+3.



8.2. Diger Tabanlar 113

Demek ki 4’liik tabanda 275 sayis1
10103

olarak yaziliyor. 10103 gosteriminin dortliik taban gosterimi oldugunu goster-
mek i¢in 10103 yerine 101034 yazalim. Bagladigimiz 275 de onluk tabanda
yazildigindan, 275 yerine 2751g yazalim. Demek ki

27519 = 101034.

Goriildiigi tizere 4 tabaninda rakamlar 0, 1, 2 ya da 3 olur.
27510 sayisin1 4 tabaninda pratikte goyle yazariz:

) T
275 | 3
91 | 1
30 |0
10 |1
310
11
0

Bu tabloyu agiklayalim. Sol siitunun en iistiine 4’liik tabanda yazmak iste-
digimiz 275 sayisini yaziyoruz. Sag siituna, sol siitun 4’e boliindiiginde kalan
yaziliyor. Sagdaki sayidan soldaki say1 ¢ikartip 4’e boldiigtimiizde buldugumuz
sonucu bir alt satirin soluna yaziyoruz. Bu yontemle en sag siitunda 4 tabaninin
rakamlari belirir: 101013.

Baz1 tabanlar digerlerinden daha 6nemlidir. En 6nemli taban 10’dur ta-
bii, giinliik iglerimizde 10 tabanini kullaniriz. Saatlerde 60 tabani kullanilir: 1
dakika 60 saniye, 1 saat de 60 dakikadir. Yumurta alip satarken 12 tabani dik-
kati geker, “5 diizine yumurta attir” ciimlesinden de anlagilacag: iizere! Ama 10
tabanindan sonra en 6nemli taban 2 tabanidir ¢linkii bilgisayarlarda ve elek-
tronik aygitlarda 2 tabani kullanilir. 2 tabaninda rakamlar sadece 0 ve 1’dir.
Ornek olarak 27571 iki tabaninda yazalim. Yukaridaki yontemi kullanacagiz:

TLET‘
275

137

HOOO»—AOO»—\)—!‘%
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Demek ki
27519 = 1000100115.

Bir basgka deyisle,
275 = 28 + 24 421 1 20

olur.
3 tabaninda sayilar kiigiikten biiyiige soyle yazilir:

N = O

10

11

12

20

21

22
100
101
102
110
111
112
120
121
122
200
201
202
210
211
212
220
221
222

Aksini sOylemedigimiz siirece, bu kitapta kullanilan tiim say1 yazihimlari
10 tabanindadir, akli baginda her yazarin kitabinda oldugu gibi...

Taban 10’dan biiyiik olabilir. Ornegin bir sayiy1 12 tabanmda yazabiliriz.
Bu durumda rakamlarimiz

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11
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olur. Rakamlarin 10 ya da 11 olmasi karisikliga neden olacagindan, 10 yerine
*, 11 yerine de "X yazalim. Bu durumda 0’dan 23’e kadar olan sayilarimiz,
kiiciikten buytige dogru soyle yazilir:

0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9, x, "1, %0, x1, %2, x3, x4, x5, %6, 7, x8, x9, **, *xX.

Ornek olarak 80.199 sayismi 12 tabamnda yazalhm. Bunun icin 6nce 80.199
sayisini 12’ye kalanli bolecegiz:

80.199 = 6.683 x 12 4 3.

Bu 3 rakami, 80.199 sayisimin 12 tabaninda yazilmig halinin en sagdaki (yani
birler basamagimdaki) rakami olacak. Sonra 12’ler basamagimi, sonra 12%’ler,
yani 144’ler basamagim bulacagiz ve boyle devam edecegiz. Once 12’ler ba-
samagini bulalim. Bunun i¢in 6.6831 12’ye kalanli bolecegiz:

6.683 = 556 x 12 + 11.

Kalan 11. Demek ki 12’ler basamagi 11 imig. Ama unutmayalim, 11 yerine "4
yazacaglz:
6.683 = 556 x 12 4.

Demek ki saymin son iki basamagi
3
olacak. Simdi 12%’ler basamagimi bulalim.
556 = 46 x 12 4 4.
Buradan da sayimnin son ii¢ basamaginin
4v43
olacagi anlasilir. Devam edelim:
46 = 3 x 12 + 10.
Bir sonraki basamak 10 ¢ikti, yani x. Sayimin son dort basamag: belli oldu:
* 4943,

Devam edelim:
3=0x12+ 3.

Demek ki, say1 12 tabaninda
3x 443
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olarak yaziliyor. Yani

80.19910 =3 % 4*}4312.

Son olarak, 12 tabaninda

510 % 320101

olarak yazilan sayiy1 10’luk tabanda ifade edelim:

5.12° 4128 4+10- 12 +3-125+2-12* +10- 123 + 10 - 122 + 12°.

Sayiy1 bilgisayarda ya da hesap makinanzla hesaplayabilirsiniz.

Aligtirmalar

8.14.
8.15.
8.16.
8.17.
8.18.

8.19.

8.20.

8.21.

8.22.

8.23.

8.24.

8.25.

12 tabaninda 1 * 02"% x 01 olarak yazilan sayiy1 10’luk tabanda ifade edin.
3 tabaninda 4 basamaklh kag say1 vardir?

4 tabaninda 3 basamakl kag say1 vardir?

Ik 10 asal sayiy1 4 tabaninda yazin.

6 tabaninda yazilmig bir saymin 6’ya boliinmesi i¢in son basamagmin (yani birler ba-
samaginin) 0 olmasimin yeter ve gerek kogul oldugunu kanitlayin.

n tabaninda yazilmig bir saymin n’ye béliinmesi i¢in son basamaginin (yani birler ba-
samaginin) 0 olmasimin yeter ve gerek kosul oldugunu kanitlayin.

6 tabaninda yazilmig bir saymimn 3’e boliinmesi i¢in son basamagmmin (yani birler ba-
samaginin) 0 ya da 3 olmasinin yeter ve gerek kogul oldugunu kanitlayim.

Her n € N igin 10" sayisinin 9’a boliindiigiinde kalanin 1 oldugunu kanitlayin. Buradan
hareketle, 10 tabaninda yazilmig bir sayiyla, bu sayinin basamaklarinin toplaminin 9’a
boliindiigiinde ayni kalanlar bulunacagini kanitlayin.

Her n € N i¢in 10" sayisinin 3’e boliindiigiinde kalanin 1 oldugunu kanitlaym. Buradan
hareketle, 10 tabaninda yazilmig bir sayiyla, bu sayimnin basamaklarinin toplaminin 9’a
boliindiigiinde ayn kalanlar bulunacagimi kanitlayin.

Eger n € N tekse 10" 41 sayisinin, eger ¢iftse 10" — 1 sayisinin 11’e tam boliindiigiinii ka-
nitlayin. Buradan hareketle

25382926393853682012
sayisiyla
2-14+40-24+8-6+3-5+8-34+9-34+6—-24+9-24+8-3+5-2

sayisinin 11’e béliindiigiinde kalanlarinin ayni oldugunu kanitlayin.
Once 7 x 11 x 13 = 1001 esitligini gozlemleyin. Ardindan, buradan hareketle

25.382.926.393.853.682.012
ile
25 — 382 + 926 — 393 + 853 — 682 + 012

sayillarindan biri 13’e boliintiyorsa digerinin de 13’e boliindiigiinii kanitlayin.

73 x 137 = 10.001 esitliginden, bir saymin 73’e ya da 137’ye tam bdliinebilme kuralini
bulun.
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Bu kitapta dogal sayilari ele aldik. Bundan sonraki ii¢ kitapta sirasiyla
tamsayilari, kesirli sayilar1 ve gercel sayilar: ele alacagiz. Okur tabii ki 6nceki
yillardan bu tir sayilara sezgisel olarak aginadir. Sayilar1 gene biiyiik Olgiide
sezgisel olarak ele alacagiz (yani sayilarin tam matematiksel tanimlarini verme-
yecegiz) ama siirekli olarak kiimeler kuramina génderme yaparak daha modern
bir dil kullanacagiz.

Gecgmis yillardan zaten bildiginiz konulara uzun uzun yer ayirmamizin ne-
deni matematikte (hatta her bilim dalinda ve her ugrag alaninda) tanimin
onemine vurgu yapmaktir.
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