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Matematik Diinyasi, 2009-11I-1V
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Ozdeslesme ve Direkt Limit

X herhangi bir kiime olsun. X’in bazi altkiimele-
rinden olusan bir aile alalim: (X;);. Bu altkiimelerin
bilesimini alip X’in bir bagka altkiimesini bulabili-
riz elbet: \U; X;. Bu yazida yapacaklarimiz iste bu
“bilegim alma” iglemini genellestirecek.

1. Ozdeslestirmek. Matematikte, her seyi daha
basit ve daha kullanigh kilan “6zdeslestirmek” di-
ye bir sey vardir. Sik sik bagvurulur 6zdeglestirme-
ye, MD’de de bagvurmustuk ge¢miste. Bir A kiime-
si, bir bagka kiimenin A’ya ¢ok benzeyen bir altkii-
mesiyle “Ozdeslestirildigi”, boylece esit olamayan
elemanlara egit muamelesi ¢ekildigi olur. Yapilan
ozdeslestirme genellikle o kadar dogaldir ki, orta-
lama bir vatandag farkina varmaz bile.

Ornegin bir # tamsaysi, 7/1 kesirli sayisiyla
Ozdeslestirilir. Kesirli sayilari inga ederken aynen
bunu yapmistik [MD-2006-1V, sayfa 39] ve boyle-
ce her tamsay1 bir kesirli say1 olarak gorebilmistik.
Oysa tamsayilar kiimesiyle kesirli sayilar kiimesini
en basta birbirinden ayrik kiimeler olarak inga et-
mistik.

Bir bagka 6rnek: Her gercel say1 hemen hemen
her zaman sabit bir polinomla 6zdeglestirilir. Sabit
polinomlarla gercel sayilar arasinda bir ayrim go-
zetilmez, ki aslinda gozetilmesi gerekir, ne de olsa
gergel say1 gergel sayidir, polinom da polinom.

Liselerde her polinom (en azindan katsayilari
gercel sayilar kiimesindeyse) bir fonksiyon olarak
gortiliir. Burada da aslinda (ger¢ek matematikgiler
arasinda pek ragbet gormeyen) bir 6zdeslestirme
sozkonusudur. Bir polinom asla bir fonksiyon degil-
dir. Ama her polinom bir fonksiyon yaratir ve kimi
zaman polinomu yaratug fonksiyon olarak gor-
mekte bir sakinca yoktur.

Bir lise matematik kitabinda R’nin R x R kiime-
sinin altkimesi oldugu yaziyordu. Bu tamamen yan-
listir. Yazarin yaptigi yanhgt anlamak zor degil, ya-
zar muhtemelen gengliginde karmagik sayilara biraz
fazla odaklanmuis (gercekten de r gergel sayisi 7 + 0i
karmasgik sayisiyla 6zdeglestirilir) ve kimseye haber
vermeden, R ile R x R’nin R x {0} altkiimesini 6z~
deslestirmis. Oysa R ile, rnegin,

{(x, x) : x € R}

altkiimesini de 6zdeslestirebilirdi... Dolayisiyla ya-
zar hi¢ de bariz olmayan bu 6zel 6zdeslestirmeyi
yaptigini soylemesi gerekiyordu.

Ozdeslestirmek soyle bir seydir: A ve B iki kii-
me olsun ve f, A’dan B’ye giden birebir bir fonksi-
yon olsun. f, elbette A ile f(A) kimeleri arasinda
bir esleme tetikler. Bu esleme kimi zaman Oylesine
dogal olabilir ki, A’nin bir g elemaniyla B’nin f(a)
elemani arasinda bir ayrim yapmak i¢imizden gel-

mez, tam tersine ayrim yapmak nerdeyse ginah
kategorisine girer. Bu durumda, B kiimesi yerine

(B\f(A)w A
kiimesi alinir, yani B’den f(A) koparilip yerine A
yapistirilir. Eskiden f(a) elemaninin B’de gordigu
gorevi, bu yeni kiimede a elemani goriir. Bu igle-
mi, f(A)’y1 kesip yerine A’y1 dikmek olarak ya da
f(A)ydaki elemanlarin adlarini degistirmek olarak
gorulebilir, hatta bu son yorum daha kullanighdir.
Isin piif noktasi su: Eski B unutulur ve artik B ye-
rine

(B\f(A)) WA
kiimesiyle ¢alisilir, hem de sanki B eski B imiscesi-
ne... Biraz sagma olacak ama, sanki

fla)=a
ve
B=(B\f(A)UA

esitlikleri gegerliymis gibi davranilir.

Bu yapilana, “A ile f(A) kiimelerini f eslemesi
kullanarak 6zdeglestirmek” denir (oysa aslinda alt-
kiimelerden ote elemanlar 6zdeslestiriliyordur).

Simdi bir adim daha gidelim. Asagidaki sekil-
den izleyin. Sadece A ve B kiimeleri ve

f+A—>B
birebir fonksiyonu degil, bir de ayrica C kiimesi ve
g:B->C
birebir fonksiyonu verilmis olsun. A’y1 f(A) ile es-
lestirip elde edilen yeni B’yi g(B) ile eslestirmek is-
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ten bile degildir. Yukarda yaptigimizi iki defa yap-
mak yeterlidir. Boylece C’nin g(f(a)) elemani a ele-
maniyla 6zdeslesir ve g(B) \ g(f(B))’nin bir g(b) ele-
man b ile 6zdeslesir.

Eger ti¢ yerine dort kiime olursa, isler belki bi-
raz daha zorlagir ama her seferinde zorlukla kolay-
ca basa ¢ikabiliriz.

Daha karmagik ozdeglestirmeler de olabilir.
Diyelim A, B ve C diye adlandirilmig ti¢ kimemiz
ve f: A — Cveg: B — C birebir fonksiyonlari-
miz var. f’yi kullanarak A ve f(A) kiimelerini 6z-
deslestirebiliriz. g’yi kullanarak B ve g(B) kumele-
rini de 6zdeslestirebiliriz. Ama f(A) N g(B)’nin ele-
manlarina ne olacak? Bu elemanlar A’nin m1 yok-
sa B’nin mi elemaniyla 6zdeglesecekler? Yanit: Her
ikisiyle birden 6zdeslesecekler.

Asagidaki sekildeki gibi ¢ok daha karmasik
durumlar da olabilir. Asagidaki durumda, imgeleri
bir zaman sonra esit olan elemanlar 6zdeglestirilir-

ler. Ornegin a € A ile d € D elemanlar

gf(a)) = k(b(b))
esitligini sagliyorsa, A’nin a elemaniyla D’nin d
elemani eslestirilmek istenebilir.

Aslinda o6zdeglestirmenin gerceklesmesi igin
fonksiyonlarin birebir olmalarina gerek yok. Fonk-
siyonlar birebir olmasalar da 6zdeslestirmeleri ya-
pabiliriz. Hatta kiimelerin birbirinden degisik ol-
malarina da gerek yok, kiimelerin hepsi ayni bile
olabilirler.

Yapmak istedigimiz su: Baz1 kiimeler ve bu kii-
meler arasinda bazi fonksiyonlar verilmis. Verilen
tim kiumelerin bilesimini almak istiyoruz, ancak
goruntiileri bir zaman ayni olan elemanlari bilegim
kiimesinde sanki tek bir elemanmug gibi gormek,
yani matematikte yaygin olarak kullanilan deyimle,
bu elemanlar: birbirleriyle 6zdeslestirmek istiyoruz.
Ozdeslestirmek yerine biiziistiirmek de diyebilirdik.

Ama dikkat, gereginden fazla eleman 6zdesles-
tirmek istemiyoruz. Ornegin, abartip, tiim kiimeler-
deki tiim elemanlari tek bir elemana biiziistiirebilir-
dik... Ozdeslesmesi gereken elemanlar 6zdesmeli
ama Ozdeglesmemesi gereken elemanlar da ozdes-
memeli. Yani kivami tutturmaliyiz.

Iki 6rnek alalim. Birincisi uydurma bir érnek,
ikincisiyse klasik.

Ornek 1. I = N olsun ve bildigimiz siralamay-
la siralanmus olsun. Her i € I i¢in, X; = N ve
0+ Xi = Xin
fonksiyonu
Qix)=x+1
formiiliiyle tanimlanmis olsun. Kiimelerin ve fonk-
siyonlarin resimleri agagida:

NNNNNNNNRNN -
0979101910197 07 0

O L AW = O

[
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_
w
Y NN
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Xo'n 0 elemaniyla X;’in 1 elemani ve X,’nin
2 elemani ve X3’iin 3 elemani ve genel olarak X,,’in
n elemani ozdeslestirilecekler ciinkit @y, X' 0
elemanini X{’in 1 elemanina gotiriiyor, @1, X;’n
1 elemanini X,’nin 2 elemanina gotiiriiyor vs.

Bunun gibi X;’in 0 elemaniyla X,’in 1 elema-
n1, X3’tn 2 elemani, X4’tin 3 eleman: ve genel ola-
rak X,’in n — 1 elemani 6zdeslesecekler.

Sekillerdeki her okun tstiinden gectigi nokta-
lar birbirleriyle 6zdeslesip nihai kiimede (bilesim
kumesinde) tek bir eleman olacaklar. Yani nihai
kiimede her ok icin ayri bir eleman olacak.

NNNNNNNNNN -
01.0 »‘Qoxglxp .01.01.01 01 0

24"

34

44y

5479 -6
64799, -5
70 —4
8 ‘ 73
9] [~] -2
10 <
11
12 0
13
14

Elde edilecek nihai kiime, “art1 1” fonksiyonla-
rint da kale alinca, belli ki Z’ye benzeyecek. X’daki
(vani ilk N kiimesindeki) her eleman icin nihai kii-
mede bir eleman gerekiyor, cinkii bu elemanlar bir-
birleriyle 6zdeslesemezler. Bir de nihai kiimede, her
i > 0icin, 0 € X; elemaninin 6zdeslesecegi ayri bir
eleman gerekiyor, ¢iinkii bunlar ne aralarinda ne de
daha oncekilerle 6zdeslesebilirler. Resmi yukarda.

Ornek 2: Priifer p-Grubu. Teoriye girismeden
once ¢ok basit olmayan bir 6rnek verelim. Her k >
0 dogal sayisi ve her x tamsayisi i¢in

Op(lx]p) = [Px]pe1
formiiliiyle tanimlanmig olan
0 : ZIpkZ — Zipk+17
fonksiyonunu ele alalim. Burada [x],, x’in Z/pkZ
kiimesindeki imgesini temsil etmektedir. ¢, fonksi-
yonlarinin birebir olduklarini kanitlamak zor de-
gildir.

Asagidaki sekilde p = 2 ve k = 1, 2, 3 i¢in ¢,
fonksiyonlarini gostermeye ¢aligtik. Amacimiz, or-
negin,
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Z/27’nin [1] elemanim
Z/47°nin [2]
Z/87’nin [4] elemanim

elemanini

birbirleriyle 6zdeslestirmek. (Gereksiz gostergegle-
ri attik.) Bunun gibi,

Z/4Z’nin [3] elemanim

Z/87’nin [6] elemanim

Z/16Z’nin [12] elemanini

birbirleriyle 6zdeslestirmek istiyoruz. Bir bagka de-
yisle, Z/2kZ kiimelerinin tiim k’lar igin bilesimini

alip, bu bilesimdeki her [a], € Z/2kZ elemanini
[2alg,1 € Z/2k+17 elemamiyla 6zdeslestirmek istiyo-
ruz. Her maksimum ok silsilesini tek bir eleman ola-
rak gormek de diyebiliriz yapmak istedigimiz seye;
boylece bilesimdeki her eleman, i¢inde bulundugu
(yegane) ok silsilesiyle 6zdeslestirebiliriz. Ornegin,
[24)4 € 2267

elemanini

[3], = [6]4 = [12]5 — [24]5 — [48]7 — ...
maksimal ok silsilesiyle ozdeslestirebiliriz. (Tam
bunu yapmayacagiz ama yapabilirdik; buna cok
benzer bir sey yapacagiz.)

Tam ne yapacagimizi gitlatalim: 0 < g < 2k igin,
Z/2k7 kiimesinin [a]; elemanini a/2k kesirli sayisty-
la 6zdelestirecegiz.

Basgliyoruz: Zy«, [0, 1) araligindaki, paydasi
2’nin bir kuvveti olarak yazilabilen kesirli sayilar
kiimesi olsun. Bir bagka deyisle

Zyo=1{al2k : k e N\ {0} vea =0, 1, ..., 2k-1}
olsun. Simdi her k ve her a = 0, 1, 2, ..., 2k—1 icin
Z/2kZ kiimesinin [a], elemanini Z,. kiimesinin
a2k elemamyla 6zdeslestirelim. Soylediklerimiz
daha iyi anlasilsin diye,

Wy 2 Z12R7 — 7y
fonksiyonunu
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vilaly) = al2k
kuralyla tanimlayalim ve Z/2kZ kiimesinin bir [a],,
elemanini Z,« kiimesinin y([a],) = a/2k elemaniyla
Ozdeslestirelim.

ZzOO

727 -2 7147 225 7187 P35 71167 24

7y, 7/2*7 kiimelerinin bir anlamda bilesimidir;

¢, fonksiyonlariyla birbirlerine baglantilanmus elemanlar,
2, kiimesinde tek bir elemanmis gibi gosterilmislerdir
y’ler 6zdeslestirme fonksiyonlaridir.

Her k igin v, 0@, = vy, esitligi saglanir.

Boylece istedigimiz olur ciinki (yukardaki se-
kilden yaptiklarimizi takip edebilirsiniz),

1) Hem Z/2k7 kiimesinin [a], elemani, hem de
Z/2k+17 kiimesinin [2a], elemani, Z,. kiimesinin
aymi elemaniyla, a/2k elemaniyla 6zdeslestirilmistir.

2) Zy», Wi(Z/2kZ) kiimelerinin bilesimidir.

Bu yaptiklarimizi 2’den herhangi bir p asalina
genellestirmek isten bile degildir. Hatta p’nin asal
olmasina bile gerek yoktur. (Ama uygulamada p
hep bir asaldir.)

Birazdan biittin bunlari kuramsal olarak yapa-
cagiz. Sayfanin en altindaki sekildeki gibi bir du-
rum sozkonusu olacak ve seklin en sagindaki soru
isaretli kiimeyi bulmaya c¢alisacagiz. Sekilde aymi
kiime bir¢cok kez belirebilir, her kiimenin degisik
olmasina neden yok.

O—

9999

122

“Ozdeslestirmek” diyen aslinda “denklik ilis-
kisi” der, cinkii a ile b elemanlarinin 6zdeglestiril-
digini a = b simgesiyle gosterirsek, belli ki su oner-
meler dogru olur (ya da olmali):

a=a,
a=biseb=a,
a=bveb=cisea=c,
ki bunlar da bir denklik iligkisinin tanminin kogul-
laridir.

Okura yeterince sezgi kazandirdigimizi digu-
nerek artik matematige gecelim. Elde edecegimiz
nihai kiimeye kiimeler ve fonksiyonlar sisteminin
direkt ya da tiimevarimsal limit adi verilir.

2. Direkt Limit. Once verilerimizi toparlayalim.
I yarisirali bir kiime olsun, yani I tstiinde, her
i, j, k € I icin,
i<i,
i<jvej<im=i=j,
i<jvej<k=i<k
ozelliklerini saglayan bir < ikili iligkisi olsun. (Yu-
karda verdigimiz ornekte I = N ve siralama da bildi-
gimiz siralamaydi.) Bir de ayrica I’nin < yarisirala-
masinin yonlendirilmis oldugunu, yani her i, j € I
icin, i < k ve j < k esitsizliklerini saglayan bir k& € I
oldugunu varsayalim. Bu I kiimesi gostergeg kiime-
miz olacak. Simdi de kiimelerimizi ve aralarindaki
fonksiyonlari belirleyelim.
(X;);cs herhangi bir kiime ailesi olsun. Her i <
gostergecl igin
9;: X; > X;
bir fonksiyon olsun. Ve bu (¢;);; fonksiyon kiimesi
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lizerine su varsayimi yapalim: Her i < j < k goster-
gecl i¢in,
9;; = Idx, ve 0ji, © @;i = @jp.

Tum bu veri,
(Xis Piligjer
olarak simgelenir ve adina direkt sistem denir.

Amacimiz bu X; kiimelerinin bilesimini almak
ama @;; fonksiyonlari altinda ayni elemana giden
elemanlar arasinda bir ayrim gozetmemek, yani
bunlari birbirleriyle 6zdeglestirmek.

Degisik #’ler i¢in X; kiimeleri kesisebilirler, hat-
ta Ornek 1°de oldugu gibi X; kiimelerinin bazilart
ayni kiime olabilirler. Bunu engellemek igin X yeri-
ne X; x {i} kiimesini alip bu ayrik kiimelerin bilesi-
mini alalim.

X =V (X;x {i})
olsun. (Ozdeslestirmek yerine ayristirdigimizin far-
kindayiz, 6zdeglestirmeye birazdan gececegiz. Ama-
cimiz degisik gostergeclerle ifade edilmis X; kiimele-
rinde bulunan ayni elemanlar 6zdeslestirmek degil,
bunu yapmak oldukca kolaydir, bunun i¢in X;lerin
bilesimini almak yeterdir; amacimiz ¢ fonksiyonlari
altnda imgesi ayni olan, ya da imgesi bir zaman
sonra aymi olan elemanlari 6zdeglestirmek.) X ki-

(o, 1) = (y, /)
ancak ve ancak 7 ve j’den buytkesit bir & igin,
Pip(x) = @j(y)
ise. Eger i <j ise (= iligkisinin taniminda k = j alin),
(x, 1) = (@;(x), 1)
iligkisinin dogru oldugunu dikkatlerinize sunariz.

Tanimladigimiz bu iligki bir denklik iligkisidir.
Nitekim:

® Her i € I igin ¢;(x) = Idx (x) = x oldugundan,
her x € X; i¢in (x, 7) = (x, ) olur.

o Eger (x, i) = (y, j) ise ve k > i ve k > esitsiz-
liklerini saglayan bir k gostergeci icin @;x(x) = 05 (y)
oluyorsa, aym k gostergeci (y, j) = (x, i) denkligini
gostermek icin de kullanilabilir.
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® (x,1) = (y,7) ve (v, /) = (z, k) olsun. u ve v gos-

tergegleri

@in(x) = 9, (¥) Ve 9, (¥) = @p, (2)
esitliklerini saglasin. w € I, hem # hem de v’den
buytik bir gostergec olsun. O zaman,

Q%) = (P © Piae) (X) = Py (X))

= (Puw((pju(y)) = (@ © (Pju)<y> = (P;'w()’)
= (Ppw © 9jp)(¥) = Dy (@, ()
= Ppu Pku(R)) = Ppy(2)

olur, dolayisiyla (x, i) = (z, k) olur.

Boylece = iligkisinin bir denklik iligkisi oldugu
kanitlandi.

(x, i) € X;x {i} elemaninin denklik sinifin [x, ]
olarak gosterelim:

[x, 1] = {(y, /) : y € X ve (x, 1) = (y, )}
Demek ki her i <j igin,

[, 2] = [@;(x), /]
olur.
Son olarak X/= kiimesini alalim:
Xl=={[x,i]:iel,x X}

Iste bu, tam istedigimiz kiimedir! Bu boliimiin de-
vaminda okuru buna ikna etmeye calisacagiz.

X; kiimesinin bir x elemanini, X/= kiimesinde-
ki [x, i] elemaniyla 6zdeslestirecegiz. Bu ozdesles-
tirmeyi matematiksel olarak ifade edebilmek ama-
cryla,

Y, : X, > X/=
fonksiyonunu

,(x) = [x, 1
formiiliiyle tanimlayalim. X;’nin x elemanimmn X/=
kiimesinin W;(x) elemaniyla 6zdeslestirilmis oldu-
gunu hayal edin.

Iste bu X/= kiimesi aradigimiz kiimedir.

Yazinin baginda amacladigimiz hedefe ulagtigi-
miz1 gostermek icin iki sey kanitlamaliyiz:

A1) Eger ¢;; fonksiyonlar: birebirse, ¥; fonksi-
yonu da birebirdir.

Nitekim x, y € X; icin W;(x) = ¥;(y) olsun. O za-
man [x, i] = [y, i], yani (x, i) = (y, i), yani bir k > i
icin @;p(x) = @;p(y) olur. Ama ¢;;, birebir oldugun-
dan, bundan x = y cikar.

A2) X/= kiimesi (X;lerin olmasa da) W;(X;)’le-
rin bilesimidir. Yani
esitligi gecerlidir.
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Bunun dogrulugu tanimlardan hemen ¢ikiyor:

X/=={lx,i]:ie L, x € X}
= {\I",(x) RS I, X € XZ}
= UiEI lPl(Xl).

Onemli bir 6zellik daha:

A3) Heri<j e Ligin,¥; o ¢; = ¥,
X/=

A

X; —> X
Her i < igin Vioe; =V, e§1thg1 saglanir.

Nitekim her x € X; i¢in,

(%, 0 0;)(x) = P{osx) = [05(x), ]
=[x, i] = W(x)
olur.

Bu son ozellikten su cikar: x € X; elemaniyla
¢;i(x) € X; elemani, X/= kiimesinin ayn: elemany-
la, ¥;(x) elemaniyla 6zdeslestirilmistir.

X/= kiimesine (Xj, ¢jj)jes direkt sisteminin di-
rekt ya da tiimevarimsal limiti adi verilir ve X/= ye-
rine

hm Xz’ (pu)zqel
yazilir. Eger kolayl_ﬁ olacaksa ve karigikliga neden
olmayacaksa lli)n (Xis @j)icjer verine
li;n X;
yazilir. Biz bir stire - gercek tanimi verinceye dek -
X/=yazilimini kullanacagiz. '¥; fonksiyonlarina 6z-
deslestirme fonksiyonlari adi verilebilir.

Yazinin en son bolimiinde direkt limitin tani-
mint hafifce degistirecegiz ve yukardaki X/= kiime-
si direkt limitlerden sadece biri olacak.

Okur, umariz, direkt limitin tanimimnin ne kadar
dogal oldugunu gormustir. Nerdeyse bilesim kadar
dogal. O kadar dogal ki tanim baska tirli yapila-
mazdi!.. Bu kadar dogal bir tanimin bazi olaganiis-
tii sonuglar1 olmali.

3. Evrensel Ozellik. Yukardaki gibi bir
(Xz’ (sz)zqel

direkt sistemi verilmis olsun. X/= kiimesi ve

\Pi : Xi — X/=
fonksiyonlari da bir onceki bolimde tanimlandik-
lar1 gibi olsun. Her i </ € I i¢in, bir 6nceki bolim-
de kanitladigimiz

Pjog;="

esitligini animsayin.
Buttin bunlarin diginda herhangi bir Y kiimesi
ve heri<j e I igin

0; 0 ¢;=06;
esitliklerini saglayan
91» : Xi —-Y
fonksiyonlari verilmis olsun. (Bkz. agagidaki sekil.)
X/=
A
X, i
—L X,
0, 0;
Y
Oyle bir
0:X/I=>Y
fonksiyonu bulacagiz ki, her i € T i¢in
0o \Pi = 91»
esitligi saglanacak. (Bkz. asagidaki sekil.)
X/= -

X —2 X; 0

Y e

Bu ozellik, direkt limitin evrensel ozelligi ola-
rak bilinir.

Saglanmasini istedigimiz 6 o \¥; = 6; esitligi bi-
ze aslinda 0 : X/= — Y fonksiyonunun tek bir bi-
¢imde tanimlanmasi gerektigini soyluyor. Nitekim,
madem ki 6 o ¥; = 6; esitligi saglanmali, o zaman
her x € X; icin

0;(x) = (0 o ¥;)(x) = 6(¥;(x))
olmali, yani

= 0([x, i])

0:X/I=>Y
fonksiyonu
0([x, i]) = B;(x)
formiiltiyle tanimlanmali. Bunun gergekten bir ta-
nim oldugunu gosterelim. x € X; ve y € X; igin
[, i] = [, /]
olsun. O zaman
(x,7) = (y,7)
olur ve tanima gore i ve j’den buyukesit bir k € I
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i¢in
Pip(x) = 9jr(y)
olur. Demek ki,
0,(x) = (0 © @;)(x)
= O,(jr(y)) =

= 00 (x))
6k © @) () = 6,(y),
yani

0,0x) = 0,(y).
Sonug olarak,

I, 1 = [y, /] = 0,(x) = 0,(y)
onermesini kanitladik. Bundan da,
6(lx, ) = 0;(x)

formiilinii yazmaya hakkimiz oldugu ¢ikar. Boyle-
ce tanimlanan 0 : X/= — Y fonksiyonu elbette her
1€ ligin

0o¥; =0,
esitligini saglar.

Direkt limitin dordiincti 6zelligini kanitladik:

A4) Eger bir Y kiimesi ve 0; o ¢;; = 0; esitlikle-
rini saglayan 0; : X; — Y fonksiyonlar: verilmisse,
0 zaman her i € I icin 6 o W, = 0; esitligini sagla-
yan bir ve bir tane 0 : X/= — Y fonksiyonu vardir.

Ornek 3. Yazinin ta baginda verdigimiz en ba-
sit Ornege geri donelim. X herhangi bir kiime ol-
sun. X’in bazi altkiimelerinden olusan bir aile ala-
lim: (X;);. Eger her i < i¢in X; c Xj ise,
9 X; > X

fonksiyonu

9ji(x) = x
olarak tamimlansin. O zaman li£>n X; aynen X; kii-
melerinin bilesimidir ve

Y(x) =x
olarak tanimlanir.

Ornek 4. Eger I’'nin en biiyiik elemani varsa ve
bu elemana m dersek, yukarda bulunan li;n X; ki-
mesinin bu X,,,’den pek bir fark: yoktur ve \¥; = ¢;,,
olarak alinabilir.

Ana Teorem 1. i. Bir (X;, ¢;j);.jcs direkt siste-
mi verilmis olsun.

Oyle bir L kiimesi ve her i <j e I icin
Yo g;=1Y;
esitliklerini saglayan oyle

fonksiyonlar: vardr ki,

EAS
Vi Y

Vi © 9 =V;

her M kiimesi ve

0; 0 ¢; =06,
esitliklerini saglayan her

91' : Xi - M
fonksiyon ailesi icin,

/ 7l
e\/

Veri : 9/- ° ;i =6;

0o Y, =0
esitliklerini saglayan bir ve bir tane

06:L->M
fonksiyonu vardr. [Evrensel ozellik|

G

ii. Eger (L, ¥, : X; > L); ailesi yukardaki ev-
rensel ozelligi saglryorsa ve
AL —> L
herhangi bir eslemeyse, o zaman
(L', % 0 ¥;: X; — L);
ailesi de evrensel ozelligi saglar.

Pik

C}ji 1] X. ]
~ldy

j Xk

Dji

Veri: @;; = Idx, ve ;5 © 9, = ¢jp
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iii. Eger (L, ¥; : X; = L); ailesinin sagladig: bu
evrensel ozelligi bir de ayrica (L', ¥V} : X; —> L'); ai-
lesi de saglryorsa, o zaman 6yle bir

AL —> L
eslemesi vardir ki, ber i € I icin,

P/ =)o P,
olur.

Kanat: i. Teoremin birinci kismini zaten kanit-
lanmustik: L kiimesi X/= olsun ve ¥; : X; > L fonk-
siyonlarini daha 6nce tanimladigimiz gibi alin.

ii. (L, ¥; : X; —> L); ailesi evrensel 6zelligi sag-
lasin ve A : L — L' bir esleme olsun.

(L'yho ¥, : X, L);
ailesinin de evrensel 6zelligi sagladigini kanitlamak
istiyoruz. Elbette,
(hoWj)ogj;=ko(¥ioq)=ro"

esitligi saglanir. Simdi M bir kiime ve

0,: X;> M
fonksiyonlari

0,0 ¢; =6
esitliklerini saglasin.

Yukardaki sekilden takip edin.
Borl:L'>M
fonksiyonuna bakalim. Her i i¢in,
Oorl)o(hoW,)=00¥,=0;
olur. Istedigimiz kanitlanmustir.

iii. Simdi de hem (L, ¥; : X; — L); ailesinin
hem de (L', ¥/ : X; — L'); ailesinin evrensel 6zelli-
gi sagladigini varsayalim. Birinci sistem evrensel
ozelligi sagladigindan, evrensel 6zelligin tamiminda
M =L've0; =¥/ alarak,

0o \Pi = \PZ"
esitliklerini saglayan bir
6:L—> L'

fonksiyonunun oldugunu buluruz. Ikinci sistem de
evrensel ozelligi sagladigindan, evrensel 6zelligin
taniminda bu sefer M = L ve 0; = ¥; alarak,

0" o lPi' = \Pl
esitliklerini saglayan bir
0:L"—> L

fonksiyonunun oldugunu buluruz.

Simdi

0o6:L>L
fonksiyonu, her i i¢in,
(000)o¥;=0"0(00V¥,)=0 0V =Y,
yani

(9' o 9) o \Pl :\Pi
esitligini saglar. Ayrica

IdL :L—> L
fonksiyonu da, her 7 icin,
IdL o \Pl = IPZ

esitligini saglar.

Ama evrensel ozellige gore (tanimda M = L ve
0, = ¥, alin) bu tir esitlikleri saglayan fonksiyon
biriciktir. Demek ki

00 0=1Id,
olmali. Ayni nedenden
000 =1d;,

olur. Demek ki 6 ve 0’ birbirinin tersi eglemelerdir.
L = 0 alalim. Istenen W} = A o P, esitligi elbette sag-
lanir. []

Verilmis bir (X, 9;);cjc direkt sistemi igin, bu
ozelligi saglayan bir (L, P; : X; — L); ailesi ana te-
oremde goriildiigt gibi ¢ok giicli bir anlamda biri-
ciktir. Boyle bir aileye (X;, @;);cjcr direkt sistemi-

i<je
nin direkt limiti ad1 verilir. Direkt limiti
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lim (X}, @;)icjer
olarak yazacagiz @Yirekt limitlerden herhangi biri
anlaminda). Eger kolaylik olacaksa ve karigikliga
neden olmayacaksa lim (X, 9;);cjcs yerine
im Xi
_)
yazilir.

Sonug 2. Yukardaki varsaymm ve yazilimlarla,

i L =\U;; Y,(X,) esitligi gecerlidir.

ii. Eger ¢;; fonksiyonlar: birebirse, ¥ fonksiyo-
nlari da birebirdir.

iii. a € X;ve b € X; olsun. \¥i(a) = ¥,(b) esitli-
gi icin yeter ve gerek kosul, hem *den hem de j’den
biiyiikesit bir k icin o;.(a) = @;x(b) esitliginin geger-
li olmasidir.

Birinci Kamit: Tum sOylenenler L = X/= ve
W,(x) = [x, ] fonksiyonlari i¢in gegerlidir. Dolay-
siyla Ana Teorem’den dolay1 ayni 6zellikler her-
hangi bir direkt limit i¢in de gecerlidir. Bu kanitin
ayrintilarini okura birakiyoruz.

(i)’in bir bagka kaniti: X;’lerin en az birinin
boskiime olmadigini ve L’de 1’den fazla eleman ol-
dugunu varsayabiliriz. L' = \U,_; ¥Y,(X;) ve

¥ X, > L
fonksiyonu W/ (x) = ¥,(x) esitligiyle verilmis olsun.
Evrensel 6zellige gore, 8 o ¥, = ;' esitligini sagla-
yan bir ve bir tane 0 : L — L' vardir. Eger L' c L
olsaydi, o zaman bir # € L\ L’ igin, diger degerle-
re dokunmadan, 0(#) tanimini degisik bicimlerde
yapabilirdik ve 6 o W¥; = ¥/ esitligi bozulmazdy; ki
bu da 6’nin biricikligiyle celisir. [

Dileyen okur, direkt limitin kiimesini en basta
tanimladigimiz gibi X/= olarak alabilir; tabii o za-
man W;(x) = [x, ] olarak tamimlanmak zorundadur.
Asagida direkt limiti X/= olarak almayacagiz, bu-
nun yerine Sonug 2’ye basvuracagiz. Dogrusu di-
rekt limiti X/= olarak alsaydik kanitlarimiz biraz-
cik daha somut ve anlagilir olurdu.

Cebirsel Yapilarda Direkt Limit. Eger her X;
kiimesi uzerinde grup, halka, cisim, R-modiil, R-
cebiri gibi cebirsel bir yap1 varsa ve X;’ler arasinda-
ki ¢;; fonksiyonlari s6z konusu olan yapiya gore
birer morfizmaysa (esyap1 fonksiyonlari ise), o za-
man lim X; direkt limiti tizerine “olabilecek en do-
gal bicimde” ayni cebirsel yapi tanimlanabilir ve bu
yapiya gore bir 6nceki bolimde bulunan ¥; fonksi-
yonlari birer morfizma olur. Ayrica gegen boliim-

de soztinti ettigimiz evrensel 6zellik bu kapsama da
uyum saglar. Bir bagka deyisle, Ana Teorem’deki
“ktime” yerine “grup, halka, modiil” gibi uygun
olan cebirsel yapiy1 yazarsak ve “fonksiyon” yeri-
ne uygun cebirsel yapinin morfizmasini yazarsak,
teorem gecerliligini korur. Bu sonucu sadece grup-
lar i¢in yazip kanitlayacagiz. Diger yapilar icin ka-
nit cok benzerdir ve okura birakilacaktir.

Ornek 2’deki Z, (ki ashinda bir gruptur, Prii-
fer p-grubu olarak bilinir) aslinda yapacaklarimiza
verilebilecek en standart 6rnektir.

Teorem 3. (X, ¢;j)ijes bir direkt sistem olsun.
Ayrica her X;'nin bir grup oldugunu ve her
9 X; > X;
fonksiyonunun bir grup homomorfizmasi oldugu-
nu varsayalim. (L, V; : X; — L); ailesi bu sistemin
bir direkt limiti olsun. O zaman L iizerine 6yle bir
ve bir tek grup yapisi konulabilir ki
VY,: X, > L
fonksiyonlar: grup morfizmalar: olur. Ayrica her M
grubu ve
0; 0 ¢; =0,
esitliklerini saglayan her (6, : X; — M); grup mor-
fizmasi ailesi icin 6yle bir ve bir tane
06:L->M
grup morfizmast vardir ki her i € I igin
0o Y, =0
olur. Ayrica eger (L', P} : X; — L'); bu 6zelligi sag-
layan bir baska sistemse, Ana Teorem iii’'te bulu-
nan ) bir grup izomorfizmasi olur.

Kanit: L tizerinde bir grup yapisi tanimlayaca-
g1z ve daha sonra ¥ lerin bir grup homomorfizma-
st olduklarini gosterecegiz. Grup yapisi tanimlamak
biraz zaman alacak.

o, B € L olsun. of diye bir eleman tanimlamak
istiyoruz, ki L tizerine bir grup yapisindan bahse-
debilelim. Once bir sav:

Sav1.a,P € Lise 6yle biri e [ gos- %BeL
tergeci ve a, b € X; elemanlari vardir ki, v,
Wi(a) =ave ¥, (b) =B

a,beX.
olur. d

Kamt: L = U, ; W;(X;) esitligini animsayalim
(A2 ozelligi). Bu esitlikten dolay1 oyle i, j € I ve
a; € X;, b]- € X vardur ki,

Yia;) = ave ¥j(b) = B
olur. Eger i = j olsaydi ve kanitimiz biterdi, ama

Oyle olmayabilir. Hem 7’den hem de j’den buytik
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bir k£ € I bulalim. O zaman,

Yrlop(a))) = ¥ila) = a
ve

Vr(0j(b)) = ¥i(b)) = B
olur. Simdi ¢;x(a;), ¢j(bj) € X}, ve bu elemanlarin
W), imgeleri sirasiyla o ve B’ya esit. Demek ki,

Wyla) = a ve Wy(b) = B
esitliklerini saglayan

a = Qpla;) € Xy ve b= (b)) € X,

elemanlar1 bulduk. Savimiz kanitlanmistir. ]

Sav’in Kanitina Dair Not: Burada 6nemli olan a
ve b’nin ayni X, kiimesinde secilmis olmalari. (Da-
ha énceki a; ve b;’nin biri X;’de 6biirti X;deydi.)

Sav 1’in varsayimlarindan devam edelim.

X; bir grup oldugundan, a ve b elemanlarini
carpip gene X; grubunda bir eleman elde edebiliriz
ve bu ¢arpimun ¥; imgesini alarak L’den bir ele-
man bulabiliriz.

Niyetimiz

af = W;(ab)
tanimini yapmak ama once boyle bir tanima hak ka-
zandigimizi kamitlamaliyiz, W;(ab)’nin sadece o ve
B’ya gore degistigini, secilen a, b ve i’den bagimsiz
oldugunu kanitlamaliyiz.

V; \7]

a, b, ab e X, Xf. day, by, ab

a

\Vi( )= \U-(al) )
v, (b) = w/,(bl)} = yi{ab) = yj(a,by)

Vi

aeX; “
‘V,l (P,'k(a) =a,

m
a,BeLaaB<wk—albleXk

4  w
w,-} w/. ?(b) = by
be X; P

o, B e Lolsun.a e X, ve b € X.elemanlar:

v (a) = o ve y (b) = P esitliklerini saglasn. k >4, j olsun.
a, = ¢yla) veb, = (p/k(b) olsun.

O zaman v, (a,) = a ve y,(b,) = B olur.

ap garpimini (@, b,) olarak tanimlamak istiyoruz.

Sav 2. a, b € X;ve ay, by € X; elemanlari,
Wi(a) = ¥lay), ¥i(b) = ¥(by)
esitliklerini saglasinlar. O zaman
‘Pi(ab) = \Pj(albl)
olur.
Kamt: ¥ja) = ¥j(a;) oldugundan, Sonug 2’ye
gore, bir k > i, j gostergeci igin,
9ir(a) = Qjlay)
olur. Ayni nedenden, bir ¢ > i, j gostergeci icin,
0i1(D) = 9;4(by)

olur. Simdi m > k, ¢ olsun. Yukardaki iki esitlikte-
ki terimlerin sirasiyla @y, ve ¢,, morfizmalar: al-
tinda imgelerini alalim. Ornegin birincisinden,
Qi) = Opy(9i(a)) = Oy @jr(ar)) = @j,(aq)
elde ederiz. Benzer sekilde, ikinci esitlik bize
(pzm(b) = (P/m(b])
verir. Simdi, ©;,,(a)s 0y (a1);s Pipu(b); ©jp(by) ele-
manlarinin hepsi X,,, grubunda. Dolayisiyla
Pim(ab) = € (@) i (D) = 0jy(@1) 9}y (D1) = @i(a1D1)
bulunur. Bundan da - gene Sonug’a gore
Wi(ab) = ¥(abq)
¢ikar. Savimiz kanitlanmigtir. ]

Simdi a, B € L igin, Sav 1’e gore
Yi(a) = ave P;(b) = B
esitliklerini saglayan herhangi bir 7 € I gostergeci
ve a, b € X; elemanlari secelim ve off ¢arpimini
af = W;(ab)
olarak tanimlayalim. Sav 2’ye gore tanim i’nin ve
a ve b’nin secimlerinden bagimsizdir.
Bu islemin L tizerine bir grup yapist tanimladi-
g1 cok belli. Ayrica ¢carpimin tanimindan dolay:
¥ (a)¥(a) = of = ¥ {ab)
olur, yani ¥; : X; —» L fonksiyonlar1 artik birer
grup homomorfizmasi olurlar.
Boylece teoremin birinci kismi kanitlandi. Ge-
lelim ikinci kismina. M bir grup ve
6,: X;,> M
grup morfizmalari ve her 1 <j e I i¢in
0; o ®jj = 0;
esitliklerini saglasinlar. Oyle bir
06:L->M
grup morfizmasi bulacagiz ki her i € T i¢in
0 oW =0,
olacak. © o ¥; = 0, kosulundan dolayi, eger 6, var-
sa, her x € X; icin
0 0 Wix) = 0,(x),
yani
0(¥;(x)) = 0;(x)
esitligini saglamali. Dolayisiyla, Sonug’a gore, 6’y1
tanimlamanin tek bir yolu vardir: Verilmis bir o e
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L i¢in 6nce
o= Y(x)
esitligini saglayan bir x € X; segilir; sonra
0(a) = 0;(x)

olarak alinir. Demek ki, 0 varsa ancak boyle ta-
nimlanabilir. Simdi yukardaki tanimin caiz oldu-
gunu, W;(x) = ¥;(y) icin 0;(x) = 0;(y) oldugunu ka-
nitlayalim. Nitekim,
¥x) = ¥,fy)
oldugundan, Sonu¢’a gore, i ve j’den biyiik bir k
i¢in
®ip(x) = @jr(y)
olur. Her iki tarafa da 6;, uygulayalim:
Or(Pir(x)) = Ok(@ji(x))
buluruz. 0ler tizerine yapilan varsayimdan dolay,
bundan da
0,(x) = 0,(y)

¢ikar. Teorem tamamen kanitlanmugtir. 10

Yukardakinin nerdeyse aynisinin tipkist hemen
hemen her tiirli cebirsel yapida yapilabilir: Halka-
larda, cisimlerde, modiillerde (aymi halka tzeri-
ne)... Direkt limit de dogal olarak ayni yapiya sa-
hiptir. Hatta nesnelerimiz sirali kiimeler, morfiz-
malarimiz da siralamayi koruyan fonksiyonlar ola-
bilir. Birinci 6rnegimiz bu tirden zaten. Dikkat
ederseniz, o Ornekte sirali bir kiime olan Z’yi elde
ettik.

Alistirma. Her i dogal sayist icin X; = R=0 ol-
sun. Her 7 < icin, fj(x) = x2"” olsun. Bu verilerin
bir direkt sistem tanimladigini kanitlayin. Direkt
limiti bulun. Direkt limit tizerine Ana Teorem’de
kanitlanan dogal grup yapisi nedir? Direkt limit
lzerine bir siralama bulun. Gostergegleri N yerine
Z’de alsaydik ne degisirdi?

Topolojik Yapilarda Direkt Limit. Simdi her

X; kiimesinin bir topolojik uzay ve her
9;: X; > X

fonksiyonunun siirekli oldugunu varsayalim. Te-
orem 1’in ya da 3’n bir benzerini topolojik uzay-
lar ve surekli fonksiyonlar i¢in kanitlamak istiyo-
ruz. Direkt limitin kiimesi ve \P; fonksiyonlar: zo-
runlu olarak eskileri olacak

Teorem 4. (X, ¢;);jeq bir direkt sistem olsun.
Ayrica her X;nin topolojik bir uzay oldugunu ve
her

9;: X; > X;
fonksiyonunun stirekli oldugunu varsayalim.
(L, ¥, : X; > L);
ailesi bu sistemin bir direkt limiti olsun. O zaman
L iizerine dyle bir ve bir tek topoloji yapisi konula-
bilir ki
¥Y,: X, > L
fonksiyonlari siirekli olur ve ayrica her M topolojik
uzayi ve
0; 0 ¢; =06,
esitliklerini saglayan her (0; : X; - M); sirekli
fonksiyon ailesi icin 6yle bir ve bir tane
06:L->M
siirekli fonksiyon vardir ki ber i € 1 icin
0o, =0
olur. Ayrica eger (L', ¥} : X; — L'); bu 6zelligi sag-
layan bir baska sistemse, Ana Teorem iii’'te bulu-
nan A bir homeomorfizmadir.

Bu teoremin kanitini ayrintili vermeyecegiz.
L’nin topolojisini agiklamakla yetinecegiz.

Aslinda L’nin topolojisinin ne olmasi gerektigi
belli. Her seyden 6nce tim ¥; fonksiyonlarini sii-
rekli kilan bir topoloji olmali. Ote yandan bu ko-
sulun yeterli olmayacag: da belli ¢iinkii L tizerine
en kaba topolojiyi alirsak sadece W¥; fonksiyonlar:
degil, L’ye giden tum fonksiyonlar surekli olur; ay-
rica bu topoloji X;lerin topolojisinden bagimsiz-
dir; ki bu da kaba topolojinin kosullar1 saglayama-
yacaginin bir gostergesidir.

L’nin evrensel ozelligi (surekli bir 6 : L - M
fonksiyonun bulunmasi gerekliligi) L’nin topolosi-
nin ¢cok kaba olmamasi gerektigini, hatta olabilecek
en ince topoloji olmasi gerektigini kulagimiza fisil-
diyor olmali. Nitekim bu fikir problemi ¢oziiyor.

L tizerine tim W; fonksiyonlarin siirekli kilan
en ince (yani en zengin) topolojiyi alalim. Daha net
olarak L’nin bir V altkiimesi, ancak ve ancak her
e Iicin W;71(V) kiimesi X;de agiksa agik olsun.

Teoremde yazan her seyin dogru oldugunun
kanitini okura birakiyoruz. Merakli okur mutlaka
yapmali. ¢
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